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Zur Deutunp, der dreifachen Geschwindigkeitskorrelationen 
der isotropen Turbulenz 

Von K a r l  I t a s s e l m a n n  

Zusammenfassung. Es werden die dreifachen Korrelationen, die den E i n f l ~  der Tr/igheits- 
kr~fte in der K A r m ~ n - H o w a r t h s c h e n  Korrelationsg]eichung bcschreiben, auf  den Impuls-  
austausch zwisehen einem kugelfSrmig abgegrenzten Goblet und dessert Umgeb~mg zurfickgefiihrt. 
Diese einfaehe Deutung ermSglieht eine approximative Erfassung der Tr/igheitskr/ifte der isotropen 
Turbulenz, die in den Grundz/igen die I-t e is  e n b e r g scbe Vorstellung einer auf  die grbl3eren Wirbel  
einwirkenden turbulenten Viskositiit, die durch den Im..pulsaustauseh mit  den kleinen Wirbeln 
zustande kommt,  best/itig% jedoch zu wesentlich besserer Ubereinst immung mit  den Mel]ergebnissen 
f'dhrt. 

On the interpretation of the triple veloeityeorrelations of isotropie turbulence (Summary).  The 
influence of the inert ia  forces in isotropic turbulence represented by  the tr iple-velocity correlations 
in K K r m A n - H o w a r t h ' s  equation is explained in terms of the momentum convected through the 
surface of a spherically del imited region in the fluid. Basing on this simple in terpre ta t ion ,  an ap- 
proximate  expression for the tr iple veloci ty correlations is derived. The results confirm I - Ie isen-  
b e r g ' s  basic conceDg of an addit ional  turbulent  viscosity acting on the larger eddies as a result  of 
the momentum-transfer  action of the  smaller eddies, but  show considerably closer agreement with 
experiment  than H e i s e n b e r g ' s  expression. 

Sur Finterpr6tation des triples correlations de vitesse en turbulence isotropique (R6snm~). Les 
influences de la force d ' inert ie  exerc6es sur la turbulence isotropique et  repr6sent6es par  les tr iples 
corr61ations de vitesse dans l '6quation de K ~ r m ~ n - I - I o w a r t h  sont expliqu6es ~ l 'a ide du moment  
qui p6n6tre pa r  convection la surface d 'une r6gion limit6e sph.6riquement, faisant par t ie  d 'un  fluide. 
Basant  su r  eette simple interpr6tat ion,  on d6rive une expression approximative pour les triples cor- 
r61ations de vitesse. Les r6sultats  en v6riflent ]a conception fondamentale de t t e i s e n b e r g ,  d 'apr~s 
laquelle il existe une viscosit6 turbulente  additionnelle agissant sur les grands tourbillons par  suite 
de Faction du transfert  du moment  effectu6e par  de pet i t s  tourbillons, mais ces r6sultats sont en 
meillour accord ave c les essais que ceux que 1' on a obtenus j usqu'ici par  l 'expression de I-I e i s e n b e r g. 

1 ~  inleitung. Bekann t l i ch  h a t  erst  die s~atistische Theorie  der  i so t ropen  Turbu lenz  eine aus- 
I_2A f/ ihrl iche k inemat i sche  Ana lyse  der  tu rbu len ten  S t r6mungen  ermSglicht .  J edoch  st51]t 
sie au f  Schwier igkei ten  bei a l len Fi 'agen,  die mi t  dem dynamischen  Verha l ten  der  Turbulenz  
zusammenh/ ingen.  Der  K e r n  dieser Schwierigkei ten l iegt  in der  N a t u r  der  Tri~gheitskr/~fte, die 
m a n  bisher  noeh n ich t  bef r ied igend  besehreiben konnte .  U m  t r o t z d e m  dynamische  Gesetz- 
m/igigkei ten theore t i sch  able i ten  zu k5nnen,  ha t  man  zus/~tzliche H y p o t h e s e n  eingefi ihrt ,  die 
m a n  e twa in die be iden  Klassen  der  Ahnlichkei ts-  und  Aus t auschhypo thesen  eintei len kann .  
Aus den Xhnl ichke i t shypothesen  k6nnen  Aussagen fiber die _~nderung gewisser charakter i s t i -  
scher GrSBen des Turbulenzfe ldes  gewonnen werden, wie z .B.  das Abkl ingungsgese tz  f(ir die 
Gesamtenergie ;  j edoeh  k a n n  die innere  S t ruk tu r  des Turbulenzfeldes,  d. h. die F o r m  des 
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Energiespektrums oder der Geschwindigkeitskorrelationen, nieht erkl~rt werden. Die ~hnlich- 
keitsannahmen werden im allgemeinen physikalisch nicht sehr fiberzeugend begrfindet und 
erweisen sich aueh experimentell als reeht grobe Approximationen. Bei den Austausch- 
hypothesen andrerseits wird auf Grund einer gewissen Vorstellung fiber die Einwirknng der 
Tr~gheitskrafte auf das Energiespektrum die Form des Tr~gheitsterms in der dynamischen 
Spektralgleichung einfach postuliert. Es ist sehwierig, bei diesen Ausdrficken unmittelbar 
naehzuprtLfen, ob sie gute N~herungen sind oder nieht, da der exakte Ausch'uek ffir den 
Tr~gheitsterm der Spektralgleiehung in ziemlich unfibersiehtlicher Weise yon den Amplituden 
und Phasen der Fourierzerlegung des Gesehwindigkeitsfeldes abh~ngt. Sie sind daher - -  ebenso 
wie die J~hnliehkeitsannahmen ~ nur als Arbeitshypothesen aufzufassen. 

Obwohl der Tr~gheitsterm der Spektralgleichung wesentlieh komplizierter ist als der 
entsprechende Term der mathematisch s Korrelationsgleichung, hat  man bisher 
die Tr~gheitskrgfte nut an Hand der Spektralgleichung zu erkli~ren versucht. Das liegt daran, 
dab der physikalische Inhalt  der Spektralgleiehung durehsiehtiger ist, w~hrend man sieh 
bisher ffir die dutch die Korrelationsgleichung beschriebenen Vorg~nge noch kein physikalisch 
anschauliches Bild gemacht hat. Wie im folgenden gezeigt wird, ermSglicht aber eine neue 
Ableitung der Korrelationsgleichung die anschauliche Deutung der.einzelnen Glieder. 

Dadurch l~gt sich nun die Wirkung der Tr~gheitskr~fte, die dureh die dreifachen Korrela- 
tionen beschrieben wird, unmittelbar fiberblicken und mit Hflfe yon einfaehen Misehungsweg- 
ans~tzen auch quantitativ erfassen. Die Ergebnisse lassen sieh im wesentliehen durch die 
H ei s enb  er gsche Vorstellung einer auf die grSBeren Wirbel einwirkenden turbulenten Viskosi- 
t~t, die durch den Impulsaustausch mit den kleineren Wirbeln zustande kommt, besehreiben. 
Allerdings wird eine andere Einteflung der Energie in Wirbel kleinerer und grSBerer Dimen- 
sionen gew~hlt, die der Deutung des Trggheitsterms in der Korrelationsgleichung besser an- 
gepaBt ist. Ferner wird der in dem Ausdruck ffir die turbulente Viskosit~t vorkommende 
Mischungsweg nicht einer kinematisch, sondern einer dynamisch eingeffihrten L~nge pro- 
portional angenommen, wodureh der Einflug der Viskosit~t beriicksichtigt und eine bessere 
Ubereinstimmung mit dem Experiment erreicht wird. 

Die zwei- und dreifaehen Geschwindigkeitskorrelationen der isotropen Turbulenz. Bevor 
d~e K~ r m s n- t t  o w a r t h sche Korrelationsgleichung aus den N a v i e r - S t o k e s s ehen Gleichun- 
gen gewonnen werden kann, muB man auf die Beziehungen eingehen, die sich aus den kinemati- 
schen Bedingungen der Isotropie und der Kontinuit~t ffir die Korre]ationen ergeben. Obwohl 
diese Beziehungen, die gewShnlich mit Hilfe der Tensoranalysis und der Invariantentheorie 
gewonnm~ werden, wohlbekannt sind (H. P. R o b e r t s o n  [1940], S. C h a n d r e s e k h a r  [1953], 

P r 

p l U~ P u~,> 

u,2 f (r) u'Z g (r) 

[ r" > 

u'3 k (r) u'Zh (r) u'Z q (r) 

Abb. 1. Zwei- und dreifache 
Geschwindigkeit skorrelationen 

G . K . B a t c h e l o r  [1953]), ist es vielleicht nicht un- 
interessant, sie einmal auch auf einem anderen, an- 
schaulichen Wege abzuleiten, der sparer bei den 
~ a v i e r - S t o k e s s e h e n  Gleiehungen au•erdem zu 
einer physikalisehen Deutung der K ~ r m s  Ho-  
wa r th sehen  [1938] Korrelationsgleichung ffihren 
wird. 

Unter der allgemeinen zweifaehen Geschwin- 
digkeitskorrelation (Abb. 1) an zwei Stellen P, P '  in 
einem isotropen Turbulenzfeld versteht man das 
mittlere Produkt:  

R. (~; a, r~) = u~ (P')  ub (P) ,  (1) 

wobei durch die Indizes a, b Geschwindigkeitskom- 
ponenten in Riehtung der Einheitsvektoren a, b be- 
zeichnet werden, 1: der Vektor yore Punkt  P zum 
Punkt  P '  und die reehte Seite ein statistiseher 
Mittelwert fiber mehrere unabh~ngige Realisationen 
des Turbulenzfeldes ist. Aus der Bedingung der 
Isotropie folgt aueh die Homogenit~t des Turbu- 
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lenzfeldes, da ein nicht verschwin- 
dender Gradient einer mittleren 
GrSBe eine ausgezeichnete Richtung 
festlegen wiirde; das mittlere Pro- 
dukt (1) hgngt somit nur yon dem 
Abstandsvektor zwischen P und 
P '  ab. 

~hnlieh wird die dreifaehe Ge- 
sehwindigkeitskorrelation an zwei 
Stellen definiert: 

S(r; a, b, c) ---- ua (P') ub (P)uo (P). 

Korrelationen h5herer Ordnung wer- 
den gewShnlich nieht mehr betrach- 
tet, obwohl sie streng genommen zu 
einer vollsti~ndigen statistisehen Be- 
sehreibung der Turbulenz notwendig 
sind, da sie mit  wesentlich gr5geren 
analytischen Schwierigkeiten ver- 

(2) 

Abb. 2. Durchstr6mung einer halbkugelf6rmigen I-IiilIe. 

bunden sin& 
I m  Faile der Isotropie sind die mittleren Produk~e (1) und (2) nut  yon der relativen Luge 

des Vektors ~ und der Einheitsvektoren a, b und c abh~ngig. Wir k6nnen daher annehmeni 
dab ~: in der x-Achse uncl a in der xy-Ebene eines kartesischen Koordinatensystems liegen. 
Ferner k6nnen wir uns auf  die F/~lle beschr~nken, in denen die Einheitsvektoren achsenparallel 
sind, da sich die a]lgemeinen Produk~e mit te]s  dieser als Linearkombinationen darstellen 
lassen. Da a in der xy-Ebene liegt, w/~hrend die Einheitsvektoren b undc  beliebige Richtungen 
annehmen k6nnen, finder man sechs solcher Kombinationen ftir R u n d  zw61f ffir S. Aus der 
Bedingung der Is0tropie, die Invarianz gegentiber Permutationen und Spiegelungen der 
Achsen fordert, folgt jedoch sofort, dab  die meisten dieser Produkte verschwinden, so dab 
yon den zweifachen Korrelationen nut  die Produkte:  

u'~/(~) = u~ (p') u= (p),  (3) 

u'~g(~) = ~ (P') u,  (P) 

und yon den dreifachen Korrelationen nut  die Produkte:  

(4) 

u'3k(r) = u~ (p') u,~ (p), (5) 

u'3h(r) = u x (P')  %~ (P) -~ u x (P')  u~ ~ (P),  (6) 

u'3q(r) = u u (P')  u~ (P) u v (P) (7) 

fibrigbleiben. Dabei bedeuten wie iiblich u'  die Wurzel des mitt leren Quadrats einer Ge- 
schwindigkeitskomponente, r den Betrag yon ~: und die Indizes x, y, z Geschwindigkeits- 
komponenten parallel zu den Koordinatenachsen. 

Die Zuriickffihrung der allgemeinen Produkte (1) und (2 ) au f  die skalaren Funkti0nen 
yon r in den Gleichungen (3)--(7) folgte allein aus der Bedingung der Isotropie. AuS der 
Kontinuitiitsbedingung ergibt sich nun welter, dab diese Funktionen voneinander abh/tngig 
sind. 

Be~rachten wir die I)urchstrSmung einer halbkugeff6rmigen Hiillfl~iche wie in Abb. 2. l~iir 
eine inkompressible Flfissigkeit lautet  die Kontinuitiitsbedingung! 

- -  S u,~ dS  = S u ,  dS,  

wobei u,, die Normalkomponente der Geschwindigkeit auf  den beiden Teilfl/ichen a 1 und a s 
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der Hiillfl~che bedeutet. Durch Multiplikation dieser Gleichung mit der x-Komponente der 
Gesehwindigkeit im Mittelpunkt erh~lt man nach Mittelwertbildung: 

r ~/,  %/2 

u'2.[ rg(r)dr ---- ~ '~  S r~l(r) sin b oos ~ ~b = y r~l(r) 
0 0 

oder, nach Differentiation: 
r 

g(r) • /(r) ~- ~ / ' ( r ) ,  (8) 

wobe i / '  0f ~r" Die Beziehung (8) zwischen den longitudinalen und transversalen zweifachen 

Geschwindigkeitskorrelationen wurde nach dieser Methode erstmals von P r a n d t l  abgeleitet 
(K. W i e g h a r d t  [1941]). 

Auf ~hnlichem Wege lassen sieh auch Beziehungen zwischen den dreifachen Korrelationen 
ableiten. Multipliziert man die Kontinuitatsgleichung ffir die StrSmung durch eine Vollkugel 
mit  dem Quadrat  der Geschwindigkeit im Mittelpunkt und bildet den Mittelwert, so erh~lt 
man sofort : 

2h(r) + It(r) = 0. (9) 

Multipliziert man weiter die Kontinuit~tsgleichung der StrSmung durch eine Viertelkuge] 
wie in Abb. 2 mit  dem Produkt  der x- und y-Komponenten der Geschwindigkeit iin Mittel- 
punkt, so erhi~lt man nach Mittelwertbildung und Differentiation: 

1 k(r )  § r , q(r) : -~ -~k (r). (10) 

Mit Hilfe der Gleichungen (8)--(10) lassen sieh nunmehr die allgemeinen zwei- und dreifaehen 
Gesehwindigkeitskorrelationen (1) und (2) auf  je eine skalare Funktion yon r zuriickffihren. 
Zu diesem Zweck werden gewShnlich die beiden longitudinalen Korrelationen u'2/(r) und 
u'a]~(r) gew~hlt, da sie am einfachsten zu messen sind. Da die Korrelationen gegeniiber Spiege- 
lungen invariant sind, muB ](r) eine gerade, ]~(r) eine ungerade Funktion yon r sein. Die 
Entwicklung yon/( r )  beginnt daher mit  den Gliedern 

7 ,2 G r 4 

l(r) = 1 - ~-~ + 4~-. ~7- + ' " ,  (11) 

wo die Dissipationsl~nge Z ~ - [/"(0)] -'1~ und G ---- t4 /iv(0). Die erste Ableitung yon It(r) 

0 i 0 -- 
verschwindet bei r = O, da u'afJ.(O) = u~ ~ u~ ---- ~ O-x ua~ ~-- O, soda~ die Entwicklung yon 

k(r) erst mit einem Glied drifter Ordnung beginnt: 

S r a 
k(r) = - ~- -~ + . . . .  (12) 

= 1 ,oi o  voo 
\ ox I I L \-~x/ 

J 

S ist in Anlehnung an die Bezeiehnung yon G. K. ] 3 a t e h e l o r  und A. A. T o w n s e n d  [1947] 
ein negatives Vorzeiehen eingefiihrt worden, da die experimentellen Werte des Sehiefefaktors 
negativ ausfallen. 

Obwohl sie sparer nicht verwendet werden, lassen sich nun ohne Schwierigkeit auch die 

allgemeinen Korrelationstensoren Rii  (~) = ui (P)  u i (P ' )  und Siil (~) ---- ui  (P) u i (P) uz (P')  
in Abh/~ngigkeit ihrer charakteristischen skalaren Funktionen u'2/(r) bzw. u'3k(r) bestimmen 
du rch  Transformation des Koordinatensystems der Tensoren auf ein neues System, bei dem 
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der Vektor 1: in der x-Achse liegt. Bezeichnen wir die Komponenten des neuen Systems mit 
einem Stern und sei (aii) die Transformationsmatrix, so gilt: 

Rii (~) = ~ ai~ aj~ u~ * (P) uz* (P') 
kl 

= u'~ { ~ ~ , / ( r )  + ( ~  ~ + a~ ~j~) g(r) } 

: u '~ {~ai~ a j ~ ( r ) - 4 - ( / ( r ) ' g ( r ) ) a i ~  aix } , 

ri 
wobei sich die indizes 1, 2 und 3 ~uf die Koordinatenachsen x, y bzw. z beziehen. Da a i l =  --, 

r 
ergibt sich somit nach (8) : 

~ r i r~ ~ . 
R~. (~) = ~'~ { (1 + ~ 1') ~ - -  ~ 1 - g - .  (la) 

Auf i~hnlichem Wege l~L~t sich dann zeigen, dal~ 

{ k-r]# 2k+r/c' /~ rz~j}. (14) 
S~sz (~) = u '3 ~ r~ rj rz + - - 4 - ; - -  (ri~s +rj~z) -2-7  

SchlieBlich betrachten wit noch die Druck-Geschwindigkeits-Korrelation p(P)u(P' ) ,  die bei 
der Ableitung de r  K ~ r m ~ n - t t o w a r t h s c h e n  Korrelationsgleichung auftritt. Aus Grfinden 
der Isotropie werden die Korrelationen zwischen p und den Geschwindigkeitskomponenten 
senkrecht zu ~ offensiehtlich verschwinden, sodaB nur das Produkt p(P)ur(P')  zu untersuchen 
w~re. Dutch Multiplikation der Kontinuit~tsgleichung ffir eine kugelfSrmige Hfillfl~che mit 
dem Druck ira Mittelpunkt und Mittelwertbildung folgt dann sofort, dab auch dieses letzte 
Korrelationsprodukt verschwindet. 

Die K~rms Korrelationsgleichung. Die im letzten Abschnitt beschriebene 
Methode, urn Folgerungen aus der Kontinuit/~tsbedingung herzuleiten, kann auch angewandt 
werden, um eine dynamische Gleichung ffir die Korrelationen zu gewinnen. Multip]iziert m a n  
die Impulsgleichung ffir eine kugelfSrmige Hfillfl~che vom Radius r mit der Geschwindigkeit 
u0 im Mittelpunkt und mittelt, so erh~lt man die Gleichung: 

2 ~ u "u0 d V  = - u0) u r d S -  puo~ dS + u 0.4dS, (15) 

wobei auf der linken Seite fiber das Innere der Kugel und auf der rechten fiber die Kugel- 
oberfl~che integriert wird. tr ist die Z~higkeitsspannung auf der Kugeloberfl~che. 

Von den Integralen auf der rechten Seite ist zun/~chst bereits gezeigt worden, dab die 
Druck-Geschwindigkeits-Korrelation verschwindet. Das erste Integral l~l]t sich durch die 
dreifache Korrelation u'alc(r) ausdrficken, w/~hrend sich das letzte Integral auf die Ableitungen 
der zweifachen Korrelation u'ef(r) zurfickffihren l~t~]t. Die linke Seite kann fiber das Kugel- 

volumen ausintegriert werden, da 11. it o u'a ~ -~r (rS/)" Nach Division dutch 2~r a erh/~lt man 

dann schlieGlich die K s  Korrelationsgleichung: 

0 , u, 8 ( /c ,+ 4]c } 2~,u,~ (],, + 4 , /  (16) 

Die einzelnen Glieder dieser Gleichung haben nun anschauliche physikalische Bedeutungen. 
Aus der Berechnung der linken Seite ergibt sich eine neue kugelsymmetrische Beziehung ffir 
die zweifache longitudinale Korrelation: es ist 3u'2](r) der Mittelwert des Produkts aus der 
Geschwindigkeit ira Mittelpunkt einer Kugel vom Radius r mit der mittleren Geschwindigkeit 
im Inneren der Kugel./(r) ist somit ein Mail ffir die r/~umliche Ausdehnung der Gesehwindig- 
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keitsschwankungen und gibt an, inwieweit der Fliissigkeit innerhalb der Kugel eine einheit. 
liche Geschwindigkeit zugeordnet werden kann. ])as erste Glied auf der rechten Seite stellt 
die Korrelation zwischen dem ImpulsfluI] durch die Oberfl~che nnd der Geschwindigkeit im 
Mittelpunkt der Kugel dar und besChreibt somit die Anderung yon u'~](r) durch die Ver- 
mischung der Flfissigkeit innerhalb und aul~erhalb der Kugel, w~hrend das letzte Glied den 
Einflul) der Z~higkeitsspannungen an der Kugeloberflgche wiedergibt. 

])urch Spezialisierung lassen sich aus (16) zwei weitere wichtige Gleichungen ableiten. 
Ffir r = 0 erh~lt man die ])isSipa~ionsgleichung: 

d ~2 ~u'~=- 10~. (17) 

Differenziert man (16) zweimal nach r, so erh~lt man fiir r = 0 die Gleichung fiir die Xnderung 
der mit~leren l~otation: 

l d  7 1 4  
dt \ ~ / = i g  ~ ( rot  = - 

[ 
Offensiehtlich l~ftt sich Gleichung (16) ohne eine weitere Beziehung fiir/c(r) nich~ lSsen. 

Wegen der Niehtlinearit~t der Bewegungsgleichungen h~ngt jedoch die dreifaehe Korrelation 
yon der Korrelation vierter Ordnung ab, die ihrerseits wiederum dutch die Korrela~ion fiinfter 
Ordnung bestimmt ist ,  usw. Der Versuch einer exakten LSsung der Korrelationsgleichung 
fiihrt somit zu einem unlSslichen unendlichen System yon Gleiehnngen. 

Um diese Schwierigkeit zu umgehen, werden wir - -  wie in allen bisherigen N~herungs- 
ans~tzen fiir die Tr~gheitskrafte - -  annehmen, dab die dreifachen Korrelationen auf die 
zweifachen zuriickgefiihr~ werden kSnnen. Auf Grund unserer einfachen physikalischen 
])eutung des Tr~gheitsterms der K ~ r m ~ n - H o w a r t h s c h e n  Korrelationsgleichung k51men 
wir jedoch nunmehr den N~herungsausdruck fiir die Trggheitseinfliisse auf einem etwas 
deduktiveren Wege ableiten, als es bisher bei der Untersuchung des unfibersichtliehen exakten 
Tr~gheitsterms in der Spektralgleichung mSglieh war. 

N~iherungsansatz fiir die dreifaehen Korrelationen. Die Wirkung der Tr~gheitskri~fte in 
einem isotropen Turbulenzfeld l~l~t sich bekanntlich qualitativ dutch einen Kaskadenprozel~ 
beschreiben, bei dem st~ndig Energie yon grSl3eren Wirbeln zu kleineren fibertragen wird. Es 
sind eine Reihe physika!ischer Modelle vorgeschlagen worden, um diesen Prozel~ zu erkl~ren, 
yon denen das erfolgreichste yon W. H e i s e n b e r g  [1948] und C. F. y o n  W e i z s ~ c k e r  [1948] 
yon der Vorstellung einer zusi~tzlichen turbulenten Viskosit~t ausgeht, die anf die gr5l~eren 
Wirbel einwirkt. Obwohl der H e i s e n b e r g s c h e  Ausdruck ffir den Tr~gheitsterm in ~ der 
Spektralgleichung zu qualitativ richtigen Ergebnissen ffihrt, sind doch eine AnzaM Un- 
stimmigkeiten zwischen Theorie und Experiment festgestellt worden (J. P r o u d m a n  [i951]). 
Es ist wahrscheinlich, daG einige dieser Unstimmigkeiten (wie z.B. der um einen Faktor  3 
zu gro~e theoretische Schiefefaktor) auf den Ansatz ffir die turbulente Viskosi~tt zuriick- 
zufiihren sind, da darin nur die kinematischen Eigenschaften der kleineren Wirbel berfick- 
sichtigt werden und der enge Zusammenhang zwischen dem dyaamischen Verhalten der 
kleineren Wirbel und dem Vermischungsvorgang, der fiir die turbulente Viskosit~t verant- 
wortlich ist, nicht zum Ausdruck kommt. Obwohl die dynamischen Eigenschaften der gr51~eren 
Wirbel, bei denen die Tr~gheitskr~fte iiberwiegen, auf die M~ematischen zurfickffihrbar sind, 
ist dies nicht mehr der FalI bei den kleineren Wirbeln, bei denen die Z~higkeits- und Tr~gheits- 
kr~fte vergleichbar sind. Bei unserer Analyse des Tr~gheitsterms in der K ~r  m~n-  H o w a r  t h- 
Schen I~orrelationsgleichung werden wir nun einen Ausdruck erhalten, der sich dutch geeignete 
Definition der Turbulenzelemente verschiedener GrSl~e auch als eine zus~tzliche turbulente 
~ Viskosit~t, die a'uf die grSl~eren Turbulenzelemente einwirkt, interpretieren ]~l~t. Wit werden 
jedoch die in unserem Ausdruck auftretende Vermischungszeit nicht aus den charakteristischen 
Li~ngen und Geschwindigkeitsdimensionen der kleineren Wirbel, sondern aus einer charakteristi- 
schen ,,Reaktionszeit" ableiten, die sich aus der Energiegleichung der kleineren Wi~bel ergibt. 
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Aus der Deutung des Tr/~gheitsterms in der K s 1 6 3  G]eichung als 
das mi~tlere Produkt  zwisohen dem Impu]sfluB cturch die Oberfl~che einer kugelfSrmigen 
HiilIfl~che und der Geschwindigkeit im Mittelpunkt ergibt sich eine einfache Erkl~rung fiir 
den durch die Tr/~gheitskr~fte bewirkten Energietransport yon grSBeren zu kleineren Wirbe[u. 
Denn die aus der Kugel herausfliegende Fliissigkeit, die ~orher dem NIittelpunkt n~her war, 
wird im allgemeinen eine grSBere Impulskomponente parallel zur NIittelpunktgeschwindigkeit 
haben als die Fliissigkeit, die aus einem vom Mittelphnkt weiter entfernt liegenden Gebiet in die 
Kugel hineinfliel~t. Es ist daher zu erwarten, daB der Ausdruok S~-u~0) u r d S  - -  - 2 r  ~ (]~' -}- 4 l r  

in (15) posi t iv is t ,  was mit einem Energieflug yon grSBeren zu kleineren Wirbeln gleich- 
bedeutend ist. 

Die Turbulenzelemente, die diese Impulsdiffusion bewirken, werden offenbar yon kleinerer 
oder gleicher Dimension wie der Kugeldurchmesser sein, da die gr6Beren Turbulenzelemente 
einfach zu einer Durchfliegung der Kugel ohne Vermischung fiihren. Diese verschiedenen Ein- 
fltisse lassen sich am einfachsten trennen, indem man die Gesehwindigkeiten auf eiri Koordi- 
natensystem bezieht, das sich mit der instantanen Geschwindigkeit im MJttelpunkt der Kugel 
bewegt. Die Turbulenze]emente yon grSBerer Dimension als der Kugeldurchmesser tragen dann 
nur noch wenig zu den relativen Schwankungen innerhalb der Kugel bei: Der auf das neue 
Koordinatensys~em bezogene ImpulsfluB durch die Oberfl~che einer mitbewegten Kugel ist 
SD �9 vr dS ,  we IJ = u n o die relative Geschwindigkeit bedeutet. Mit Hilfe der Gleichungen 
(9) und (10) l~Bt sich unschwer zeigen, dab das mittlere Produkt  dieses Ausdruckes mit der Ge- 
sehwindigkeit uo im Mittelpunkt dem entspreehenden mittleren Produkt  in dam urspriingliehen 
Koordinatensystem proportional ist: 

 reS - 2 (19) 

Die linke Seite yon (19) l~gt sich einfacher n~herungsweise erfassen als der urspriingliche 
Tr~gheitsterm aus {17) auf der rechten Sei~e, da er nur noch die Geschwindigkeitsschwankungen 
kleinerer Dimension, die den Impulsaustausch bewh-ken, enth~lt. Nach unserer Vorstellung 
der Wirkung der Tr~gheitskr~fte in der K ~ r m s  Gleichung beruht nun 
die Korrelation zwischen dem relativen ImpulsfluB dutch die Oberfl~che der (bewegten) Kugel 
und der Geschwindigkeit Uo im Mittelpunkt darauf, dab der Impuls der die Oberfl~che durch- 
setzenden Flfissigkeitsteilchen je nach FluBrichtung verschieden stark mit der Mittelpunkts- 
geschwindigkeit korreliert ist. Wit werden daher annehmen, dab sich die linke Seite der 
Gleichung (19) dutch folgenden N~herungsausdruck ersetzen l~Bt: 

" 0 " 

wobei ~ eine charakteristische ,,Vermischungszeit" der kleineren Tur'bulenzelemente dars~ellt. 
Gleichung (20) ist unsere , , A u s t a u s e h h y p o t h e s e " ,  die die dreifachen Korrelationen auf 
die zweifaehen zurtickfiihrt. Nach Ausreehnung der rechten Seite erh~lt man: 

~ o  1J)v~ d S  - -  8 ~ r2u '4 7; (1 - ] )  (r]" -]- 4/'). (21) 

Durch Einsetzen yon (21) in die Impulsgleichung (15) ergibt sieh: 

O~t (u'21) - -  2 u'2 (v + vt) /" + r (22) 

mit 
vt - -  u '~ (1--/) ~. (23) 

Dutch Vergleich mit (16) finder man dann folgende B;ziehung zwisehen den zwei- und drei- 
fachen longitudinalen Geschwindigkeitskorrelationen: 
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Es folgt aus der Form der Gleichungen (22) und (23), dab der Tr~gheitsterm der Korreia. 
tionsgleiehung ebenso wie beim H e i s e n b e r g s e h e n  Ansatz fiir den Tr~gheitsterm in der 
Spektralgleichung als eine durch den Impulsaustausch mit den kleineren Wirbeln auf die 
grSgeren Wirbel einwirkende turbulente Viskositi~t interpretier~ werden kann, wenn man den 

Wirbeln yon grSgerer Dimension als r die Energi e u'2[ (r) und den tibrigen, kleinerenWirbeln 

die Energie ~ u'~(1-/(r)) zuordne~. ])iese Aufteilung der Energie ist naheliegend, da / ( r )  ein 

Nag fiir die Gleiehf6rmigkeit der Gesehwindigkeit innerhalb einer Kugel vom Radius r dar- 
stellt; sie ist aber etwas willkiirlieh und stimmt nieht mit der iibliehen Aufteilung der Energie 
mit Hilfe "des Energiespektrums tiberein. Nine gewisse Willktir in der Definition der Energie 
der kleineren Wirbel, die den Impulsaustauseh bewirken, ist jedoeh unvermeidbar, und auf 
unsere Ableitung der Gleiehungen (22) und (23) t~rifft die hier gewihlte Einteilung der Energie 
besser zu als der iibliehe Sehnitt des Energiespektrums an einer best~immten Wellenzahl. 

Um/c(r) aus (24) ermit~teln zu kSnnen; mug ein Ausdruek fiir die Vermisehungszeit~ "~ auf- 
gestellt werden. Aus der Ableitung der G!eiehung (22) ist zu erwarten, dag die Zeit "~ dureh 
eine eharakteristisehe Reaktionszeit der Wirbel kleiner als r bestimmt) wird. AUS (16) und (17) 
ergibt sieh ffir die Anddrung der Energie dieser Wirbel die Gleiehung: 

,3 1 , 4k \  2~u ,2 (~  /" ~ ) .  + 7 )  + + (25) 

])as erste Glied stellt die Energiezufuhr yon den Wirbeln gr6ger als r dar, wghrend der Einflug 
der Zihigkeitskrifte durch das zweite Glied wiedergegeben wird. Sowohl der Energieaustausch 
durch den Vermischungsvorgang wie die Dissipation dutch die Z~higkeitskrifte bewirken 
nun eine stgndige Anderung des Gesehwindigkeitsfeldes der kleineren WirbeI. Es ist daher 
naheliegend, die Vermischungszeit ~, die man als die Zeit auffassen kann, in der aufeinander- 
folgende Strukturen der kleineren Wirbel miteiaander korreliert sind, einer charakteristischen 
l~eaktionszeit proportion~l zu setzen, die durch die Glieder auf der rechten Seite'von (25) be- 
stimmt wird. Beriicksichtigt man die verschiedenen Vorzeichen der gemessenen Werte dieser 
Glieder, so erhil t  man als einfachsten Ausdruck ffir ~: 

u '2 (1-]) (26) 

mit ~ = eonst. Drilekt man naeh (23) und (24) ~ und die dreif~ehen Korrelationen dureh v~ 
aus, so erhiilt man ftir v~ die Gleichung : 

r u'2 (1-/)2 . (27) 

Fiir kleine r wird demnaeh v~ : O(r2), in (~bereinstimmung mit k(r) ---- O(r a) (Gleiehung (24)). 

Yu'2~ Da man das Abklingungsgese~z ffir die Ges~mtenergie n~herungs- Fiir grol~e r folgt v: -~ 10v " 

d u  '2  ~ . 
weise in der Form -~ -  = -A ~ schrelben kann, wo L = ](r)dr das longitudinale Makroma$ 

0 

der Turbulenz und A eine Konstante ist, finder man dureh Vergleieh mit (17) fiir die turbulente 

Viskosi~i~ der gr5 Bten Wirbel v: --> -~ u L. 

Vergleieh mit dem Experiment. Eine direkte Ermit~lung der longitudinalen dreifachen 
Korrelat ionen aus den Gleichungen (24) und (27) ist schwierig, d a  die Abhingigkeit vom 
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parameter  y, der dureh Vergleieh mit  dem Exper iment  best immt werden muB, nieht  linear 
ist. Es werden daher It(r) und  y am zweekmgBigsten i terat iv best immt.  In  erster Ni~herung 

kann man  das Glied v~ ( f ' +  ~ )  im Nenner  von (27) vernaehl~ssigen, so dal~ ~ nur  noeh linear 

auftr i t t  und  durch Vergleich der 0,08 
theoretischen mit  den experimen- 
tellen ]c(r)-Kurven best immt werden 
kann.  Die erste I tera t ion der so er- 
mittel ten Werte  yon  y und/c(r) reicht 0,06 
dann bereits aus, nm den I terat ions-  
fehler kleiner als den dureh die Diffe- 
rentiation der experimentellen Funk-  
t ionen [(r) entstehenden Fehler zu 0,04 
maehen. 

I n  Abb. 3 sind zwei theoreti-  
sehe /c(r)-Kurven fiir y - -  0,37 zu- / .sammen mit  den entsprechenden 0,02 
Messungen v o n t ~ . W .  S t e w a r t  und  
A. A. T o w n s e n d  [1951] wieder- ,~ 
gegeben. Die Kurven sind aus den I 

" experimentellen Funk t ionen / ( r )  be- O'O~ 
rechnet worden,  die zusammen mit  
]c(r) an mehreren Entfernungen x 
hinter einem Turbulenzgit ter  bei 
einer R e y n o l d s z a h l  RM --  5300 

U M  
gemessen worden sind (Rlu 

0 

+( 
2 

I I I I I x I 
Stewort u. Townsend (!951) ~ ~ = 2 0  I: X 

RM=5300  ~ =120:0 
fheoreffsch (}" = O, 37) 

/ 
\ O 

-<,• 

O 

I t I 
4 6 8 

Abb. 3. Theoretische 
und experimentelle dreifache Korrelationen 

10 

mit  U = mittlere Windgeschwindigkeit ,  M --  Maschen- 

weite des Gitters). Es sind nur  die Kurven  fiir die klei~{ste und die gr6gte Ent fernung 
X X 

hinter dem Gitter _~ --  20 und ~ -=- 120 wiedergegeben; die iibrigen Kurven  liegen gleich- 

m/tBig verteilt  zwischen diesen. Zwei weitere theoretische Kurven  fiir RM - -  21200 und 42400 
J' sind neben den entsprechenden ex- 

I I . ,  t I I I I I t ( I  I l I I I 
Stewort u. Townsend (1951)+ ~-  = 30 [ R M = 2?200:  0 

~ R m =42400  :X 
] 'he~ = . 

0 , 0 6  

0,04 ~ , . . 2 ~  X x •  o o ~  

0,02 : /  o 

0,00,0 ~ i 0 , 5  ~ i I J 1,0 I I t , 

- 

Abb. 4. Theoretisehe 
und experimentelle dreifaehe Korrelationen 

perimentellen Daten  der zitierten 
Quelle in Abb. 4 wiedergegeben. Auch 
hier findet man sehr gute Uberein- 
st immung, wenn fiir y die Werte  0,27 
bzw. 0.25 an Stelle des fiir die 
kleinere R e y n o l d s z a h l  gefundenen 
Wertes 0,37 gew/~hlt werden. Ob- 
wohl y als eine Kons tan te  eingefiihrt 
wurde, ist eine geringe Abh~ngigkeit  
yon der Gitter- R e y n  o l d s zahlwegen 
der qualitativen Form des Ansatzes 
fiir z nieht fiberraschend. 

In  der N&he yon r - :  0 lassen 
sich die theoretisehen k(r)-Kurven 
nicht  mehr  gut  aus den gemessenen 
Funkt ionen fir) ermitteln.  Aus die- 
sere Grunde bes t immt man  den 
ers~en Koeffizienten der Entwick- 
lung yon  Is(r), der yon besonderem 
Interesse ist, weft er nach (18) den 
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Einflug der Tragheitskrgfte auf die Xnderung der mittleren Rotat ion der Turbulenz be- 
sehreibt, am zweckmgi~igsten direkt aus den gemessenen ersten Koeffizienten der Entwicklung 
yon/( r ) .  Entwickelt man Gleichung (27), so erhglt man dutch Koeffizientenvergleich unter 

Heranziehung yon (24) folgende Beziehung zwisehen S, G und der R e Y n o l d s z a h l  R~ = u'__~. 

G 45 y S 
Ra 49 S 2 (28) 

Da sgmt]iehe in (28) auftretende GrSBen der Messung unmittelbar zuggnglich Sind, kSnnte 
man die Gleichung einfach durch Einsetzen der experimentellen Werte nachpriifen. Der 
Vergleich mit  dem Experiment wird jedoeh iibersichtlicher, wenn man Gleichung (18) fiir 
die Anderung der mittleren Rotat ion mit hinzuzieht. Setzt man in (18) das Abklingungsgese~z 
u ' - ~ . ~  ( t - to )  ein, das in einem weiten Reynoldszah lenbere ieh  experimentell mehrfach be- 
stgtigt worden ist, so erhglt man eine weitere Beziehung zwischen S, G und /?a  ( B a t c h e l o r  
and T o w n s e n d  [1947]): 

30 1 G S 
- -  - -  - - ~  

7 R~ Ra 2 (29) 

Aus den Gleichungen (28) und (29) lassen sieh nun S und G als Funktionen yon R~ 
ermitteln. Da R~ nach dem Abklingungsgesetz wghrend des Abklingens konstant bleibt, werden 
anch S und G konstant bleiben. Dieses wird durch die Experimen~e yon B a t c h e l o r  und 
T o w n s e n d  [1947] bestgtigt. Die Abhgngigkeiten der GrSgen S und G yon Ra sind zusammen 
mi~ den Messungen yon B a t c h e l o r  und T o w n s e n d  in Abb. 51 und 6 wiedergegeben. Die 
~bereinst immung ist befriedigend, wenn beriicksichtig~ 

dag weder S n o c h G m i t  grol3er Genauigkeit ge- 20~b I J , I ~ J I J ~ ~ , w i r d ~  

messen werden k6nnen und auch die theoretischen Werte 
nur als qualitativ anzusehen sind. 

0,6 I I I I 

T 
0,4 _ /  x 

I 

0,2 [ 

0,00 q 
R~ 

I t I 

m 

x 

Bolchelor u. Townsehd (1947) = 
Befchov (1957) = Z~ 

fheoref/sch = 
1 I I I i I I I I 

50 100 150 

Abb. 5. Theoretiseher und 
experimenteller Verlauf yon S(R~) 

10 

t~ 

/ 

d 

- B o t c h e / o r  u. T o w n s e n d  ( 1 9 4 7 )  = x - 
? h e o r e t i s c h  = 

- I  , I ' ,  I , ] I I I ] , I I ~  
20 40 60 80 

R x 

Abb. 6. Theoretischer 
und experimenteller Verlauf von G(/~a) 

Die aus den Gleichungen (28) und (29) folgenden Abhgngigkeiten der GrSBen S und G 
yon Ra beruhen auf  dem linearen Abklingungsgesetz u ' - 2  ~ ( t - to )  , das fiir sehr groBe R e y -  
no ldszah len  bisher noch nicht naehgepriift worden ist und fiir sehr kleine R e y n o l d s z a h l e n ,  
bei denen die Trggheitskrafte klein gegen die Zghigkeitskrgfte sind, nicht mehr zutrifft. 
Gleichw0hl lassen sich S und G auch in diesen Fallen dutch Anwendung weiterer Ergebnisse 
der Theorie der isotropen Turbulenz bestimmen. 

Nach A. N. K o l m o g o r o f f  [1941] ( B a t c h e l o r  [1947]) ist das Dissipationsgebiet des 
Energiespektrums fiir sehr hohe R e y n o l d s z a h l e n  praktisch in einem'Gleichgewichtszustand, 
bei dem der Energieverlust dutch Dissipation durch die Energiezufuhr infolge der Trggheits- 

z Die Mel]punkte in Abb. 5 sind der Abb. 6.3 aus BatGchelor [1953] enbnommen. 
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kr~fte vom langwelligen Bereich des Spektrums fast aufgehoben wird. Demnach ist die linke 
Seite der Gleichung (18) klein gegen die beiden Terme auf der rechten Seite, so dab 

2G 
S = - - .  (30) 

R~ 
Aus (28) nnd (30) folgt dann 

= 0 , 4 8 ;  G = 0 , 2 4 R ~ ,  

wobei der fiir die hSchste R e y n o l d s z a h l  R M z 42400 gefundene Wert  7 = 0,25 auch ffir 
den Bereich hSherer R e y n o l d s z a h l e n  der K o l m o g o r o f f s c h e n  Theorie fibernommen worden 
ist. Der asymptotische Wert  fiir S s t immt gut iiberein mit  dem yon R. B e t c h o v  [1957] fiir 
R~ ~ 250 gemessenen Wert  0,45 + 0,05. 

Fiir sehr kleine 1~ e y n o 1 d s zahlen, bei denen die Tr~tgheitskr~tfte klein gegen die Zs 
krgfte Sind, lgi]t sich ](r, t) exakt aus (16) bestimmen. Es ergibt sich, dab [(r, t) asymptotisch 
einer sich ~hnlich gndernden Funktion zustrebt, ffir die G = 3 ( B a t c h e l o r  & T o w n s e n d  
[1948]). Aus Gleichung (28) folgt somit, daI~ S --> 0 mit  Ra -+ 0 - -  in lJbereinstimmung mit  
der yon B a t  c h e l o r  [1953] gefundenen asymptotischen Normalverteilung der Geschwindig- 
keitsschwankungen bei sehr kleinen l~eynoldszah len .  
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M I T T E I L U N G E N  
Strombeobachtungen in de r  s i idwest l ichen Nordsee  

In  der l~eihe: Meereskundliche Beobachtungen und Ergebnisse, Deutsches Hydrographi-  
sches Insti tut ,  Hamburg,  wurden bisher nur Beobachtungen anf den Feuersehiffen der Nord- 
und Ostsee (Heft Nr. 1 bis 8) verSffentlicht. Es war jedoch ~/orgesehen, darfiber hinaus auch Be- 
obachtungen und Ergebnisse anderer ~el~reihen zu geben; das geschieht erstmalig mit  dem 
vorliegenden Hef t  Nr. 9 (1958). 

Das genannte Heft  enthi~lt Ergebnisse yon Schaufelrad-Strommessungen. Ein Schaufel- 
rad-Strommesser ist bekanntlich ein am Meeresboden verankertes, in beliebiger Wassertiefe 
ungewartet registrierendes Ger~tt, auf  das in der Einleitung zu Heft  9 kurz eingegangen wird. - 
15 


