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Zur Deutung der dreifachen Geschwindigkeitskorrelationen
der isotropen Turbulenz

Von Karl Hasselmann

Zusammenfassung. Es werden die dreifachen Korrelationen, die den Einflul der Trigheits-
krifte in der Karman-Howarthschen Korrelationsgleichung beschreiben, auf den Impuls-
austausch zwischen einem kugelférmig abgegrenzten Gebiet und dessen Umgebung zuriickgefiihrt.
Diese einfache Deutung ermoglicht eine approximative Erfassung der Trégheitskrifte der isotropen
Turbulenz, die in den Grundziigen die Helsenbergsche Vorstellung einer auf die grofleren Wirbel
einwirkenden turbulenten Viskositéit, die durch den Impulsaustausch mit den kleinen Wirbeln
zustande kommt, bestatigt, jedoch zu wesentlich besserer U bereinstimmung mit den MeSergebnissen
fiihrt. '

On the interpretation of the triple velocity correlations of isotropie turbulence (Summary). The
influence of the inertia forces in isotropic turbulence represented by the triple-velocity correlations
in Kdrman-Howarth’s equation is explained in terms of the momentum convected through the
surface of a spherically delimited region in the fluid. Basing on this simple interpretation, an ap-
proximate expression for the triple velocity correlations is derived. The results confirm Heisen-
berg’s basic concegp of an additional turbulent viseosity acting on the larger eddies as a result of
the momentum-transfer action of the smaller eddies, but show considerably closer agreement with
experiment than Heisenberg’s expression. :

Sur Pinterprétation des triples corrélations de vitesse en turbulence isotropique (Résumé). Les
influences de la force d’inertie exercées sur la turbulence isotropique et représentées par les triples
corrélations de vitesse dans’équation de Kérméan-Howarth sont expliquées & 'aide du moment
qui pénétre par convection la surface d’une région limitée sphériquement, faisant partie d*un fluide.
Basant sur cette simple interprétation, on dérive une expression approximative pour les triples cor-
rélations de vitesse. Les résultats en vérifient la conception fondamentale de Heisenberg, d’aprés
laquelle il existe une viscosité turbulente additionnelle agissant sur les grands tourbillons par suite
de I’action du transfert du moment effectuée par de petits tourbillons, mais ces résultats sont en
meilleur accord avec les essais que ceux que I’on a obtenus jusqu’ici par I’expression de Heisenberg.

inleitang. Bekanntlich hat erst die statistische Theorie der isotropen Turbulenz eine aus-

fithrliche kinematische Analyse der turbulenten Stréomungen ermdéglicht. Jedoch stoBt
sie auf Schwierigkeiten bei allen Fragen, die mit dem dynamischen Verhalten der Turbulenz
zusammenhingen. Der Kern dieser Schwierigkeiten liegt in der Natur der Trigheitskrifte, die
man bisher noch nicht befriedigend beschreiben konnte. Um trotzdem dynamische Gesetz-
miBigkeiten theoretisch ableiten zu kénnen, hat man zusétzliche Hypothesen eingefiihrt, die
man etwa in die beiden Klassen der Ahnlichkeits- und Austauschhypothesen einteilen kann.
Aus den Ahnlichkeitshypothesen kénnen Aussagen iiber die Anderung gewisser charakteristi-
scher GroBen des Turbulenzfeldes gewonnen werden, wie z. B. das Abklingungsgesetz fiir die
Gesamtenergie; jedoch kann die innere Struktur des Turbulenzfeldes, d. h. die Form des
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Energiespektrums oder der Geschwindigkeitskorrelationen, nicht erklirt werden. Die Ahnlich-
keitsannahmen werden im allgemeinen physikalisch nicht sehr iiberzeugend begriindet und
erweisen sich auch experimentell als recht grobe Approximationen. Bei den Austausch-
hypothesen andrerseits wird auf Grund einer gewissen Vorstellung iiber die Einwirkung der
Trigheitskrifte auf das Energiespektrum die Form des Trégheitsterms in der dynamischen
Spektralgleichung einfach postuliert. Es ist schwierig, bei diesen Ausdriicken unmittelbar
nachzupriifen, ob sie gute Naherungen sind oder nicht, da der exakte Ausdruck fiir den
Triagheitsterm der Spektralgleichung in ziemlich uniibersichtlicher Weise von den Amplituden
und Phasen der Fourierzerlegung des Geschwindigkeitsfeldes abhéngt. Sie sind daher — ebenso
wie die Ahnlichkeitsannahmen — nur als Arbeitshypothesen aufzufassen.

Obwohl der Trigheitsterm der Spektralgleichung wesentlich komplizierter ist als der
entsprechende Term der mathematisch dquivalenten Korrelationsgleichung, hat man bisher
die Trigheitskrifte nur an Hand der Spektralgleichung zu erkldren versucht. Das liegt daran,
daf der physikalische Inhalt der Spektralgleichung durchsichtiger ist, wihrend man sich
bisher fiir die durch die Korrelationsgleichung beschriebenen Vorgéinge noch kein physikalisch
anschauliches Bild gemacht hat. Wie im folgenden gezeigt wird, erméoglicht aber eine neue
Ableitung der Korrelationsgleichung die anschauliche Deutung der einzelnen Glieder.

Dadurch 1484 sich nun die Wirkung der Trigheitskrifte, die durch die dreifachen Korrela-
tionen beschrieben wird, unmittelbar iberblicken und mit Hilfe von einfachen Mischungsweg-
ansitzen auch quantitativ erfassen. Die Ergebnisse lassen sich im wesentlichen durch die
Heisenbergsche Vorstellung einer auf die gréeren Wirbel einwirkenden turbulenten Viskosi-
tédt, die durch den Impulsaustausch mit den kleineren Wirbeln zustande kommt, beschreiben.
Allerdings wird eine andere Einteilung der Energie in Wirbel kleinerer und gréBerer Dimen-
sionen gewéhlt, die der Deutung des Triagheitsterms in der Korrelationsgleichung besser an-
gepaBt ist. Ferner wird der in dem Ausdruck fiir die turbulente Viskositit vorkommende
Mischungsweg nicht einer kinematisch, sondérn einer dynamisch eingefiihrten Lange pro-
portional angenommen, wodurch der EinfluB der Viskositéit beriicksichtigt und eine bessere
Ubereinstimmung mit dem Experiment erreicht wird.

~ Die zwei- und dreifachen Geschwindigkeitskorrelationen der isotropen Turbulenz. Bevor
die Kdrman-Howarthsche Korrelationsgleichung aus den Navier-Stokesschen Gleichun-

gen gewonnen werden kann, mufl man auf die Beziehungen eingehen, die sich aus den kinemati-

schen Bedingungen der Isotropie und der Kontinuitit fiir die Korrelationen ergeben. Obwohl

diese Beziehungen, die gew6hnlich mit Hilfe der Tensoranalysis und der Invariantentheorie

gewonnen werden, wohlbekannt sind (H. P. Robertson [1940], S. Chandresekhar [1953],

G.K.Batchelor [1953]), ist es vielleicht nicht un-

interessant, sie einmal auch auf einem anderen, an-

p’ Ux P Y schaulichen Wege abzuleiten, der spiter bei den

Navier-Stokesschen Gleichungen auBerdem zu

r
: einer physikalischen Deutung der Kérmén-Ho-
" uy warthschen [1938] Korrelationsgleichung fiihren
p P wird.
u?fer) u*g(r) Unter der allgemeinen zweifachen Geschwin-

dlgkeltskorrelatlon (Abb. 1) an zwei Stellen P, P"in
einem isotropen Turbulenzfeld versteht man das
mittlere Produkt:

1 R
ol P = R(t;0,0) = ug (P) wp (P), (1)
r
r wobei durch die Indizes a, b Geschwindigkeitskom-
s X ponenten in Richtung der Einheitsvektoren a, b be-
p x P zeichnet werden, t der Vektor vom Punkt P zum
UK (r) w3hr) u’q(r) Punkt P’ und die rechte Seite ein statistischer

Mittelwert tiber mehrere unabhéingige Realisationen
Abb. 1. Zwei- und dreifache des Turbulenzfeldes ist. Aus der Bedingung der
Geschwindigkeitskorrelationen Isotropie folgt auch die Homogenitdt des Turbu-
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lenzfeldes, da ein nicht verschwin-
dender Gradient einer mittleren
Grofle eine ausgezeichnete Richtung
festlegen wiirde; das mittlere Pro- Ur
dukt (1) hingt somit nur von dem

Abstandsvektor zwischen P und
P’ ab. V
Ahnlich wird die dreifache Ge- .
schwindigkeitskorrelation an zwei

Stellen definiert:

S(r; a, b, ¢) = ug (P') up (Plue (P): (2)

Korrelationen héherer Ordnung wer-

den gewthnlich nicht mehr betrach-

tet, obwohl sie streng genommen zu

einer vollstindigen statistischen Be- - 61 d

schrelbung der Turbulenz notwendig : 2

sind, da sie mit wesentlich groBeren  Ap),. 2. Durchstromung einer halbkugelférmigen Hiille.

analytischen Schwierigkeiten ver- :

bunden sind. ‘ ‘ :
Im Falle der Tsotropie sind die mittleren Produkte (1) und (2) nur von der relativen Lage

des Vektors t und der Einheitsvektoren a, b und ¢ abhingig. Wir kénnen daher annehmen,

daBt in der z-Achse und a in der zy-Ebene eines kartesischen Koordinatensystems liegen.

Ferner konnen wir uns auf die Fille beschranken, in denen die Einheitsvektoren achsenparallel

sind, da sich die allgemeinen Produkte mittels dieser als Linearkombinationen darstellen

lassen. Da a in der xy-Ebene liegt, wihrend die Einheitsvektoren b und ¢ beliebige Richtungen

annehmen kénnen, findet man sechs solcher Kombinationen fiir B und zwolf fir S§. Aus der

Bedingung der Isotropie, die Invarianz gegeniiber Permutationen und Spiegelungen der

Achsen fordert, folgt jedoch sofort, -da die meisten dieser Produkte verschwinden, so daB

von den zweifachen Korrelationen nur die Produkte:

ulzf(7' == Uy (P,) Uy (P): (3)

u?g(r) = uy (P') u, (P) 4)
und von den dreifachen Korrelationen nur die Produkte:
wk(r) = uy (P') ug? (P), ()
wBh(r) = uy (P') u,? (P) = u, (P') u? (P), (6)
wq(r) = uy (P') ug (P) uy (P) )

iibrigbleiben. Dabei bedeuten wie iiblich u' die Wurzel des mittleren Quadrats einer Ge-
schwindigkeitskomponente, r den Betrag von t und die Indizes #, y, 2 Geschwindigkeits-
komponenten parallel zu den Koordinatenachsen.

Die Zuriickfiihrung der allgemeinen Produkte (1) und (2). auf die skalaren Funktionen
von # in den Gleichungen (3)—(7) folgte allein aus der Bedingung der Isotropie. Aus der
Kontinuitdtsbedingung ergibt sich nun weiter, da3 diese Funktionen voneinander a,bhanglg
sind.

Betrachten wir die Durchstromung einer halbkugelformlgen Hiillflache wie in Abb. 2. Fir
eine inkompressible Fliissigkeit lautet die Kontinuitdtsbedingung:

—junds junds

wobei u, die Normalkomponente der Geschwindigkeit auf den beiden Teilflichen o, und o,
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der Hiillfliche bedeutet. Durch Multiplikation dieser Gleichung mit der x-Komponente der
Geschwindigkeit im Mittelpunkt erhilt man nach Mittelwertbildung:

7y

I g(r)dr = u’zj 72f(r) sin b cos D db = — rzf(
o

oder, nach Differentiation:
gr) = fr) +5 f ), ®)

0
wobei f/ = —6% Die Beziehung (8) zwischen den longitudinalen und transversalen zweifachen

Geschwindigkeitskorrelationen wurde nach dieser Methode erstmals von Prandtl abgeleitet
(K. Wieghardt [1941]).

Auf dhnlichem Wege lassen sich auch Bez1ehungen zwischen den dreifachen Korrelationen
ableiten. Multipliziert man die Kontinuitétsgleichung fiir die Stromung durch eine Vollkugel
mit dem Quadrat der Geschwindigkeit im Mittelpunkt und bildet den Mittelwert, so erhalt
man sofort:

2h(r) + l(r) = 0. (9)

Multipliziert man weiter die Kontinuitdtsgleichung der Stromung durch eine Viertelkugel
wie in Abb. 2 mit dem Produkt der #- und y-Komponenten der Geschwindigkeit im Mittel-
punkt, so erhilt man nach Mittelwertbildung und Differentiation:

4 = 3 H0) + TR, (10)

Mit Hilfe der Gleichungen (8)—(10) lassen sich nunmehr die allgemeinen zwei- und dreifachen
Geschwindigkeitskorrelationen (1) und (2) auf je eine skalare Funktion von r zuriickfithren.
Zu diesem Zweck werden gewdhulich die beiden longitudinalen Korrelationen u'?f(r) und
u'3k(r) gewdhlt, da sie am einfachsten zu messen sind. Da die Korrelationen gegeniiber Spiege-
lungen invariant sind, mufl f(r) eine gerade, k(r) eine ungerade Funktion von r sein. Die
Entwicklung von f(r) beginnt daher mit den Gliedern

72 G

) =1-75 + -

oi T ar Tt (11)

wo die Dissipationslinge 1 - [f"(O)]_ll2 und G = 2* fIV(O). Die erste Ableitung von k(r)

1

0 0 — . .
verschwindet bei 7 = 0, da #3L'(0) = ».? o T 3 9 %3, =0, sodaf} die Entwicklung von

k(r) erst mit einem Glied dritter Ordnung beginnt:

k) = -5

St (12)

roucl i Ervacl B2
wobei -8 = 3%k’"/(0) den Schiefefaktor (%) / [ (%) ] s bedeutet. Bei der Definition von
ox ox

§ ist in Anlehnung an die Bezeichnung von G. K. Batchelor und A. A. Townsend [1947]
ein negatives Vorzeichen eingefiihrt Worden da die experimentellen Werte des Schiefefaktors
negativ ausfallen.

Obwohl sie spiter nicht verwendet werden, lassen sich nun chne Schwierigkeit auch die
allgemeinen Korrelationstensoren Ry; (1) = u; (P) u; (P') und Sy (v) = ug (P) u; (P) wp (P')
in Abhingigkeit ihrer charakteristischen skalaren Funktionen «'2f(r) bzw. u'%k(r) bestimmen
durch Transformation des Koordinatensystems der Tensoren auf ein neues System, bei dem
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der Vektor 1 in der z-Achse liegt. Bezeichnen wir die Komponenten des neuen Systems mit
einem Stern und sei (a;;) die Transformationsmatrix, so gilt:

R (v) = % ag a5 ux® (P w* (P')
=’ { ag ap f(r) + (@2 @2 + @i azg) gr) }

= u? {Tag, apg(r) + (f(r)—g(r)) @1 a)
wobei sich die Indizes 1, 2 und 3 auf die Koordinatenachsen z, y bzw. z beziehen. Da a;; = %,
ergibt sich somit nach (8):
ro 7
Ry () = v {(f+51) 85 —5 1 57} (13)
7
Auf dhnlichem Wege 148t sich dann zeigen, daf

-k’ 2k-+rk
Sin (¥) = { 93 Ty T Ty + —+ (rs 071 -+75 8a1) ~ 7'161,7} (14)
SchlieBlich betrachten wir noch die Druck-Geschwindigkeits-Korrelation p(P)u(P’), die bei
der Ableitung der- Karman-Howarthschen Korrelationsgleichung auftritt. Aus Griinden
der Isotropie werden die Korrelationen zwischen p und den Geschwindigkeitskomponenten

senkrecht zu t offensichtlich verschwinden, soda8 nur das Produkt p(P)u,(P’) zu untersuchen
wire. Durch Multiplikation der Kontinuititsgleichung fiir eine kugelformige Hiillfliche mit
dem Druck im Mittelpunkt und Mittelwertbildung folgt dann sofort, daBl auch dieses letzte
Korrelationsprodukt verschwindet.

Die Karméin-Howarthsche Korrelationsgleichung. Die im letzten Abschnitt beschriebene
Methode, um Folgerungen aus der Kontinuitdtsbedingung herzuleiten, kann auch angewandt
werden, um eine dynamische Gleichung fiir die Korrelationen zu gewinnen. Multipliziert man.
die Tmpulsgleichung fiir eine kugelférmige Hiillfliche vom Radius » mit der Geschwindigkeit
Uy im Mittelpunkt und mittelt, so erhilt man die Gleichung:

;:; u- uOdV_ f_(u-uo)—u,dS—fMdS—!r fuo.trdS, (15)

wobei auf der linken Seite itber das Innere der Kugel und auf der rechten iiber die Kugel-
oberfldche integriert wird. #, ist die Zdhigkeitsspannung auf der Kugeloberfliche.

Von den Integralen auf der rechten Seite ist zunfichst betreits gezeigt worden, dafl die
Druck-Geschwindigkeits-Korrelation verschwindet. Das erste Integral 148t sich durch die
dreifache Korrelation «'3k(r) ausdriicken, wihrend sich das letzte Integral auf die Ableitungen
der zweifachen Korrelation '?f(r) zuriickfithren 1a8t. Die linke Seite kann iiber das Kugel-

19
volumen ausintegriert werden, da u-, uo = y'3 e (r%f). Nach Division durch 2773 erhilt man

dann schliefilich die Kdrmén-Howarthsche Kori‘elationsgleichimg:

s —ws(p43 ) 2mn(p7 4 2. (10
Die einzelnen Glieder dieser Gleichung haben nun anschauliche physikalische Bedeutungen.
Aus der Berechnung der linken -Seite ergibt sich eine neue kugelsymmetrische Beziehung fiir
die zweifache longitudinale Korrelation: es ist 3u'?f(r) der Mittelwert des Produkts aus der
Geschwindigkeit im Mittelpunkt einer Kugel vom Radius # mit der mittleren Geschwindigkeit
im Inneren der Kugel. f(r) ist somit ein MaB fiir die rdumliche Ausdehnung der Geschwindig-
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keitsschwankungen und gibt an, inwieweit der Fliissigkeit innerhalb der Kugel eine einheit.
liche Geschwindigkeit zugeordnet werden kann. Das erste Glied auf der rechten Seite stellt
die Korrelation zwischen dem ImpulsfluB durch die Oberfliche und der Geschwindigkeit im
Mittelpunkt der Kugel dar und beschreibt somit die Anderung von u'?f(r) durch die Ver-
mischung der Fliissigkeit innerhalb und auflerhalb der Kugel, wihrend das letzte Glied den
EinfluB der Zihigkeitsspannungen an der Kugeloberﬂache wiedergibt.

Durch Spezialisierung lassen sich aus (16) zwei weitere wichtige Gleichungen ableiten.
Tiir = 0 erhilt man die Dissipationsgleichung:

d /2
EZu,z = — 10y % (17)

Differenziert man (16} zweimal nach 7, so erhédlt man fiir » = 0 die Gleichung fiir die Anderung
der mittleren Rotation:

dfu? ld_’_—__ 7 137011 . &IZIV
%(12) 150%(1“0‘01).) =-gu %' (0) vguf (0). (18)

Offensichtlich 148t sich Gleichung (16) ohne eine weitere Beziehung fiir k(r) nicht lssen.
Wegen der Nichtlinearitit der Bewegungsgleichungen hingt jedoch die dreifache Korrelation
von der Korrelation vierter Ordnung ab, die ihrerseits wiederum durch die Korrelation fiinfter
Ordnung bestimmt ist, usw. Der Versuch einer exakten Losung der Korrelationsgleichung
fiihrt somit zu einem unléslichen unendlichen System von Gleichungen.

Um diese Schwierigkeit zu umgehen, werden wir — wie in allen bisherigen Niherungs-
ansitzen fiir die Triagheitskrifte — annehmen, dafl die dreifachen Korrelationen auf die
zweifachen zuriickgefithrt werden konnen. Auf Grund unserer einfachen physikalischen
Deutung des Trigheitsterms der Kdrmédn-Howarthschen Korrelationsgleichung kénnen
wir jedoch nunmehr den Niherungsausdruck fiir die Trigheitseinfliisse auf einem etwas
deduktiveren Wege ableiten, als es bisher bei der Untersuchung des uniibersichtlichen exakten
Trigheitsterms in der Spektralgleichung méglich war.

Niherungsansatz fiir die dreifachen Korrelationen. Die Wirkung der Trigheitskrifte in
einem isotropen Turbulenzfeld 148t sich bekanntlich qualitativ durch einen Kaskadenprozell
beschreiben, bei dem stindig Energie von groBeren Wirbeln zu kleineren tibertragen wird. Es
sind eine Reihe physikalischer Modelle vorgeschlagen worden, um diesen ProzeB zu erkliren,
von denen das erfolgreichste von W. Heisenberg [1948] und C. F. von Weizsécker [1948]
von der Vorstellung einer zusétzlichen turbulenten Viskositdt ausgeht, die auf die groferen
Wirbel einwirkt. Obwohl der Heisenbergsche Ausdruck fiir den Tréagheitsterm in der
Spektralgleichung zu qualitativ richtigen Ergebnissen fiihrt, sind doch eine Anzahl Un.
stimmigkeiten zwischen Theorie und Experiment festgestellt worden (J. Proudman [1951]).
Es ist wahrscheinlich, da8 einige dieser Unstimmigkeiten (wie z.B. der um einen Faktor 3
zu groBe theoretische Schiefefaktor) auf den Ansatz fiir die turbulente Viskositit zuriick-
zufithren sind, da darin nur die kinematischen Eigenschaften der kleineren Wirbel beriick-
sichtigt werden und der enge Zusammenhang zwischen dem dynamischen Verhalten der
kleineren Wirbel und dem Vermischungsvorgang, der fiir die turbulente Viskositét verant-
wortlich ist, nicht zum Ausdruck kommt. Obwohl die dynamischen Eigenschaften der grofieren
Wirbel, bei denen die Trigheitskrifte iiberwiegen, auf die kinematischen zuriickfithrbar sind,
ist dies nicht mehr der Fall bei den kleineren Wirbeln, bei denen die Zihigkeits- und Trigheits-
krifte vergleichbar sind. Bei unserer Analyse des Trégheitsterms in der Kdrmén-Howarth-
schen Korrelationsgleichung werden wir nun einen Ausdruck erhalten, der sich durch geeignete
Definition der Turbulenzelemente verschiedener Griofie auch als eine zusdtzliche turbulente
'Viskositét, die auf die groBeren Turbulenzelemente einwirkt, interpretieren la8t. Wir werden
jedoch die in unserem Ausdruck auftretende Vermischungszeit nicht aus den charakteristischen
Langen und Geschwindigkeitsdimensionen der kleineren Wirbel, sondern aus einer charakteristi-
schen ,,Reaktionszeit** ableiten, die sich aus der Energiegleichung der kleineren Wirbel ergibt.
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. Aus der Deutung des Trégheitsterms in der Karmén-Howarthschen Gleichung als
das mittlere Produkt zwischen dem ImpulsfluB durch die -Oberfliche einer kugelférmigen
Hiillfiiche und der Geschwindigkeit im Mittelpunkt ergibt sich eine einfache Erklirung fiir
den durch die Tragheitskrifte bewirkten Energietransport von groferen zu kleineren Wirbeln.
Denn die aus der Kugel herausflieBende Fliissigkeit, die vorher dem Mittelpunkt niher war,
wird im allgemeinen eine gréBere Impulskomponente parallel zur Mlttelpunktgeschw1nd1gke1t
haben als die Fliissigkeit, die aus einem vom Mittelpunkt weiter entfernt hegenden Gebiet in die
Kugel hineinflieBt. Es ist daher zu erwarten, daB der Ausdruck f(u Uy} U IS = - 293 (k' 44k ) ‘
in (15) positiv ist, was mit einem Energieflul von gréBeren zu kleineren Wirbeln gleich-
bedeutend ist.

" Die Turbulenzelemente, die diese Impulsdiffusion bewirken, werden offenbar von kleinerer
oder gleicher Dimension wie der Kugeldurchmesser sein, da die gréferen Turbulenzelemente
einfach zu einer DurchflieBung der Kugel ohne Vermischung fithren. Diese verschiedenen Ein-
fliisse lassen sich am einfachsten trennen, indem man die Geschwindigkeiten auf ein Koordi-
natensystem bezieht, das sich mit der instantanen Geschwindigkeit im Mittelpunkt der Kugel
bewegt. Die Turbulenzelemente von gréferer Dimension als der Kugeldurchmesser tragen dann
nur noch wenig zu den relativen Schwankungen innerhalb der Kugel bei. Der auf das neue
Koordinatensystem bezogene Impulsflu durch die Oberfliche einer mithewegten Kugel ist
Jo -9, dS, wo v = u —u, die relative Geschwindigkeit bedeutet. Mit Hilfe der Gleichungen
(9) und (10) 188t sich unschwer zeigen, daf} das mittlere Produkt dieses Ausdruckes mit der Ge-
schwindigkeit u, im Mittelpunkt dem entsprechenden mittleren Produkt in dem urspriinglichen
Koordinatensystem proportional ist:

Sagw)vrdS = 2 [(ugu) u, ds. )

Die linke Seite von (19) 148t sich einfacher niherungsweise erfassen als der urspriingliche
Triigheitsterm aus (17) auf der rechten Seite, da er nurnoch die Geschwindigkeitsschwankungen
kleinerer Dimension, die den Impulsaustausch bewirken, enthilt. Nach unserer Vorstellung
der Wirkung der Trigheitskrifte in der Kdrman-Howarthschen Gleichung beruht nun
die Korrelation zwischen dem relativen Impulsflufl durch die Oberfliche der (bewegten) Kugel
und der Geschwindigkeit 1t, im Mittelpunkt darauf, dafi der Impuls der die Oberfliche durch-
setzenden Fliissigkeitsteilchen je nach Flufirichtung verschieden stark mit der Mittelpunkts-
geschwindigkeit korreliert ist. Wir werden daher annehmen, daB sich die linke Seite der
Gleichung (19) duech folgenden Niherungsausdruck ersetzen 1a8t:

S — 7
f(uon) vpdS =f{uon — VT g uon} vp diS, (20)

wobei 7 eine charakteristische ,,Vermischungszeit’ der kleineren Turfbulenzelemente darstellt.
Gleichung (20) ist unsere ,,Austauschhypothese®, die die dreifachen Korrelationen auf
die zweifachen zuriickfihrt. Nach Ausrechnung der rechten Seite erhilt man:

[y 0) v, dS = = 8mru 7 (1= f) (rf " + 4f). 21)
Durch Einsetzen von (21) in die Impulsgleichung (15) ergibt sich:

0% (w'?f) = 2w (v + ) (f” + éf’) ' (22)

mit,
vy = w? (1—f) v (23)

Durch Vergleich mit (16) findet man dann folgende Bezwhung szlsehen den zwei- und drel-
fachen longitudinalen Geschwindigkeitskorrelationen:

(k,+ 4rk) 2 (;"+4f> (24)
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Es folgt aus der Form der Gleichungen (22) und (23), da8 der Triigheitsterm der Korrela -
tionsgleichung ebenso wie beim Heisenbergschen Ansatz fiir den Trigheitsterm in der
Spektralgleichung als eine durch den Impulsaustausch mit den kleineren Wirbeln auf die
griéBeren Wirbel einwirkende turbulente Viskositét interpretiert werden kann, wenn man den

Wirbeln von gréBerer Dimension als r die Energie gu@f (r)und den tibrigen, kleineren Wirbeln

die Energie 5 2(1 - f(r)) zuordnet. Diese Aufteilung der Energie ist naheliegend, da f(r) ein

MaB fiir die Gleichférmigkeit der Geschwindigkeit innerhalb einer Kugel vom Radius 7 dar-
stellt; sie ist aber etwas willkiirlich und stimmt nicht mit der iiblichen Aufteilung der Energie
mit Hilfe des Energiespektrums titberein. Eine gewisse Willkiir in der Definition der Energie
der kleineren Wirbel, die den Impulsaustausch bewirken, ist jedoch unvermeidbar, und auf
unsere Ableitung der Gleichungen (22) und (23) trifft die hier gewahlte Einteilung der Energie
besser zu als der iibliche Schnitt des Energiespektrums an einer bestimmten Wellenzahl.

Um k(r) aus (24) ermitteln zu kénnen, muB ein Ausdruck fiir die Vermischungszeit = auf-
gestellt werden. Aus der Ableitung der Gleichung (22) ist zu erwarten, dafl die Zeit 7 durch
eine charakteristische Reaktionszeit der Wirbel kleiner als » bestimmt wird. Aus (16) und (17)
ergibt sich fiir die Anderung der Energie dieser Wirbel die Gleichung:

S (- = —us (i ‘ﬂc)_ 'z(_5_ v A

Bt{u - = u’(k—l—,r 2vu 12+f +=) (25)
Das erste Glied stellt die Energiezufuhr von den Wirbeln gréBer als r dar, wihrend der Einfluf
der Zahigkeitskrifte durch das zweite Glied wiedergegeben wird. Sowohl der Energieaustausch
durch den Vermischungsvorgang wie die Dissipation durch die Zihigkeitskrifte bewirken
nun eine stindige Anderung des Geschwindigkeitsfeldes der kleineren Wirbel. Es ist daher
naheliegend, die Vermischungszeit 7, die man als die Zeit auffassen kann, in der aufeinander-
folgende Strukturen der kleineren Wirbel miteinander korreliert sind, einer charakteristischen
Reaktionszeit proportional zu setzen, die durch die Glieder auf der rechten Seite'von (25) be-
stimmt wird. Beriicksichtigh man die verschiedenen Vorzeichen der gemessenen Werte dieser
Glieder, so erhilt man als einfachsten Ausdruck fiir 7:

u* (1-f)
’ 5 1 4 ! 7 4 4
2vu2(72-~|—f —}—7]‘>—u3(70 —}—770)

T=Y (26)

mit y = const. Driickt man nach (23) und (24) 7 und die dreifachen Korrelationen durch v,
aus, so erhilt man fiir v, die Gleichung:

w’® (1)
5 r 4 ’ e 4 ’ '
o[t sr)n(r+3r)
Fiir kleine » wird demnach v, = O(r%), in Ubereinstimmung mit k(r) = O(#%) (Gleichung (24)).

232

.. yu
F Be r folgh
tir grofie 7 folgt v — -

27)

Vy —

po=

. Da man das Abklingungsgesetz fiir die Gesamtenergie niherungs-

2 3 g
weise in der Form %— =-A % schreiben kann, wo LI = j f(r)dr das longitudinale Makromaf
0

der Turbulenz und 4 eine Konstante ist, findet man durch Vergleich mit (17) fiir die turbulente

Viskositit der groBten Wirbel Py —> % w' L.

, Vergleich mit dem Experiment. Eine direkte Ermittiung der longitudinalen dreifachen
Korrelationen aus den Gleichungen (24) und (27) ist schwierig, da die Abhéngigkeit vom
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Parameter y, der durch Vergleich mit dem Experiment bestimmt werden mufB, nicht linear
ist. Es werden daher k(r) und y am zweckmiBigsten iterativ bestimmt. In erster Niherung

kann man das Glied v, ( £+ r—f ) im Nenner von (27) vernachléssigen, so dafl ¥ nur noch linear

auftritt und durch Vergleich der 0,08 , — T ——r——
theoretischen mit den experimen- Stewart u. Townsend (1957)
tellen k(r)-Kurven bestimmt werden - zg;i‘l?si/o’ (7=037)
kann. Die erste ITteration der so er-
mittelten Werte vony und k(r) reicht 0,06 S
dann bereits aus, um den Iterations- \
fehler kleiner als den durch die Diffe- B N o,
rentiation der experimentellen Funk- © /" \
tionen f(r) entstehenden Fehler zu 0,04 <=
machen. x/ \
In Abb. 3 sind zwei theoreti- I L 7
sche k(r)-Kurven fir y = 0,37 zu- ;
.sammen mit den entsprechenden 002 °
Messungen von R. W. Stewart und S / ‘ )
¥

A. A. Townsend [1951] wieder- X
gegeben. Die Kurven sind aus den
" experimentellen Funktionen f(r) be- 4
rechnet worden, die zusammen mit »
k(r) an mehreren Entfernungen
hinter einem Turbulenzgitter bei
einer Reynoldszahl Ry = 5300

gemessen worden sind (By = g , mit U = mittlere Windgeschwindigkeit, M — Maschen-

4 ) 8 10

~ Abb. 3. Theoretische
und experimentelle dreifache Korrelationen

weite des Gitters). Es sind nur die Kurven fiir die kleinste und die grifite Entfernung

hinter dem Gitter ZTx[ = 20 und J—% = 120 wiedergegeben; die librigen Kurven liegen gleich-

miiBig verteilt zwischen diesen. Zwei weitere theoretische Kurven fiir By = 21200 und 42400
4 sind neben den entsprechenden ex-
perimentellen Daten der zitierten

0,06 . :
’ v _ Quellein Abb.4 wiedergegeben. Auch
'Stewort u.Townsend ( 7957)/ n 30{ ﬁ” —‘%ﬁgg ?( hier findet man sehr gute Uberein-
- theorefisch = ————— _ stimmung, wenn fiir y die Werte 0,27
7=027| bzw. 0,25 an Stelle des fiir die
0.04 o P o kleinere Reynoldszahl gefundenen
’ X

Wertes 0,37 gewdhlt werden. Ob-

/’k Xxg O\

A \ wohl y als eine Konstante eingefiihrt
- x \Max ' - wurde, ist eine geringe Abhingigkeit

)/ \ o | vonder Gitter- Reynoldszahlwegen

: x der qualitativen Form des Ansatzes
fir 7 nicht iiberraschend.

In der Niahe von r = 0 lassen
sich die theoretischen k(r)-Kurven
] nicht mehr gut aus den gemessenen
gooll 1+ 1 i L1 I ! Funktionen f(r) ermitteln. Aus die-

0,0 7 05 10 15 sem Grunde bestimmt man den
M ersten Koeffizienten der Entwick-
- Abb. 4. Theoretische . lung von f(r), der von besonderem

und experimentelle dreifache Korrelationen Interessg ist, weil er nach (18) den

0,02

—-k(r)
T
i
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Einfluf der Triagheitskrifte auf die ,Anderung der mittleren Rotation der Turbulgnz be-
schreibt, am zweckmiBigsten direkt aus den gemessenen ersten Koeffizienten der Entwicklung
von f(r). Entwickelt man Gleichung (27), so erhilt man durch Koeffizientenvergleich unter

u' A
Heranziehung von (24) folgende Beziehung zwischen 8, @ und der Reynoldszahl B; = >
6 _y 8 )

R; 498 2

Da simtliche in (28) auftretende GroBen der Messung unmittelbar zugénglich sind, kdnnte
man die Gleichung einfach durch Einsetzen der experimentellen Werte nachpriifen. Der
Vergleich mit dem Experiment wird jedoch iibersichtlicher, wenn man Gleichung (18) fiir
die Anderung der mittleren Rotation mit hinzuzieht. Setzt man in (18) das Abklingungsgesetz
u'~2 ~ (i-t,) ein, das in einem weiten Reynoldszahlenbereich experimentell mehrfach be-
stitigt worden ist, so erhédlt man eine weitere Beziehung zwischen 8, ¢ und R; (Batchelor
and Townsend [1947]):
31 _ 6 8 29)
7 R, Ry 2
Aus den Gleichungen (28) und (29) lassen sich nun 8 und G als Funktionen von R;
ermitteln. Da R; nach dem Abklingungsgesetz wihrend des Abklingens konstant bleibt, werden
auch § und @ konstant bleiben. Dieses wird durch die Experimente von  Batchelor und
Townsend [1947] bestitigt. Die Abhiingigkeiten der Grofien § und ¢ von E; sind zusammen
mit den Messungen von Batchelor und Townsend in Abb. 5! und 6 Wledergegeben Die
Ubereinstimmung ist befriedigend, wenn beriicksichtigt

20
wird, da3 weder S noch G mit groBer Genauigkeit ge- ARRNRE T /’ ]
messen werden kénnen und auch die theoretischen Werte . . I
nur als qualitativ anzusehen sind. 15[ / .
: N / x B
0,6 T T T T T LI m— — E / . X E
L — ! 101- p : % .
0/4 II . xR X x : :
1 o -

02 / s
’ j Batchelor u.Townsend (1947) = x | Bafche/ar u.Townsend (1947)= x_]
v /‘ Be;:}-]/;%;;gfi 7 zA © | theoretisch= 4

0.0 [ O I | SN ISR (SO NN RN SO S B 0||||I|I;I|111
0 50 - 100 150 0 20 40 60 80
Ry, Ry
Abb. 5. Theoretischer und Abb. 6. Theoretischer .
experimenteller Verlauf von S(R3z) und experimenteller Verlauf von G(Rj)

Die aus den Gleichungen (28) und (29) folgenden Abhingigkeiten der GréBen § und ¢
von Ry beruhen auf dem linearen Abklingungsgesetz u'~2 ~ (i~1y), das fiir sehr grofe Rey-
noldszahlen bisher noch nicht nachgepriift worden ist und fiir sehr kleine Reynoldszahlen,
bei denen die Trigheitskrifte klein gegen die Zahigkeitskrifte sind, nicht mehr zutrifft.
Gleichwohl lassen sich § und @ auch in diesen Fillen durch Anw: endung weiterer Ergebnisse
der Theorie der isotropen Turbulenz bestimmen.

Nach A. N. Kolmogoroff [1941] (Batchelor [1947]) ist das Dissipationsgebiet des
Energiespektrums fiir sehr hohe Re ynoldszahlen praktisch in einem Gleichgewichtszustand,
bei dem der Energieverlust durch Dissipation durch die Energiezufuhr infolge der Trégheits-

! Die MeBpunkte in Abb. 5 sind der Abb. 6.3 aus Batchelor [1953] entnommen.
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krifte vom langwelligen Bereich des Spektrums fast aufgehoben wird. Demnach ist die linke
Seite der Gleichung (18) klein gegen die beiden Terme auf der rechten Seite, so dafl
2G k

8§ ==,

7 (30)

Aus (28) und (30) folgt dann

45 \1/, .
8 = (Ey) = 0,48;

wobei der fiir die hochste Reynoldszahl By = 42400 gefundene Wert ¥ = 0,25 auch fiir
den Bereich hoherer Reynoldszahlen der Kolmogoroffschen Theorie ibernommen worden
ist. Der asymptotische Wert fiir § stimmt gut iiberein mit dem von R. Betchov [1957] fiir
R; = 250 gemessenen Wert 0,45 4 0,05.

Fiir sehr kleine Reynoldszahlen, bei denen die Trigheitskrifte klein gegen die Zéhigkeits-
krifte sind, 148t sich f(r, t) exakt aus (16) bestimmen. Es ergibt sich, daB f(r, ) asymptotisch
einer sich #hnlich indernden Funktion zustrebt, fir die & = 3 (Batchelor & Townsend
11948]). Aus Gleichung (28) folgt somit, dall § — 0 mit B; — 0 — in Ubereinstimmung mit
der von Batchelor [1953] gefundenen asymptotischen Normalverteilung der Geschwindig-
keitsschwankungen bei sehr kleinen Reynoldszahlen.

G = 0,24 R,

. Schrifttum
Batchelor, G. XK.,1947: Kolmogoroff’s theory Kolmogoroff, A.N., 1941: The local structure

of locally isotropic turbulence. Proc. Camb.
Phil. Soc. 43, 523.

Batchelor, G.XK., 1953: The theory of homo-
geneous turbulence. Camb. TUniv. Press.

Batchelor, G.K.,and A.A. Townsend, 1947:
Decay of vorticity on isotropic turbulence.

- Proc. Roy. Soc. A 190, 534.

Batchelor,G.K.,and A.A. Townsend, 1948:
Decay of turbulence in the final period. Proc.
Roy. Soc. A 194, 527.

Betchov, R., 1957: On the fine structure of
turbulent flows. J. Fluid Mechanies 3, 205.

Chandresekhar, 8., 1953: Some aspects of
the statistical thpory of isotropic turbulence.
Proc. Symp. Appl. Math. 4, 1.

Heisenberg, W., 1948: Zur statistischen
Theorie der-Turbulenz. Z. Physik 124, 628.

Kérmén,T. von, and L. Howarth, 1938: On
the statistical theory of isotropic turbulence.
Proc. Roy. Soc. A 164, 192.

Eingegangen im Mai 1958

of turbulence in incompressible viscous flow
for very large Reynolds’ numbers. S. R.
Acad. Sei. U. R. 8. 8. 30, 301.

Proudman, J., 1951: A comparison of Heisen-
berg’s spectrum of turbulence with ex-
periment. Proc. Camb. Phil. Soc. 47, 158.

Robertson, H. P., 1940: The invariant theory
of isotropic turbulence. Proc. Camb. Phil.
Soc. 36, 209.

Stewart, R.W., and A. A, Townsend, 1951:
Similarity and self-preservation in isotropie
turbulence. Phil. Trans. A 243, 359.

Weizsdcker, C. F. von, 1948: Das Spektrum
der Turbulenz bei grofien Reynoldsschen
Zahlen. Z. Physik 124, 614.

Wieghardt, K., 1941: Zusfassd. Bericht uiber
Arbeiten zur statistischen Turbulenztheorie.
Luftfahrtforschung 18, 1.

MITTEILUNGEN

Strombeobachtungen in der siidwestlichen Nordsee

In der Reihe: Meereskundliche Beobachtungen und Ergebnisse, Deutsches Hydrographi-
sches Institut, Hamburg, wurden bisher nur Beobachtungen auf den Feuerschiffen der Nord-
und Ostsee (Heft Nr. 1bis 8) versffentlicht. Es war jedoch vorgesehen, dariiber hinaus auch Be-
obachtungen und Ergebnisse anderer Mefireihen zu geben; das geschieht erstmalig mit dem
vorliegenden Heft Nr. 9 (1958).

Das genannte Heft enthilt Ergebnisse von Schaufelrad-Strommessungen. Ein Schaufel-
rad-Strommesser ist bekanntlich ein am Meeresboden verankertes, in beliebiger Wassertiefe

ungewartet registrierendes Gerat, auf das in der Einleitung zu Heft 9 kurz eingegangen wird. -
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