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1. BINLEITUNG.

Bekanntlich hat erst die gtatistische Theorie der mmm
Turbulenz eine ausfiihrliche kinemstische Analyse der t :
Stromungen ermdgticht. Jedoch stbft mmwmnn
allen Fragen, die mit dem dynamischen Verhalten der Turbulensz
zusammenhéngen. Der Kern dieser Schwierigkeitem liegt in der Na-
tur der Trigheitskrifte, éumt&mmam mmsam
beschreiben konnte, Um trotzdem dynamische Gesetzmiédfigkeifen theo-
retisch ableiten zu kinnen, hat man zusétzliche W einge-
fiihrt, mmmnmmlmmmmww
hhypothesen einteilen kann. Aus den Aehnlichkeitshypo-
thesen konnen w ilber die Aenderung gewisger char@kteristi-
scher Gréfen des m&mtﬁi m werden, wie z.B, das
Abk tingungsgesetz fir die Gesamtenergie; jedoch kann die innere
Struktur dea Mm, a.a, die m des m;;mm
oder der Geschwindigkeitskorrelationen, nicht erklart werden. Die
Asinlichives tosnnalumes werden 58 nw physikaliseh nicht
sehr iiberzeugend W und mm sich auch experimentell
nur als recht grobe Approximationen, Bei den Austauschhypothesen
andrerseits wird auf W m gewissen Vorstellung iiber die
Einwirkung der mzm auf das Energiespektrum die Form
des Tragheitsterms in der dynamischen Spektralgleichung einfuch
postuliert. Bs ist schwierig, vei diesen Ausdriicken unmitte lbar
nachzupriifen, ob sie gute Naherungen sind oder nicht, da der
exakte Ausdfuck fiir den Tragheitsterm der Spektralgleichung in
zgiemlich uniibersichtlicher m von den mm und Phasen
der Fourierzerlegung des Geschwindigkeitsfeldes abhiéngt. Sie sind
daher - mmmmm -manmtts»
hypothesen aufzufassen.,

Obwohl der Trégheitsterm der Spektralgleibhung wesentlich kom-
plizierter ist als der entsprechende Term der mathematisch &dqui-
valenten Korrelationsgleichung, hat man bisher die Trédgheitskraf-
te nur an Hamd der Spektralgleichung zu erkliren versuecht. Das
tiegt daran, dap der physikalische Inhalt der Spektralgleichung
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Korre lationsgleichung mm nech kein physika-
tisch anschauliches Bild gemaoht hat. Wie im folgenden gezeigt
ﬂﬁ ermbglight M m neue m w mmm*
Bissken s S0us P gewissen Vereinfachungen, quantibetiv
erfaset werden. mmmﬂm“mm“’

Die Wmmmwmm
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2. DIE MITTLEREN PRODUKTE UND DIB KORRELATIONSGLS

Das mittlere Geschwindigkeitsprodukt m. Ordnung an n Punkten
im Raum ist definert als der Mittelwert des Produlites aus m
be liebigen Geschwindigkeitskomponenten verteilt iiber n Punkte im

| Baum (m2%), Da jede der drei Geschwindigkeitskomponmenten in ikre

drei Orthogonalkomponenten parallel zu den Achsenrichtungen zer-
legbar ist, LaPt sich das uallgemeime Produkt darstellen als eine
Linearkombination der Komponenten des Tensors:

g mit) =

(Von dem m Ortsvektorem W, %, ¥, auf der rechten Seite der Glei-
chung sihkd nuf w Verschiedem.)

Neben den mittleren Produkten zwischen Geschwindigkeitskompo-
nenten lassen sich ebenso mittliere Produkte zwischen Drucken,
Geschwindigkeitegradienten usw, an verschiedenen Punkten definie-
ren., Von diesen Produktem kommt jedoch im folgenden nur der Tensor
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vor, der wesen der Isotrcpie des Feldes, die wir hier vorausset-
zen, verschwindet (siehe unten).

Zu einer vollstandigen statistischen Beschreibung des Geschwin-
digkeitsfeldes, d.h, zur Bestimmung der Wahrscheinlichkeiten
eller denkbaren Geschwindigkeditevertei lungen, sind nach der Wahr-
scheinlichkeitstheorie sémtliche mittleren Produkte vom Typus
2,1 notwendig (H.Cramer (7)). Wegen der analytischen Schwierig-
keiten, die sich bei einer Behandlung der hiheren Produkte er-
geben, sind jedoch bisher nur die beiden einfachsten Produkte
untersucht worden:

Ryle) = e m



beiden Tensoren nﬁam Nach Multiplikation der i. W
der Navier-Stokesschen Gleichung an der Stelle 4, mit wlGew) und
Mitte lung erhatt -m

Eine 8hnliche Gleichung erhdlt man durch Mul plikation der j,

ahseasing Gleichung a

sche 'Bmwm:

2 Rylmt) = ':,(r.q + DOR ) 24
Toj )= 2373 S fie) |

Dabei wmaammmmmwnmw

ziehungen
e 3
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verwendet. Die in den beiden zu addierenden Gleichungen vorkom-
mende Druck-Geschwindigkeitskorrelation verschwindet, da wegen

der Isotropie P(&WM: ‘I’F(H) und die einzige ai La-
ritétenfreie Funktién, die der xanuanitutsbeﬁim ¢ ﬂ" (ﬁ)asa
geniigt, F {M) = Q0 ist.

. Die Gleichung 2.4 demonstriert die in der Einleitung erwdhn-

te Schwierigkeit, die stets bei einer statistischen Behandlung

der Turbulenz in den dym:lnchm Ghitmn.ngen auftritt: die An-

“zab L der unbekannten Funktiomen ist grofer als die Anzahl der

Bestimmungsgleichungen. Bs L&t sich ohme Schwierigkeit eine wei-
tere Tensorgleichung, die S.s“ enthélt, aufstelten, gber es kommen
dann Produkte 4, Ordnung darin vor; sodaf die Situation, die
offenbar auf die verschiedenen Ordnungen der Glieder der Navier-
Stokesschen Gleichung zuriickszufiihren ist, unverdndert bleibt. Es
ist also unmglich, von den unemdlich vielen, zur statistischen
Beschreibung der Turbulenz notwendigen mittleren Produkten lllq

e

end tiche Teilmenge, die von den anderen Produkten gntnnnt:h-r
trachtet,werden kann,  abzusondern,

Die Bedingungen der Isotrqpie und der Kontinuitdt sind in
der Gleichung 2.4 noch nicht vollsténdiz beriicksichtigt worden,
Bs LBt sich aber mit Hilfe der Invariantentheorie und der Ten-
soranalysis zeigen, daf die Tensoren lq und Sﬁ. (bzw, l{t)
auf Grund dieser Bedingungen von nur je einer skaltaren Punkiion
abhéngen (T.v.Karman und H.L.Howarth (11),,H.P.Robertsen (15),
S.Chandresekhar (6)). Da die Bedingungen der Tsotropie und der
Kontinuitét :

Pl LT g
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ihren charakteristischen skalaren Punktionen ab ( die skalare
Punktion fir ﬂi'. ist dabei durch die ¥on Rij bestimmt), und die
Tensorgleichung 3.4 reduziert sich somit auf eine einzige skala-
re Gleichung.

Obwohl die iiblicherAbleitung der skalaren Korrelationsglei-
chung aus der Tensorgleichung mathematisch sehr elegant ist, wer-
den wir sie hier auf einem anderen Wege gewinnen, der die physi-
kalische Bedeutung der Gleichung und der betreffenden PFunktionmen
besser erkennen Laft.

Das allgemeine mittlere Produkt zweiter Ordnung an zwei Stel-
len im Raum ist:

Rimtbir) = (3(8).¢)@(5ev),a) |
das allgemeine mittlere Produkt dritter Ordnung an zwei Stellen
im Raum ist; -

Subee) = G b6 w ) )

WO q..,‘, = beliebige Binheitsvektoren sind.

Wegen der Homogenitdt und der Isotropie des Turbulenzfe ldes kann
das Koordinatemsystem so gewdhlt werden, dap #=0, die z-Achse
durch # geht und die x-z Ebene im der 4L Ebene liegt, Die Aus-
driicke R und § sind dann fur beliebige o, & ¢ als Linear-
kombinationen der Produkte, in demen nur die Orthogona Lkomponen~
ten vorkommen, darstellbar. Von den 6 miglichen Kombinationen
dieser Produkte simnd fir S, wie man sofort sieht, wegen der Iso-
tropie nur zwei wvon Null verschieden:

,,.:“f(,.) = Giiﬂ;ﬂ,?f;*) 2.4

2 _ - \
wylr) = wl)wlwg) | 27
J 2 = Y, S 4 ; .
mes! w=wleif =] , 3= Binheftsvéktos dor sisonse
(Die anderen Produkte wechseln das Vorzeichen bei einer Spieged-
lung der x- oder y- Achse.)
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Fbenso sind von dem 12 mbg\ichen Kombinationen fir § nur vier
von Null verschieden, und von diesen sind wiederum zwel gleich:

._iuﬁﬁhiﬂﬁ = ;;:15)11.(11i)_

2.8

i’ “‘P) = ;EE;) u'f-r&) = ;ﬁ'}m‘{‘v}_) 2.9

gl = el0) () W™ )

2.1

Die Kontinuitidtsbedingung lieflert eine Gleichung zwischen £(r)

und g(r) und zwei Gleichungen zwischen k(r),
daf die allgemeinen Produkte R und S von nur

h(r) und a(r), so-
je einer Funktion

abhingen. Die Gleichungen lassen sieh alle mach einer Me thade
gewinnen, die L.Prandtl zur Ableitung der Beziehung zwischen den

zweifachen Korrelationen £(r) und g(r) angege

ben hat (24).



r fiir eine Halbkugel:

: siehe Abb,.2)

Nach Multiplikation der Gleichung mit der x-Kemponente ft, der
Geschwindigkeit #, im Mittelpunkt, wobei auf der rechien Selte
der Gleichung 1w, = Uy 08P — q'M gesetzt wird,
bilden wir den Mittelwert:

jbw J-J Jdo e 3ad = a'fle)
Differentiation nach r ergibt dann

_g_fd ﬁflﬁtim-_“-._. RN 2.4
-28)

Eine Beziehung zwischen k(r) wnd h(r) ist noch einfacher zu ge-
winnen., Die Komtinuititsbedingung fiir eine Voltlkugel Lautet:

,.F“’. ,,.;.,,....\‘ 0

Die Gleichung multiplizieren wir Wit 4 = % + % + %o
und bilden den Mittelwert:

4%4* :&'&Jm = 0
&

£le)= = 3kl | 212

oder:

SchlieBlich l&ft sich ganz analog eine Gleichung fir k(r) und
a(r) gewinnen durch Multiplikation der Kontinuitétsgleichung fir
eine Viertelkugel mit g, . ” , Mittelung und dann Differentiation

nach r. Unter Beriicksichtigung der Gleichung 2.12 ergibt sich:



a(r) = ,}k(r’i . %ﬁt*tﬁ 2.13

Einhnitavektaren

.'ro-,
»
R

dfl = Oberfliachenelement
doe = e d

Volumene Lement

=
=

Abb, 2

Als charaktefistische Funktionen der allgemeinen Produkte R
und S werden gewdhnlich f£(r) und k(r) gewdhlt. Nach Gleichungen
2.6 und 2.8 ist £(0)=1 und k(0)=0. Da £(r) bei einer Spiege lung
der z-Achse in Abb, 1 unverdndert bleibt, wihrend k(») das Vor-
zeichen wechselt, ist f(r) eine gerade und k(r) eine ungerade
Funktion von r. Die Entwicklung von k(r) um r=0 beginnt mit der
dritten Potenz, denn es isi
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L= 2 o, (2 g, g;?f = 0

(k= (%) )

A=0
Die Abhéngigkeit der Tensoren R, i(ﬂ und S; ﬁ(f) von ihren
charakteristischen Funktionen konnen wir, obwohl wir sie spéter
nicht verwenden werden, ohne Schwierigkeit gewinnen, indem wir
ias Koordinatensystem der Tensoren (Ortskoordinate:x) auf das
Koordinatensystem in Abb, 1 (Ortskoordinate . %) transformierens
Bs sei (a, ) die orthogonale Transformationsmatrix. Fir die zwei-
fache Korrelation gilt denn:

Ryf) = 35 = Townp SEE
= sf??ﬁ,ﬁpjffi +’(§aﬁp'+1%‘“?;)sf*;}
- m!'{z ”"‘3’#@ + -(%)*3"))"’?}

oder:

Ryle) = “fes)safa] 2

Fpense erhalten wir fiir die dreifache Korrelation den Ausdruek;

{;;1 :%’téij}:z ‘sﬁ;gggsgzﬁTiiﬁ” ;;é j ﬁh‘”ﬁiu)fﬁﬁﬂﬂﬁéj{ v A8

Die dynamische Korre lationsgleichung zwischen ffr) und k(r)
konnen wir nun unmittelbar durch Anwendung der Impulsgleichung
auf eine Kugel vom Radius T gewinnen, Die Impulsgleichung Lautets



Jaﬂidﬂf = -

s(""rﬂ% "f:

| Nach skalarer Multiplikation mit 48, und Mittelung erhalten wir;

- # I T3 ] =
+ VW2, 20 4 (’ ) 3w, , du.) jdl2
e el ) rHEE
simt liche Produkte dieser Gleichung lassen sich durch die Funk-

tionen £(r) und k(r) ausdriicken:
Gwy) =dlf+y) = lopaof)
T = o h-2g) = ~(2k-gk))
<5 -4
;:%’; By 8 S 5

e

Nach der Substitution L&ift sich das Integral tiber das Volumen
ausfithren, und nach Division durech zarz erhalten wir die Kar-
man-Howarthsche Korrelationsg teichung:

1]

i
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Die Grofen dieser Gleichung haben alle anschauliche physi-
kalische Bedeutung. Aus der Berechnung der linken Seite der Im-
pulsgleichung ergibt sich eine alternative, kugelsymmetrische
Definition der longtitudinaten Korrelation: es ist 3u'’f(r)
der Mittelwert des Produkts aus der Mittelpunktsgeschwindigkeit
einer Kugel vom Radius r mit deren mittleren Geschwindigkeit.
f(r) ist somit ein Map fiir die rédumlichen Geschwindigkeitsschwan-
kungen innerhaldb einer Kugel vom Radius r und gibt an, in wie
weit der Kugel eine einheitliche Geschwindigkeit zugeschriében
werden kann. Das erste Glied der rechten Seite der Gleichung =%
stellt die Aenderung der Grife u'zf(r) durch Vermischung der

Fliissigkeit innerhalb der Kugel mit der Fliissigkeit ausserhalbd
dar. Das gweite Glied gibi den Einflup der Zdhigkeitskridfte an
der Oberfliche der Kugel wieder. Wir werden eine ausfiihrlichere
Besprechung dieser Gleichung jedoch auf den letzten Abschnitt
verschieben und zunidchst eine zweite Gleichung betrachten, die
sich zwar durch Differentiation und Division durch r direkt aus
der Gleichung 2.16 ableiten Laft, aber auch unabhiingig von 2,16
von physikalischem Interesse ist.

Es ist naheliegend, neben der Impulsgleichung der Kugel vom
Radius r auch die Drehimpulsgleichung zu untersuchen. Nach Mul-
tiplikation der Drehimpulsgleichung mit der Rotation {Ntmi
der Geschwindigkeit im Mittelpunkt der Kugel und Mittelung
ergibt sich nach dhnlichen Rechnungen wie bei der Ableitung der
Gleichung 2.16:

UeX) s SO Wrlinfiaf) ) oo

Die Grbpen dieser Gleichung haben &hnliche physikalische Bedeu-
tung wie cie Gropen der thichung 2. 16. ma ist die his auf ﬁtn
Pakto i o
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v— ‘?;f der Mittelwert der Drehung im Mittelpunkt der Kugel
(4 bot#)) multipliziert mit deren mittleren Drehung (definiert .
als die Drehgeschwindigkeit der starren Kugel vom gleichen Radius
mit dem gleichen Drehimpuls). Die Punktion liefert offenbar die
gleiche Beschréibung der grope und Intensitat der " Pliissigkeits~-
wirbel" eines Turbulenzfeldes wie Sd’f (+) fir die "Plussig-
keitsballen". Die beiden Ausdriicke auf der rechten Seite der Glei-
chung geben dann ganz analog zu Gleichung 2,16 den Binf lup der .
Konvektion von Drehimpuls zwischen Kugel und Umgebung baw. die
Bremsung der Drehung durch die Reibungsspannung an der Oberf Lache
der Kugel wieder. Eine ausfiihrlichere Besprechung auch dieser
GroBen verschieben wir guf den lLetzten Abschnitt,

Aus beiden Gleichungen 2.16 und 2.17 ergeben sich fiir r =0
wichtige spezielle Gleichungen. 2.16 geht iliber in die Dissipa-
tionsgleichung:

%dg = fww"f/ .. = —@%ﬁé, 2.1%

wo “ _1,'
2, . TR, % __{%i;)
: ﬁ (ra: %Y e

A wird als die Taylorsche Dissipationslinge oder als das Mikro-
maf der Turbulenz bezeichmet (G.I,Taytor (19) hat die Gleichung
2.18 unabhéngig von 2,16 direkt aus der Dissipationsgleichung

2 dal’ ——— _

2 == (rota) abgeleitet). Neben dem Mikromaf A kommen
ge legent lich auch die Longtitudinalen und transversalen Integral-
mafe Liund L, vor, mit

by -—*Tf(*w 220 Ly = Tf(’)“ _2"”‘

o o

Nach 2.11 ist Ly = B 2.22

Aus 2.17 ergibt sich fiilr r = O die Aenderung der fir die
Energiedissipation verantwortlichen mittleren Rotation des Tur-
bulenzfeldes:
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}(E)=2EF = - g

pus Messungen der Korrelatiomen f(r) und k(r) ist festgestellt
worden, dap f° >0 und k) < ©  (6.K.Batchelor und A.A.
Townsend (2)). Nach Gleichung 2,23 wird also die mittlere Rote-
tion des PTurbulenzfeldes durch die Zdéhigkelit gedémpft und durch
den Vermischungsvorgang vergrifert. Auch auf diesen Sachverhalt
werdén wir im letzten Abschnitt zurlickkommen.
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3. DIE SPEKTRALGLEICHUNG UND DIE HEISENBERGSCHE PORMEL FUER
DIE AUSTAUSCHFUNKTION.

Neben den mittleren Produkten wird zur Analyse des Turbulenz-
feldes hiufig eine andere Gruppe von Funktionen verwendet, die
gich aus der Fourierzerlegung des Geschwindigkeitsfeldes ergeben
(6.I.Taylor (21), W.Heisemberg (8), G.K.Batchelor (1), J.Kampé
de Fériet (10)). Die Spektralfunktionen kiénnen durch Fourier-
transformationen aus den Korrelatiomem gewonnen werden und umge-
kehrt; sie sind also eine dquivalente Darstellungsform der Turbu-
lenz. Wir kinnen hier nur einige der Zusammenhinge zwischen Spek-
tralfunktionen und Korrelationen zitieremn und weisen fiur eine
ausfiihrlichere Darstellung auf z.B. Batchelors Buch "The Theory
of Homogeneous Turbulence'* (1).

Die Pourierzerlegung des turbulenten Geschwindigkeitsfeldes
innerhalb eines grofen Wiirfels der Kantenlinge L sei:

shl) -
4!&19:::2{24&:@ 3¢
3

wo kR = %{\.,ﬂ,a’} > N, = ganze Zahl

-
und ﬂr_"= oy = konj. kompl. von ﬁ .

Die mittlere Energie dsafgﬁ;gela setzt sich dann additiv aus
den Energien der einzelnen Wellem '@ zusammen:;

%1{;‘ - %quf 3z

In der Grenze L -> &0 Lipt sich die Summe in 3.2 durch ein Inte-
gral ersetzen:

34 = [[fe dnanyn, 33
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P(k) ist die EnergisdiehgéL?‘ﬁ§£gffiténz im WeiLenzahItﬂ!!‘lﬁﬂnd
hdngt wegen der Isotropie des Feldes nur von IEJ = k ab. Haufi-
ger als die auf die Koordinaten lg,h.,k*, pbezogene Energiedichte
P(x) wird die auf |B] bezogene Energiedichte E(k) verwendet,

namlich:

3’ = jemam 3.4
E(k) = 4mlF(K) 3.5

Die FPourier-Darstellung der Korrelathonstensoren bekommt man,
indem fir jede Geschwindigkeltskomponente der Tensoren die
Pourier-Reihe 3.1 eingesetzt wird, Wir werden uns im folgenden
aber nur fiir die skalare Korre lation £(r) interessieren, die
durch die Spektrumsfunktion BE(kx) darstellbar ist:

A

o0
adg' = | 2E(R) [ Aainkr _ 34
1!1%) j' B+ \ kT = g"b*)“h' .
Die Umkehrung von 3.6 Lautet:
: 20/ Al -

Fiir das Energiespektrum E(k) kann ebenso wie fur die Korrela-
tion f(r) eine dynamische Gleichung aufgestellt werden (W, Hei-
senberg (8), G.K.Batchelor (1)). Sie lLautet:

| %f(h).: (k) — 29k E(R)) 35

mit

T(k) = 2mik %{(‘ﬁﬂ(‘s‘,s ) - (B ) s "55)} 3.

Die Gleichung 3.8 stellt die Energiebilanz der Wellenzahlen vom
Betrage k dar. Die Aenderung der Energie setzt sich aus zwei An-
teilen zusammen: den Zahigkeitsverlusten ovk?E(k), die nur von
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der Energie der We l Lenzahlen tﬂh Betrage k selber abhingen und
die wegen des Gewichtsfaktors 'kg besonders bei hiheren Wellen-
zahlen eine Rolle spielen, und dem Energieaustausch T(k), der die
Trigheitswechse lwirkungen der Wellen untereinander beschreibt. Die
Austauschfunktion T(k) der gleichung 3.8 entspricht der drei-
fachen Korrelation u'’k(r) der Korre lationsgleichung, und es

sind auch T(k) und u‘sk(r), ebenso wie E(k) und u'af(r), durch
Transfomt-iamslaiohma*egameitig‘ bestimmt. Wir werden aber
die Gleichungen, die etwas kompligierter sind als 3.6 und 3.7,

im folgenden nicht verwenden.

Die Gleichung 3.8 ist im allgemeinen ebenscwenig lLgsbar wie
die Korrelationsgleichung, denn die FPunktion T(k), die von den
unbekannten Phasen der Geschwindigkeitsamplituden in Gleichung
3.9 abhingt, Lldft sich nicht unmittelbar durch die Energiever-
teilung B(k) ausdriicken., Zur FPormulierung von Austauschhypothe-
sen hat man jedoch bisher die Spektralgleichung wegen ihrer un-
mittelbar verstindlichen physikalischen Bedeutung der Korrela-
tionsgleichung vorgezogen. Sie wird dabei gewthnlich in Porm
ihres Integrals nach k angewandt:

2 |E(Wde = — 500 — S8 310

wo ' £ I
Sk) = - Jm&&, Selk) = z{ﬂﬁ)‘b‘.‘

S¢(k) ist der aus dem Spektrumsgebiet k'<k in Wirme abfliefende
Dissipationsstrom, wihrend S(k) dem durch die Trégheitswechsel- .
wirkungen erzeugten Strom vem Gebiet k'< k zum Gebiet k'>k dar-
stellt, Der Energiestrom flieft in Richtung der grdferen Wellen-
zahlen des Spektrums. Die Binwirkung der Trigheitskrifte kamn

man also els einen*Kaskadenprozef¥, bei dem die griferen Wirbel
stindig in kleinere serfallen, auffassen. Da der Emergiefluf nach
den grijferen Wellenzahlen das Integral z;fb’ﬁ)& e TEat
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vergrifert, ist dieses nur ein anderer Ausdruck fiir das nach der
Ableitung der gleichung 2.23 erﬂéhﬂzo'qxperimanteLta Ergebnis,
daB die Trdgheitswechselwirkungen die Tendenz haben, die Retation
des Feldes zu vergrifern. '

Fir diesen Kaskadenprozef sind verschiedene Erkldrungen vor-
geschlagen worden, von denen die iiberzeugendste wohl die von C,F.
v. Weizsicker (23) und W.Heisenberg (8) ist. Zur Erklérung des
Energiestroms ibernehmen v.Weizsdcker und Heisenberg die Vorstel-
lungen der Prandtlschen Mischungswegtheorie und beschreiben die
Trigheitswechse lwirkungen durch eine zusitzliche turbulente Vis-
kositdt vy, die auf die griPeren Wirbel infolge des Impulsaus-
tauschs mit den kleineren Wirbeln einwirkt. Heisenberg setzt dem-
nacHfiir die Aenderung der Energie der Wellen mit Wellenzahlen
kleiner als k:

,% E(R)k = — (v + \‘,Juf{‘)“: I} 3H
also :
ok
S(k) = 29, KEG) 342

Piir diese von den Wellen mit Wellenzahlen k'> k abhingige turbu-
lente Viskositét v, fiihrt Heisenberg als einfachsten Ausdruck
von richtiger Dimension ein:;

-q;.--ae'-, : “ (% = const.) e ¥

Aus den Gleichungen 3411 und 3,13 ist dann das Abklingen des
Spektrums bei vorgegebener Anfangsvertei lung berechenbar. Heisen-
berg betrachtet die Bdsung fiir zwei Spezialfdlle: fiir den Fall
sehr hoher Reynoldsscher Zahlen, bei denen das Dissipationsgebiet
des Spektrums im Gleichgewicht ist, und fernmer fiir den Fall, dap
die statistischen FPunktionen widhrend des Abklingens nur eine Aehn-
lichkeitstransformation erfahren,
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Im ersten Falle kann die L¥sung nichkt im einzelnen nachge-
prift werden, da die vorausgesetzien hohen Reynoldsschen Zahlen
bei den Messungen in Windkanilen nicht realisierbar sind. Jedoch
erscheinen zwei Merkmale der Lisung unwahrscheinlich:

1) Die LUsung geht bei hohen Wellenzahlen asymptotisah in das
Potensgesetz B(k) = k! tber. Bin solches Potensgesetsz fiir k-»oo
wiirde aber nach 3.6 bedeuten, daPp die hiheren Ableitungen von
f(r) bei r = 0 - und demit die Mittelwerte der hiheren réumlichen
Ableitungen der Geschwindigkeit - unendlich wiirden., Bei den ge-
messenen Spektren findet man aber immer, daf E(k) bei hohen k
schne ller als nach einem Potenzgesetz abklingt, da 4 |

monoton abnimmt, und zwar bis m gemessene Werte un b ~10
(R.W., Stewart und A.A.Townsend (18)).

2) PFiir den von dem ersten Koeffigienten der Entwicklung von
k(r) abhangigen Schiefefaktor

S = A7y : 3.14

ergi®t die Heisembergsche Lisung einen Wert, der um den Faktor
drei hoher liegt, als man bei mittlerem Reynoldsschen Zahlen ge-
meesen hat (Abb.10..Die eingezeichneten theoretischen Werte be-
ziehen sich nicht auf die Heisenbergsche Theorie). Bei sehr klei-
nen Reynoldsschen Zahlen, wo das Spektrum in erster Niaherung
nur durch die Zidhigkeitskriifte beéstimmt ist und daher exakt an-
gegeban werden kann, bekommt man fiir S sogar einen Wert, der
iber hundert mal hther als die Mefwerte in Abb. 10 liegt. Wenn
auch S bisher weder bei sehr hohen noch bei sehr niedrigen Rey-
noldsschen Zahlen gemessen worden ist, scheinen diese theoreti-
schen Ergebnisse wegen der geringen Variation von S in dem Rey-
no ldszah lenbereich der Windkana\messungen unwahrscheinlich,

Die Heisenbergsche Aehnlichkeitslisung des Spektrums ist von
S.Chandresekhar (5), I.Proudman (14) und J.C.Rotta (16) (in
einer von der Heisenbergschen Arbeit (9) unabhingig erschienenen
Veriffent lichung) fiir einige Reynocldssche Zahlen numerisch be-
rechnet wordenm. Zum besseren Vergleich mit der Brfahrung hat



Proudman die theoretischen Spektrakfutiktionen auf die Korrela-
tiomen f(r) und k(r) transformiert. Abb. 3 und 4 zeigen als ty-
pisches Beispiel den Grad der Uebereinstimmung zwischen den theo-
retischen Kurven und den Mefwerten, wenn fiir ¢ bei den verschie-
denen Reynoldsschen Zahlen eine Schwaﬁkung zwischen den Werten
0,4 und 0,5 zugelassen wird. Es kann aber aus diesen Kurven
wenig auf den Heisenbergschen Ansatz fiir S(k) selber geschlossen
werden, da, wie sich spiater herausstellte, die vorausgesetzte
Aehnlichkeit der statistischen Funktionen nur sehr grob erfillt
ist (R.W.Stewart und A.A,Townsend (18)). In Abb. 5 und 6 sind

die von Stewart und Townsend im Windkanal gemessenen Funktionen
f(r) und k(r) fiir nehrere Gitterabstédnde (alsc verschiedene Ab-
klingungszeiten) dimensionsles aufgetragen. Man sieht, dap die
Funktionen nicht zusammenfallen, wie sie es im Palle der Aehn-
lichkeit tun miiften. Ein susfilbrlicherer Vergleich der Heisen-
bergschen Theorie mit dem Experiment ist in Proudmans Arbeit (14)
zu finden, aus der die meisten der obigen Ergebnisse zitert sind.

Im Hinblick auf den ndchsten Abschnitt wollen wir noch kurz
auf das Abklingungsgesetz fiir die Gesamtenergie eingehen. Aus der
Aehnlichkeit der statistischen Funktionen L&Bt sich unabhiangig
von jeder Annahme uber die Form der Triégheitswechselwirkungen
suf dimensionsanalytischem Wege (wie hier nicht gezeigt werden
kann) folgern, dap die Reynoldssche Zahl der Turbukenz, definiert
z.B. als R, = u'Afv, wihrend des Abklingens konstant bleibt.

Aus

Ra = const. 315

-

ergibt sich dann aus 2,18 das Abklingungsgesetz

'2

u' = const. v/(t ~ty) 3.16

2% = 0wt - 1) ' 3,97
Obwohl die Aehhlichkeitsannahme eine grobe Approximatiom ist,

zeigt sich, dap das Abklingungsgesetz 3.16 bei den verschieden-
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! sten ReynoldsselenZahlen in der ersten Periode des Abklingens
in guter Naherung erfiillt ist (G.K.Batchelor und A.A.Townsend (3)).

4. DIE DREIFACHE KORRELATION ALS MASS PUER DEN IMPULSAUSTAUSCH.

Bei der obigen Besprechung der Heisenbergschen Theorie wurde
gezeigt, dap sie zwar im grofen und ganzen zu richtigen Ergebnis-
sen filhrt, aber in verschiedenen Punkten mh_mbetrioﬂl'gm ist.
Wir werden nun sehen, daf diese Wumith der Heigenberg-
schen Theorie verschwinden, wenn wir das der Theorie zugrunde-
liegende Bild des Austauschvorganges nicht durch die Wellen des
Spektrums, sondern durch eine andere - von dem Spektrum zundchst

| unabhéngige - Définition der Geschwindigkeitsschwankungen einer
gewissen Turbulenzstufe beschreiben, '

Die Vorstellung einer auf die groperen Geschwindigkeitsschwan-
kxungen wirkenden zusitzlichen turbulenten Viskositét, die durch
die Impulsibertragung der kleineren Schwankungen zustande kommt,
bezieht sich auf einen lokalen Vorgang. Es erscheint daher rich-
tiger zur Beschreibung dieses Vorgangs zuerst einme lokale Unter-
scheidung zwischen der Bewegung im grofen und den kleineren
Schwankungen zu treffen und dann durch Mittelung tiber den Raum
eine Aussage fiir das gesamte Turbulenzfeld zu bekommen, als von
vornberein die vom gesamten Turbulenzfeld abhidngigen Wellen des
Spektrums heranzuziehen. Man gelangt auf diesem Wege zu einer
Darste llung des Austauschvorgangs durch die Korrelation f(r),

' die j= auch ale Mittelwgrt einerflokalen Bigemschaft des Turbulenz-
feldes definiert ist. Dem Ausdruck, der sich dabei fiir die drei-
fache Korrelation k(r) ergibt, werden wir dann unabhingig von dem
Begriff der Schwankungen verschiedener Turbulenzstufen auf einem



anderen, etwas batneﬁueﬁe#ﬁ-"w direkt aus unserer Ableitung
der Korrelationsgleichung in Abschnitt 2 gewinnen. Aufer durch
diese Unterscheidung zwischen grofen und kleinen Wirbeln werden
wir spédter auch insofern von der Heisenbergschen Theorie abwei-
chen, als wir den Mischungsweg der kleinen Schwankungen nicht
einer kinematisch,sondern einer dynamisch definierten Lénge pro-
portional setzen werden,

Wir bezeichnen zundchst an einem Ort # des Turbulenzfeldes
zur Zeit t als die "' Geschwindigkeit der Schwankungen grifer als
r" die mittlere Geschwindigkeit W(+¥,#5,£)  der Plissigkeits-
kugel vom Radius r mit Mittelpunkt in 4§ . Die Bezeichnung grofe
oder kleine Geschwindigkeitsschwankung bezieht sich hier wie im _
folgenden nicht auf die Grope der Geschwindigkeit selber, sondern
auf die rédumliche Ausdebnung der Schwankung. Die Energie dieser

Energie der Schwankungen grifer als r den riumliehen Mittelwert
*W? defimieren kimmen. Die Emergie der Schwankungen
kleiner als riist dann
¢~ 4
Wir kénnen den Mittelwert 40l (v,t)  durch das Energie-
spektrum E(k) ausdriicken: Aus 3.1 berechmet man

Hieraus ergibt sich

4.2

w3

LTS

(5 =1

5

mittleren Bewegung der Kugel ist LW(M,4), sodap wir als aie ~
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Durch Multiplikaticn von 4.2 mit “{‘,t) und Mittelung be-
stitigen wir die bereits in Abschnitt 3 ziticrie Pormel fir

2
ut“f(r):

gufln) = fgfwxwa

Wenn wir nun die Pumktion ¢(x) um den Paktor 1/§2 Léngs der
Abszissenachse zusammenziehen, ﬁoﬂsﬁ die Krimmung der entstehen-
den Funktion @(¥2x) mit der von @ 2(x) im Punkt x = O Ubereinstimmt,
so zeigt Abb. 17, dap die beiden Funktionen nicht nur im parabo-
lischen, sondern auch im groften Teil des Bereichs, wo sie wesent-
lich von Null verschieden sind, gut ibereinstimmen., Wir kinnen
algse fiir nicht zu groBe r den Gewichtsfaktor qztkr) in 4.’ninrch

 @(krf?) ersetzen und bekommen:

G0t = 3flfEre) LT il

Die Energie der Schwonkungen kleiner als r wird dann:

i-..:“(éz i {ﬁ‘r-*)}

Diese Approximation ist gut, solange nicht zu viel Energie in das
Gebiet fallt, wo die Gewichtsfakteren g>(x) und o(x¥2) nicht mehr
iibereinstimmen, alsoc etwa im Bereich r<J3A.

Vi
Nach der v.Weizsickerschen und Heisenbergschen Vorstellung LAt
sich nun die Binwirkung der kleinen turbulenten Schwankungen auf
die griferen als eine zusidtzliche Viskositét auffassen, sodaf
man nach der Korrelationsgleichung 2.16 schreiben kann:

&{“?"85 2u (wﬂl)ﬁf +4&4) 46

ait _ Ny = ard o7
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wo v eine charakteristische se
kleiner als r/f2 ist, also z.B.

e W i;jf#, | 4.8

wihrend | den Mischungswé@g der kleinen Schwankungen darstellt.
Fiir die dreifache Korrelation k(r) bekommen wir nach 2,16 und
4.6 die Gleichung:

[ &{ﬂa—#h} = %@r’:b 5}) “ 49

Bevor wir auf die moglichen Ansétze fiir L eingehen, wollen wir
noch die Gleichungen 4.6 - 4.9 unmittelbar aus der Korrelations-
gleichung ableiten,

Es ist zunidchst verstandlich, dap die Korrelation zwischen der
Geschwindigkeit A4 im Mittelpunkt der Kugel und dem Impulsfluf
durch die Oberfliche einen negativen Wert hat, denn die heraus-
flieBende Fliissigkeit, die vor dem Verlassen der Kugel niher zum
Mitte lpunkt war, wird im allgemeinen eine grgere Impulskompo-—
nente in Richtung # haben als die Fliissigkeit, die aus einem
vom Mittelpunkt weiter entfernt liegendem Gebiet in die Kugel hin-
einflieft. Bs kommt bei diesem Effekt offenbar nicht auf die ab-
solute Geschwindigkeit, sondern nur auf die Geschwindigkeit rela-
tiv zu 4% an, wie wir auch rechnerisch direkt bestétigen kinnen.
Wenn wir die relative Geschwindigkeit ##- 4, mit #° bezeich-
nen, sc folgt aus den Gleichungen 2,12 und 2,13 fir die dreifachen
Korrelationen k(r), h(r) und q(»r):

T EWNM = %fﬁc)(M 44D
& A

Die mit der Geschwindigkeit #. aus der Kugel (die sich jetzt mit
der Mitte lpur t l‘ bewegt) herausgetragene Grife
(#®) hat den Mittelwert ‘

@) = lfoag-9= Hlspeef-)
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Da_ ((4,400n) vom Radius abbéngt, werden wir eine Korrela-

tion zwischen (#%4P) und der radislen Gesehwindigkeit -
erwarten, die wir in erster Naherung ausdricken kinnen als

o = [ - 3 G| % = TR D,

wo T eine charskteristische Vermischungszeit ist. Mit

PN Ty v JUEPE TP

erhalten wir also mach 4.10 und 4.11:

DA Jmm = 4ot UpXof ) ) wa

Die Korrelationsgleichung ergibt sich aus der mit der Mittel-
punktsgeschwindigkeit der Kugel korrelierten Impulsgleichung,
von der 4.12 den Beitrag der Tréagheitskrdafte wiedergibt, nach
Division durch m’ Zu

. %:H?J . 1-;!'(-5»?“!??* “,)1 )

2 .
o = (4-}).1: 413
Das ist dasselbe Ergebnis wie oben, mit
&=z wve

Bei dieser, etwas iiberzeugenderen Ableitung der Gleichung 4.6
haben wir keine Einschrinkung ihres GiiLtigkeitsbereichs machen
miissen, sodef wir die Bleichung auch im Gebiet r >3\ anwenden kin-
nen. (Bei sehr grofen r erfiilllt die gleichung nicht die Loitei-
|l anskysche Bedingung ;a_kr“ = 0 (L.G.Loitsiansky (13)),denn ‘gi_g-kr‘
- 4gt swar emdlich, aber ¥ 0. In dem im folgenden petrachteten
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r-Bereich kommen wir jedoch nicht iiber das Maximum von kr4 hinaus,
und es ist ohnehin fraglich, ob bei den Versuchen in Windkandlen -
dis Annahme der Homogenitét des Turbulenzfe ldes bei noch griBeren
r infolge des Energiegradienten in Strahlrichtung zuldssig ist.)

Unser Problem reduziert sich jetzt auf eine Bestimmung der
Mischungsweg ldnge L oder der Vermischungszeit <T.

Als einfacheten Ansatz fir die MischuugawagL&nge kann man L
proportional einer charakteristischen, kinematisch definierten
Linge der fir die turbuLente Viskositdt. verantwortlichen Schwan-
kungen annehmen. Wenn u' (1 - £(r)) die Energie der Schwankungen
kleiner als /A2 ist, so ist - +u f' dv  die Emergie der turbu-
lenten Schwankungen gzwischen rfff'und (r*er/‘Et sodaf wir fur
L den Ansatz '

versuchen ktmnen. Fir vy und fiir k(r) erhalten wir dann die Glei-
chungen:

4.9

447

Nach 4.16 ist vy fiir-kleine r p&opar%ianll rz. also k(r) propor-
tional r3, wie es nach der exakten Beziehung ﬁ.' =0- (Absehnitt
2) auch sein muf, wdhrend man fir sreﬁa r aaa ptaaaihle Ergebnis
= uﬂyj{ﬂﬁ'ﬂ T!t"y erhélt. : s
Abb, 8 zeigt die aus den exyariunateklsn Kurven a und e der
longtitudina len Korrelationen in Abb. 5 nach 4.17 berechneten
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Punktionen k(r) mit n = 0,25 Heben nlw*éaﬁwerteﬂ. Die qualitati-
ve Uebereinstimmung ist nicht schlecht, die theoretischen Werte

| liegen abaz}}ei kleinen r zu hoch, Am groften ist die Abweichung
in dem kubischen Gebiet in der Néhe von r = O. Der erste Koeffi-
zient der Entwicklung von k(r) berechmet sich mach 4,17 zu

RGP g#%

also, mit n = 0,25:
L3

Gemessen wurde dagegen ein Wert zwischen 0,4 und 0,5,

Man kénnte natiirtich noch andere kinematische Anséitze fir L
versuchen, es ist aber unwahrscheinlich, dap das Ergebnis dadurch
wesent lich gedndert wiirde, Demn eine kinematische Definition der
Mischungsweglinge ist eigemtlich nur damn befriedigend, wenn die
Zihigkeit vernachldssigbar ist, Da das hier nicht der Fall ist,
wird man erwarten, dap die kleineren Schwankungen, bei denen die
7ihigkeit eine grtfere Rolle spielt, einen im Vergleich zu ihrer
charakteristischen Dimension (alsc L, definiert durch 4.15) kiir-
zeren Mischungsweg haben als die groBeren, wie es sich bel unseren
Ansatz auch zeigt.

Eine bessere Uebereinstimmung mit dem Experiment bekommen wir
jedoch wenn wir nicht vom Mischungsweg L, sondern von der Ver-
mischungszeit T ausgehen, die wir dynamisch definieren, Die dyna-
mische Gleichung fiir die Energie .i; '1(41-}-;} der Sechwankungen
kleiner als r/¥2 Lautet nach 2.16 und 2.18:

anf) = — (M esh) - 2[5 4 fbf) 4

2o
e e

Das erste Glied auf der rechten Seite der Gleichung stellt die
Energiezunahme der kleinen Schwankungen emh die Wechse lwirkung

mit den grofen Schwankungen der Energie u' 2¢(r) dar, wihrend das
gweite Glied den Emergieverlust der kleinem Schwankungen durch die
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Zahigkeit und duroh die Trhg!.‘.llulhaetwirkungen unter sich
wiedergibt. Obwohl das Eweite,ﬂlie& ein reines Reibungsglied ist,
enthilt es ebenso wie das Reibungggiieﬁ der Dissipationsgleichung
2.18 auch den Binfluf der Triagheitskrdfte, da diese eine Wanderung
der Energie zu kleineren Schwankungen und dadurch eine erhshte
Dissipation durch die Zahigkeit bewirken. Als Folge der Tréagheits-
wechse Llwirkungen mit den grdferen Schwankungen und untereinan-
der, sowie der Bremsung durch die Zahigkeitskrdfte, werden sich
nun die kleinen Turbulenze lemente vermischen und auflisen. Wir
k&nnen also die Tendenz zur Auflisung der kleinen Turbulenzele-
mente durch die Summe der Bétrﬁge der beiden Glieder auf der rech-
ten Seite der Gleichung 4.18 ausdriicken und bekommen dann fiir die
Vermischungszeit T:

i —

m‘@fﬁaﬁ s

oder, nach Gleichung 4.9: : _ ) N 1

: "ET.‘L.:-; - f#{d (Hﬂ)’( ) t""“‘.’.) 419

T (ﬂ'ﬁ)} B = e 1 5 .20
Tk B SR oy i

Fir v, erhalten wir alsc nach 4.13 die gquadratische Gleichung:

oy o
R == i B

Bei kleinen r ist v, propar&ionat r2, wie es fiir das kublsche

Verhalten von k(r) sein muﬂ;iund bei grofen r ist v, = | o s
Wenn wir die gesamte Energiéﬂisaipation als das Besultat von
Trigheitskraften auffassen, also k = = tomath, %_‘ ’ schrei-

ben, wo L eine charakteriatﬁiehe Lange dieser Tréagheitskrafte ist
(experimentetl ist L ungefuhr proportiomal L, s wd” ), so kon-
nen wir nach der Dissipationsgleichung 2,18 A /10V durch

const. L/u' ersetzen und thalten fiir grofe r den plausiblen
Ausdruck v, = const. u'l. )
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Da zur Berechnung von v, niﬁﬁpgllﬁihung 4,21 die Konstante y
bekannt sein muB, andrerseits y erst durch den Vergleich der theo-
retisch berechneten Kurve k(r) mit der experimentellen bestimmt
werden kann, gehen wir iterativ vor. In erster Niherung kann aufer-
halb des kubischen Bereichs von k(r) das Glied -‘\h.({ - %J‘)

im Nenner von 4.21 vernachléassigt werden, sodaB y nur als Faktor
auftritt und approximativ bestimmt werden kann., Mit diesem ¥
kdnnen wir nun nach 4.21 v, und damit k(r), genauer ausrechnen
und dann y neu ermitteln. Es geniigt bereits dieser erste Itera-
tionsschritt, um den Fehler soweit zu verringern, daB er unter-
halb der durch die Messungenauigkeiten entstehenden Fehler fallt.

Die theoretisch berechneten k(r)-Kurven sind in Abb, 8 aufge-
tragen. Die Uebereinstimmung mit den Mefwerten ist gut, wenn man
beriicksichtigt, dap der AbszissenmaBstab festgelegt ist; mit der
einzigen frei verfiigbaren Konstanten y, die in erster Linie den
OrdinatenmaBstab bestimmt, wird eine ganze Schar von Kurven rich-
tig wiedergegeben, soweit man es nach der ungenauen experimentel-
len Differentiation an f(r) in Gleichung 4.9 iiberhaupt erwarten
kann.

In Abb. 9 sind zwei weitere theoretische k(r)-Kurven neben den
MeBpunkten angegeben, und zwar bei Gitter-Reynoldszahlen Ry = UM/ v
(U = Strahlgeschwindigkeit, M = Maschenweite des Gitters), die um
die Faktoren 4 bzw., 8 gridfer sind als in Abb. 8, Auch hier ist
die Uebereinstimmung gut, wenn man fiir y Werte von y = 0,27 baw,
0,25 einsetzt, anstelle von y = 0,37 bei der kleinen Gitter-Rey-
noldszahl in Abb. 8. In unserem Ansatz 4.19 fiir v ist zwar y
eigentlich als eine absolute Konstante eingefiihrt worden; eine
schwache Abhingigkeit von der Gitter-Reynoldszahl ist jedoch
wegen der qualitativen Form des Ansatzes nicht iiberraschend.

Die theoretischen Kurven her Abb, B und 2 sind aus den gemesse-
nen Korrelationen f(r) nur fiir r suBferhalb des kubischen Gebiets
mit einiger Genauigkeit su bestimmen. Zum Nachpriifen der theore-
tischen Korrelationen bei kleinen r vergleichen wir daher am besten
direkt die theoretischen und gemessenen ersten Koeffizienten

”ﬁ:r/é der Entwicklung von k(r). Die Gripe &“ , die nach
3.14 durch den Schiefefaktor § ausgedriick werden kann, ist bei



mehreren G1tterWan len gemapr
sen worden (G.K.Batchelor und A,A,Townsend (2)), da sie nach der
Rotationsgleichung 2.23 den wichtigen Einfluf der Trigheitskrifte
auf die mittlere Botation und damit die Dissipation des Turbu-
lenzfe ldes wiedergibt. Nach unserem Ansatz 4.9 und 4,21 bekom-
men wir fiir § die guadratische Gleichung

Eiaifid ~$ §uce

G =-1qﬁa3 Jo ﬁar~;=$§:a'

Da siamtliche in 4.22 vorkommenden Grofen gemessen worden gind,
kénnten wir die Gleichung unmittelbar durch Einsetzen der MeB-
werte nachpriifen. Der Vergleich wird jedoch etwas tibersichtlicher,
wenn neben der Gleichung 4.22 gleichzeitig auch das experimente L-
le Abklingungsgesetz 3.16 (u'®~~1/t, A° = 10vt, R, = comst.) an
Hand der gemessenen Grﬁﬁen S, G und Rh nachganﬁft wird.

Nach Multiplikation mit 37>/ 7u'’ (sutet die Rotationsglei-

chung 2.23:

Unter Beriicksichtigung des Abkkiggungagesetzes 3.16 ergibt sich
daraus (Batchelor und Townsend (2)):

o ?ﬁ Y %‘,_ i_ 4.2k

Aus 4.22 und 4,24 komnnen wir nun G und S in Abhingigkeit von

Ry auf losen. Da Rkwahrand des Abklingens konstant bleibt, werden
auch G und S Konstanten sein, in Uebereinstimmung mit dem expe-
rimente Llen Befund. Die Abbildungen 10 und 11 zeigen die theore-
tischen und experimentellen Werte von G und S in Abhéngigkeit
von Ri’ bzw., was auf dasselbe hinauskommt, in Abhéngigkeit von



Ry Wiederum ist die M mm«mw wenn beriuck-
aichtig'h wird, daf weder S noch G ‘mit groper absoluter Genauig-
keit gemessen werden kdmnnen.

Bs ist noch interessant, die theoretischen Kurven in die
beiden Bereiche sehr kleiner und sehr grofer E aupferhalb des
MeBbereichs zu verfolgen. Da nach der exakten L&mmg fiir £(r,t)

bei sehr kleinen Reynoldsschen Zahlen w =3
(G.K.Batchelor und A.A.Townsend (4)), muf 1 ah 4.22
Lim. S(Ry) = o : 4.25
RQ-.-O

Bei sehr groBfen Rl dagegen ist nach der Kolmogoroffschen Theo-
rie (!l} das Dissipationsgebiet des Spektrums im Gleichgewicht,
a.n., die linke Seite 7 & [~t#) der Rotationsgleichung 2.23
ist gegen die Glieder der rechten Seite vernachlissigbar, sodaf
die Gleichung 4.23 iibergeht in: .

S = % b 2

Aus 4.22 erhalten wir dann die beiden @leichungen

S 3@ = 0,8 4-26
o= 4T =5

wenn y =~ 0,25 auch bei diesen sehr hohen Reynoldssehen Zahlen
angenommen wird. Der Schiefefaktor § andert sich also nicht mehr
wesentlich jenseits des wmmwnmmm der Windkana lmes- '
sungén, wahrend sich e(al) asymptotisch der Geraden G = R,/4
nidhert. Es sei noch erwahnt, daf wir das asymptotische Verhalien
von S und G bei sehr kleinen und sehr grofien H.A unabhéngig von
dem Abklingungsgesetz 3.16 abgeleitet haben, das ja nur bei
Mittleren Reynoldsschen Zahlen mit Sicherheit gilt.
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Man hat bisher bei einer physikalische

Korrelation k(r) nur den ersten !@ufﬁzionten der Entwicklung
betrachtet. Wie man leicht bestatigen kann, Llédft sich dieser
folgendermaBen schreiben:

e égw?& ' : 618

b  dos w'®

wo 2, die Komponente von 4 und ds das Linienelement in Richtung
rot 4% ist., Die Vergriferung der Rotation durch die Trégheitskriaf-
te ist demnach mit einer mittleren Dehnung der Rotationslinkén
verbunden. G,I.Taylor sah die Zunahme der Rotation als Resultat
dieser Dehnung an, die er durch die Diffusion, - d.h. die Ten~
denz zweier Flissigkeitsteilchen, sich voneinander zu entfernen -
erklirte. Nun ist aber die Diffusion ein Vorgang, der sich erst
nach einer gewissen Zeitspanne auswirken k&nn, wdhrend es in
einem bestimmten Augenblick gleich wahrscheinlich ist, daf sich
zwei beliebige Pliissigkeitsteilchen nidhern oder von einander
entfernen. Insbesondere gilt, Wenn Mg die Komponente von 4 und
d6 das Liniene lement einer beliebigen festen Raumrichtung ist,
%’ =0 » wie sofort zus der Kontinuitét und der Iso-
tropie folgt. Die Diffusion an sich kann also das Wesentliche der
Gleichung 4.28 nicht erkléren, nédmlich die Kopplung zwischen den
Richtungen der Retation und der Ausdehnung.

Nach unserem Ansatz ist die Zunahme der Retation durch die
Trigheitskréifte als ein Ergebnis der turbulenten Viskositét'
zu verstehen, Wir erkennen das am besten an der Drehimpulsglei-
chung 2,17 fiir eine Fliissigkeitskugel vom Radius r, die wir aus
der Impulsgleichung 2.16 durch Differentiation gewinnen. Aus 4.6
erhalten wir dann die Drehimpulsgleichung: .

I~
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Die beiden von der turbu Lmﬁﬁ ﬁ&tanitat v a’eh&ngigen Glieder
der rechten Seite von 4.29 kinnen wir nun fa Lgendermafen deuten:
Im ersten Glied tritt vy neben v wie eine zus&tzliche Viskosi-
t4t auf und Ldft sich ganz analog der Bedeutung von v, in der
Impulsgleichung erkliren. Das zweite von der Ableitung 'ﬁ"%
abhingige Glied ist dagegen negativ und fiihrt daber zu einer Zu-
nahme der Korrelation ﬂ' i f‘ zwischen der mittleren
Drehgeschwindigkeit der Kuget und der Drehgeschwindigke:.t im
Mitte lpunkt (die wir in der gleichen Nidherung wie bei der Defi-
nition der Bmergie der Schwankungen einer gewissen Turbulenz-
stufe dem n;itt leren Quadrat der Drehgeschwindigkeit einer Kugel
vom Radius ¥/¥% gleichsetzen kinnen), Diese Zunahme der mittle-
ren Drehgeschwindigkeit ist verstémdlich, da durch die von den
Tragheitskriften bewirkte Viskositét vydie Energie von den gro-
Beren zu den kleineren Turbulenzelementen wandert, wodurch alle
von den kleinen Turbulemze lementen abhingigen Grifen der Dimen-
sion Geschwindigkeit /Lange zunehmen miissen. Die Abhidngigkeit
von der Ableitung von v, ist dann auch einleuchtend, da eine Ver-
schiebung der Energie, im Gegensatz zu dem Verlust als Ergebnis
der eigentlichen Viskositédt v, nur dann zustande kommt, wenn

v, mit dem Radius sumimmt,

ey
¢
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Zusammenfassend geben wir ﬁl kurzen Ueberblick der oben
dargestellten Theorie der Trigheitskréifte der isctropen Turbu-
lenz. Ausgangspunkt der Betrachtungen ist die Karman-Howarth-
sche Korrelationsgleichung, die mit Hilfe der Impulsgleichung
einer Fliissigkeitskugel physikalisch anschaulich gedeutet wird.
Insbescndere konnen dann die Trégheitskridfte durch den Impuls-
austausch zwischen einem kugelftrmigen Gebiet und dessen Um-
gebung beschrieben werden. Dieser Austausch @Bt sich in Ueber-
einstimmung mit der Heisenbergschen Theorie durch eine bei den
griBeren Turbulencze lementen zusitzléch auftretende turbulente
Viskositdt ausdriicken, die auf die Impulsdiffusion infolge der
kleineren Turbulenzelemente zuriickzufilhren ist. Die Eintei lung
der Energie nach groferen und kleineren Turbulenze lementen ge-
schieht jedoch nicht, wie in der Heisenbergschen Theorie, mit-
tels des Energiespektrums, sondern auf Grund einer lokalen Unter-
scheidung zwischen den Geschwindigkeitsschwankungen verschiede-
ner riumlicher Abmessung. Der Ausdruck fir die turbulente Vis-~
kositit wird aus der charakteristischen Geschwindigkeit und der
charakteristischen Vermischungszeit der kleinen Turbulenzelemen-
te gewonnen, wobei die Vermischungszeit nach einem dimensions-
analytischem Ansatz aus der dynamischen Gleichung der Energie-
dnderung der kleinen Wirbel ermittelt wird, '

Die thecoretisch berechneten dreifachen Korrelatiomen stimmen
bei den verschiedensten Reynoldsschen Zahlen mit den gemessenen
gut iiberein. Da man bereits nachgepriift hat (R.W,S8tewart (17)),
dap die gemessenen drei- und m Korrelationen inner-
halb der MePgenauigkeit der Karma rthechen Kotrelations-
gleichung geniigen und die tmm dreifachen Korrelationen
innerhalb der MeBgenauigkeit ihrerseits mit den experimentellen
ibereinstimmen, kSnnen wir schiiefen, daf durch die obige Be-
schreibung der Trdgheitskrifte das dynamische Verhalten der iso-
tropen Turbulenz richtig wiedergegeben wird, Insbesondere wurde
direkt bestdtigt, daf das experimemtelle Abklingungsgesetz 3.16
mit der Theorie in Uebereinstimmung steht, ohne das irgemdwe lche
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Aehn Lichkeitshypothesen eimMﬂir&en muften. Bs ist auch im
allgemeinen nach der obigen Darstellung keine Aehnlichkeit der
Turbulenz zu erwarten, da das Abklingen der Turbulenz, d.h. der
Abfall der Gesamtenergie und die Aenderung der Korrelationen,
allein durch die zuféllige Energieverteilung im Anfangszustand
bestimmt ist. Besziiglich des Zusammenhangs zwischen dem Abklin-
gungsgesetz 3.16 fir R& = const. und der Aehnlichkeit L&Pt sich
leicht nachweisen, daf auch nach unserem Ansatz fiir die Tréagheitse
krifte das Abklingungsgesetz 3.16 nur dann exakt gelten kann,
wenn die Turbulenz dhnlégh bleibt. Wir miissen daraus folgern,

daf das AhkLiagungsgeaets zwar eine gute Approximation ist, aber
infolge der Aehnlichkeitsabweichungen der griferen Turbulenz~
elemente nicht exakt gelten kamn. Tatsdchlich findet man auch
die gropten Abweichungen von dem Abk lingungegesetz 3.16 an den
Stellen, wo die Korrelationen ihre Form am schne Ll Lsten veréndern,
wie aus einem Vergleich des Verlaufs von R, und von f(r/l)r/x = 2

(entnommen sus Abb. 5) in Abb. 12 zu erkennen ist, Nach dem Ab-
klingungsgesetz 3.16 miipte namlich R,, im Falle der Aehnlichkeit
f(r/h)r/k = 2 konstant sein. :
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