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Uber zufallserregte Schwingungssysteme

Von K. HASSELMANN

Eswird das Verhalten beliebiger linearer Schwingungssysteme unter der Einwirkung statistisch stationdrer
Zufallserregungen untersucht. Insbesondere wird das instationdre Verhalten instabiler und ungeddmpfter
stabiler Systeme ermittelt. Als Anwendungsbeispiele werden die Seegangsanfachung durch turbulente Lufi-
druckschwankungen sowie die Kursstabilitit von Schiffen im unregelmifigen Seegang betrachtet.

The response of arbitrary linear systems to stationary random excitation is investigated with particular
emphasis on the instationary response of unstabile and undamped stabile systems. As example, the results
are applied to the problems of wave generation by turbulent atmospheric pressure fluctuations and the direc-
tional stability of ships in trregular seas.

B paforte uccaenyercst noBeneulle JHHeHHBIX 10JiefaTenblbX CHCTeM IIOJ AeilcTBHEM CTa-
IMONAapHOro caydaiiioro BoaGyskiucuus. BelsgcHseTcss HecTanoHapHoe IOBefeHHe HEYCTO-
YUBBIX M HE3aTYXaOUUX YCTOHYMBBIX CHCTeM. B KayecTBe NPHUMEPOB paccMaTpHBAeTcCs
YCHJIeHMe BOJHEHMA MOPA B pe3yianTaTe TYPOYJAeHTHOTO KojebaHUusA aTMocPepHOTO JIaBICHNH
H YCTOHYMBOCTE Kypca KOpabis NpH HepaBHOMEPHOM BOJIHECHUN MOPH.

Einleitung

Ein héufig auftretendes Problem der Physik ist die Bestimmung der statistischen Losungen
eines linearen Differentialgleichungssystems, in dem die inhomogenen Erregungsterme stationére
Zufallsfunktionen darstellen. Gewthnlich werden diese Probleme an Hand der statistischen
Spektren der Losungen untersucht, die sich bekanntlich mit Hilfe der Ubertragungsfunktionen
in einfacher Weise auf die Spektren der Erregungen zuriickfithren lassen. Der iibliche Spektral-
ansatz setzt jedoch statistisch stationiire Losungen voraus und ist daher auf stabile, geddmpfte
Systeme beschréinkt, da bei Systemen mit instabilen oder auch nur neutralen Eigenschwingungen
die Schwingung im allgemeinen instationir und somit nicht mehr unmittelbar durch Spektren
darstellbar sind. Neben Iragen der Schwingungsentstehung in instabilen Systemen bei kleiner
Storerregung konnen somit auch verschiedene Schwingungsprobleme fiir stabile, aber unge-
ddmpfte Systeme mit der iiblichen Methode nicht mehr erfalt werden.

In der vorliegenden Arbeit werden nun statistisch erregte Schwingungssysteme mit be-
lichigen Eigenwerten untersucht. Im 1. Teil werden Systeme von gewthnlichen und im 2. Teil
dann partielle Differentialgleichungen behandelt. Bei instabilen Systemen ergeben sich erwar-
tungsgemafl exponentiell anwachsende Losungen. Die Zufallserregungen haben dabei asymp-
totisch die gleiche Wirkung wie Zufallsvariationen der Anfangswerte. Bei neutralen Eigen-
schwingungen nehmen die mittleren Quadrate der Losungen dagegen linear mit der Zeit zu,
wobei die Zunahme zur Spektraldichte der Erregung an der Eigenfrequenzstelle proportional ist.

Als Anwendungsbeispiele werden im 3. und 4. Teil die Anfachung eines Seeganges durch
turbulente Luftdruckschwankungen und die Kursstabilitit eines im Seegang fahrenden Schiffs
untersucht. Die bereits von O. M. PmiLures [1] gefundene Losung fiir das erste Problem wird
durch Einfithrung des frequenz- und wellenzahlabhidngigen Spektrums der Druckschwankungen
in wesentlich einfachere Form gebracht. Fiir das zweite Problem ergibt sich stets Kursinstabilitit.
Die Zunahme der Kursabweichungen wird dabei durch die Spektraldichte der Seegangskompo-
nenten mit der Begegnungsfrequenz Null bestimmt.

1. Systeme gewohnlicher Differentialgleichung
Wir betrachten das System gewdhnlicher, linearer Differentialgleichungen

g,-~k§1a,-ky,.:rj(z) G=1,2..00) « . o ... (1)
mit den Anfangsbedingungen
yi =y fur =0 . ... .. .. ... ..02).
Die Matrix (a;;) sei konstant und normalisierbar?), d. h. es existieren zu den n Eigenwerten
A=, + 1B,
n linear unabhéngige Eigenvektoren h, = {hy,s hgy, . . . hy,} (mehrfache Eigenwerte werden

mehrfach indiziert). .
Die Anfangswerte y‘]’. und Erregungen r;({) seien Zufallsvariable mit den folgenden Eigen-

schaften:

1) Die Bedingung der Normalisierbarkeit wird hier zur Vereinfachung angenommen. Sie kann bei ent-
sprechender Verallgemeinerung der Ansitze ohne Schwierigkeiten fallengelassen werden.
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1. Die Funktionen ry(fy sind stationér.
2. @:@Lﬂ....”....”...u&
3. Die Kovarianzen Rjylz = y](?' yo (*: konj. Kompl.)

und R(T) = r]'([)71:([ +1)
cxistieren.

4. Die Anfangswerte und Erregungen sind unkorreliert:

Oy =0.

5. LR @l <00 L,

—0

Die Mittelungsstriche bezeichnen hier wie im folgenden stets den statistischen Erwartungs-
wert und nicht zeitliche Mittelwerte. Falls (1.3) nicht von vornherein erfiillt ist, 148t sich dies

stets durch Transformation der y; auf das neue System j; = y; — Y; erreichen, wobei Y; das

durch y](? und ﬁ(lr)' bestimmte spezielle Losungssystem von (1.1), (1.2) darstellt. Wegen der
Slationaritidt der Erregungen ist R, unabhiingig von £ Wir bezcichnen im folgenden nach

Doos [2] ein System von Zufallsfunktionen stets im erweiterten Sinne als ,,stationér®, wenn
bereits simtliche ersten und zweiten Momente der Zufallsfunktionen gegen Zeittranslationen
invariant sind. Bei strenger Stationaritit der Erregungsfunktionen wird der Begriff zwar durch-
weg ebenfalls im strengen Sinne giiltig sein, wir beschrianken unsere Untersuchung im folgenden
jedoch auf Momente bis zur zweiten Ordnung. Wir bezeichnen ferner ein System von Zufalls-
funktionen als asymptotisch stationir, wenn bei festem 7 die Grenzwerte aller ersten und zweiten
Momente fiir { — oo existieren.

Durch Darstellung der Anfangswerte und Erregungen als Linearkombinationen der Eigen-
vektoren:

n
yh = 2 by I ¢ i)
r=1
n
erhilt man die Losung von (1.1), (1.3) in der Form
n .
=X Iyn® .. ... ... (D
v=1
mit
¢
m@:¢W+J@mﬁW”M e e (18).
Aus (1.3) und (1.8) folgt zunichst
yh =0 . . ... .19

Die wesentlichen statistischen Eigenschaften des Losungssystems y;(f) werden dann durch
die Kovarianzfunktionen R}Jk(l, 7) = y;(t) yr ({ -+ 7) beschrieben. An Stelle der R]’e‘k ist es zweck-

miBiger, die Kovarianzfunktionen R? (t,7) = #,()n, ({ + v} zu untersuchen, aus denen sich
die RY, nach (1.7) durch die Transformation

Ry,=x b R ... ... ... ... .. (L0
v, 1

v kn v

ergeben. Bei den meisten physikalischen Problemen sind sdmtliche mit lateinischen Symbolen
verschenen Groflen reell, wihrend im allgemeinen die entsprechenden, mit griechischen Symbolen
gekennzeichneten Groflen im Iigenkoordinatensystem komplex sind.

Aus der Losung (1.8) bekommt man nun zunéchst:

* i t+ v *
thgﬁ::lﬁﬁd“**w‘+%’+~qufdge““_4”+%“f’_h)Rh(5—~h).. (1.11).
0 0

Man erkennt sofort, dall bei Eigenwerten mit nicht negativem Realteil «, oder «, der
Grenzwert lim R7 ({,7) im allgemeinen nicht existiert, d. h., das Losungssystem ist im allge-

t—> o0
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meinen nicht asymptotisch stationidr. Ein System asymptotisch stationiirer Zufallsvariahlen
crhiilt man jedoch durch die Transformationen:

Ny fir &, < 0 (';]v € E)321) ’

L et fiir a, >0 (,eMy),
7 =1 * e TR DY

| 1‘;[ fiir a, = 0 (7, € 0M,)

Fiir das Variablensystem 7, lassen sich nun folgende Sitze aufstellen:

{1}. Das System #, ist asymptotisch stationir.

{2}. Die durch (1.12) definierten Variablenmengen %, M,, M, sind asymptotisch unkorreliert.

{3}. Zwei Variable 7,, 7, der Menge I; sind iiberdies nur im Falle 4, = 4, asymptotisch kor-
reliert.

{1} TFiir 9, 7, € M, gilt:

jeel

. 1
tlim R (,7) :_ﬂ;—m—f[ff;",,,(wrc)em + R (r—=C)yerntlde . ... (1.13),
0
{6}. Tir 75, 7, M, gilt:
n 1 * ) .
lim R}.({, 1) = Rz"ﬂ + sz [Rf,t(i §ye=mt L R (L) e ™8] d; = const  (1.14).
i~ 00 v 1
0
{61, Tiir 4, 7, € My, A, = 2, = i B, gill:
- oo
lim Ri (1, 7) = il / RO e—itt de . . . . ... . (L15)

Beweis
{4} Aus (1.11), (1.12) folgt fiir 7,, 7, e My mit ' =1 —14,, 1" =1+ 17—y

t - 0

lim Ri(,7) = f f ASEMURe o Ly ar At . . . . . (116).
0 0

Gleichung (1.13) ergibt sich dann aus (1.16) durch die Transformation

E=t +1, e N ¢ B V4

{5}: Fir #,, 7, € M, folgt aus (1.11), (1.12):
lim Rit7) — RY, + [ f =it Ry (ly— ) db dly . . . . . (118),

{~ oo o R

0 0

woraus sich (1.14) wieder durch die Transformation (1.17) ergibt.
{3}, {6}: Fiir #,, 7, € M, erhdlt man aus (1.11), (1.12):
t f T
dt, [ dy e P Hih =0 Ry (1, 1) (1.19)

%

lim R:? (t, T) =lim —
tmoo t~oo )t (t 4 1)
0

—lm e X
t—oo YI(t +7)

1

T ¢ Lt
% fdlzfdtl e—iﬂr t—8)+i By (E+T—1y) Rsu (t?‘_‘_tl) +fj eﬁiﬂyl’Jriﬁyt”Rg” (T_}_t/_t/r) dr di’ (1'20)
b0 ' il

Der Beitrag des ersten Integrals auf der rechten Seite von (1.20) verschwindet wegen
(1.4). Auf das zweite Integral wenden wir wieder die Transformation (1.17) an und er-
halten im TFalle §, & f, Satz {3}, im Falle 8, = 8, Satz {6}.

{2}: Das asymptotische Verschwinden der Korrelationen R, fiir Variable #,, ), aus verschie-
denen Mengen 9; 148t sich auf dhnlichem Wege wie die Beziechungen {3} — {6} nach-
weisen.

{1}  ist schlieBlich wegen unserer Auffassung der Bezeichnung ,,stationir” im weiten Sinne
lediglich eine Folgerung der Sitze {2} — {6}.
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Von grioBerer Bedeutung als die Konvarianzfunktionen eines Systems stationirer
Zufallsfunktionen sind im allgemeinen die Spektralverteilungen F, (), aus denen sich
die Kovarianzen durch die Transformation

R, (v) = f e o dF, (o) . Y ¢ 23 )
ergeben. Die Umkehrung zu (1.21) lautet [2]:
+T
I<‘:’/t(("27—*_77)7:%—"_{:”,/‘(,92 _) o ,FI”“(O)I+) —f;]?lu(az! 7 lim f ]{v“(T) dr (1 22)
2 2 T o -2 TE l
~T
Lo P . . . dF, (o) .
Fir [ |R,(n)|dr < oo existieren stetige Spektraldichten f, (w) = -- do fiir welche

die Beziehungen (1.21) und (1.22) dann in normale FourIiertransformationen iibergehen.
Nach (1.4) existieren also insbesondere die Spektraldichten f¢ (w) der Erregungsfunk-
tionen g,(?).
Fir die asymptotischen Spektralverteilungen I'n
aus (1.13), (1.14) und (1.15) folgende Beziehungen:
{7}. %, h,€M;. Die Spektraldichte f7 (w) existiert. Es gilt

. J54(@)
flu(w) = (A, — i w)* (A — 1 w)

{8}.  #,, B, M,. Die Spektraldichte ist eine Diracsche §-Funktion mit singuliirer Stelle bei
o = 0. Es gilt

7 (w) bzw. [ () ergeben sich nun

. (1.23)

0 fiir o< 0

+ oo
I ,’,’“(0)) = 2. ((u)idw
A —1iw)* (L, —io)

. (1.21).

+ RY, fiir @ > 0

{9}, N, ey, B, =P, Die Spektraldichte ist eine §-Funktion mit Singularitit an der
Resonanzstelle @ = f,. Es gilt

0 fir o < B, , .
Fll (o) = { 27 0,(6,) fiir > f, } C (12D

Der Sprung in der Spektralverteilung an der Resonanzstelle ist also der Spektral-
dichte der Iirregung an dieser Stelle proportional.

Beweis
{7}: Tir 9, 9, M, folgt zunichst aus (1.4), (1. 13) f |R, «(7)] dv < co. Die Spektraldichte

W((u) existiert somit und kann als inverse FOURIERtransformatlon der Kovarianzfunktion
R7 (7) dargestellt werden:

o0

/‘?y(w):—ﬁ [c*iwr ij[iy(T’f‘C) el:C_;_RS”(THC) elllcdc dr .

M,

Wegen (1.4) 146t sich die Reihenfolge der Integration vertauschen, so daf}

+ 00 o

: 1 e(ap+zw)c+ pPu—twlt 12 (@)
7 — —iwr . _. vu
(@) o f vul®) € f Baa, T i (G — i ) 12
— oo 4]
Gleichung (1.23) ist die bekannte Beziehung zwischen den Spektren der Schwingungen
und der Erregungen bei stabilen, gedimpften Schwmgungssystemen im Eigenkoordinaten-
system. Die Matrix der Ubertragungsfunktlonen besteht in diesem Falle nur aus den
Diagonalelementen (4, — i w)™*.
{8}: Tiir 7,, 7, € M, gilt nach (1.14):
lim Rw(t 7) = const = R™»®

7 S
¢~ o0 !

Nach (1.22) ist dann
fir w <0,

; 0
4" —_
) {R{'w’ff fiir o> 0.
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FFir @ > 0 bekommt man weiter nach (1.14)

o0 4+ oo
n 1 — (A, —tw\* — —iw){
Rl = R + 35 1, f d f do’ f¢, (o) [ G0 g TR
0 — o0
und nach Vertauschung der Integrationen dann
+ oo
= R 12 () do'’
i (0) = Ry o) G0 5= 0).
1’/[(()) v + f (zv o i 0)/)* (lﬂ _ i w/) (() - )
{9}:  Durch Einfiihrung der Spektraldichte /¢, (w) 148t sich (1.15) in der einfacheren Form
schreiben: .
Llhll Rl (o) =2m[¢,(B) ™ . . oL Lo L (1.20)

Gleichung (1.25) folgt dann unmittelbar aus (1.26) und (1.22).

Die Satze {1}—{9} lassen sich zu folgendem Bild des asymptotischen Verhaltens von
linearen Schwingungssystemen unter der Einwirkung stationdrer Zufallserregungen zusammen-
fassen. Geddmpfte Eigenschwingungen sind asymptotisch stationir und lassen sich im Falle
kontinuierlicher Erregungsspektren ebenfalls durch konlinuierliche Spekiren darstellen. Bei
instabilen Schwingungen ergibt die Normierung %, = %, e % asymplotisch stationdre Variable
mit konstanten Kovarianzfunktionen. Asymptotisch haben die Zufallserregungen den gleichen
Einfluf} wie Zufallsvariationen der Anfangswerte. Neutrale Eigenschwingungen nehmen mit der
Wurzel der Zeit zu. Sie sind also stabil gegen Variationen der Anfangswerte aber instabil gegen
stationédre Zufallserregungen. Die Spektren der asymptotisch stationéren, normierten Variablen

: Yo . . . . . .
By = UL bestehen aus einer diskreten Linie an der Resonanzstelle §,. Die Energie der Linie

ist der Spektraldichte der Erregung an dieser Stelle proportional. Fir grolle ¢ sind die ge-
dimpften bzw. instabilen Eigenschwingungen vorwiegend durch die Erregungen in einem be-
schrinktem Zeitintervallunmittelbar vor { bzw. unmittelbar nach der Anfangszeit £, = 0 bestimmt,
wihrend zur Anfachung der neutralen Eigenschwingungen die Erregungen im gesamten Zeitinter-
vall von 0 bis ¢ mit gleichem Gewicht beitragen. Dies ist die Ursache der asymptotischen sta-
tistischen IEntkopplung der verschiedenen Eigenschwingungstypen. Da die neutralen Eigenschwin-
gungen ferner durch die gleichméBige Einwirkung der Erregungen wihrend langer Zeiten

. . . Ny
angeregt werden, werden die normierten Variablen T nach dem zentralen Grenzwertsatz

(bzw. scinen Erweiterungen auf abhéngige Variable) unter gewissen weiteren, wenig einschrin-
kenden Voraussetzungen unabhidngig von den speziellen statistischen Eigenschaften der Er-
regungen fiir { — oo in GAusssche Prozesse iibergehen.

2. Partielle Differentialgleichungen

Fiir die Untersuchung partieller Differentialgleichungen mil slatistisch stationdren Er-
regungstermen wiihlen wir den gleichen Ausgangspunkt wie im ersten Teil, d. h., wir selzen
voraus, daf} ¢in bekanntes, vollstindiges System von Eigenlésungen

U, (@, 1) = h(x) eM?, v=12,... @ ={r,2...00) . ... @l

der homogenen Differentialgleichung (mit entsprechenden Randbedingungen) vorliegt. Wir
nehmen ferner an, dafl sich dann die Losung der inhomogenen Differentialgleichung in der Form

yagzgm@m@..”........”....@m
nit
) =t e 4 [o )T ar L (23)
0

schreiben 1d8t, wobei 79 bzw. g,(f) die Entwicklungskoeffizienten der Anfangswerte bzw. Lr-
regungen nach den Eigenfunktionen darstellen. Fiir die iiblichen hyperbolischen und para-
bolischen Differentialgleichungen der Physik treffen die Gleichungen (2.1)—(2.3) zu. Sofern dic
Ligenfunktionen bekannt sind, ist die Form der Differentialgleichung im cinzelnen fiir das
IFolgende unwesentlich.
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Es seien nun 79 und p,() Zufallsvariable mit den im ersten Teil angegebenen Kigenschaften.
Zunéchst folgt wieder
Y@, D=0 . . . . ... (24).

Die wesentlichen slatistischen ILligenschaften von y werden dann durch die Kovarianz-
funktion

RUELED) —y@ 0*yF+Et+1) .« o o . (2.5)

beschrieben, die sich nach (2.2) auf die im ersten Teil untersuchte Kovarianzfunktion R} ({, 1)
zuriickfiihren 1aBt: !
RU(Z, 1, &,71) = Zlh”*@ WE+ERLMGTY .. (206).
v, =

Bis auf dic unendliche Zahl der Eigenfunktionen besteht also vollige Ubereinstimmung
in der Behandlung von partiellen und gewshnlichen Differentialgleichungen, so daB sich sdimtliche
LErgebnisse des ersten Teils unmittelbar auf den zweiten Teil iibertragen lassen.

Die strenge Analogic versagt lediglich im Falle kontinuierlicher Eigenwerte, bei dem die
Summendarstellung (2.2) in ein Integral itbergeht. Da die allgemeine Behandlung des konti-
nuierlichen Falles ohne nédhere Kenntnis der Ligenfunktionen und Zufallserregungen wenig
aufschluBreich ist, beschrinken wir uns im folgenden auf Differentialgleichungen der Form

§-FDifj) + Dyl =r@,t) . . . . . . .. ... .27,
wobei D; und D, konstante, lineare, raumhche Differentialoperatoren darstellen. Die Anfangs-
be dmguné,ux seien

YE, 00 =g%=) . . . . . ... (28),
GE 0 =0%T) . . . . .. ... (29).
Die Differentialgleichung sei im gesamten Z-Raum giltig, so dal Randbedingungen fiir
das Anfangswertproblem entfallen. Die Funktionen y%), jy°(Z) und die Lrregung r(z, {) seien
nun Zufallsfunktionen mit folgenden LEigenschaften:
1) r(Z, 1) ist stationdar und homogen, d. h. R'(Z, £, £,7) ist unabhiingig von { und Z.
2) y°@) und §°@@) sind homogen.
3y r=1y°" = y = 0.
4) r, y° und y° sind unkorreliert.
3) r, y° und g° besilzen stetige Spektraldichten Jr(k, w), J7() bzw. 17 (K).
TFiir r, y° und §° existieren dann die FourIEr-Stirrrses-Darstellungen |2]:

+ o0 s -
1@ ) = fof e F)+iotdow) . . . . .. .. .. (2.10),
U W K
,0(*)}:}-.[&(“) k) L@l
@) = dip(k)
mit
(d@(k w))* dQ( w) 0 fir (k o) + (¥, o)
) () * dno(R) = (dip@)* dip(F) =0 fir K+F . . . . . (212
un

(do(k, w))* do(k, @) = j{E, w) dky, dk,, . . . dk, deo,
(o (k) * dno(R) == (i) dhy, by, . . . dk,, C e a3).
(dip(R)y* dip(k) = ji'(F) dky, dk,, . . . dk,

o Zu jedem K besilzt die homogene Differentialgleichung nun zwei Eigenlosungen ¢ (F%) + e
el (FE)+ 4t Tis sei A, == 4,. Aus (2.10), (2.11) erhédlt man dann fiir die Losung der 111]10111()0Ulul
Di Hulealgluchund (2.7) mit den Anfangsbedingungen (2.8), (2.9):

y(E, 1y = fJ et +i(E7) drpy (k) + ff et + 1(E%) gy ()

4 oo
T lTE) (gt it ¢t ght
+ ff 2’2*%21 { — i l _A} do(k cu) B A B )
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mit

An Hand der Gleichungen (2.12) bis (2.15) 146t sich nun die allgemeine IFormel fiir dic
Kovarianzfunkiion R¥(3, {, &, 7) in Abhiingigkeit der Spektren f7, /¥ und f#' sofort hinschreiben.
In erster Linie interessiert jedoch wieder das asymptotische Verhalten fiir grofle ¢, welches sich
am zweckmilligsten an Hand folgender FFallunterscheidung untersuchen laf3t:

1. Stabiles, geddmpftes System: Re (,11(%)) <0, Re (12(75)) < 0 fiir alle 7.
Die Terme ¢%* in (2.14) sind in diesem IFalle fiir grofie { vernachlissigbar und man erhélt:

7, . zwr+1,(kx)
R L E T _>uf Jml/(k “)e dky dky - - - dk, deo + O(1) . . . (2.16).

h— oy —iof

Nach (2.16) ist y(, {) also homogen und asymptotisch stationir. Da dic Kovarianzfunktionen
die IFourrzrtransformationen der Spektraldichten sind, ergibt sich dann aus (2.16) fir die Spek-
traldichle von y:

fU(E, (l)) == f(’(k, w)

Ay —ioP|ly,—iw]?

2. Instabiles System: Der Realteil a; mindestens eines Ligenwertes 4; nimmt positive
Werte an. In (2.14) dominieren also fiir groBe f die Exponentialterme ¢*¢ mit positivem a;.
Wir unterscheiden nun weiterhin zwei Fille:

a) max {al(_lz), ocz(l?)} liegt im Unendlichen. Der Hauptanteil der Schwingungsenergic
verschiebt sich in diesem Falle mit zunehmendem f stindig weiter ins kurzwellige Gebiel. Ohne
nihere Kenntnis von f¢ 1afit sich fiir diesen Fall keine allgemeingiiltige asymptotische Form fir
R¢ angeben. Ein System dieser Art ist z. B. die instabile Schichtung einer schweren Fliissigkeit
iiber einer leichteren bei vernachlissigbaren Kapillarkriften.

b) max {o‘l(_l;), 0(2(1_\:)} liegt im Endlichen. In diesem Falle 1aBt sich eine asymptotische
Form fiir RY angeben, die im Einzelnen jedoch noch von der Dimensionszahl der Mannigfaltigkeit,
auf der das Maximum angenommen wird, abhéingt. Wir beschriinken uns hier auf den haufigsten

IFall einer isotropen Differentialgleichung, bei der 4, = ll(ﬁfi), Ay = 12(@) Das maximale «;
(sagen wir a;) werde dann auf der Kugeloberfliche m = k,, angenommen (bei mehreren Flidchen
bzw. Eigenwerten mit gleichem Maximum muf} (2.18) um cntsprechende Terme erweitert werden).
In der Integraldarstellung (2.14) tiberwiegen dann fiir groBe f die Anteile der Integranden in

der unmittelbaren Umgebung der Fliche 1k1 = k,,. Durch entsprechende Entwicklung in der
Umgebung dieser Fliche erhilt man:

Ry, t, 5, 7) —

. (217).

4 o0

P (1o “"“(km)
T 2oa(Fyn) b+ 2y} v i ' oI R /(l\’, w)_, N ;_>
—>Vyl ¢ d.Qe /'z(k) fre(k) 4 dez—‘%IZMl—iw\z +o0 W‘
[%] =k —®
(2.18)
(d9 = Obertlichenelement der Kugel ﬁc[ = k)
mit
2
y=~(ﬁ> L @19).
a‘k)z (5| = ke

Nach (2.18) ist also y(z, f) ¢ At i eine homogene, asymptotisch stationire, und zwar
zeitunabhéngige Zufallsfunktion, deren rdumliches Spektrum auf die Kugeloberfliche | =k,
konzentriert ist. Die Erregungen haben asymptolisch wieder die gleiche Wirkung wie Zufalls-
variationen der Anfangswerte. Beispiele fiir Systeme dieser Art sind die instabile Schichtung
zweier schwerer Fliissigkeiten unter Beriicksichtigung der Kapillarkréfte und laminare Grenz-
schichten im iiberkritischen REy~NoLpszahlenbereich (in diesem Falle sind die Eigenfunktionen
allerdings nicht mehr harmonisch).

3. Ungeddampftes stabiles System: ll(k) =1ipy(k ) Ag(l_c’) = i Po(k); (B, By reell).
Mit Ausnahme der Resonanzstellen « = 8; im dritten Integral bleiben in diesem I‘alle
simtliche Integranden der rechten Seite von (2.14) beim Grenziibergang { — co beschrénkt.
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Fiir groBe ¢ iiberwiegen dann die Beitrége des drilten Integrals in der Umgebung der Resonanz-
stellen und man erhalt:

FE) +ig;r +ocieiwt_eiﬁjtl2
R, 4, E, 7) (51 e fr(k, Bi(k)) dky, dks, . . ., dk, @ — By do + 0(1)
) (k5)+zﬁ7(lc) .
=2 tz J J m— — (K, Bi(k)) dky, dky, . . . dk, - O1) . . . (2:20).
j=1

Nach (2.20) ist y/yt also eine homogene, asymptotisch stationidre Zufallsfunktion, deren
Spektirum fy(ﬁ, o) auf die Resonanzflichen o = ﬂ](z) im (72, w)-Raum konzentriert ist. Die
Flichenspektraldichte der Losung ist der rdumlichen Spektraldiche f(k, /39(.7(')) der Erregung auf
den Resonanzfldchen proportional.

Beispiele solcher Systeme sind die ddmpfungsfreien Schwingungen von Membranen oder
Platten bei homogener, stationdrer Zufallserregung sowie die im nachsten Abschnitt behandelten
Oberflachenwellen einer schweren Fliissigkeit unter der Einwirkung eines homogenen, stationiren
Druckschwankungsfeldes.

Mit den Fillen 1 bis 3 sind siimtliche Moglichkeiten der Eigenwerte ; erfafit, mit Ausnahme
der fiir die Anwendungen weniger interessierenden Sonderfille Re (4;) < 0, bei denen sowohl
das Ungleichheits- als auch das Gleichheitszeichen vorkommt.

Anwendungen
3. Seegangsanfachung durch turbulente Druckschwankungen

Das Problem der Seegangsentstehung unter der Einwirkung eines homogenen, stationéren
Druckschwankungsfeldes iiber der Wasseroberfliche ist bereits ausfilthrlich von Pairvies [1]
behandelt worden. Im folgenden wird lediglich die PHicLrirssche Formel, bei der die Energie-
zunahme des Seegangs durch ein Integral iiber gewisse Kovarianzfunktionen der Druckschwan-
kungen ausgedriickt war, durch Einfithrung des von Frequenz und Wellenzahl abhingigen
Druckspektrums in eine einfache, anschauliche Form gebracht.

Die linearisierten Bewegungsgleichungen und Randbedingungen fiir die Bewegung einer
unendlich tiefen, horizontal unbegrenzten, idealen Fliissigkeit mit freier Oberfliche lauten:

%p |
axz—i—a—xz—Jrafrg—:O fir x, <0 . . . . . ... (381,
e~ .
2"3+ 5—1(gli+axz):_§ fir 7, =0 . . . . . ... (32,
%—%’—f’;:o fir =0 .« o . o . ... (33),
dp . .
o, — 0 fir ag—>—o00 . . . . . . (34).
wobel  ¢(%,{) == Geschwindigkeilspolential,
4‘@, l) = Oberflichenerhebung,
p(.%, t) = Druckschwankung relativ zum mittleren Druck iiber der Wasseroberflidche
T = {1y, 7, 25}, T = {x,, 7.}, x5 nach oben gerichtet,
q = Erdbeschleunigung,
0 = Fliissigkeitsdichte,
T = Oberflichenspannung.

Ilinzu kommen noch Anfangsbedingungen, die in unserem Zusammenhang jedoch nicht niher

interessieren.
Das homogene Differentialgleichungssystem besitzt die bekannten Eigenlosungen

C%{):Cl’(%?)—i—imkl’ gp%):l;:kei(%:;)—i-km;—i-imkl o (35)’
C%):ei(ii)-—‘iw}cl, q)(%):ﬁfcolcl( —i)+kx3——1wkt L (36)
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, TR
mil o, = ng - —
0

Dic Eigenlosungen sind ungeddmpfte, harmonische Wellen; es liegt also der FFall 3 des letzten
Abschnitts vor. Es handelt sich zwar hier nicht um eine, sondern um zwei gekoppelte Differential-
gleichungen, fitr { erhidlt man jedoch wieder eine FouriEr-StiELTIES-Entwicklung der Form

2.14):
]\(,’ ;‘ +iwl l()t'—(,’im"‘l (/iwl___(}-1wk
[ l e - . . R
C 1 ff] 37 o { op— o -+ P dn(l\ w)

w0 dn(z, w) stellt die Fourigr-StieLrTses-Komponente des Drucks p(u’?, {) darstellt und die
Anfangswerte gleich Null angenommen sind. Fiir grofle { erhdlt man dann wieder nach (2.20):

k={kpk}, kKi=4k) . ... . ... .....@37.

+ oo
A K4 { k2 ) T fwp T TE —itopT T
1{4(.@, L f, T) == 2&95 ff Z)Z {e (k 5) +iop /”(k U)I.) +- C (k ) k /p(k, _ (’)I.')} dkl de -+ 0(1) (38)

Das asymptotische Spektrum von { besteht also nach (3.8) ausschliefllich aus freien Eigen-
wellen. Ein nur aus freien, unabhingigen Eigenwellen bestehender homogener Seegang 148t sich

nun vollstindig durch das zweidimensionale Energiespektrum I“(I?) darstellen, bei dem I(ﬁ) dk, dk,
die Energie der sich in positive k-Richtung fortpflanzenden Wellen bedeutet, deren Wellenzahlen
im Rechteckbereich (k k + dk) liegen. Die Gesamtenergie des Seegangs pro Oberfldcheneinheit

ist dann g g =L = ff I'(k ) dky dk,. Das Spektrum F(k) ist von dem gelegentlich ver-

wendeten Spektrum /(A) das sich aus der rdumlichen FOURIER—ZLrleguIlg der momentanen
Wasseroberfliche ergibt, zu unterscheiden. Es gilt ]‘C(k) _{F (k)+ F(— )} Im Gegeﬁsatz

Zu F(k) stellt /‘C(k) keine eindeutige Beschreibung des Sgegangs dar. Aus der Fourigr-Dar-
stellung der Kovarianzen durch die Spektraldichten folgt nun aus (3.8):

F(E) . tﬂgk
Q0w

frl, — ) . L (39).

In der Form

oaF() mglke
élzga P —oR) . (39)

gilt (3.9") auch fir den in Wirklichkeit gewdhulich vorliegenden Iall eines quasi-stationiren
Windfeldes. Die rechte Seite von (3.9") ist dann einer der Anfachungsterme in der vollstindigen
Gleichung fiir die spektrale Energiebilanz [3].. Bei vernachlédssigbarer Oberflichenspannung
erhilt man die etwas cinfachere Formel?):

or(ky mk
,ﬁlzzwm—m)....”.....¢mw

4. Die Kursinstabilitdt eines Schiffs im Scegang

Wir untersuchen die Kursschwankungen eines zur Anfangszeit { = 0 mit der Geschwindig-
keit U in 2-Richtung fahrenden Schiffs in einem homogenen, stationdren Seegang. Fiir kleine
Geschwindigkeits- und Richtungsschwankungen lauten die Differentialgleichungen fir den
Schiffskurs:

Gtap+b@—p)=p) - - - - - ... @D,
ptep+d@—ywy=p) .. ... ... ... 42
wobei @ = p/U = Schiffskurs, » = y-Komponente der Schwerpunkisgeschwindigkeit des

Schiffs,
w = Winkel zwischen der Schiffslingsachse und der x-Achse (vgl. Bild).

2) Dor in [3], Gleichung (5) angegebene Faktor w/4k miifite richtig wk/e heilien.

33
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Die Funktionen p;(f), py(f) stellen vom Seegang ab- X
hiingige Zufallserregungen dar. Bis auf Faktoren sind
pu(h) die am Schiffsschwerpunkt angreifende Lransver-
sale Kraft und py(f) das um diesen Punkt wirkende
horizontale Drehmoment. a, b und ¢ sind Dampfungs-
koeffizienten, wihrend d der Koeffizient des Richt-
momentes ist. In Wirklichkeit besteht noch eine
schwache Kopplung der Gleichungen (4.1), (4.2) mit
der Rollbewegung des Schiffes, da bei dieser infolge
der Rolldimpfung gewohnlich auch laterale Kréfte und
horizontale Momente auftreten. Die Rollkopplung wird
jedoch im folgenden vernachlissigt, da sie die Ergeb-
nisse im wesentlichen nicht beeinflufit. Die Gleichungen
(4.1) und (4.2) sind strenggenommen nur in einem je-
weils beschriankten Frequenzbereich der Erregung giiltig,
da das Schiff mit einem kontinuierlichen Medium ge-
koppelt ist und seine Bewegung sich somit nicht exakt
durch ein endliches System gewdhnlicher Differential-
gleichungen beschreiben 146t. In unserem Falle ist diese
Einschrankung jedoch ohne Belang, da es sich erweist,
daB3 das asymptotische Kursverhalten des Schiffes aus-
schlieBlich durch die Erregungskomponenten in der un-
mittelbaren Umgebung einer einzigen Frequenz bestimmt
wird.

Durch die Transformation y;, = 4, y, = v, y; =  erhilt man das Differentialgleichungs-
system (4.1), (4.2) in der Form (1.1):

mit
—b b —a jon
()= 0 0 1], F:(O N ¢ )
—d d —c¢ P

Die Matrix (a;;) hat die Eigenwerte

B Bl b4c (bql c’)'ﬁ" o
A=0, la}_— 9 il/ 5 d+d—bec+ad . ... . . 4D

1 T4k .
- - b+ A N b+ 4
=1}, &= 12 . By = 13 S ... (46).
0
12 2’3

Fiir Kursstabilitdt muB die Bedingung Jte(4;) < 0, nach (4.5) also d—bc + ad <0, erfiillt
sein. Auch fiir fe(A,) < 0 liegt jedoch stets nur der grenzstabile Fall vor, da das System stets
die ungeddmpfte Eigenldsung j == const. lf; bzw. ¢ = p = const. besitzt. Physikalisch bedeutet
dies einfach, daBl neben dem Anfangskurs ¢ = ¢ == 0 jeder beliebige Kurs # = ¢ = const. eine
Losung des ungestorten Schiffskurses darstellt. Nach den Ergebnissen des ersten Teils bedeutet
dies dann, daf} ein in glattem Wasser stabiles Schiff sich im Seegang stets instabil verhilt.
Zur Berechnung der entstehenden Kursabweichungen transformieren wir (4.3) wieder auf

das Koordinatensystem der Eigenvektoren. Mit den gleichen Bezeichnungen wie im ersten Teil
ergibt sich fiir die Erregung g,:

_ oy Ot (b A b
0:1()) = pu(d) i —\—pz(t)m;. R ) )
Nach (1.26), (1.13) wird dann fiir groBe ¢
B=2x1/50)+01), BB =0Q1), P=01) ......®48),
so dal nach (4.6)
P=yr=Py=2atfQ0)+01) . ... ......@49),

wobel f§,(0) die Spektraldichte der Erregung g, an der Stelle @ = 0 bedeutet.
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Bei bekannter Abhéingigkeit der Funktionen p,(f), p,(f) vom Seegang 148t sich /¢ (w) nun
auf das Seegangsspektrum zuriickfithren. Der Zusammenhang ergibt sich am einfachsten
durch Einfithrung der Erregungsfaktoren P; und P, Bei einem sinusférmigen Seegang

L ="%MNe [H,‘; g (Ba) 4 “"v‘t] sind diese durch die Beziehung
pi(t) = Re {P; Hy "%} G=1,2 . ... .....®410)

definiert, wobei Hj die Wellenamplitude und o’ = w;— (E U) die Begegnungsfrequenz darstellen,
mit U = Schiffsgeschwindigkeit (w, = }'g k , k = |k|). Die Erregungsfaktoren sind im allgemeinen
ebenso wie die Begegnungsfrequenz Funktionen der Schiffsgeschwindigkeit, der Wellenlinge
A =2m/k und des Winkels « zwischen der Schiffsgeschwindigkeit und der Fortschreitungsrichtung
der Wellen: P; = Py(U, k, o).

Fiir die Kovarianzfunktion von g, ergibt sich nun aus (4.7), (4.10) und der Spektraldar-
stellung des Seegangs:

2

-

(b 4 49) (b + A bR dk, dky (4.11),

-+ oo
S | _—
Re — o*({ f — G T p AT T e \PT >
) =efle d +) egff‘ B g gy

wobei F(E) das im vorigen Anwendungsbeispiel definierte Seegangsspektrum bedeutet. Da RY (z)
formation der Integrationsvariablen ky, k, auf ', und das Linienelement do ldngs der Kurve
w’ = const. ergibt:

20w \2 B \B\TUWE

WA (TR ((ﬁ) " <87>> Fldo. . (412).
Die Zunahme der Kursabweichung ist auf die Einwirkung der Seegangskomponenten mit
der Begegnungsfrequenz Null zuriickzufiihren, d. h. auf Wellen, deren Phasengeschwindigkeiten
schiedener Fortpflanzungsrichtungen wird mafBgeblich durch den Faktor [P, b +4) @+ 4)
+ P, %; bestimmt. Fiir genau achterliche Wellenkomponenten (a = 0) verschwindet er,

2743,

die Fouriertransformation von f§(w) ist, ergibt sich das Spektrum aus (4.11) durch Trans-
L1 (420 +2) b

2 () =

W)= 0g f + P
Fir " = 0 ergibt (4.12) dann insbesondere das mittlere Quadrat der Kursabweichung nach (4.9).
in Fahrtrichtung mit der Schiffsgeschwindigkeit {ibereinstimmen. Der Einflull der Wellen ver-

. Ay iy (1 + a)

wiihrend sich fiir |o} = gwiederum die Bedingung o’ = 0 nicht mehr erfiillen ld8t. Die Kurs-

instabilitdt wird also durch die schrig von achtern kommenden Wellen im Bereich 0 < |o| < 7/2
hervorgerufen.

Der starke Einflul von Wellen mit der Begegnungsfrequenz o’ = 0 ist bereits frither bei
Untersuchungen der Kursstabilitdt von Schiffen im sinusférmigen Seegang festgestellt worden
(z. B. [4]). Es ergab sich dort jedoch keine Kursinstabilitit, da kleine Kursabweichungen im
sinusformigen Seegang sofort zu einer Verstimmung der Begegnungsfrequenz fithren, so daf
auch Wellen mit der anfinglichen Begegnungsfrequenz ' = 0 nur beschrinkte Kursabwei-
chungen hervorrufen. Es wurde daher vermutet, daf} die beobachtete Kursinstabilitit von
Schiffen im achterlichen Seegang nur durch nichtlineare Effekte zu erklédren sei. Bei statistischer
Betrachtung ergibt jedoch bereits der lineare Ansatz Kursinstabilitat, da fiir jede Lage des
Schiffs stets einige Wellenkomponenten mit der Begegnungsfrequenz o’ == 0 weitere zuféllige
Kursabweichungen bewirken.

Unsere Ergebnisse gelten bisher nur unter der Voraussetzung kleiner Kursabweichungen
|#] < 1. Von dieser Einschridnkung kann man sich jedoch leicht befreien.

Nach Abschnitt 1 ist die Wahrscheinlichkeitsverteilung der Kursabweichung ¢ cine Normal-

verteilung:

1 _®
wht) =-=—=—-e 2%
V2 e 9?
deren Varianz 92 nach (4.9) linear mit der Zeit zunimmt:
P=2xb . e ... (413)

mit » = z [§,(0). -
Eine Normalverteilung mit der Eigenschaft (4.13) ist nun eine spezielle Losung der Wérme-
leitungsgleichung
w,y _ w419
ot 0%

33%
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mit der Anfangsbedingung w(d, 0) = 6(#). Wegen der Linearitit des Problems ist dann im
allgemeinen Fall einer beliebigen Anfangsverteilung w(d, 0) = wy(¥) die Wahrscheinlichkeits-
verteilung filr £ > 0 ebenfalls durch die Differentialgleichung (4.14) bestimmt. Auf Grund der
einschriinkenden Bedingung |4 < 1 konnte dabei x in (4.14) als konstant angenommen werden.
Im allgemeinen Fall beliebiger Kursabweichungen ¢ lif3t sich nun unschwer zeigen, dall w(d, f)
der allgemeinen Wérmeleitungsgleichung mit veridnderlichem » genigt:

ow(d, ) 0 ow(V, 1)
5 _{aﬁx(ﬁ) - } . L @),
in der 3 wie bisher durch die Spektraldichte der Wellen mit der Begegnungsfrequenz o’ = 0
bestimmt ist [(4.12)], jedoch nunmehr allgemein in Bezug auf einen beliebigen Kurs #. In (4.15)
kann die Bedingung kleiner Kursabweichungen somit fallengelassen werden. Jedoch muf} die
Voraussetzung kleiner Erregungen, auf der die asymptotische Formel (4.13) und somit ebenfalls
die Diffusionsgleichungen (4.14) und (4.15) beruhen, nach wie vor erfiillt sein.
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