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Zusammenfassung

Neutrinos gelten im Standardmodell der Teilchenphysik als masselos. Weiterhin gibt es
nur linkshéndige Neutrinos und rechtshidndige Anti-Neutrinos. Experimente zu Neutrino-
oszillationen weisen jedoch eine nichtverschwindende Masse nach. Als Konsequenz daraus
ergibt sich, dass Neutrinos nicht mehr feste Héndigkeiten besitzen. Die Dirac-Gleichung
wird als grundlegende Gleichung fiir die Beschreibung relativistischer Fermionen herge-
leitet. Durch eine Neutrinomasse wird auch die Frage aufgeworfen, ob Neutrinos Dirac-
Teilchen oder Majorana-Teilchen sind, ob also Neutrino und Anti-Neutrino tatséchlich
verschiedene Teilchen sind oder nicht. Einen Test dieser Fragestellung stellen die Expe-
rimente zum Neutrinolosen Doppel-Beta-Zerfall dar. Der Ov33-Zerfall widerspricht dem
Standardmodell der Teilchenphysik und verletzt die Leptonzahl um AL = 2. Die theo-
retische Beschreibung der Neutrinooszillationen wir ebenfalls vorgenommen. Ausgehend
von der Annahme, dass Flavoureigenbasis und Masseneigenbasis verschieden sind, werden

Folgerungen gezogen.

Abstract

In the standard-modell of particle physics neutrinos are considered as massless. Fur-
thermore there only exist lefthanded neutrinos and righthanded anti-neutrinos. Experi-
ments concerning neutrino-oscillations show that neutrinos have a mass. A consequence
of this is that neutrinos don’t have fixed chirality. The Dirac-equation as the fundamental
equation for relativistic fermions is deduced here as well. Through the neutrino mass the
question shows up if neutrinos are Dirac-particles oder Majorana-particles. In the case of
Dirac-particles neutrino and anti-neutrino are different particles. In the case of Majorana-
particles neutrino and anti-neutrino are indistinguishable. Neutrino and Anti-Neutrino
are the same particle then. Experiments which can give an answer to this question are the
experiments concerning the neutrinoless double-beta-decay. The Ov53-decay violates the
lepton number by 2 units (AL = 2). The theoretical description of neutrino-oscillations is
also given in here. Based on the assumption that flavour-eigenbasis and mass-eigenbasis

are different, one arrives at several conclusions.
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1 Einfiihrung

Im Standardmodell der Teilchenphysik gelten Neutrinos als masselos. Deshalb bewegen sie
sich mit Lichtgeschwindigkeit. Weiterhin besitzen Neutrino und Antineutrino feste Helizitaten.
(H = —1 fir v, H = +1 fiir )

Vergange Experimente legen jedoch nahe, dass Neutrinos eine nichtverschwindende Masse
besitzen. Damit ist folgendes denkbar: Da Neutrinos eine nichtverschwindende Masse besitzen
bewegen sie sich nicht mit Lichtgeschwindigkeit. Damit existiert also eine Lorentztransforma-
tion, sodass man sich schneller als ein v oder 7 bewegt. Damit dndern sich jedoch die Heli-
zitdten. Es stellt sich also die Frage, ob es tatsdchlich anders als im Standardmodell erklart v
mit A = +1 und 7 mit H = —1 existieren.

Da Neutrinos Leptonen ohne elektrische Ladung sind besteht fiir sie die Moglichkeit, dass
sie ihr eigenes Antiteilchen sind so wie man es beispielsweise vom 79-Meson kennt. Man spricht
in diesem Fall von Majorana-Teilchen. Dieser Gedanke ist naheliegend, da man bisher keine v
mit A = 41 und keine 7 mit H = —1 beobachtet hat. In diesem Falle ware die Helizitit eine
Eigenschaft des selben Teilchens. Es stellt sich also die Frage, ob v mit H = —1 und 7 mit
H = —1 das gleiche Teilchen sind oder nicht. Wenn es sich um verschiedene Teilchen handelt,
so spricht man von Dirac-Teilchen.

Die theoretische Beschreibung dieses Sachverhalts ist Gegenstand dieser Arbeit. Da die
Neutrinos Fermionen sind, die sich relativistisch bewegen, benotigt man eine lorentzkovariante
Beschreibung von Spin—%—Teilchen. Diese ist durch die Dirac-Gleichung gegeben. Die Dirac-
Gleichung wird im ersten Teil der Arbeit hergeleitet und im zweiten Teil Losungen betrachtet.

Im Hinblick auf die Frage, ob Neutrinos Dirac- oder Majorana-Teilchen sind, wird im drit-
ten Abschnitt die Teilchen-Antiteilchen-Konjugation eingefiihrt und Unterschiede zur Ladungs-
konjugation verdeutlicht. Weiterhin werden Bedingungen und mathematische Definitionen von
Dirac- und Majorana-Teilchen eingefiihrt.

Zentraler Punkt ist wie ein Massenterm in der Dirac-Gleichung entsteht, bzw. welche Kon-
sequenzen verschiedene Massenterme fiir die Beschreibung von Neutrinos haben.

Die Experimente, die Hinweise auf nichtverschwindende Neutrinomassen geben, weisen Neu-
trinooszillationen der verschiedenen Lepton-Flavours nach. Die theoretische Beschreibung hier-
von wird ebenfalls geliefert.

Der p-Zerfall des Neutron n — p + e~ + 7, ist gut verstanden. Ebenso ist der 2v/35-Zerfall

(2n — 2p + 2e” + 21 ) experimentell nachgewiesen. Falls Neutrinos massebehaftete Majorana-



Teilchen sind, ist ebenfalls der bisher noch nicht nachgewiesene Prozess 2n — 2p + 2e™ denkbar.
Eine genauere Betrachtung wird ebenfalls vorgenommen. Er stellt eine Moglichkeit dar, um den

Majorana- oder Dirac-Charakter von Neutrinos nachzuweisen.

2 Dirac-Gleichung

Die Schrédinger-Gleichung der Quantenmechanik beschreibt Quantensysteme und ihre Zeitent-
wicklung. Sie lautet (7 = 1):

0

(5 B+ V()U(E 1) = i 001 1)

Offensichtlich ist diese Gleichung nicht relativistisch invariant, da in ihr verschiedene Ordnungen
der Ableitungen von Raum und Zeit auftreten. Ein Ansatz um eine relativistisch invariante

Gleichung zu erhalten, ist die relativistische Energie-Impulsbeziehung E? = p? +mi (c = 1)
\Y

durch die quantenmechanischen Operatoren zu ersetzen. Mit den Ersetzungen £ — i%, p— -

gelangt man zur Klein-Gordon-Gleichung.

(=B +mi)(T,t) = =5 50(i,1) (2)

Mit Hilfe des Impuls-Vierer-Vektors p# = (E, p), entsprechender Ersetzung durch quantenme-
chanische Operatoren, sowie dem Zusammenhang p,, = g,,p” (Einstein’sche Summenkonventi-

on, gu = diag(1l,—1,—1,—1)) lautet die Klein-Gordon-Gleichung:

(pup" — mg)U(&,t) = 0 (3)

Die Klein-Gordon-Gleichung ist somit lorentzinvariant, beschreibt allerdings nur Spin-0-
Teilchen. Um zu einer relativistisch invarianten Gleichung fir Spin—%—Teilchen zu gelangen,

verwendet man folgenden Ansatz: [Wac05]

0 ﬁ
zaw(x,t) =MH (Z,t) (4)
An H werden nun folgende Anforderungen gestellt:

e [H ist linear und hermitesch.

e H darf nur rdumliche Ableitungen 1. Ordnung enthalten, da die Gleichung sonst keines-

falls lorentzinvariant ist.

e H? muss die relativistische Energie-Impulsbeziehung reproduzieren.

K)



Damit ergibt sich fiir H folgender Ansatz:
H = ap + Smo (5)

Wobei hier p = % ist.
Weiterhin soll gelten:
H? = p* + mj (6)
Hierbei ist zu erwéhnen, dass fiir & und (8 bisher keine Einschrdnkungen gemacht wurden.
« kann man aber als 3-komponentigen Vektor auffassen. In der weiteren Rechnung wird sich
die Struktur der beiden Grofien kliaren. [Wac05], [BjD66]

Setzt man in Gleichung (5) die Definition des Impulsoperators ein und quadriert, so erhélt

man:
3 3
sz_(zai Z@ja] +m0ﬁ2 7[ Z@z )B+ 8 Zaz (7)
i=1 j=1
3 3
= (3 0)* - ; 3 (aiaj + aja;)9;0; + mip* + - Z ;S + fa;)0; (8)
i=1 ij i=1
(i#7)

Wobei fiir den zweiten Summanden in Gleichung (8) folgendes verwendet wurde:

3 3
1
Z Ozl‘Oéjaiaj = 5 Z (CYiOéj + ajozi)@i@j
i,j i,J
(i#3) (i#3)

Ein Vergleich von (6) und (8) zeigt, dass die «; und § keine gewohnlichen Zahlen sein

konnen. Um die Gleichheit von (6) und (8) zu gewéhrleisten, muss folgendes gelten:

{i, 8y =0Vi € {1,2,3}, af = f> =1 Vi € {1,2,3}, {aj,a;} =0 (i # j) 9)

Hierbei bezeichnet { , } den Antikommutator. Da IH hermitesch sein soll, gilt: a; = al-L

und
= 7. o; und $ sind also quadratische Matrizen. Die Dimension ist bisher noch unbekannt.
Um die Dimension herauszufinden, betrachtet man zunéchst die Spur der «; und von /. Hierfiir
gilt:
tr(a;) = tr(aif?) = tr(Baif) = —tr(a;) =0 (10)
Wobei die zyklische Vertauschbarkeit der Spur im zweiten Schritt und die Antikommuta-
torrelation aus (9) im dritten Schritt verwendet wurde. Fiir 8 gilt das gleiche Argument.
Da a? = (2 = 1 sind als Eigenwerte fiir o;; und 3 nur £1 méglich. Mit Gleichung (10) folgt
dann, dass die Zahl positiver und negativer Eigenwerte gleich ist, da die Spur invariant unter

Basiswechsel ist.



Damit folgt, dass die Dimension n der «; und von 3 gerade ist. Es werden also 4 spurlose,
hermitesche und paarweise antikommutierende Matrizen gesucht. Fiir n = 2 bilden die 3 paar-
weise antikommutierenden Pauli-Matrizen o; eine Basis des Untervektorraums der spurlosen
und hermiteschen Matrizen. Eine weitere (vierte) spurlose, hermitesche 2 x 2-Matrix kann also
als Linearkombination der Pauli-Matrizen dargestellt werden und kann damit nicht mehr mit
allen o; paarweise antikommutieren.

Fiir n = 4 konnen die Bedingungen aus Gleichung (10) erfiillt werden. In der sogenannten

Dirac-Darstellung lauten «; und f:

0 o I, 0
o = , B= (11)
o; 0 0 -1y
Hierbei sind o; die drei 2 x 2-Pauli-Matritzen. Es gibt noch weitere Darstellungen der o;
und von [, die aber hier nicht benétigt werden. Im folgenden wird bei Berechnungen die Dirac-
Darstellung verwendet.
Die Dirac-Gleichung kann also durch den Ansatz in (4) mit Hilfe der Matrizen aus (11)
geschrieben werden. Die Losungen der Dirac-Gleichung sind also 4-komponentige Spinoren.
Zunéchst wird die Dirac-Gleichung umformuliert. Dazu fithrt man die vier Matrizen v* (u €
{0,...,3}) ein, die folgendermaBen definiert sind: v0 = 3, v* = Ba; i € {1,2,3}. Fiir die -
Matrizen gilt wegen der Eigenschaften von «; und § aus Gleichung (9), sowie der Forderung

der Hermitizitét von «; und f: [Wac05]
{777} = 2", AT = gttt = 40410 (12)
In Dirac-Darstellung lauten die y-Matrizen:
7 = , 7= (13)

Den vier y-Matrizen wird eine weitere Matrix v° hinzugefiigt. Es gilt:

7 =iy (14)
~% antivertauscht mit allen y*:
{2} =0 (15)
In Dirac-Darstellung gilt fiir 7
5 (01
1o



Die Dirac-Gleichung lasst sich schreiben als:

[v¥pu —moly(Z,t) = 0 (16)

d

Wobei p, = i0, =i 9| [Wac05]
\%

Hierbei sei zunachst angemerkt, dass es sich bei v# nicht um einen Vierervektor handelt. Das
Transformationsverhalten der y# ist noch nicht bestimmt. Die Lorentz-Kovarianz der Dirac-
Gleichung soll nun noch gezeigt werden. Lorentz-Kovarianz liegt vor, wenn die Gleichung ihre
Gestalt unter Lorentz-Transformation nicht &ndert. Es soll also in einem anderen Inertialsystem
gelten:

[P — mold' (2, 1) = 0 (17)
Wobei ¢/(2,t') den selben physikalischen Zustand im neuen Inertialsystem beschreibt wie
(%, t) im alten Inertialsystem. Die Transformation in ein anderes Inertialsystem lasst die
Eigenschaften der 7-Matrizen aus (12) unbertihrt. Es gilt, dass eine unitdre Transformation

zwischen 7# und «* vermittelt, also dass gilt:
Vi =UWy, Ut =0t (18)

Der Beweis hierzu ist sehr ldnglich und mitunter kompliziert. Er soll hier nicht vorgestellt
werden. Er ist in [Rei08] zu finden.

Das bedeutet nun, dass die y-Matrizen in den verschiedenen Inertialsystemen nur eine andere
Darstellung haben. Man kann deshalb ohne Beschrankung der Allgemeinheit annehmen, dass
die y-Matrizen mit den /-Matrizen tibereinstimmen. [Wac05]

Die Dirac-Gleichung im gestrichenen System lautet damit:
(VP — moly' (7, t') = 0 (19)

Durch die Bispinortransformation D(A) gelangt man von ¢ (Z,t) zu ¢/ (7, ¢'). Da die Lorentz-
transformation linear ist, muss auch die Bispinortransformation linear sein. Im folgenden wird

das Argument als x bzw. 2/ zusammengefasst. Es gilt also:

v'(a') = ¢'(Ax) = D(A)Y(x) = D(A)p (A~ (20)
Genauso gilt:

U(z) = DTHA)Y (2') = DTHA) (Ax) (21)



Ebenfalls gilt:
Y(a) = DAY/ (') (22)
Da Gleichung (21) und (22) fiir alle Losungen der Dirac-Gleichung gelten sollen, ergibt sich

folgender Zusammenhang fiir die Bispinortransformation. [Wac05]
DI(A) = D(A) (23)

Nun soll eine Gleichung gefunden werden, die D néher charakterisiert. Dazu werden die Grofien
der gestrichenen Dirac-Gleichung (19) durch die entsprechenden transformierten ungestrichenen

Groflen ersetzt. Damit folgt:
Y pu[ AT, = mo] D(A)p(x) =0 (24)

Wobei hier verwendet wurde, dass p, sich kovariant transformiert. Multipliziert man (24) mit

D~1(A) von links, so ergibt sich:
[D7H(A)"pu[AT],D(A) = molib(x) = 0 (25)

Lorentzkovarianz liegt also vor, falls es fiir jede Lorentztransformationen A eine Matrix D(A)
gibt, sodass gilt:
D=H AW [AT,D(A) =" (26)

Die Existenz von D(A) ist bis hierher nicht klar. Sie soll im weiteren Verlauf auch nicht bewie-
sen werden. Es sei aber angemerkt, dass die Existenz der Matrix D(A) gezeigt werden kann.
Erwéahnenswert ist jedoch noch, dass die Matrix D(A) im allgemeinen nicht unitér ist. Man

kann fiir sie folgende Beziehungen zeigen. [Wac05]

_ A°
DT(A) = b’YoD I(A)70> b= ﬁ (27)

Damit ist die Dirac-Gleichung lorentzinvariant.
Bei der Bildung von lorentzinvarianten Skalaren mit Hilfe von ¢ als Loésung der Dirac-
Gleichung ist es notwendig eine Grofle zu haben, die sich invers zu ¢ unter Lorentztransforma-

tion verhalt. Eine solche Gréfie ist der adjungierte Bispinor . Er lautet:
P =iy’
Der adjungierte Bispinor 16st die adjungierte Dirac-Gleichung:

—puby* —mop =0 (28)

A



In Dirac-Darstellung lautet er damit:

Wie angemerkt verhilt sich v invers zu ¢ unter Lorentztransformation, denn es gilt:

—/

b (2') = ¢1(a")4" = [D(A)¢(2)]"° = ¢ (@) DT (A)Y" = bl (2)7"D7H(A)  (29)
= b(z) D1 (A) (30)

Wobei hier im vorletzten Schritt (27) verwendet wurde.

Es gilt also:
Wy = $DTH(A)D(A)g =y (31)

Die GroBe 1) transformiert sich also wie ein Lorentzskalar. [Wac05]

3 Losung der Dirac-Gleichung

Wie bereits erwahnt sind die Losungen der Dirac-Gleichung 4-komponentige Spinoren. Um

Losungen der Dirac-Gleichung zu erhalten, wird ein Ansatz einer ebenen Welle gewahlt.

V_(x) = ue~ " = e~ (Bt=PT) (32)

Py (x) = vePrt" = pel(FL=PT) (33)

Hierbei ist p, kein Operator, sondern der Impuls-Vierervektor. u und v sind zeitlich und
raumlich konstante Spinoren. Dabei stellt (32) Losungen mit positiver Energie dar und (33)
Losungen mit negativer Energie, welche zunédchst unphysikalisch erscheinen. Losungen negati-
ver Energie konnen jedoch als Antiteilchen-Wellenfunktion interpretiert werden. [Gro89|
Dieser Zusammenhang wird im néchsten Kapitel ndher erlautert.

Es miissen damit die Spinoren w und v bestimmt werden. Sie sind durch Loésung folgender

Gleichung gegeben.
(Y'pu—mo)u =0 (34)
(4P mo)o = 0 (35)

Hierbei sei nochmals betont, dass p, hierbei kein Operator ist, sondern die Eigenwerte von 4

aus (32) und (33). Fithrt man die Matrixmultiplikationen aus so gelangt man fiir u zu:

Qu

(E+mo)uzsq — (-P) urye =0 (37)

(E - mo)ul/2 - (



Hier zeigt sich bereits, dass das Gleichungssystem fiir mg = 0 entkoppelt. Die Gleichungen sind
dann linear abhéngig und der Losungsraum der Dirac-Gleichung ist dann nur zweidimensional.
Fiir v verhélt es sich genauso. Durch Nachrechnen verifiziert man, dass folgende Spinoren fiir

u und v die Gleichungen lésen. [Gro89]

-

ulp) =E+mo| 0| u(p) = E4mo | T (38)
E+m0X5 €Xs

Hierbei sind xs nichtrelativistische zweikomponentige Pauli-Spinoren. Der Index s deutet an,
dass noch ein weiterer Freiheitsgrad bei der Wahl der Pauli-Spinoren vorhanden ist. Es handelt
sich hierbei um den Spin. Durch Angabe des Energievorzeichens, des Impulses sowie einer

Projektion des Spins sind die Zustédnde bestimmt. é in (38) ist dabei folgende Matrix. [Gro89]

Es ist zunéchst nicht klar, warum ein Zusammenhang zwischen den Spinoren in v und v besteht.
Dieser wird durch die Teilchen-Antiteilchen-Konjugation vermittelt. Dieser Sachverhalt wird im
néchsten Kapitel genauer behandelt.

Es scheint hier zweckméaflig die Zustidnde ys als Eigenzustidnde zum Helizitdtsoperator
H = %’I wéhlen. Die Eigenwerte von H sind 41, abhangig davon, ob Spinprojektion und
Impuls parallel oder antiparallel ausgerichtet sind. Folgendes ist hierbei auffillig: Ein Teilchen,
fir das mg # 0 gilt, bewegt sich nicht mit Lichtgeschwindigkeit. Es existiert also eine Lor-
entztransformation in ein Bezugssystem, in dem der Impuls in die entgegengesetzte Richtung
zeigt. In diesem Bezugssystem hat der Eigenwert der Helizitdt ein anderes Vorzeichen. Der
Helizitatsoperator ist also fiir mg # 0 nicht lorentzinvariant. Fir mg = 0 existiert die obige
Lorentztransformation nicht, sodass in diesem Fall der Helizitatsoperator lorentzinvariant ist.

Man wéahlt nun die Pauli-Spinoren x4 und x_ als Eigenzustdnde zu H: [Schm97], [Gro89],
[Moh98]

Hx+ = X+, Hx— = —x- (39)
Hierbei hat man noch die Freiheit einer Phase zwischen y4+ und x_. Fordert man, dass die

Relation —iéx+ = x+ gelten soll, so ergibt sich als mogliche Basis der Pauli-Spinoren: x4 =

1 0
, X— = , welche die Forderung erfiillt. Diese Wahl der Basis der Pauli-Spinoren ist

0 —1
fir p'in +z-Richtung sinnvoll. Die Losungen der Dirac-Gleichung lauten damit: [Gro89]

X+ X+
u+ =/ E+my . =/E+myg r (40)

op
E+mg X+ + E+mg X+




Ei%ljﬂo éXﬁ:i: . E%lf;‘lmo XF
vi:\/E+m0 :—Z\/E—{—m() (41)
ext X+

Hierbei wurde verwendet, dass éx% = iy gilt.
Im Standardmodell der Teilchenphysik werden Neutrinos als masselos beschrieben. Daher ist
es sinnvoll sich die Losungen der Dirac-Gleichung fiir mg = 0 anzuschauen. Die Spinoren aus

(40) und (41) werden dann, wegen E = p zu:

W =VE X , ) = —iVE X7 (42)
tx+ X

In Gleichung (42) wird erneut deutlich, dass die Dirac-Gleichung fir den Fall mg = 0 vollstandig
entkoppelt und die Losungen linear abhéngig werden und sich somit nur ein zweidimensiona-
ler Losungsraum anstatt des fiir mg # 0 vierdimensionalen Losungsraums ergibt. Die lineare

Abhéngigkeit zeigt sich anhand folgender Beziehung: [Gro89]

u) = fw;{ (43)
Die Dirac-Gleichung besteht in diesem Falle aus zwei linear abhangigen Gleichungen fiir die
Pauli-Spinoren x+. Es gilt: (gedndert aus [Gro89))

1o 0 0
(V'pu)u=|E- -1 .
0 —112 —0

AVE] Y | =0 (44)

o Q

- VE[E F &5 |x+ =0
\/E[ :FE—l—ﬁﬁ]Xi:O

Unabhéngig davon, ob das obere oder das untere Vorzeichen betrachtet wird, sind die beiden

(45)

Gleichungen linear abhéngig. Damit wird deutlich, dass zweikomponentige Spinoren zur Be-
schreibung von masselosen Fermionen, also auch zur Beschreibung von Neutrinos im Rahmen
des Standardmodells, ausreichen. Diese zweikomponentigen Spinoren sind gegeben durch die

Losung von folgender Gleichung:

3(la—=H)x+ =0

46
s+ H)x- =0 &

Wobei wieder F = p verwendet wurde. Die Losungen x4 fiir mg = 0 nennt man Weyl-Spinoren.
Bei den beiden Operatoren aus (46) handelt es sich um Projektionsoperatoren. Dazu fehlt noch

folgendes:
1

2 X

5 (Ia ¥ H)]Z)@ = (L FH)xs = x= (47)

(0]



Diese Gleichung ist aber offensichtlich erfillt, da x4 Eigenzustiande zu H sind. Fiir mg = 0
besitzen die Losungen der Dirac-Gleichung also feste Helizitdten wie man durch Anwenden des

erweiterten Operators
%(]12 FH) 0
0 1M FH)
auf u bzw. v nachweist. Dies ist im Einklang mit der Beschreibung von Neutrinos im Standard-
modell.

Um nun einen lorentzinvarianten Operator zu erhalten, der auch fiir mg # 0 Sinn hat,
fordert man, dass dieser Operator fir mg = 0 die gleichen Eigenzustidnde haben soll, die in
(42) als Losungen der Dirac-Gleichung fir mo = 0 zu sehen sind. Die Chiralitats-Operatoren
erfiillen diese Forderung. Sie sind definiert als: Pr 1 = %(]l ++°)

Es gilt:
Ha+?l = Ja+)VE (| < pvE| T
Tx+ Fx+ + x+ (48)
& 5+l =, §A+7)ul =0
Fiir %(11 —~°) gilt analog die gewiinschte Eigenschaft:
1 5y,,0 0 1 5),,0
5(]1—7 Jul = u_, 5(1—7 Juy =0 (49)

Beim Anwenden des Chiralitats-Operators auf v muss jedoch folgendes beachtet werden:

—i/ XF _WE | XF T XF
2(M497)0t = =E1 +47) = =5
X+ X F X+ (50)

Fiir %(]1 —+?) folgt analog:

1 1
SA=7) =0, S(@—9")l =0 (51)

Dies zeigt, dass fiir mg = 0 die Begriffe der Chiralitdt und der Helizitét zusammenfallen.
Wiéhrend %(]l +7°)u® den rechtshiandigen Anteil eines Spinors herausprojeziert, also den

Anteil des Spins, der parallel zum Impuls gerichtet ist, so liefert %(]1 ++°)v? den linkshéndigen

Anteil, der antiparallel zum Impuls gerichtet ist. Definitionsgeméf gilt jedoch fiir den handigen

Anteil einer Wellenfunktion:

N|—= N[~

(L+7")¢ = Pr
(1—~°)p = Py

(0
YL

(52)

10



Im Zusammenhang zu massiven Neutrinos stellt sich nun die Frage, ob die hdndigen Kom-
ponenten eines beliebigen Spinors noch immer die Dirac-Gleichung lésen. Unter Verwendung

von (38) gilt fiir mg # 0: [Gro89]

1 1 Xs
ur(p) = 5(1—75)16(19) = 5(11—’75)\/3-1-"10 55 (53)
Efmg Xs

—

1 Xs — Fro—X
— 5,/E—l—mo Sgﬁ Ermo 2 # u_(p) (54)

EtmgXs — Xs

Gleichung (54) stellt aber keine Losung der Dirac-Gleichung dar (gegeben in (38)). Falls Neutri-
nos also Masse besitzen, so besitzen sie keine feste Chiralitat. Eine Losung der Dirac-Gleichung
u— hat also auch rechtshindige Anteile. Die in (48) bis (51) dargestellten Gleichungen gelten
also fiir mg # 0 nicht.

Es gilt 1 = Pr, + Pr wie man aus (52) erkennen kann. Damit kénnen Losungen der Dirac-
Gleichung in Teile definierter Handigkeit zerlegt werden. u_(p) = Pru—_(p) + Pru—(p). Fiithrt
man diese Rechnung mit der Losung fir u—(p) aus (40) aus so folgt: [Gro89]

u_(p) = (1 =~")u_(p) + M +~")u_(p)

) . (55)
= SVE+mg (1+5' ) * +<1—|ﬁ1 ) *
X—-

+mg E+mg
_X_

Fithrt man der unter Verwendung der Energie-Impuls-Beziehung E? = p? + m3 und unter

Beriicksichtigung von mg < E in (55) eine Taylorentwicklung durch so gelangt man zu:

X— m [ X-
u_(p) ~VE b (56)
Fiir mp = 0 gilt u(}r’_ = U(})%,L' Unter Verwendung von (42) gelangt man in (56) zu: [Gro89]
mo
u-(p) ~ ug,(p) + ﬁu%(—P) (57)

Physikalisch bedeutet das, dass massebehaftete Neutrinos sowohl rechts- als auch linkshéndige
Anteile aufweisen. Diese Erkenntnis wird spéter bei der Betrachtung des Neutrinolosen Doppel-

Beta-Zerfalls noch von Bedeutung sein.
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4 Teilchen-Antiteilchen-Konjugation, Diracteilchen, Ma-
joranateilchen

Die Wellenfunktionen fiir Teilchen und Anti-Teilchen sind nicht unabhéngig. Zwischen ihnen
vermittelt die Teilchen-Antiteilchen-Konjugation C. Um dies zuverstehen ist es am sinnvollsten
die Locher-Theorie Diracs zu betrachten. Fiigt man in der Dirac-Gleichung noch das elektro-
magnetische Potential A, hinzu, so dient sie auch zur Beschreibung von geladenen Fermionen
wie Elektronen. Diracs Interpretation der Losungen negativer Energie war, dass die negativen
Energieniveaus mit Elektronen aufgefiillt werden. Dabei wird das Pauli’sche Ausschlussprinzip
beachtet. Der Vakuumzustand ist dann derjenige Zustand in dem alle Elektronen negative Ener-
gieniveaus besetzen und kein Elektron in einem positiven Energieniveau ist. Als Konsequenz
dieser Annahme wird die Absorption von Strahlung durch Elektronen méglich. Ein Elektron
negativer Energie wird dann durch Absorption in einen Zustand positiver Energie angehoben.
Durch die Absorption fehlt also ein Elektron negativer Energie im See der negativen Energien.
Dieses Fehlen wird relativ zum Vakuum als Anwesenheit eines Teilchens mit Ladung —e (e < 0)
und Energie +F wahrgenommen, einem Positron. Es wird aber ebenfalls ein Elektron mit La-
dung +e und Energie +FE beobachtet. Damit ist aus physikalischer Sicht einzusehen, dass die
Wellenfunktionen fiir Teilchen und Antiteilchen nicht vollsténdig unabhéngig sind. [Wac05],
[BjD66]

Die Dirac-Gleichung mit elektromagnetischem Potential lautet:

V(P = eAp) —moly(x) = 0 (58)

Nach den obigen Uberlegungen soll fiir die Antiteilchen-Wellenfunktion gelten:

[V (P + €Ap) — ol (z) =0 (59)

Nun wird eine Transformation gesucht, die den Ubergang von (58) zu (59) vermittelt. Beim
Ubergang éndert sich das Vorzeichen vor A, Dies ist durch komplexe Konjugation zu erreichen,

denn es gilt:

i0, = —(i0,)", A= AL

Setzt man das in (58) ein, so gelangt man zu: [BjD66]

folas (pu + eAu) +molY*(z) = 0 (60)
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Um (60) auf die Form von (59) zu bringen, muss das relative Vorzeichen zwischen mg und dem
Rest gedndert werden. Dies ist moglich, wenn man eine invertierbare Matrix C~° findet, die

folgende Eigenschaft erfiillt: [BjD66]
(C(C) T = At & (O = —*(C7°)
Mit dieser Bedingung gelangt man durch Linksmultiplikation von C+° in (60) zu:

[V (D 4 eAp) = mo]Cy 9™ () = 0 (61)

Daraus kann man ablesen, dass:

T

Oy (w) = C = u* (62)
Die Matrix C' ist in Dirac-Darstellung gegeben durch:
C=iy*y'=-Cc"t=-0"=-0"
Damit folgt fiir die Antiteilchen-Wellenfunktion wegen (7°)? = 1:

e (63)

Hieraus folgt wegen (72)? = —1 die wichtige Eigenschaft:

U =22 =y (64)

Nun kann auch der zunéchst unklare Zusammenhang der Spinoren v und v also den Losungen
positiver und negativer Energie in (38) erklirt werden. Die Operation C vermittelt zwischen

Teilchen und Anti-Teilchen. Damit verlangt man zwischen u und v den Zusammenhang:

C o * _
u(p, s) ? u(p,s) = iv*u*(p,s) = v(p, s) (65)
,S) =

v(p, s)
Gleichung (38) erfiillt diese Forderung wie man nachrechnen kann. [Gro89], [BjD66]

Bisher wurde nur von der Teilchen-Antiteilchen-Konjugation gesprochen. Weiterhin gibt es
noch die Ladungskonjugation C. Sie dndert alle ladungsartigen Quantenzahlen eines Zustands.
Durch Ladungskonjugation werden beispielsweise Ladung oder Leptonzahl invertiert. Alle an-
deren Quantenzahlen bleiben davon jedoch unberiihrt. So ist beispielsweise die Helizitdt oder
die Handigkeit nach Ladungskonjugation die gleiche wie zuvor. Das ladungskonjugierte Feld ei-

nes linkshdandigen Neutrinos ist also ein linkshdndiges Antineutrino, da die Leptonzahl gedndert
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wird, aber die Handigkeit /Helizitét erhalten bleibt. Linkshandige Antineutrinos werden in der
Natur aber nicht beobachtet. Die schwache Wechselwirkung der Neutrinos unterliegen, ist nicht
invariant unter Ladungskonjugation C. [Akh00]

Im Vergleich dazu liefert die Teilchen-Antiteilchen-Konjugation €, die man auf die chiralen

Projektionen Pr, g anwendet folgendes:
c — c 1 5Y (2,1 % - 2 1 5 * c
Y= (W)Ln = £ UF)(9%) = (A £1)0)" = (Urs) (66)

Hierbei wurde die Antikommutatorrelation der y-Matrizen (15) verwendet.

Das Antiteilchen-Feld eines linkshédndigen Neutrinos ist also ein rechtshindiges Anti-Neutrino.
Rechtshéndige Antineutrinos sind in Experimenten bestétigt, sodass diese Operation im Hin-
blick auf Neutrinos physikalisch sinnvoll ist.

In der Einfithrung wurde bereits erwadhnt, dass es Teilchen gibt, die identisch mit ihrem
Antiteilchen sind. Diese Moglichkeit besteht grundsétzlich nur fiir elektrisch neutrale Teilchen,
da sonst eine Verletzung der Ladungserhaltung auftritt. [Akh0O]

In Zusammenhang mit Neutrinos ist diese Frage besonders spannend. Sie sind die bisher
einzigen bekannten elektrisch neutralen Fermionen, sodass fiir sie als einzige Fermionen die
Moglichkeit besteht, dass Teilchen und Antiteilchen identisch sind. In Experimenten wurden
bisher keine rechtshdndigen Neutrinos vz und keine linkshédndigen Anti-Neutrinos 77, beobach-
tet. Damit stellt sich die Frage, ob die Handigkeit nicht eine Eigenschaft des selben Teilchens
ist. Falls Neutrino und Anti-Neutrino verschieden sind, so spricht man von Dirac-Neutrinos.
Falls Neutrino und Anti-Neutrino identisch sind, so spricht man von Majorana-Neutrinos. Es

gilt fiir die beiden Arten im mathematischen Sinne: [Moh98]

Dirac-Neutrinos: v # 7 baw. ¢ # ¢ o

Majorana-Neutrinos: v = 7 bzw. ¢ = e/yC (67)

Diese Fragestellung ist vor folgendem Hintergrund zu sehen: Wenn Neutrinos exakt masse-
los sind, so besitzen sie feste Chiralitdt und feste Helizitdt wie im vorigen Abschnitt gezeigt.
Wenn es sich um Dirac-Neutrinos handelt, so existieren 4 verschiedene Neutrinos vy, 7 sowie
VR, Ur. Die beiden erstgenannten sind nachgewiesen. Da es sich bei den letztgenannten um
nicht bestatigte Teilchen handelt, spricht man bei ihnen von sterilen Neutrinos. Zur Beschrei-
bung der Natur reichen damit fiir eine Generation aber die beiden Neutrinofelder v;, und 7y

aus. Hierbei sei bemerkt, dass vz, und 7 von einander durch Teilchen-Antiteilchen-Konjugation

hervorgehen. Dies steht in Einklang mit dem vorherigen Kapitel als gezeigt wurde, dass der
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Losungsraum der Dirac-Gleichung fiir mg = 0 nur zweidimensional ist.

Falls Neutrinos Majoranateilchen sind so ist die entsprechende Gleichung in (67) erfiillt. Teilchen
und Antiteilchen sind nicht von einander zu unterscheiden. Héndigkeit /Helizitat von Neutrinos
sind dann Eigenschaften des selben Teilchens.

Falls an der schwachen Wechselwirkung wirklich nur linkshédndige Felder teilnehmen (¢§ =
(¢)%), so ist fiir mg = 0 nicht zwischen dem Dirac-Fall und dem Majorana-Fall zu unter-
scheiden. Die sterilen Neutrinos des Dirac-Falls haben dann keine Bedeutung, da sie nicht
nachweisbar sind und auch nicht existieren miissen. [Schm97], [Gro89]

Der Sachverhalt, dass Neutrino und Anti-Neutrino feste Handigkeit besitzen, ist wie im
vorigen Kapitel dargestellt nur fiir mo = 0 richtig. Fiir mg > 0 ist folgendes denkbar. Da
mg > 0 bewegen sich Neutrinos mit v < ¢. Damit gibt es eine Lorentz-Transformation mit der
der Impuls in die andere Richtung zeigt. Die Helizitat dndert sich und ist keine gute Quan-
tenzahl mehr wie es im vorigen Kapitel erlautert wurde. Durch Lorentz-Transformation wird
fiir mp > 0 also aus einem Neutrino mit H = —1 ein Neutrino mit H = +1. Die Frage bzgl.
Dirac-Teilchen oder Majorana-Teilchen lautet nun, ob dieses durch Lorentz-Transformation ge-
wonnene vy mit 7 tibereinstimmt oder nicht. Falls sie tibereinstimmen, also v = 7, so handelt
es sich um Majorana-Teilchen. Falls sie nicht iibereinstimmen, also v # 7, so handelt es sich um
Dirac-Teilchen. Damit wird auch deutlich, dass die Frage nach Dirac- oder Majoranacharakter
von Neutrinos fiir mg = 0 nicht zu beantworten ist, da sich Neutrinos dann mit Lichtgeschwin-
digkeit bewegen und dann die Lorentz-Transformation nicht existiert. Weiterhin hindert die
Linkshandigkeit der Schwachen Wechselwirkung daran eine Aussagen iiber Dirac-Charakter
oder Majorana-Charakter zu treffen. [Schm97], [Gro89]

Gleichung (67) legt nahe, dass Majorana-Felder Eigenzustédnde zur Teilchen-Antiteilchen-

Konjugation sind. Majorana-Felder kénnen in folgender Weise realisiert werden: [Schm97]

~ ]_ A A . .
M = — (4 + ncd€) mit ne = Ace®™, Ao = £1 (68)
V2
Diese Definition erfiillt die Majorana-Eigenschaft aus (67), denn mit (64) folgt:
”n ]. ~ _ 9 A o A
(wM)C — 7(wc 4 )\Ce 21¢w) — )‘Ce 2Z¢wM (69)

V2

P
Durch Phasentransformation ¢) “— 1) erreicht man, dass der Eigenwert reell wird, denn:
1

ﬂ(w + Acy) =M (70)

2 M _—i Lo~ 2C i
oM = pMe ¢:ﬁ(we ?+ AcCe?) =

Und damit gilt:

1

(M) = = (¢ + Ac)) = AcpM (71)

Sl

2
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Es ist also moglich sich durch Phasentransformation fiir Majoranafelder sich auf den Fall von
Eigenwerten mit Ao = =£1 zuriickzuziehen. Es sei weiterhin bemerkt, dass an ¢ keine Anforde-
rungen gestellt wurde. ¢ kann also eine Wellenfunktion sein fiir die die Dirac-Eigenschaft aus
(67) gilt. Aus Dirac-Feldern kénnen also Majorana-Felder aufgebaut werden.
Weiterhin ist es zweckmafig die Paritdtstransformation P zu betrachten. Die Paritét fiithrt eine
Spiegelung der Raumkoordinaten durch. Anwenden der Paritiat dndert die Helizitdt eines Teil-
chens, da es sich bei der Helizitat um ein Pseudoskalar handelt. Die Paritét ist folgendermaflen
definiert: [Wac05]

O(E,t) B Apy (=7, 1), mit AL =1 (72)

Wendet man die Paritat auf auf ein linkshandiges Neutrinofeld an, so ergibt sich ein rechtshén-
diges Neutrinofeld. Unter Paritétstransformation sind Neutrinos also nicht invariant, da in der
Natur keine rechtshandigen Neutrinos beobachtet werden.

Durch die Ladungskonjugation C werden linkshdndige Neutrinos in linkshéndige Antineu-
trinos tiberfiihrt. Diese treten in der Natur aber nicht auf. Wendet man auf linkshéndige Neu-
trinos die Paritat P an, so erhalt man rechtshéndige Neutrinos. Diese treten auch nicht auf. Es
herrscht also weder C- noch P-Invarianz in der schwachen Wechselwirkung. Es stellt sich daher
die Frage, ob Neutrinos einer CP-Symmetrie unterliegen oder nicht, denn durch Anwenden von
CP gelangt man wie es scheint von linkshéndigen Neutrinos zu rechtshandigen Antineutrinos.
C’P-Verletzung kann jedoch vorliegen, unabhédngig davon, ob Neutrinos Dirac- oder Majorana-
Teilchen sind. Diese Thematik wird im Kapitel zu Neutrinooszillationen nédher behandelt.

Der Unterschied zwischen Ladungskonjugation und Teilchen-Antiteilchen-Konjugation soll noch
einmal ndher beleuchtet werden. Die Teilchen-Antiteilchen-Konjugation und die Ladungskon-
jugation sind eng miteinander verwandt. Wendet man beide Operationen auf massive Fermion-
Wellenfunktionen an, die wie gezeigt keine feste Héndigkeit besitzen so wirken die beiden Opera-
tionen gleich. Beim Anwenden auf die hdandigen Projektionen ergibt sich jedoch ein Unterschied
zwischen Ladungskonjugation und der Teilchen-Antiteilchen-Konjugation. Die Ladungskonju-
gation dndert die Handigkeit nicht, wiahrend die Teilchen-Antiteilchen-Konjugation das tut.
Die Aussage, dass Ladungskonjugation und Teilchen-Antiteilchen-Konjugation fiir massive Fer-
mionen zusammenfallen ist unabhéngig vom Majorana- oder Dirac-Charakter der Fermionen
wahr. Ladungskonjugation dndert ein Majorana-Fermion nicht, da es keine Ladungen besitzt.

Per Definition éndert die Teilchen-Antiteilchen-Konjugation keine physikalischen Eigenschaften
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von Majorana-Teilchen. Fiir Dirac-Teilchen ist der Sachverhalt folgendermaBen: [AkhO0]

C: v=vr+vr— (W) + Wr)° =@ )r+ W)L

) ) ) (73)
C: v=vr+vp—P=9+9r= W)L+ @)r

Fiir massive Fermionen sind Teilchen-Antiteilchen-Konjugation und Ladungskonjugation équi-
valent. Bei der Anwendung auf die handigen Projektionen muss jedoch unterschieden werden.
Teilchen-Antiteilchen-Konjugation und die CP-Operation weisen ebenfalls Ahnlichkeiten auf.
Mit beiden Transformationen gelangt man wie es scheint von v;, — 7. Deshalb nennt man den
durch Teilchen-Antiteilchen-Konjugation gewonnenen Zustand 7z auch héufig den CP-Partner
von vr. [Schm97]

Die Unterschiede zwischen Dirac-Teilchen und Majorana-Teilchen werden in folgender Abbil-

dung noch einmal anschaulich gemacht.

Majorana 0 mi
L|-’[_ ’v (\PLIC e[v EE VLWL (VL:'C
Dirac Me mP
bl Sin S wrd S,
Majorana 0 mg

(a) (b) (c)

Abbildung 1: Kopplungsschema fiir Fermionenfelder durch Majorana- und Dirac-Massen. a)
Allgemeines Kopplungsschema fiir links- und rechtshéndige Felder und ihre ladungskonjugier-
ten Felder. b) Kopplungsschema fiir Elektronen. Aufgrund der Ladung kommt nur die Dirac-
Kopplung in Frage. ¢) Kopplungsschema fiir Neutrinos. Nur bei Neutrinos kénnen sowohl Dirac-

als auch Majorana-Kopplung auftreten. (entnommen aus [Gro89))

5 Neutrinomassen

Bisher wurden die Unterschiede zwischen masselosen und massebehafteten Neutrinos betrach-
tet. Nun soll gezeigt werden wie solch ein Massenterm in der Dirac-Gleichung auftreten kann.
Die Frage, ob Neutrinos Majorana-Teilchen oder Dirac-Teilchen sind, ist mit der Frage nach der
Neutrinomasse eng verbunden. Im folgenden wird fiir den Dirac-Fall die Masse mit mp bezeich-

net und fiir den Majorana-Fall entsprechend mit mj;. Die Dirac-Gleichung wie sie hergeleitet



wurde, kann durch die Euler-Lagrange-Gleichung aus folgender Lagrange-Dichte gewonnen wer-

den.
—L=1 (’W@u + mD) v (74)

Fiir die weiteren Betrachtungen ist nur der Massenterm relevant. Fiir ihn gilt: [Schm97]

—Lp =mpy = —mp(YP)(V°¥) (75)

5T _ 75_1 und die Antivertauschungsre-

Hierbei wurde verwendet, dass (7°)? = 1, sowie v
lation {7°,7*} = 0. Es wurde bereits gezeigt, dass der Term %) sich wie ein Lorentzskalar

transformiert. Aus der Forderung der Hermitizitat der Lagrange-Dichte EE) = Lp folgt:
ok (A0 — A0 e L
—Lp =mp'y ) =mpy'y Y = mpyy = mpihp = —Lp (76)

Die Dirac-Masse mp ist also reell. Die Projektionsoperatoren Py, und Pr koénnen dazu verwen-
det werden, um die Wellenfunktionen in Teile definierter Héndigkeit zu zerlegen. Es gilt fiir

adjungierte Diracspinoren 1:

Urr = Prit = (Prot) " = Pr1y° = 1P g = ¥PL R (77)

Hierbei wurde die Hermitizitét von P, g, sowie die Antikommutatorrelation fiir 7% verwendet.

Damit gilt allgemein fiir zwei Spinoren:

Yo = (U +URr) (0L + or) = YrdRr + VROL (78)

Hierbei wurde (77) verwendet sowie, dass Pp 1,1, rt = 0. Damit vereinfacht sich die Zerlegung

in chirale Komponenten unter Verwendung von (78) zu: [Schm97]

—Lp =mp(Urir+Yrir) (79)

Gleichung (79) verlangt also sowohl rechts- als auch linkshéndige Komponenten fiir Neutri-
nos, wie es auch in Gleichung (57) gezeigt wurde. Im Standardmodell der Teilchenphysik treten
aber nur linkshandige Neutrinos auf. Damit muss der Dirac-Massenterm im Standardmodell ver-
schwinden. Neutrinos sind hier also masselos. Im folgenden wird nach weiteren Moglichkeiten ge-
sucht, um lorentzinvariante Grofien aus der Wellenfunktion ¢/ zu erhalten. Sie konnen womdoglich
einen nichtverschwindenen Massenterm beisteuern. Weitere Lorentzskalare sind die Grofilen

e, Pp¢ und ). Die Lorentzinvarianz folgt genauso wie in (31) dargestellt. Weiterhin gilt

T

(P1p)t = Y, was durch Einsetzen der jeweiligen Definitionen und Ausnutzen von 0" = ~9
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deutlich wird. Dies ermoglicht es einen Majorana-Massenterm in der Lagrange-Dichte anzuset-

zen.
~Las = 4 (ma + i 70) (80)
Dass die Hermitizitat des Ausdrucks gegeben ist, ist durch die Konstruktion klar. Interessant ist
nun der Effekt einer globalen Phasentransformation e!® auf die verschiedenen Lorentzskalare.
Es gilt: [Schm97]
Y — N, P — e TN, P° — e TIWYE, ¢ — 1Y (81)

Damit hat die globale Phasentransformation folgenden Effekt auf die jeweiligen Lorentzskalare.

T = B, T T )
B > e, Gy - gy

Die Gréflen ¢7p und )¢, also auch Lp sind also invariant unter einer globalen Phasentrans-

formation. Wendet man hier nun das Noether-Theorem an, so folgt aus dieser Symmetrie, die

auch fiir die geladenen Leptonen gilt eine Erhaltungsgrofie, ndmlich die Leptonenzahl. Dieser

Fall liegt in Gleichung (75) vor. Im Standardmodell der Teilchenphysik gilt also Leptonzahler-

haltung.

Die Terme v¢ und ¢t sind jedoch nicht invariant unter einer globalen Phasentransfor-
mation, was eine Leptonzahlverletzung in L£j; zur Folge hat. Betrachtet man ¢ nicht mehr
als Wellenfunktion, sondern als Feldoperator, so wird dies auch deutlich. Hierbei gilt, dass 1
ein Teilchen erzeugt, bzw. ein Antiteilchen vernichtet. 1 wirkt umgekehrt. 11)¢ beispielsweise
erzeugt ein Teilchen und vernichtet ein Antiteilchen, was eine Anderung der Leptonzahl um
AL = 2 bedeutet. Falls Neutrinos also massebehaftete Majorana-Teilchen sind [siehe (80)], so
ist damit eine Leptonzahlverletzung um AL = 2 verbunden. Im Rahmen des Standardmodells
muss damit auch ein Majorana-Massenterm verschwinden, da dort Leptonzahlerhaltung gilt.
Umgekehrt gilt die Aussage aber auch. Eine Leptonzahlverletzung um AL = 2 impliziert die
Majorana-Eigenschaft, da dann Teilchen in Anti-Teilchen umgewandelt werden. - Falls dies der
Fall ist, hat es aber keinen Sinn mehr von ,Teilchen* und ,Antiteilchen” zu sprechen, da sich
diese Worte auf die erhaltene Leptonzahl beziehen. ,Teilchen“ und ,Antiteilchen sind dann
nicht unterscheidbar wie es fiir Majorana-Teilchen der Fall ist. Es sei nochmals angemerkt, dass
die Uberlegung, ob Teilchen Majorana- oder Dirac-Teilchen sind nur fiir elektrisch neutrale Teil-
chen sinnvoll ist. Waren geladene Leptonen Majorana-Teilchen, so wéare die Ladungserhaltung
verletzt, da beispielsweise Uberginge der Form e~ — et erlaubt wéren. Ladung kann jedoch

als sehr gut bestétigte Erhaltungsgrofie angenommen werden. [Schm97], [Gro89], [Moh9§|
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Nun wird auch der Majorana-Massenterm in der Lagrange-Dichte (80) in chirale Komponenten
zerlegt. Beispielsweise wird ein linkshéndiges 7 durch ¢ beschrieben. Eine Zerlegung in chirale

Komponenten von (80) sieht also folgendermaflen aus: [Schm97]

— L = Fmp (Vv +0%0r) (83)
—Lf; = 3mp (ViR +drYp)
Da die beiden Summanden jeweils hermitesch Konjugierte zueinander sind, ist die Hermeti-

zitat der Ausdriicke nur fiir reelle my, g gegeben. Nun werden die folgende Wellenfunktionen

betrachtet.
o1 =% + YR, Y2 = Yp+ U] (84)

Hierbei handelt es sich um Majorana-Felder, denn es gilt ¢©f y = ¢1,2, wobei Eigenschaft (66)

benutzt wird. Damit kann (83) unter Verwendung von (78) geschrieben werden als: [Schm97]

~Lyy = ;mLSOUPL —Li; = ;mR@zm (85)

Die Zustande v, g stellen Flavoureigenzustdande dar. ¢1 o hingegen stellen Masseneigenzusténde

dar. Falls Masseneigenzustédnde und Flavoureigenzustiande verschieden sind, so haben Neutri-

nos, die als Flavoureigenzustande definiert sind keine festen Massen. So werden auch Neutrino-
oszillationen der verschiedenen Flavours ermoglicht. Dies wird spater noch beleuchtet.

Der allgemeinste Massenterm fiir freie Neutrinos besteht aus einem Dirac-Anteil (79) und

einem Majorana-Anteil (83). Der Dirac-Majorana-Massenterm lautet:

—2Lpy = mp(Vrr +V5UR) + mprg + mrY§vr + HK. (86)

Hierbei bezeichnet H.K. das hermitesch Konjugierte des ersten Teils. Kompakter kann (86) ge-

schrieben werden, indem man zur Notation tibergeht, die die Massenmatrix beinhaltet: [Schm97]

mr, mp) (V%

2Lpy = (W %) FHK. (87)
< 2 \mp mgr) \¥r
YL
=M ¥e,
Dies impliziert also die Definitionen:
UL (o
Yo=| "] ¥p=| " (88)
L VR
Aquivalent zu (87) ist offensichtlich:
—2LpM =Y MY, +¥YoMY (89)
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Die Massenmatrix M ist symmetrisch und im Falle von CP-Invarianz reell. Um den Argumen-
tationsfluss nicht zu behindern, wird die C’P-Invarianz hier einfach verwendet und spéter an
geeigneter Stelle erlautert. M ist damit diagonalisierbar. Durch Lésen des Charakteristischen

Polynoms erhélt man folgende Eigenwerte fiir M:

_ 2
det(M—m.]l):O;»mm:Wi\/<mL2”m) +md (90)

Die Eigenwerte in (90) kénnen positiv und negativ sein. Dem wir spéter noch Rechnung getra-
gen, da negative Massen physikalisch keinen Sinn ergeben.

Durch die orthogonale Matrix T wird die Massenmatrix M diagonalisiert. Es gilt:

T - my 0 cosfl sind
T°"MT =M = , T'= (91)
0 mo —sinf cos@
Die Spalten von T sind orthonormiert. Damit kann man 7' = (1, t2) mit orthonormalen Spal-

tenvektoren ¢; und t9 schreiben. Aus Gleichung (91) folgt: [Schm97]
MT =TM < M- (tl,tg) = (mltla mgtz) (92)

Hierbei wurde (t1,t2) - diag(mi,ma) = (mit1, mate) verwendet, was sich durch nachrechnen
ergibt. 7 und t2 sind also Eigenvektoren zu M mit Eigenwerten mq und mso. Um nun die
Masseneigenzustande zu berechnen, nutzt man die Orthogonalitidt von T aus, indem man in

(89) schreibt:

VMY =¥, TT  MTTT Y, =¥, T M TTYS (93)
1 1 T $C
YL Yk

Fiir den hermitesch konjugierten Term verhélt es sich analog.

Es gilt also:

V7 T ile Jc Twc &fR
Yop=T"%Y, = | _ , Yr=T"Y3,=1 _ (94)
Var, V3R
Damit gilt fiir die Komponenten von ¥, und ¥ [Schm97]
1/71[,:0050-@/)[,—81110-1/)%, QZTR:COSQ-@/)%—SiDG-@/)R (95)

Por, =siné - Yy, +cosf-Y§, @ER =sinf -Y{ +cosl - Yp
Schreibt man die Matrixbeziehungen aus (92) aus, so ergeben sie fir jeden Eigenwert bzw.
Eigenvektor zwei Gleichungen. Nach Umformungen gelangt man zu: [Schm97]

cos)  mp—my sinf  mp—m

(96)

sinf  mp  cos®  mp
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Um nun # zu bestimmen benotigt man folgendes Additionstheorem des Tangens:

2
tan(20) = 4———
tang — tand
Damit ergibt sich fiir 6: [Schm97]
2mD
tan(20) = ——
an(20) e —— (97)
Setzt man die Ergebnisse aus (94) und (93) in (89) ein so gelangt man zu:
—2Lpy = my (G105 g + 05 gi) + ma(Dar P + D5pidar) (98)

Vergleicht man (98) und (83) so zeigt sich, dass der allgemeine Fall auf den Majorana-Fall
zurlickgefithrt werden kann. Nun ist es naheliegend wie in (84) und (85) aus den chiralen

Komponenten ¥, und ‘T’f_—i wieder Majorana-Felder zu bilden. Man definiert: [Schm97]

o1 =11 + ey

. . (99)
2 = or, + €25p
Dass es sich bei den ¢ um Majorana-Felder handelt, gilt wegen:
or = Ukp +Vir = % = (V) + etnr = ex(ertrr + kL) = expr (100)

€. = £1 ist also der C’P-Eigenwert des Majorana-Neutrinos. Hierbei wird €, jedoch so gewéhlt,
dass egmy, = mj, > 0. m), ist die physikalisch sinnvolle Masse, da negative Massen ohne Bedeu-
tung sind. [Schm97], [AkhO00]

Fasst man alle Definitionen zusammen gelangt man zu dem zu (85) korrespondierenden

Ausdruck:
—2Lpy = m/lﬂapl 4 mé@gpg (101)

Nun ist es zweckméfig Extremfélle zu betrachten:

0 mp) Die Matrix M wird bei einem Winkel von § = 45° von T

mp 0
diagonalisiert. Nach Einsetzen aller bisherigen Rechnungen gelangt man zu Eigenwerten mq 2 =

Zunéchst sei M =

Fmp und €12 = F1. Es ergeben sich die beiden Majoranazusténde: [Schm97]

1 c _c :i _c
@1—ﬁ(¢L—¢R Vi +YR) ﬂw ¥°) 102

1 1
P2 = ﬁ(¢L+¢%+¢f+¢R) = ﬁ(¢+¢0)

Man erhalt hierbei also zwei entartete Majorana-Neutrinos gleicher Masse, entgegengesetzen
CP-Eigenwerten und einen maximalen Mischungswinkel. Interessanterweise lasst sich hieraus

ein Dirac-Feld konstruieren:

Tler+en) = (108)
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Hierauf wird im Kapitel zum Neutrinolosen Doppel-Beta-Zerfall noch einmal eingegangen.

Der Massenterm der Lagrangedichte lautet damit wie man durch einsetzen nachrechnet:

—2Lpy = mp(Pre1 + Pag2) = mp (Y + YY°) = 2mpip = —2Lp (104)

Dies ist wie zu erwarten war der reine Dirac-Fall wie in (75).
Falls die Massen mpr und my, nicht vollig verschwinden sondern lediglich gilt: mp > mp, mg
so ist 0 ~ 45°. Die beiden Majoranazustande o1 2 sind dann fast entartet. Fiir die Eigenwerte

M. In diesem Fall spricht man von

bzw. physikalischen Massen gilt dann m’172 ~mp =t
einem Pseudo-Dirac-Neutrino. [Schm97], [AkhOO]
Diese beiden Falle sind wichtig im Hinblick auf den Neutrinolosen Doppel-Beta-Zerfall, der
spater noch bearbeitet. Auf diese Falle wird spéater noch einmal eingegangen.

Weiterer Spezialfall ist mp = 0. M ist dann bereits diagonal, sodass 8 = 0. Als Massen ergeben
sich m/1,2 = my, g sowie €12 = 1. Damit ergeben sich zwei Majoranafelder mit ¢; = ¥, + 9,
sowie 9 =Yg + ¢§. Es liegt hierbei der reine Majorana-Fall vor.

Bisher konnte erklart werden wie Neutrinos anhand von lorentzinvarianten Termen in der
Lagrange-Dichte der Dirac-Gleichung eine Masse erhalten. Hierbei bleibt aber unklar, warum
die Massen der Neutrinos so viel kleiner sind als die Massen der geladenen Leptonen der gleichen
Familie. Eine mogliche Erklarung dafiir liefert das Seesaw-Modell. Hierfiir wird neben dem
bekannten leichten linkshandigen Neutrino vz, (my, ~ 0) ein schweres rechtshandiges Majorana-

Neutrino Ng (mpg > mp) eingefiihrt. In der Notation von oben gilt: 15, — v sowie ¥ — Np.

Die Lagrange-Dichte lautet damit: [Schm97]

1 I 0 mp Vs
~Low = (VL NE) Bl ink (105)
mp mgr) \Nr

Bestimmt man von (105) die Eigenwerte wie sie in (90) gegeben sind, so ergibt sich:

B mR:I:,/m%%-I-élm% (106)

my N = 9

Damit folgt fiir die Eigenwerte nach Taylorentwicklung der Wurzel:

m2

my| ~ —L, my ~ mpg (107)
mp

Identifiziert man mp mit der Masse der geladenen Fermionen my, die Dirac-Teilchen sind so
ergibt sich der bekannte Zusammenhang, dass m, << my. Der Seesaw-Mechanismus bietet also

eine Erkldrung fiir die Tatsache, dass die Neutrinomasse so viel kleiner ist als die Masse der
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zugehorigen geladenen Leptonen.
Im bisherigen Verlauf wurde nur eine Neutrinoart behandelt. Dieser Fall lasst sich jedoch leicht
auf n Neutrinoarten erweitern. Die bisher aufgetretenen Spinoren vy, ¥%, ¥g, 9§ werden

dann durch Vektoren mit n Komponenten ersetzt. Sie lauten dann: [Schm97]

(05 V1R
vp=| i |, ¢r=| : (108)

Hierbei stellt jede Komponente der beiden Vektoren einen Weyl-Spinor dar wie er vorher auch
verwendet wurde. Die Massen mp, my, und mpg sind nun keine Skalare mehr, sondern bilden
komplexe n x n-Matrizen Mp, My und Mp. Die Matrizen My, und Mg sind dabei symmetrisch,

sodass insgesamt die 2n x 2n-Massenmatrix symmetrisch ist: [Schm97]

M; M
M=t 7P (109)
ME Mg
Die Vektoren Y r werden wegen (108) zu 2n-komponentigen Vektoren. Man erhélt also im

Falle von n Generationen 2n massive Majoranafelder. Der Dirac-Majorana-Massenterm lésst

sich schreiben schreiben als: [Schm97]
—2Lpy = Y MYG + oMY, (110)

Diese Matrix miisste analog zu vorher wieder diagonalisiert werden.

6 Neutrinooszillationen

Im folgenden soll das Phénomen der Neutrinooszillationen untersucht werden. Diese kénnen
auftreten, wenn die Flavoureigenbasis und die Masseneigenbasis verschieden sind.

Zunéchst seien n orthonormierte Flavoureigenzustande |v,) gegeben. Die Masseneigenzusténde
|v;) missen durch unitére Transformation U aus den |v,) hervorgehen, da sonst Wahrschein-
lichkeiten nicht erhalten waren, was physikalisch nicht sinnvoll ist. Die Matrix U wird auch

Pontecorvo-Maki-Nakagawa-Sakata Matrix (PMNS Matrix) genannt. Es gilt also: [Schm97]

n

Vo) = ZUai|Vi>> i) = Z wz|Voz> = Z UgilVa) (111)
=1 a=1 a=1

Die Unitaritat von U bedeutet:

n
UTU =1, also: Y Uil = ap, ZU Uy =6 (112)
1
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Fiir Antineutrinos gilt die Relation mit der komplexkonjugierten Matrix U};.
n
7a) = > Usili) (113)
1
Da die |v;) Masseneigenzustande sind, entwickeln sie sich zeitlich nur mit einem Phasenfaktor.
vi(&, 1)) = e F=PiT)| ) (114)

Der Faktor e?i¥ begriindet sich mit der Uberlagerung ebener Wellen der verschiedenen Mas-
senkomponenten. Mit |p;| > m;, sowie E & |p;| als mittlere Neutrinoenergie folgt durch Tay-
lorentwicklung: [Schm97], [Gro89]

2

— m’
|p¢|=\/Ei2—m%%E—ﬁ (115)

Fiir die Entwicklung eines Flavoureigenzustands gilt damit:

. n R . n ) im n im?2
(L)) = e N Upilv)eP® = e LS Upilvi)e B2 F = ZUaiUg‘}e_Tz%Wg) (116)
i=1 =1 1,0

N

Es wurde hier L = |Z| ~ t verwendet, da sich Neutrinos mit nahezu Lichtgeschwindigkeit
bewegen. Es werden nur Orte # entlang der Impulsrichtung betrachtet sodass man p; - & = |p;||Z]

gilt. Die Ubergangsamplitude fiir v, — v ist die Projektion (vg|v(L)) und lautet damit unter

Verwendung, dass die Flavoureigenzustande orthonormiert sind ((vx|vy) = dxn): [Schm97],
[Gro&9]
n zm? L n 1177,22 L
Ala — B, L) = (vg|lv(L)) = (v ZUaiUg‘ie_TF\V(;) = ZUngie_TF (117)
00 i

Fiir Antineutrinos erhélt man analog:
A@—> B L) =S UlUge 2 F (118)

Der Vergleich der Ubergangsamplituden fiir Ubergénge zwischen Neutrinos und Antineutrinos
ergibt: [Schm97]

Aa—B) = A — a) # Ala — B) (119)
Diese Beziehung steht in Einklang mit dem CP7T-Theorem, das besagt, dass die physikalischen
Gesetze CPT-invariant sind. Die Ladungskonjugation C vermittelt dabei zwischen Teilchen

und Antiteilchen. Die Paritat P sorgt fiir den Helizitétsflip, sodass Antineutrinos rechtshéndig
sind, die Zeitumkehr 7 ldsst den Ubergang in die zeitlich andere Richtung verlaufen. Falls U
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keine C'P-verletzende Phase aufweist, also CP-Invarianz vorliegt, so ist U reell. Damit sind die

Ubergangsamplituden dann gleich fiir Neutrinos und Antineutrinos:
Al@— B) =A(a— B) = A(B —a) = A — «) (120)

Der Vergleich der Neutrinooszillationen A(a — ) und A(3 — «) bietet also eine Moglichkeit
nach CP-Verletzung zu suchen.

Um nun die Ubergangswahrscheinlichkeiten zu bestimmen, mussen die |A(a — 3, t) |2 bestimmt

werden. [Schm97]

Pla— B,L) = [Aa = 8, L) = 32 UaiU5Us;Usge "5 (121)
n ZJ?’L
= |UaiUi> + 2Re Y UaiUyiUsUgje™ M0 (122)
Z (%
i —?

Mit Aj; = % Vom Ubergang von (121) zu (122) wurde die Summe zunéchst in die
Summen tber ¢ = j und i # j aufgeteilt. Fir die zweite Summe treten immer Terme der
Form U,;U giU;jUgje_iAij + UqiU EjU;iUgie+iAij auf, die zueinander komplex konjugiert sind
und somit der doppelte Realteil {ibrig bleibt unter der Einschrénkung, dass ein Index grofer

als der andere ist. [Schm97]

Gleichung (122) beschreibt hierbei die Wahrscheinlichkeit ein Neutrino, das bei der Quelle im
reinen Flavourzustand |v,) emittiert wurde im Abstand L im Flavourzustand |vg) anzutreffen.
Der erste Term stellt dabei eine mittlere Ubergangswahrscheinlichkeit dar. Der zweite Term
beschreibt die Neutrino-Oszillationen. Verwendet man in (121) die Unitaritatsbedingung fir U
aus (112), so ergibt sich: [Schm97]

n
P(a— B,L) = 03 —2Re > UaiUs;UkUgi[1 — e "] (123)
(J'Z’>Ji)

Hierbei wurde 0,5 = | 27 UaiUEi|2 =37 |Uaz‘UEi|2 + 2Re Z?m‘ UaiU;jUEiUﬁj verwendet.
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(123) lasst sich weiter umformen zu:

n
P(O‘ — B, L) = 5&6 —2Re Z UaiUéjUEiUﬁj [COS2 A + sin? Aij — (6_ 2 )2]
i,j
(7>1)
= bap — 2Re Y UaiUps;UjUs;(2 sin? 7] — isin Ayj]
i,j

(5>1) (124)

n
Aij
= 0o = 4Re 3 UailUgUsUs; sin® —*
0,j
(7>1)
n
+2Im Z UaiUZjUEiUﬁj SiIlAij
0,
(7>1)
Die Gleichungen (123) und (124) zeigen, dass man einen Neutrinozustand |vg) im Abstand L,

welcher bei der Quelle als reiner Zutand |v,) emittiert wurde nur finden kann, wenn A;; # 0
2

ist. Neutrinooszillationen kénnen also nur auftreten, wenn m; — m? # 0. Damit kénnen nicht
alle Neutrinos masselos sein, falls Oszillationen stattfinden.
Wenn CP-Invarianz angenommen wird, also keine C’P-verletzenden Phasen in U auftreten, sind
alle Uy; reell und man kann in (124) ablesen: [Schm97]
n A
P(ar— B, L) = das =4 3~ UnillajUpiUg; sin® —* (125)
(i%)

Hier zeigt sich erneut, dass Oszillationen nur mit nichtverschwindenden Differenzen von Mas-
senquadraten moglich sind.

Zu Beginn dieses Kapitels wurde bereits erwdahnt, dass im Falle von Neutrinooszillationen
Flavoureigenbasis und Masseneigenbasis verschieden sind. Dies hat zur Folge, dass die Neutri-
nos, die als Flavoureigenzustinde definiert sind keine festen Massen besitzen. Der Massenope-

rator M ist in der Basis der Flavoureigenzustande nicht diagonal. Fiir die Matrixelemente des

Massenoperators gilt: [Schm97]

n

Mg = (sl Mlva) = S (alon) (4] M) (5lva) = S milUp; (126)
%,] 7

Hier wurde verwendet, dass 1 = Y7 |14) (4], sowie (vi|va) = Uqi, was aus (111) folgt, sowie
(vilM|v;) = mydj, da die |v;) orthonormale Eigenzustédnde zu M sind. In Gleichung (126)
zeigt sich, dass falls alle m; gleich sind, also m; = m, man m aus der Summe ziehen kann und
unter Verwendung von (112) dann erhalt, dass (v3|M|va) = mdsps. Neutrinooszillationen sind

in diesem Fall nicht méglich wie man an (123) wieder erkennen kann. Fir die Erwartungswerte
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der Massen der Flavoureigenzustande folgt aus (126): [Schm97]
Mma = (Vo|M|vy) = Z |Um| m; (127)

Die |Uq;|? sind dabei die Entwicklungskoeffizienten fiir den Basiswechsel von der Flavoureigen-
basis in die Masseneigenbasis.

Nun wird der Fall n = 2 betrachtet. U hat dann als unitdare 2 x 2-Matrix 2 reelle Parameter.
Davon ist ein Parameter ein Mischungswinkel # und ein Parameter eine Phase, die allerdings
durch Phasentransformation entfernt werden kann. Fiir n = 2 tritt also keine CP-verletzende
Phase auf. Somit ist CP erhalten. Bei zwei Massen gibt es nur eine Massendifferenz. Damit
wird aus A;; = A = M% Die Transformation von Masseneigenbasis in Flavoureigenbasis

lautet dann. [Schm97]

Ve cosf) siné 1
= . (128)
vg —sinf cos® )

Da U fiir n = 2 keine CP-verletzenden Phasen aufweist gilt (120) und es gilt fir alle Uber-

gangswahrscheinlichkeiten gilt:

Pla— a,L) =1-4cos?0sin?fsin® §
= 1 — sin? 26 sin? % (129)

P(a — B,L) = sin®20sin? %
Hierbei wurden trigonometrische Additionstheoreme verwendet. Neutrinooszillaationen kénnen
nur dann auftreten, wenn 6 # 0 und A # 0 gilt, also m? —m3 # 0. Die Massen sind also nicht
gleich und koénnen damit nicht beide verschwinden. Der Nachweis von Neutrinooszillationen

belegt also, dass die Neutrinomasse von 0 verschieden ist. [Schm97]

Im folgenden wird der Fall n = 3 betrachtet. Es wird hierbei auch auf den Unterschied
zwischen Dirac- und Majorana-Neutrinos eingegangen. Die Matrix U ist nun eine unitare 3 x 3-
Matrix. Allgemein hat eine 3 x 3-Matrix 18 freie, reelle Parameter. Die Unitaritit verringert
die freien Parameter um 32 = 9 Parameter auf 9 freie Parameter. Wire die Matrix U reell,
so ware eine Parametriesierung durch die 3 Eulerwinkel gegeben. Im komplexen Fall kommen
dazu also noch weitere 6 Phasen. U kann als unitire 3 x 3-Matrix also durch 3 Winkel und 6
Phasen parametrisiert werden. [Moh98]

Die geladenen Strome der schwachen Wechselwirkung lassen sich schreiben als:

\/—ZUlalL’Y I/aLW + H.K. (130)
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Die Frage ist nun, ob man durch Eichtransformationen an den Leptonen die Zahl der auftre-
tenden Phasen in U reduzieren kann. [ bezeichnet in (130) die geladenen Leptonen.

Falls Neutrinos Dirac-Teilchen sind, so sind globale Phasen nicht festzustellen und es kann
durch Umeichen erreicht werden, dass 3 Phasen in U wegfallen. Das gleiche Argument scheint
auch fir die geladenen Leptonen, die ebenfalls Dirac-Teilchen sind, zu gelten. Eicht man aber
alle Neutrinos und alle geladenen Leptonen mit der gleichen Phase um, so bleibt U in (130)
davon unberiihrt. Es ergibt sich also eine Bedingung an die Phasen des Eichens. Es diirfen
nicht alle Phasen gleich sein. Damit lasst sich der allgemeine Fall einer unitaren 3 x 3-Matrix
mit 3 Winkeln und 6 Phasen im Falle von Dirac-Neutrinos auf 3 Winkel und 6 —5 = 1 Phase
(CP-Verletzung) reduzieren. [Moh98]

Fir Majorana-Neutrinos ist diese Argumentation so aber nicht durchzufiihren. Durch Eich-
transformation an den geladenen Leptonen kénnen 3 Phasen in U eleminiert werden (Dirac-
Teilchen). Doch die Majorana-Neutrinos kénnen keine Phasen absorbieren. Damit verringert
sich die Zahl der Phasen in U auf lediglich auf 3.

Fiir Majorana-Neutrinos wird die Mischungsmatrix U durch 3 Winkel und 3 Phasen beschrie-
ben.

Im folgenden wird der Fall von Majorana-Neutrinos angenommen und spéter die ensprechen-
den fiir den Dirac-Fall tiberfliissigen Phasen entfernt. Fiir U kann folgende Parametrisierung

gewahlt werden: [Schm97], [PDG10]

i

1 0 0 C13 0 size” ci12 S12 0 1 0 0

Q9]
U =10 C23 593 0 1 0 —S12 C12 0 0 e 0
0 —s93 co3 —8136“5 0 C13 0 0 1 0 0 el 2

C12€13 S12€13€" 2 S13€ 2

= is 06,131 &

— | —S12€23 — C12523513¢€ (023012 — 512523513¢€ )6 2 S23C13€ 2

i6 06 i 3L it

512523 — €12€23513€ (—012823 — 512€23513€ )6 4 C23C13€ 2

Hierbei bezeichnet ¢;; = cos0;; und s;; = sin0;;.
Die Phase e ist die Phase, die fir U immer auftritt, egal ob man Dirac- oder Majorana-

Neutrinos betrachtet. Die Phasen e'2" und e 2" sind Phasen, die wegen der angenommenen
Majorana-Eigenschaft von Neutrinos hier hinzukommen.

Betrachtet man nun (124) so zeigt, sich dass fiir die CP-Verletzung nur der Imaginérteil in der
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Summe entscheidend ist. Es muss also folgender Term betrachtet werden:

Im z”: UaiU;jUEz‘Uﬁj sin A (132)
(J'Z7>ji)

a bzw. [ gibt dabei jeweils die Zeile von U an und ist fiir jede betrachtete Oszillation fest.
In den letzten beiden Spalten von (131) steht die Phase "8 bzw. "3 Diese Phasen fal-
len in (132) weg, da bei Termen wie Uq;Uj; die Phase verschwindet. Die beiden Phasen, die
in U auftauchen, weil man Neutrinos als Majoranateilchen betrachtet hat, haben also keinen
Einfluss auf die CP-Verletzung bei den Neutrinooszillationen. Die beiden zusétzlichen Phasen,
die durch die Betrachtung von Majorana-Neutrinos zunachst entstehen, konnen also fiir den
Sachverhalt der Neutrinooszillationen vernachlassigt werden. Die Beschreibung von U mit nur
einer CP-verletzenden Phase ist also ausreichend.
Experimente, die Neutrinooszillationen nachweisen kénnen daher keine Antwort auf die Fra-
ge geben, ob Neutrinos Dirac- oder Majorana-Teilchen sind. Allerdings weisen sie nach, dass
nicht alle Neutrinomassen gleich sein konnen und somit auch nicht alle verschwinden kénnen,

da dann Neutrinooszillationen nach (123) nicht moglich wéren. Ebenfalls kénnen dadurch die

Mischungswinkel bestimmt werden.

7 Neutrinoloser Doppel-Beta-Zerfall

Unter dem Doppel-Beta-Zerfall versteht man einen Prozess bei dem zwei Neutronen in einem
instabilen Kern (A, Z) (A Zahl der Nukleonen, Z Zahl der Protonen) durch -Zerfall zerfallen.
Es wird dabei zwischen dem Normalen Doppel-Beta-Zerfall (2v33-Zerfall) und dem Neutrino-
losen Doppel-Beta-Zerfall (0v35-Zerfall) unterschieden. Der Normale Doppel-Beta-Zerfall lauft
folgendermafen ab: [Schm97]

AZ) = (A Z+2)+2e +27
(4.2) > (AZ+2) : )
2n — 2p+2e 420,

Als Feynman-Diagramm verlduft der Normale Doppel-Beta-Zerfall wie in Abbildung 2 darge-
stellt.

Der Normale Doppel-Beta-Zerfall erhélt also die Leptonzahl AL = 0. Dieser Prozess ist in
Einklang mit dem Standardmodell. Neutrinos sind Dirac-Teilchen mit v # 7.

Interessanter ist die Moglichkeit eines Neutrinolosen Doppel-Beta-Zerfalls. Dieser Prozess lauft
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Abbildung 2: Feynman-Diagramm des Normalen Doppel-Beta-Zerfalls [Schm97]

in folgender Weise ab: [Schm97]

(A, Z) — (A, Z+2)+2e

(134)
2n — 2p+2e”

Dieser Zerfall verletzt die Leptonzahlerhaltung des Standardmodells um AL = 2. Dieser Prozess
ist also im Standardmodell verboten. Eine mogliche schematische Erklarung hierfir ist im

Feynman-Graphen in Abbildung 3 dargestellt. Am Vertex I wird ein 7x emittiert, was am

Abbildung 3: Feynman-Diagramm des Neutrinolosen Doppel-Beta-Zerfalls [Schm97]

Vertex II als vy, absorbiert wird. Dieser Prozess ist nur moglich, wenn zwei Bedingungen erfiillt

sind: [Schm97], [Gro89]
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1. Neutrinos sind Majorana-Teilchen, also v = 7.

2. (a) Die Helizitat des Neutrinos bei Emission in Vertex I und Absorption in Vertex II
wird umgekehrt. Dies ist nur moglich, wenn das Neutrino eine nichtverschwindende

Majorana-Masse besitzt.

(b) Eine weitere Moglichkeit ist eien rechtshandige Komponente des schwachen leptoni-

schen Stroms. - Diese Moglichkeit wird im folgenden nicht weiter verfolgt.

Neutrinos haben nach 1. zwei Chiralitdtszustdnde mit v = vy, und 7 = Tg. Damit ist nach
(80) bzw. (82) eine Leptonzahlverletzung um AL = 2 verbunden. Das im Vertex I emitierte
Antineutrino wird im Vertex II als Neutrino absorbiert.

Fir 2. (a) wurde in Gleichung (57) wurde bereits gezeigt, dass massebehaftete Majorana-
Neutrinos neben der linkshandigen Komponente auch eine rechtshéindige Komponente aufwei-
sen. Mit der Wahrscheinlichkeit (5:3)? hat das Neutrino eine rechtshéindige Komponente. Dies
erklirt auch, dass die Ubergangsamplitude in Abbildung 4 proportional zu m,, ist. Durch Be-
stimmen der Ubergangsrate erhalt man Informationen iiber die Neutrinomasse. Abbildung 4
zeigt den Ov 3 3-Zerfall auf Quarkniveau. Es wir nur der sogenannte m,-Mechanismus betrachtet.
Weiterer Mechanismus ist der RHC-Mechanismus (right-handed current), also der Fall, der in 2.
(b) angesprochen wird. Der Ov3-Zerfall stellt also eine Moglichkeit da, sowohl die Majorana-
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Abbildung 4: Ov53-Zerfall auf Quarkebene fir den m,,-Mechanismus [Schm97]

Eigenschaft des Neutrinos als auch die Neutrinomasse anhand der Ubergangsrate zu bestimmen.
Der Neutrinolose Doppel-Beta-Zerfall ist nur fiir massebehaftete Majorana-Neutrinos moglich.
[Schm97], [Gro89]

Es wurden bereits weitere Mechanismen des Ov((-Zerfalls angesprochen. Um zu zeigen, dass je-

der Mechanismus die Majorana-FEigenschaft von Neutrinos erfordert, ist das Black-Box-Theorem
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Abbildung 5: Diagramm des Black-Box-Theorems

ein wichtiger Bestandteil. Abbildung 5 zeigt das entsprechende Diagramm. Der Ovf3[-Zerfall
wird dabei als Prozess 2n — 2p + 2e~ betrachtet. Der genaue Mechanismus im Inneren des
schwarzen Punkts ist dabei unbekannt (Black Box). Schlieft man mit Hilfe von W-Bosonen
die Vertizes zwischen p und e~ so verlangt das Standardmodell, dass v entstehen und die Lep-
tonenzahl wiederum um AL = 2 verletzt ist. Dass eine Leptonzahlverletzung um AL = 2 die
Majorana-Eigenschaft erfordert wurde bereits gezeigt. Dies ist die Rechtfertigung dafiir, dass
im bisherigen Verlauf nur der m,-Mechanismus betrachtet wurde. [Moh9§|

Betrachtet man Abbildung 4 so ist zu beachten, dass nur Flavoureigenzustinde an das W-
Boson koppeln, eine physikalische Masse aber nur den Masseneigenzustianden zuzuschreiben
ist. Den Ubergang von Flavoureigenbasis zu Masseneigenbasis vermittelt die PMNS-Matrix,
die zu Beginn von Kapitel 6 eingefiihrt wurde. Bei jedem der beiden Vertices aus Abbildung
4 bei dem das Neutrino beteiligt ist, geht diese Matrix ein. Da nicht klar ist welcher Zustand
ausgetauscht wird, wird iiber die 3 Moglichkeiten gemittelt und man gelangt zu Definition der

effektiven Neutrinomasse: [Gro89], [Moh98], [Kla95]

3
(fm)| =13 Uzamal (135)

a=1
Hierbei sei beachtet, dass die Quadrate der Mischungsmatrix eingehen und nicht wie zuvor bei
den Neutrinooszillationen deren Betragsquadrate. Es ist also moglich, dass destruktive Interfe-
renzen eintreten, also |m;| > [(m)|. Dass dies bei CP-Verletzung moglich ist, ist offensichtlich,
da dann die Elemente der Mischungsmatrix komplex sein kénnen. Aber auch im Falle von CP-
Invarianz sind destruktive Interferenzen moglich. Es sei bemerkt, dass hierbei die in der PMNS

Matrix auftretenden Majorana-Phasen hier nun von Bedeutung sind. Gleichung (135) lasst sich
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umschreiben als: [Moh98]

3
|<m>| = | Z |Uea|2€ama| (136)

a=1

Dies lésst sich verstehen, wenn man den geladenen schwachen Strom betrachtet: [Moh98]
_ 9 = + .7 -
Loc = /2 zl:(l/w“PLqu + Iy PLuW,,)

— I S UL P PUW, + Ul PrvaW,,)
\/5 l,a

Wobei hier die Mischungsmatrix U auftaucht, da von Flavoureigenbasis zu Masseneigenbasis

(137)

iibergegangen wird. [ bezeichnet die geladenen Leptonen. Betrachtet man den ersten Term aus

(137) und wendet die Operation CP darauf an, so ergibt sich: [Moh98]

Ui Zar" PLIW, 5 Ul ety PLoa W, (138)

CP-Invarianz in (137) kann also erreicht werden, der erste Term CP-konjugiert zum zweiten
ist. Damit folgt: [Moh98]
Uta = Ujata (139)

Mit (139) wird der Zusammenhang zwischen (135) und (136) deutlich und es ist einzusehen,
dass auch im Falle von CP-Invarianz, also reeller Mischungsmatrix destruktive Interferenzen in
der effektiven Masse auftreten kénnen. [Moh98]
In Kapitel 4 als Beispiele fiir Majorana- und Dirac-Charakter besprochen wurden, wurde
zundchst in der Massenmatrix mj = mpr = 0 gesetzt [siche (102) f.]. Es ergaben sich zwei
Majorana-Zustinde mit engegengesetzen CP-Eigenwerten aber gleicher physikalischer Masse.
Daraus lies sich ein Dirac-Neutrino aufbauen fiir das der Ov 3 5-Zerfall nicht moglich ist. Mit der
Definition in (136) l4sst sich dies nun auch verstehen. Fiir die effektive Masse gilt dann |[(m)| = 0
und die Ubergangsamplitude verschwindet. Der Ov35-Zerfall kommt fiir Dirac-Teilchen nicht
vor. Ist jedoch mp > mp, mpg, so ist der Zerfall moglich, jedoch sehr stark unterdriickt, da die
effektive Masse sehr klein ist. [AkhOO]
Mit Daten aus der Particle Data Group soll im Folgenden ein Plot fiir die effektive Masse
angefertigt werden. Als Werte fiir die benotigten GroBlen wird folgendes verwendet: [Schw10]
sin? 012 = 0,31870 014
Am3; = (7,597078) - 105eV?
sin2fy3 = 0,507000 (140)
A% = (2,407017) - 10%eV
sin 013 = 0,01370 000
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Da das Vorzeichen von Am3; nicht bekannt ist, ergeben sich zwei Moglichkeiten der Ordnung

der Massen.

Normale Hierachie: m; < mo < mg (141)
Invertierte Hierachie: msg < mq < ms

Die verschiedenen Massenhierachien kénnen wie folgt veranschaulicht werden: Wenn zwei Diffe-

B e— (msjz [u::zjil
‘ (Am?),
{m,)"

\":
(ﬂmijalm
"“ (amd),,
.VI
I - (mzjz
(ﬂmL];nf_ 3 "
(m,)’ (m1,)” e——
; 2%
Myioptesr = -
m2=0

Abbildung 6: links: Normale Massenhierachie, rechts: Invertierte Massenhierachie. [Baul0] Hier-

bei gilt (Am?)aim = Am3y und (Am?) s, = Amay

renzen von Massenquadraten bekannt sind, sowie die Mischungswinkel, kann man fiir verschie-
dene Phasen abhéngig von der Masse des leichtesten Neutrinos den Graphen der effektiven
Masse |(m)| plotten. Die Funktion, die zur Bestimmung der effektiven Masse |(m)| geplottet

werden muss, lautet mit (131):

[(m)| = (m1(c12)? + ma(s12)?) (c13)?€ @ + mg(s13) el 20

Normale Hierachie: mgo = \/Am3, +m2, mg = \/|Am3,| + m? (142)
Inverse Hierachie: my = \/|Am3;| +m3, me = \/Am%1 + |Am3, | + m3

Die Abbildungen 7, 8 und 9 zeigen die Werte der effektiven Massen abhéngig von der Masse

des leichtesten Neutrinos der jeweiligen Hierachie. Es zeigt sich, dass die verschiedenen Phasen
wie zu erwarten war zum Teil groflen Einflufl auf den Wert der effektiven Masse haben, da
so destruktive Interferenzen moglich sind. Dies zeigt sich besonders in Abbildung 7, die die

effektive Masse bei Normaler Massenhierachie zeigt. Durch entsprechende Phasen kommt es zu
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destruktiver Interferenz und vollstandiger Ausloschung von |(m)|. Ebenfalls auffillig ist, dass
die Werte fiir die effektive Masse fiir die Inverse Hierachie generell iiber den Werten fiir die
Normale Hierachie liegen.

In allen Plots finden sich auch entsprechende Fehler. Hierzu wurde der oben angegebene
groffere Fehler der jeweiligen Grofle verwendet und anschlieBend mit Gaufi’scher Fehlerfort-
pflanzung der Fehler der effektiven Masse ermittelt. Die geplotteten Daten wurden mit Hilfe
eines C++-Programms ermittelt und anschliefend mit GNUplot geplottet. Im Anhang findet
sich der Quellcode des C++-Programms.

8 Zusammenfassung

Die Dirac-Gleichung als mafigebliche Gleichung zur Beschreibung von relativistischen Spin—%—

Teilchen wurde in klassischer Weise hergeleitet und kovariant formuliert. Die Dirac-Gleichung
wurde ohne elektromagnetisches Feld gelost, was fiir die Beschreibung von Neutrinos als elek-
trisch neutralen Teilchen ausreicht. Der Unterschied zwischen Dirac-Teilchen und Majorana-
Teilchen, sowie die moglichen Falle wie ein Massenterm fiir Neutrinos in der Dirac-Gleichung
entstehen kann, wurden ebenso behandelt. Es zeigte sich, dass der allgemeine Fall eines Dirac-
Majorana-Massenterms in der Lagrange-Dichte fiir die Dirac-Gleichung durch Basiswechsel auf
den Majorana-Fall zuriickgefithrt werden kann. Ausgehend von der Annahme, dass Flavour-
eigenbasis und Masseneigenbasis verschieden sind, wurden die Bedingungen fiir Neutrinooszil-
lationen hergeleitet und anschlieBend auch in Zusammenhang mit moglichem Majorana- oder
Dirac-Charakter von Neutrinos diskutiert. Es zeigte sich als zentrales Resultat, dass im Falle
von Neutrinooszillationen die Neutrinomasse nicht fiir alle Generationen verschwinden kann.
Als vielversprechender Ansatz die Neutrinomasse experimentell zu bestimmen, zeigen sich die
Experimente zum Neutrinolosen Doppel-Beta-Zerfall. Hierfiir wurde die einfachste mogliche Er-
klarung diskutiert. Zum Abschluss wurden Plots der effektiven Masse im Neutrinolosen Doppel-
Beta-Zerfall angefertigt. Sie zeigen die verschiedenen Auswirkungen der moglichen Phasen-

Faktoren in der PMNS-Mischungsmatrix auf die Werte der effektiven Masse.
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Anhang

"alphazl=alpha3l=delta=0 ——
alpha2 1=pi, alpha3l=delta=0
alpha3l=pi, alpha2l=delta=0

alpha2l=alpha3l=0, delta =pi —

0.1

0.01

|=mz=|

0.001 | 1

0.0001 . . : .
le-05 0.0001 0.001 0.01 0.1 1

ml

Abbildung 7: Plot der effektiven Masse [(m)| fiir die Normale Hierachie bei verschiedenen

Phasen a921, (31, )

1F ' alphaZl=alpha3l=delta=0 —
alpha? 1=pi, alpha3l=delta=0 ——
alpha3l=pi, alpha?l=delta=0 ——

alphaZ?l=alpha3l=pi, delta=0
alpha2l=alpha31=0, delta = pi

01 ¢

|=mz=|

Ool 1 1 L 1
le-05 0.0001 0.001 0.01 0.1 1

m3

Abbildung 8: Plot der effektiven Masse |(m)| fiir die Inverse Hierachie bei verschiedenen Phasen

a91, (31,0
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Abbildung 9: Plot der effektiven Masse |(m)| fiir Normale Hierachie und Inverse Hierachie

Listing 1: C++-Code zur Generierung der Daten des Plots

#include<cmath>
#include<fstream >
#include<iostream>
#include<string >
#include<complex>
#include<stdio .h>
#include<cstring >
int main ()

{
std :: complex<double> i (0,1.0);

std :: complex<double> Delta2l = 7.59%pow (10, —5);
std :: complex<double> errm21 = 0.23xpow(10,—5);
std :: complex<double> Delta3dl = 2.40%pow (10, —3);
std :: complex<double> errm31 = 0.12xpow (10, —3);
std :: complex<double> c12_square = 0.682;

std :: complex<double> errl12up = 0.019;

std :: complex<double> s12_square = 0.318;

std :: complex<double> c13_square = 0.987;

2Q




std :: complex<double> s13_square = 0.013;
std :: complex<double> errl13up = 0.013;
double alpha2l;
double alpha3l;
double delta;
std:: string y;
for (int i=0;i<5;i++)
{
if (i==0)
{
y = "NormaleHierachie(.txt"”;
alpha2l = 0.0;
alpha3l = 0.0;

delta = 0.0;
}
if(i==1)
{
y = "NormaleHierachiel . txt”;

alpha2l = 3.1415;
alpha3l = 0.0;

delta = 0.0;
}
if (i==2)
{
y = "NormaleHierachie2.txt”;

alpha2l = 0.0;
alphadl = 3.1415;

delta = 0.0;
}
if (i==3)
{
y = "NormaleHierachie3 . txt”;
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alpha2l = 3.1415;
alphadl = 3.1415;

delta = 0.0;
t
if(i==4)
{
y = "NormaleHierachied . txt”;

alpha2l = 0.0;
alpha3l = 0.0;
delta = 3.1415;
}
remove( y.c_str() );
std :: ofstream myfile;
myfile.open ( y.c_str() , std::ios_base::app);
for (double m1=0.0; ml < 1; ml=ml1+0.00001)
{
std :: complex<double> m2 = sqrt (Delta2l+(mlsml));
std :: complex<double> errm2 = 1.0/(2.0%m2)*errm21;
std :: complex<double> m3 = sqrt (Delta31l+(mlxml));
std :: complex<double> errm3 = 1.0/(2.0*m3)*errm31;
double value = abs(mlxcl2_squarexcl3_square +
m2xs12_squarexcl3_squarex(std::cos(alpha2l)+
ixstd::sin(alpha2l))+m3*sl3_squarex
(std::cos(alpha3l—2xdelta)
+ixstd ::sin(alpha3l—2«delta)));
double err = abs(sqrt (pow(((mlxcl2_square+m2*«sl2_squarex
(std::cos(alpha2l)+i*std::sin(alpha21)))*errl3up),2)
+pow (mlsxcl3_squarexerrl2up ,2)+pow(m2«xcl3_squarex*(std:: cos
(alpha2l)+ixstd::sin(alpha2l))*errl2up ,2)
+pow (m3*(std :: cos(alpha3l —2xdelta)
+ixstd::sin(alpha3l—2xdelta))xerrl3up,2)

+pow ((s12_squarexcl2_squarex(std:: cos(alpha2l)
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+i*std::sin(alpha2l))*xerrm2),2))
+pow (s13_squarex(std :: cos(alpha3l —2«delta)
+ixstd::sin(alpha3l—2xdelta))xerrm3,2));

myfile<< ml << 7"__ooo 7 << value << 7oLl 7 << valueterr
<< ULl 7 << value — err << std::endl;
}
myfile. close ();
}
for (int i=0;i<5;i++)
{
if (i==0)
{
y = "InvertierteHierachieO.txt"”;
alpha21 = 0.0;
alpha3l = 0.0;
delta = 0.0;
}
if (i==1)
{
y = "InvertierteHierachiel . txt”;
alpha2l = 3.1415;
alpha3l = 0.0;
delta = 0.0;
}
if (i==2)
{
y = "InvertierteHierachie2.txt”;
alpha21 = 0.0;
alpha3l = 3.1415;
delta = 0.0;
}
if (i==3)
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y = "InvertierteHierachied.txt”;
alpha2l = 3.1415;
alpha3l = 3.1415;

delta = 0.0;
}
if (i==4)
{
y = "InvertierteHierachied .txt”;

alpha21 = 0.0;
alpha3l = 0.0;
delta = 3.1415;
}
remove( y.c_str() );
std :: ofstream myfile;
myfile.open (y.c_str(),std::ios_base::app);
for (double m3=0.0; m3 < 1; m3= m3+0.00001)
{
std :: complex<double> ml = sqrt (Delta314+m3+m3);
std :: complex<double> errml = 1.0/(2.0*ml)*errm31;
std :: complex<double> m2 = sqrt (Delta21+Delta31+m3+m3);
std :: complex<double> errm2 =
1.0/(2.0%m2)*sqrt (errm31lserrm3l+errm2l*errm21 );
double value = abs(mlxcl2_squarexcl3_square -+
m2xs12_squarexcl3_squarex(std::cos(alpha2l)
+ ixstd::sin(alpha2l))
+m3+s13_squarex(std:: cos(alpha3l —2«delta)
+ixstd ::sin(alpha3l —2«delta)));
double err = abs(sqrt (pow(((mlxcl2_square+m2*«sl2_square
x(std ::cos(alpha2l)+ixstd::sin(alpha2l)))
xerr1l3up),2)+pow(mlxcl3_squarexerrl2up ,2)
+pow (m2xc13_square*(std::cos (alpha2l)
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}

+i*std::sin(alpha2l))*errl2up,2)
+pow (m3*(std :: cos(alpha3l —2xdelta)
+ixstd :: sin (alpha31l—2xdelta))*xerrl3up ,2)
+pow(cl2_squarexcl3_squaresxerrml  2)
+pow(sl2_squarexcl3_squarex(std:: cos(alpha2l)
+ixstd ::sin (alpha2l))xerrm2,2)));

myfile<< m3 << 7"___o. 7 << value << "olooo K

<< value + err << "_oooo 7 << value — err

<< std::endl;

myfile. close ();
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