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Zusammenfassung

In dieser Arbeit werden numerische Methoden zur Losung des Problems von zwei ultra-
kalten korrelierten fermionischen ®Li Atomen in einer eindimensionalen optischen Dipol-
falle vorgestellt. Das zugrundeliegende quantenmechanische Modell beinhaltet die, fiir
ultrakalte Gase typische Niaherung der Wechselwirkung als eine Punktwechselwirkung
und die exakte, aus dem Experiment bekannte, Form des Fallenpotentials. Mittels dieser
Methoden, bei denen das Losen der zeitabhdngigen Schrédingergleichung eine zentra-
le Rolle spielt, konnte das charakteristische Energiespektrum in Abhéngigkeit von der
Wechselwirkungsstéirke und die signifikanten Eigenzusténde bestimmt werden. Anhand
dieser Ergebnisse konnten typische Eigenschaften eines Ubergangs, den man Fermionisa-
tion nennt beobachtet und Vergleichswerte bestimmt werden. Auferdem wurden aktu-
elle Tunnelexperimente simuliert, womit die Fermionisation nachgewiefsen werden kann.
Dazu wurde die Zerfallscharakteristik der zuvor praparierten Zweiteilchen-Zusténde im
Fallenpotential mit Potentialbarriere untersucht.

Abstract

In this work numerical methods for solving the problem of two ultracold correlated fer-
mionic Li atoms in a one-dimensional optical dipole trap are described. The underlying
quantum mechanical model contains the typical approximation of a pointlike interacti-
on for ultracold gases and the exact shape of the trap potential, which is known from
the experiment. Using these methods, in which solving the time-dependent Schrédin-
ger equation plays a central role, it was possible to obtain the characteristical energy
spectrum dependent on the interaction strength and the significant eigenstates. On the
basis of these results typical features of a transition called “Fermionization have been
observed and reference values could be determined. In addition latest tunneling expe-
riments were simulated, which are used to prove the Fermionization. For this purpose
the decay characteristics of the prepared two-particle states in the trap potential with
a potenial barrier were observed.
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Einleitung

Stark korrelierte Mehrteilchen-Quantensysteme lassen sich bis heute mit analy-
tischen Methoden nicht berechnen. Die Behandlung von Systemen mit mehr als
zwei korrelierten Konstituenten wird schnell sehr kompliziert. Das Verstandnis
solcher Systeme ist aber von grofer Bedeutung, da sie die fundamentalen Bau-
steine der Materie, wie Atome oder Kerne beschreiben. Die Eigenschaften solcher
natiirlichen Systeme lassen sich aber nur bedingt manipulieren. Deshalb werden
sogenannte Quantensimulatoren gebaut, um die Moglichkeit zu haben, bestimm-
te Systemeigenschaften, wie die Teilchenzahl oder die Wechselwirkungsstarke ge-
zielt zu kontrollieren. Ein typisches Beispiel fiir solche Quantensimulatoren sind
die sogenannten Quantenpunkte; kontrollierbare Nanostrukturen in Festkorpern,
in denen Teilchen bzw. Quasiteilchen wie Elektronen oder Locher rdumlich stark
gebunden sind und deshalb kontrollierbare diskrete Energieniveaus besetzen. Sol-
che Systeme sind aber immer noch stark von ihrer Umgebung abhéngig, weshalb
die Energieniveaus nicht sehr gut definiert sind. Deshalb kommen beispielsweise
ultrakalte Gase zum FEinsatz, da diese sich sehr gut isolieren und kontrollieren
lassen.

In dem Experiment, welches in dieser Arbeit simuliert wurde (siehe [Serll] und
[Ziir11]), wird ein ultrakaltes fermionisches ®Li Gas verwendet, dessen zwei soge-
nannte Pseudospinzusténde gezielt kontrolliert werden kénnen. Dieses Gas wird
mit einem eindimensionalen Dipolfallenpotential {iberlagert, welches durch einen
stark fokusierten Laserstrahl erzeugt wird, womit die Atome diskrete Energieni-
veaus besetzen konnen. Durch die fermionische Natur der Atome lédsst sich bei
hinreichend tiefen Temperaturen von weniger als 250 nK die Teilchenzahl dufserst
genau kontrollieren. Aufierdem hat man die Kontrolle iiber die Wechselwirkungs-
starke und die Vibrationsenergielevel der Falle. Um die Eigenschaften solcher
Quantensimulatoren zu testen und bestimmte Systemparameter zu quantifizieren
wird im Experiment das einfachste korrelierte Mehrteilchen-System untersucht,
das es gibt, das Zweiteilchen-System. Dieses System hat den Vorteil, dass sich
noch exakte analytische Losungen finden lassen, mit denen verglichen werden
kann (siehe dazu beispielsweise [Tho98]|).

In dieser Arbeit wird das Problem des korrelierten Zweiteilchen-Systems in jeweils

einer Raumdimension, mittels des aus den Experimenten gut bekannten Poten-
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tials, genau nachgestellt. Es werden numerische Methoden vorgestellt, mit denen
dann die Losungen fiir die relevanten Zusténde des realen Experiments bestimmt
werden. Die Charakteristik dieser Zustédnde wird mit den bekannten analytischen
Losungen verglichen. Das Hauptaugenmerk liegt dabei auf dem Phédnomen der
Fermionisation. Auferdem wird ein spezielles Tunnelexperiment nachgestellt, bei
dem tiber Tunnelraten von Atomen, die aus der Falle tunneln, Riickschliisse auf
die jeweiligen Quantenzustidnde in der Falle gezogen werden (siehe [Ziirll]).

In der Arbeit werden fast ausschlieklich atomare Einheiten (a.u.) verwendet. Es
ist also e = h = m., = ap = 1. An manchen Stellen werden diese in SI-Einheiten
umgerechnet zum Vergleich mit den experimentellen Werten. Dabei handelt es
sich um bestimmte Zeit- bzw. Frequenzwerte. Einer atomaren Zeiteinheit ent-
sprechen 24, 188 as (atto: 107'®). An einer Stelle ist ein Wert fiir die magnetische
Flussdichte in der Einheit G (Gau$) angegeben. Einem G entsprechen 107 T



Kapitel 1

Theoretische Grundlagen und experimentelle
Methoden

1.1 Eindimensionales Fallenpotential und Praparation des

Mehrteilchen-Grundzustands

Im Experiment wird ein ultrakaltes ¢ Li Gas verwendet, das in den Hyperfeinstruk-
turzustdnden |F = 1/2, mp = +1/2) und |F' = 1/2, mr = —1/2) vorkommt. Auf-
grund des halbzahligen Gesamtdrehimpuls (Quantenzahl F') der einzelnen Atome,
handelt es sich um Fermionen. Da maximal zwei Fermionen (zwei unterschiedli-
che F, Zustiande) einen Energieeigenzustand des Einteilchen-Problems besetzen
konnen, ist der Mehrteilchen-Grundzustand am absoluten Nullpunkt gerade der,
bei dem die untersten Energieniveaus bis zur maximalen Teilchenenergie Er (Fer-
mienergie) zweifach besetzt sind. Es gibt also einen eindeutigen Zusammenhang
zwischen Er und der Teilchenzahl N. Um so mit grofstmoglicher Sicherheit die
Teilchenzahl N kontrollieren zu kénnen, arbeitet man mit einem ultrakalten Gas.
Je kilter das Gas, desto wahrscheinlicher ist die Besetzung des Mehrteilchen-
Grundzustands. Genaueres zur experimentellen Methode wird in [Serll] erklért.
Dieses ultrakalte Gas wird mit einer optischen Dipolfalle iiberlagert, deren Form
sehr gut als Einteilchen-Potential beschrieben werden kann, welches fiir jedes

Atom unabhéngig vom Anderen giiltig ist.

Abbildung 1.1: Um die =z-Achse radialsymmetri-
sches zigarrenformiges Einteilchen-

z Fallenpotential. Die Parameter q
Jo/ i und a; bezeichnen die raumliche
a Ausdehnung der Falle parallel und
& transversal zur z-Achse. Die Abbil-

Magnetic field gradient dung ist entnommen aus [Zur1d].
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Aufgrund der stark in z-Richtung gestreckten Form des Potentials, befindet sich
das System in Transversalrichtung in einem stark gebundenen Grundzustand,
weshalb sich die Dynamik in der Falle vollkommen auf eine Dimension in z-

Richtung beschranken ldsst. Das zugehorige Potential hat die Form

1
T (/o)) (L)

Das Produkt pV{ beschreibt die optische Fallentiefe, welche durch den dimensions-

V(z) =pWo(l -

losen Parameter p, der Werte zwischen 0 und 1 annimmt, gedndert werden kann.
Der Parameter z, gibt effektiv die rdumliche Ausdehnung der Falle in z-Richtung
wieder (2, ist nicht identisch mit aj aus Abbildung .

Nun kann dieses Fallenpotential modifiziert werden, indem man einen Magnet-
feldgradienten in z-Richtung B’ erzeugt. Das magnetische Moment des Atoms
(tm wechselwirkt mit diesem und es gibt einen Zeeman-Effekt, der linear von z
abhéangt.

Viarba )
Viarbu]
b,

Zarbu.) Zarbu] Zarb.u]
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Abbildung 1.2: Darstellung der Uberlagerung des symmetrischen Fallenpotenti-
als mit einem linearen Potential, welches aus der magnetischen
Wechselwirkung des Atoms mit einem externen Magnetfeldgradi-
enten B’ resultiert.

Es entsteht also eine Potentialbarriere, deren Hohe vom Parameter p abhéngig ist.
Die Hohe dieser Barriere bestimmt auch, wie viele Einteilchen-Quantenzusténde
und damit, wie viele Atome in der Falle gebunden sind. Bildlich gesprochen wer-
den durch Einschalten des Gradienten B’ bei einer bestimmten Barrierehohe, alle
Atome, deren Energie {iber dem Maximum der Barriere liegen, “ausgeleert”. Durch
diese Methode lésst sich die Teilchenzahl N in der Falle sehr gut kontrollieren (in

unserem Fall N=2). Dieser Vorgang wird auch in [Ser1l]| genauer beschrieben.



1.2 Wechselwirkung zweier ultrakalter Atome im Fallenpotential

Abbildung 1.3: Schematische Darstellung des “Ausleervorgangs* der Falle, bei
dem ein beliebiger Mehrteilchen-Zustand prapariert wird. Die Ab-
bildung ist entnommen aus [Ser11].

1.2 Wechselwirkung zweier ultrakalter Atome im

Fallenpotential

Die Wechselwirkung neutraler ultrakalter Atome untereinander lésst sich durch
eine punktartige Wechselwirkung beschreiben, da deren De-Broglie-Wellenlénge
viel grofser ist als der rdaumliche Bereich der Wechselwirkung. Die genaue Form
des Wechselwirkungspotentials spielt dann keine Rolle mehr ([Tho9§]). Sie kann

deshalb wie folgt durch ein sogenanntes Pseudopotential gendhert werden

th(Zl, 22) = 95(21 - 22) (1-2)

d(z1 — z9) ist die Deltafunktion in einer Dimension, die von der Relativkoordina-
te r = z; — 25 der Atome abhéngt. g bezeichnet die Kopplungskonstante, deren
Betrag die Stédrke der Wechselwirkung und das Vorzeichen die Art der Wech-
selwirkung beschreibt. Hat sie ein negatives Vorzeichen, ist die Wechselwirkung
attraktiv. Hat sie ein positives Vorzeichen, ist sie repulsiv.

Auch wenn das Problem mit dem Ansatz [I.2] eindimensional behandelt werden
kann, hangt g selbst jedoch stark von dreidimensionalen Gréften ab. Denn tat-
séchlich wird die Atom-Atom Wechselwirkung im Experiment durch ein &ufieres
homogenes Magnetfeld B verandert. Die Wechselwirkung in diesem Magnetfeld
sorgt fiir das Auftreten einer sogenannten Feshbach Resonanz, welche das drei-
dimensionale Streupotential der Atome, abhéngig von B, stark beeinflusst (siehe
[Mor06]). Der Zusammenhang zwischen dem Magnetfeld B und der dreidimen-
sionalen Streuldnge asp, welche die Wechselwirkung im herkémmlichen Sinne
beschreibt, ist bekannt ([Mor06]).
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In der Streutheorie kann man den Streuprozess aber auch durch die Streupha-
se 0 beschreiben. Diese Streuphase beschreibt die Phasenverschiebung der am
Streupotential gestreuten Partialwelleﬂ zur ungestreuten.
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Abbildung 1.4: Bildliche Darstellung der Phasenverschiebung einer Partialwelle
durch Streuung an einem kastenférmigen Streupotential (zur bes-
seren Anschauung in einer Dimension). Man erkennt, dass 6 fiir
ein repulsives Potential positiv ist (Bild rechts) und fiir ein at-
traktives Potential negativ (Bild links).

Durch diese Betrachtungsweise lasst sich im Dreidimensionalen fiir ein bestimmtes
Streupotential ein Zusammenhang zwischen der Streuphase # und der Streulén-
ge azp finden. In einer oder zwei Dimensionen macht der herkbmmliche Begriff
der Streuldnge keinen Sinn mehr, der Begriff der Streuphase jedoch immer noch.
Vergleicht man die Relation zwischen # und der eindimensionalen Kopplungskon-
stante g mit der von # und azp erhélt man die Beziehung zwischen ¢ und asp.
Die Streulédnge asp ist vom Magnetfeld B abhéngig und der Zusammenhang ist
bekannt. Somit erhélt man schlieklich die wichtige Abhéngigkeit von g und dem
Magnetfeld B.

!Partialwellen sind Eigenfunktionen des quadrierten Drehimpulsoperators mit der Quanten-
zahl I(l + 1). Die allgemeine Losung fiir die Wellenfunktion im Streupotential wird zerlegt
in Partialwellen, da beispielsweise fiir ultrakalte Gase (wie es hier der Fall ist) nur geringe
Drehimpulse beitragen. Man beriicksichtigt nur s-Wellenstreuung ({=0). Zur grundlegenden
Streutheorie siehe auch [Sch05].



1.3 Analytische Behandlung zweier ultrakalter Atome in einem Fallenpotential

20 —
= 1 |
€ 0
5,

o . ]
204 i
L] I Ll I L] I - L] I L] I L] I L] I L] I L]

I
720 740 7Te0 780 800 820 840 860 &80 900
Magnetic field [G]

Abbildung 1.5: Zusammenhang der eindimensionalen Kopplungskonstante g und
dem &uferen Magnetfeld B fiir das zigarrenférmige Fallenpo-
tential (siche Abbildung . Man erkennt die Resonanz bei
B =~ 783 G. g ist in Einheiten der Fallenparameter in Transversal-
richtung angegeben?. Im Experiment wird B durch den gesamten
Bereich gefahren, womit g fast beliebige Werte zwischen —oo und
oo annimmt. Die Abbildung ist entnommen aus |[Zirl1].

1.3 Analytische Behandlung zweier ultrakalter Atome in

einem Fallenpotential

Ausgangspunkt fiir die theoretische Behandlung ist die stationére Zweiteilchen-

Schrodingergleichung in einer Raumdimension mit dem Hamiltonoperator

2

. I . S
I (%1, %2) = E [—1%2 + V()| + Viu(21 — 22) (1.3)
i=1

2Tn'Atom

p; bezeichnet den Impulsoperator und Z; den Ortsoperator fiir die jeweilige Teil-
chenkoordinate z; in einer Dimension. Fir V(Z;) benutzt man die harmonische
Néaherung des Fallenpotentials (in unserem Fall wére das die harmonische Néihe-
rung von . Vint(Z1 — Z2) beschreibt den wechselwirkenden Teil des Potentials
und ist hier gerade der Term aus Damit lasst sich der Hamiltonoperator

folgendermafien schreiben

2
1
H (1, %o) ZZI [QmAtom + 2mAt0mw 22| + g0(2 — %) (1.4)

w ist die Ostzillatorfrequenz der harmonischen Néherung des Fallenpotentials. Nun

fiihrt man eine Koordinatentransformation durch, indem man die Relativkoordi-

2Da das Fallenpotential in Transversalrichtung stark bindend ist, beeinflusst die Form der Falle
in dieser Richtung die Kopplungskonstante g ausschlaggebend (|Ziir11]). g hat die Dimension
Energie- Linge. fiw, ist der konstante Abstand der Energielevels des Transversalpotentials
in der harmonischen Ndherung (siehe néchstes Unterkapitel).a ist die Ausdehnung der Falle
in Transversalrichtung, welche selbst von w; abhéngt.
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nate r = z; — 2o und die Schwerpunktskoordinate R = %(zl + z) einfiithrt. Auf-
grund der Harmonizitdt des Potentials lasst sich durch diese Transformation der

Hamiltonoperator separieren.

D oA L a2 1 2 H2 i ~ 2 1 242 N
H(R,7) = (szR + 2Mw R%) + (Qupr + SHw T +gd(f))  (1.5)
= H(RF) = Hi(R) + AT (1.6)

M ist die Gesamtmasse M = 2m a0, und p die reduzierte Masse u = m“%
Wegen der Separation lassen sich die Eigenzusténde der Schrédingergleichung mit
H (R, 7) als ein Produkt von Eigenzustédnden des Problems mit Hamiltonoperator

der Schwerpunktskoordinate ##%(R) und denen des Problems mit Hamiltonian
der Realtivkoordinate .7 (1) schreiben.

V(R,7) = Wr(R)¥.(r) (1.7)

Man erkennt an Gleichung , dass 5 (R) exakt dem Problem des harmoni-
schen Oszillators entspricht, was fiir 7. (7) nur bei verschwindender Wechselwir-
kung (¢ = 0) gilt. Das heifst im Allgemeinen entsprechen die Eigenzusténde von
H54(R) den Losungen des eindimensionalen harmonischen Oszillators ®,,(R) mit
der Quantnzahl n und sind von der Wechselwirkung g unabhéngig. Damit folgt

fir die gesamte Losung W(R, r)

U(R,r) = O, (R)T,(r) (n=0,1,2...) (1.8)

®,,(R) bewirkt im Gesamtspektrum deshalb nur eine konstante Verschiebung,
die von der Schwerpunktsanregung n abhingt und von der Wechselwirkung g¢

unabhéngig ist.

Epes = (n+ %)w +E(g) (n=0,1,2.) (1.9)

Im Experiment gibt es keine Schwerpunktsanregungen, weshalb n identisch 0 ist.

Interessant sind also die Losungen fiir die Relativbewegung 5. (7) (1.5)).

Experimentell kann der Spinzustand jedes Atoms, welches sich in der Falle befin-
det, genau festgelegt werden. Damit ergeben sich folgende Moglichkeiten fiir die
Spinwellenfunktion x(s1, s2 )}

351 und sy bezeichnen jeweils die Spins der Atome. Diese entsprechen hier natiirlich der Quan-

tenzahl mp der z-Komponente des Gesamtdrehimpuls. In diesem Experiment ist deshalb
s1=+/— 4 und sy = +/ —  (siehe Anfang Abschnitt



1.3 Analytische Behandlung zweier ultrakalter Atome in einem Fallenpotential

X(s1,82) = 1), ), I, WD) (1.10)

Nun unterscheidet man zwei Félle. Der eine Fall ist der, dass die zwei Atome
ununterscheidbar sind. Dies ist der Fall, wenn die Spinwellenfunktion x(si, s2)
entweder |11) oder [[]) ist. Fiir ununterscheidbare Fermionen muss die Gesamt-
wellenfunktion W, = W(z, 22)x(s1, 52) ungerade Austauschsymmetrie haben.

Es muss gelten

U(z1, 29)x (51, 82) = =W (22, 21)x(S2, 51) (1.11)

Da |[11) oder |[{{) beide gerade Austauschsymmetrie haben, muss W(z1, z5) asym-
metrisch beziiglich Teilchenaustausch sein. Fiir identische Teilchen ist die Aus-
tauschsymmetrie beziiglich der Koordinaten z; und z, gleichbedeutend mit der
Raumspiegelungssymmetrie (Paritéit) beziiglich der Relativkoordinate r. Bei un-

gerader Austauschsymmetrie muss W, (r) demnach negative Paritdt haben.

U, (r) = —, (1) (1.12)

Daraus resultiert eine verschwindende Aufenthaltswahrscheinlichkeit, dass sich
beide Atome am gleichen Ort befinden, denn ¥, (r = 0) = 0. Somit spielt die
Wechselwirkung g, die ja nur fiir kurze Distanzen » — 0 relevant ist, keine Rolle.
Deshalb kann g = 0 angenommen werden.

Mit dieser Einschréankung sind die Losungen trivial. Denn sowohl ,%”R(R), als auch
;. (7) entsprechen dem Hamiltonian des harmonischen Oszillators (siehe[L.F]), wo-
mit W(R,r) einfach eine Produktfunktion zweier Losungen des eindimensionalen

Oszillators ist.

U(R,r) = Pp(R)Pw(r) (n=0,1,2..) (n'=1,35..) (1.13)

n' ist ungerade, wegen der Forderung der Asymmetrie von W,.(r). Damit entspre-
chen die Energieeigenwerte der Relativbewegung, unabhéngig von g, denen des

harmonischen Oszillators, genau wie bei der Schwerpunktsbewegung ([1.9)).

1
E.=(n"+ é)w (' =1,3,5...) (1.14)

Bei diesem speziellen nichtwechselwirkenden Fall sind beide Atome wegen ihren
identischen z-Komponenten des Spins ununterscheidbar und kénnen als Fermio-
nen deshalb nur unterschiedliche Einteilchen-Zusténde besetzen. Ein solches Sys-

tem von zwei fermionischen Atomen mit antisymmetrischer Relativwellenfunktion
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U,.(r) wird als fermionartig bezeichnet.

Im Gegensatz dazu steht der eigentlich interessante Fall, dass x(s1, $2) entweder
|t)) oder ||1) ist. Die zwei Atome sind jetzt unterscheidbar. Deshalb muss die
Gesamtwellenfunktion W keine bestimmte Austauschsymmetrie haben. Die Lo-
sungen fiir ¥,.(r) mit positiver Paritit sind nun relevant. ¥,.(r = 0) und damit die
Aufenthaltswahrscheinlichkeit, dass beide Atome am gleichen Ort sind kann nun
einen von 0 verschiedenen Wert haben und die Wechselwirkung g muss deshalb
beriicksichtigt werden. Die zwei unterscheidbaren Atome koénnen im nichtwech-
selwirkenden Fall (¢ = 0) beide das gleiche Einteilchen-Energielevel besetzen,
was der Eigenschaft von zwei Bosonen entspricht. Deshalb wird das System von
zwei fermionischen Atomen mit symmetrischer Relativwellenfunktion W,.(r) als
bosonartig bezeichnet. Dies sind auch die Zustdnde, die in dieser Arbeit von
Interesse sind.

Die Losungen fiir diesen Fall konnen analytisch gefunden werden. Die Herleitung
wird beispielsweise in [Tho98] beschrieben. Das Spektrum der Relativenergie E,

hangt nun von der Wechselwirkung g ab.

—_| Endpunkt
—

t\‘\‘@tartpunkt

\

Er(g) [w]

—g |arb.u.]

Abbildung 1.6: Abbildung des Multispektrums der Relativenergie E,(g), sowohl
fiir ein fermionartiges Gas (dunkelgriin), als auch fiir ein boson-
artiges Gas (grau). Bei g = 0 erkennt man das Spektrum des har-
monischen Oszillators mit den konstanten Energieabsténden w,
wobei das fermionartige Gas nur Zustinde mit ungeradem n’ be-
setzen kann. In Blau ist der Bereich dargestellt, der indirekt durch
die Anderung des Magnetfeldes (siche Abbildung durchge-
fahren wird. Es wurde die Abbildung aus [Tho98| verwendet und
bearbeitet.

Im Plot ist gut zu erkennen, dass im asymptotischen Grenzfall ¢ — oo oder bei

den angeregten Zustédnden auch g — —oo die Eigenenergien fiir den bosonartigen

10



1.4 Tunneln zweier ultrakalter Atome aus der asymmetrischen Falle

Fall mit repulsiver und attraktiver Wechselwirkung und die des fermionartigen
Falls ineinander iibergehen. Im Experiment startet man vom nichtwechselwirken-
den bosonartigen Grundzustand und néhert sich diesem Grenzfall nicht nur an,
sondern {iberschreitet ihn (siehe blauer Bereich in Abbildung [1.6). Es findet al-
so tatsichlich ein Ubergang statt. Dies kann theoretisch nachvollzogen werden,
denn an diesem Ubergangspunkt sind die Energien fiir die bosonartigen Fille und
den fermionartigen Fall identisch. Aufgrund dessen muss in einer Dimension auch
die Wahrscheinlichkeitsdichte | (R, )|* identisch sein ([Gir60]). Diesen Ubergang

bezeichnet man deshalb als Fermionisation.

1.4 Tunneln zweier ultrakalter Atome aus der

asymmetrischen Falle

Tunneln kann ein Atom dann, wenn es eine Potentialbarriere endlicher Hohe und
Breite gibt, deren Maximum grofer ist als die Atomenergie. Diese Voraussetzun-
gen sind fiir die gebundenen Zusténde im asymmetrischen Fallenpotential (siehe
Abschnitt [I.1Abbildung gegeben. Je hoher die Potentialbarriere, desto ge-
ringer ist bekanntlich die Tunnelwahrscheinlichkeit der Atome. Das Tunneln der

Atome lasst sich mit dem Zerfallsgesetz beschreiben.

N(t/) = Ntunnele_% + Niibrig (115)

N(#) beschreibt die mittlere Anzahl an Atomen, die nach einer bestimmten Tun-
neldauer ¢ noch in der Falle sind. Nyynne ist die Anzahl an Atomen, welche
gleichzeitig bei einem einzigen Prozess tunneln und ist deshalb entweder 1 oder
2 (dazu spéter genaueres). Nypig ist demnach die Anzahl an Atomen, die nach
einem Tunnelprozess noch in der Falle sind. Da in unserem Fall am Anfang genau

zwei Atome in der Falle sind folgt

Niibrig =2 Ntunnel (116>

Zur Bestimmung der mittleren Zerfallsdauer 7 wird somit die Teilchenzahl N (0,1
oder 2) in Abhéngigkeit von der Tunnelzeit ¢’ gemessen und iiber eine Vielzahl
an Messungen gemittelt (Mittelwert N (¢')). Wie in Abschnitt erwahnt, kann
man die Barrierehohe kontrollieren. Damit wird das Fallenpotential so eingestellt,
dass die Zefallsdauer 7 fiir die praparierten Fallenzustinde in einem adaquaten
Bereich liegt.

Im theoretischen Modell fiir den Tunnelprozess wird das asymmetrische Fallen-
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potential in drei Bereiche aufgeteilt.

Vix) (KHz x h)

X (o)

Abbildung 1.7: Abbildung des Prozesses, bei dem eins der zwei Atome aus der
asymmetrischen Falle tunnelt. hwg bezeichnet den Energieab-
stand der Energielevel in der harmonischen Néherung des Po-
tentials in Bereich I (Die Einheiten sind hier nicht in a.u. an-
gegeben. Deshalb entspricht hwy hier dem w im iibrigen Text).
lgo = h/(matomwo) beschreibt die Fallenausdehnung. Die Abbil-
dung wurde entnommen aus [Ronli]

Es wird angenommen, dass sich das System zum Zeitpunkt ¢ = 0 in einem
Zweiteilchen-Eigenzustand des Fallenpotentials im Bereich I befindet. Es handelt
sich um einen Zustand, wie in Abschnitt beschrieben. Beim Tunneln eines
Atoms geht dieser Zustand iiber in einen unkorellierten Zustand (Atome sind
zu weit voneinander entfernt, um miteinander wechselwirken zu kénnen). Dieser
Endzustand ist dadurch charakterisiert, dass sich das, in der Falle zurtickgeblie-
bene Atom in einem Einteilchen-Fallenzustand im Bereich I und das getunnelte
Atom in einem freien Kontinuumszustand im Bereich III befindet. Es wird also
von einem Einfachtunnelvorgang ausgegangen. Die Tunneldynamik wird im Be-
reich IT untersucht. Eine Methode fiir die theoretische Behandlung wird in [Ron11]

vorgestellt.

Die mittlere Zerfallsdauer 7 hangt in einer Dimension nur von der Wahrscheinlich-
keitsdichte |¥(R, r)|* des Zweiteilchen-Anfangszustand ab. Wie in Abschnitt
angedeutet, gibt es auch einen eindeutigen Zusammenhang zwischen der Fallen-
energie Eye, und |¥(R, 7)|*. Den Fallenzusténden mit identischer Wahrscheinlich-
keitsdichte |¥(R,r)|* kann also eine eindeutige mittlere Zerfallszeit 7 zugeordnet
werden. Das bedeutet 7 muss fiir die, am Fermionisationspunkt ineinander iiber-

gehenden Zusténde identisch sein.

12



Kapitel 2

Grundlagen und Methoden fiir die numerischen

Rechnungen

2.1 Modell fiir die numerische Rechnung

Ausgangspunkt fiir die numerische Rechnung ist der Zweiteilchen-Hamiltonoperator
fir das symmetrische (“ungekippte) bzw. asymmetrische (“gekippte”) Fallenpo-

tential, wie es in Kapitel [I| beschrieben ist inklusive Wechselwirkung.

2
.. L . .
H(21, %) = Z [ZmAt it + V(z,»)] +gd(Z1 — Z2)  bzw. (2.1)
i=1 om
~ A~ 2 1 ~ 2 ~ /A ~ A~
%(21, 22) = E 2mAt Di -+ V(ZZ) — /LmB Zi| + 95(21 — ZQ) (22)

=1

Die Rechnung findet auf einem quadratischen Rechengitter statt, wobei die hori-
zontale Achse die Teilchenkoordinate z; und die vertikale Achse die Teilchenkoor-
dinate zo beschreibt. Wahrend dieser Arbeit wurde fiir die meisten Rechnungen
ein Rechengitter von 256 x 256 Pixeln benutzt und spéter fiir die Tunnelexpe-
rimente eines mit 512 x 512 Pixeln. Als Schrittweite Az fiir die Ortskoordinate
wurde fiir alle Rechnungen ein Wert von 1000 a.u. gewahlt. Somit hat das gesamte
Rechengitter eine Grofse von umgerechnet 14 x 14 pm bzw. 27 x 27 pm. Je grofer
die Pixelzahl, desto langer dauert die Rechnung. Dafiir ist mit groferer Pixelzahl
bei fest gewahltem Ortsbereich, der notwendig ist um die relevanten Phianomene
zu untersuchen, der Ortsschritt Az kleiner, was eine bessere Auflésung bedeutet.
Diese Wahl der Gitterparameter hat sich als passend fiir das Problem herausge-
stellt.

Das Wechselwirkungspotential go(r) (r = z; — 25) kann aufgrund des Charakters
der Deltafunktion natiirlich nicht exakt simuliert werden. Deshalb benutzt man
fiir die Simulation in naheliegender Weise ein Kastenpotential mit der Breite d

und der Hohe V. Fiir d, welches den rédumlichen Bereich der Wechselwirkung
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angibt, wurde der kleinstmogliche Wert verwendet um dem Charakter der Delta-
funktion so nahe wie moglich zu kommen. Das bedeutet, man setzt das Wechsel-
wirkungspotential Vj,,; (21, z2) bei allen Werten mit der Bedingung z; = 25 (r =0,
Diagonale des Rechengitters) auf den variablen Wert V' und ansonsten auf 0.
Damit entspricht d immer gerade der Auflésung des Rechengitters Az und die
Wechselwirkung wird tiber V' kontrolliert. Um die numerischen Parameter V' und
d sinnvoll mit g vergleichen zu kénnen, wurde folgender Ansatz gewéhlt, bei dem

man das Integral des theoretischen Wechselwirkungspotentials betrachtet.

/_ Z Vina(r) dr = /_ Z () dr = g (2.3)

Dieses vergleicht man mit dem Integral iiber das, in der Rechnung verwendete,

Kastenpotential.

oo d/2
/ Vit mum. (1) dr = / Vdr=V-d (2.4)
—00 —d/2

Damit gilt der Vergleich

g=V-d (2.5)

Da V proportional zu ¢ ist, kann man die asymptotischen Grenzfille ¢ — oo
oder g — —oo nicht erreichen, was aber auch nicht nétig ist, da die Energie und
damit die Wellenfunktion konvergiert (siehe Energiespektrum , so dass der
Unterschied zu diesen Grenzféllen vernachlassigbar ist. In der Simulation wurde
ein Minimalwert V,,;, = —2-107'%.u. und ein Maximalwert V., = 2-107%q.4.
festgelegt. Diese Werte haben sich wiahrend der Arbeit als ausreichend erwiesen

um die Grenzfalle darzustellen.

Die Approximation mit dem Kastenpotential ist umso schlechter, desto kleiner
der Betrag der Wechselwirkung g ist, da |V| dann die Grofenordnung von d er-
reicht. Dann wird der Charakter der Deltafunktion durch den Kasten schlecht
gendhert. Auf der anderen Seite spielt (wie in erklart) die exakte Form des
Potentials wegen der grofen De-Broglie-Wellenlédnge keine Rolle. Deshalb war es
bei der Wahl der Gitterparameter auch ein Kriterium, den Ortsschritt Az nicht
zu grof zu wéhlen, damit die Annahme der punktférmigen Wechselwirkung ge-
rechtfertigt bleibt.
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2.2 Léosung der zeitabhédngigen Schrodingergleichung mit der Split-Step Methode

Das gesamte Zweiteilchen-Potential mit Wechselwirkung ist im folgenden 2-D
Plot dargestellt.

Potential [a.u.]

Abbildung 2.1: Die 2 Plots zeigen die numerisch berechneten Potentiale mit
Wechselwirkung in Abhéngigkeit der beiden Teilchenkoordina-
ten z1 und zo auf einem Rechengitter von 512 x 512 Pixeln und
Ortsschrittweite Az = 1000 a.u.. Links ist das symmetrische und
rechts das asymmetrische Potential dargestellt. Zur Anschauung
wurde hier eine positive Wechselwirkung von V' = 5-10712q.u. ge-
wihlt (Diagonale im Rechengitter). Da hier Parameter verwendet
wurden, wie sie auch im Experiment vorkommen, ist die Potenti-
albarriere im rechten Plot kaum zu erkennen

2.2 Lo6sung der zeitabhangigen Schrédingergleichung mit
der Split-Step Methode

Die numerische Losung der zeitabhidngigen Schrédingergleichung ist die Grund-
lage fiir die meisten numerischen Rechnungen in dieser Arbeit. Sie beschreibt
die Dynamik eines Systems, also die zeitliche Anderung eines Zustandes. Deshalb
sind deren Losungen notwendig fiir alle zeitaufgelosten Computerexperimente, die
gemacht wurden, wie beispielsweise die Simulation der Tunnelexperimente. Der
folgende Abschnitt wurde sehr eng an Kapitel [3.1] und [3.2] in [Dinl1] angelehnt,

wo die Methode auch etwas genauer beschrieben wird.

Fiir das Zweiteilchen-Problem sieht die zeitabhéngige Schrodingergleichung wie

folgt aus

1
ot

Eine analytische Losung bietet folgender Ansatz

|\Il<t,21722)> = %”(t,z},z}) |\I](t,21722)> (26)
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. rt VANUSN !
(¢, 21, 2)) =€ S0 7 ERBE (1,21, 2y))

‘ (27)
:eflft yf‘i’yf dt’ |\Ij(t0721722)>

Ist der Anfangszustand |V (%, 21, 22)) (Zeitpunkt ¢ = 0) bekannt, erhélt man dem-
nach durch die Anwendung des sogenannten Zeitentwicklungsoperators U (t,to) =

oo AR g Losung zu einem beliebigen Zeitpunkt ¢.

Grundlage fiir die Split-Step Methode ist die, in Gleichung schon ange-
gebene, Aufspaltung des Hamiltonoperators in einen Teil 77, der nur von den
Ortsoperatoren 2; abhéngt und einen Teil JZ, (in unserem Fall nur der kineti-
sche Anteil), der allein von den jeweiligen Impulsoperatoren p; abhéngt. Nun legt
man einen Zeitschritt At fest, der klein genug ist, dass . und .77, wahrend die-
ses Schrittes als zeitlich konstant angenommen werden kénnen. Damit kann der
Zeitentwicklungsoperator fiir einen Zeitschritt wie folgt gendhert werden.

Ulto + At t) = e~ Jig At ittt ) At (2.8)
Also kann der Zustand zu einem Zeitpunkt ¢ = N - At durch schrittweises An-
wenden dieses gendherten Zeitentwicklungsoperators fiir den Zeitschritt At und

den jeweiligen Zeitpunkt ¢, in N Schritten berechnet werden. Es gilt demnach

N-1

N—
U(t, to) = H (th + At ty) = [ e =7 s (2.9)
= k=0

Die Operatoren s, und 77, sind in Ortsraumdarstellung bzw. Impulsraumdar-
stellung diagonal und wirken in der jeweiligen Darstellung als Funktion der Orts-
bzw. Impulskoordinaten einfach multiplikativ und nicht als Differentialoperator.
Deshalb m6chte man den Zustand gerne in der, fiir den jeweiligen Operator giins-
tigen, Basisdarstellung entwickeln. Dazu macht man folgende Aufspaltung.

et H)k At o—i(Hp) kAt ,—i(H) R AL (2.10)

In dieser Ndherung kann in jedem Zeitschritt ¢; zunéchst der Zustand im Orts-
raum mit .77, multiplikativ entwickelt werden. Dann kann der neue Zustand durch
eine Fouriertransformation F in die Impulsraumdarstellung transformiert werden
und entsprechend im Impulsraum mit .77, auch multiplikativ entwickelt werden.
Danach wird der Zustand mittels der umgekehrten Fouriertransformation JF1

wieder in den Ortsraum zuriicktransformiert. Damit folgt fiir die Zeitentwicklung
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2.3 Methoden zur Berechnung der Eigenzustande

iiber einen Zeitschritt mit der Split-Step Methode

|W(21, 29, t 4+ At)) = FL e At T omilBNAL 1§ (2 2 1)) (2.11)

Bei dieser separierten Zeitentwicklung macht man einen Fehler, der unter an-
derem von dem Zeitschritt At abhéngt. Je grofer At ist, desto grofer ist die,
durch die Zeitpropagation bedingte Phasendnderung des Zustands, womit der

Ausgangszustand fiir die jeweilige Teilentwicklung verfilscht wird.

2.3 Methoden zur Berechnung der Eigenzustande

Zunéachst sei darauf hingewiesen, dass fiir die Simulation immer das exakte Poten-
tial verwendet wurde. Das heifst, die Vergleichbarkeit mit der analytischen Losung
(Abschnitt , welche die harmonische Ndherung verwendet, ist beschrankt. Je
hoher die Energie der relevanten Zusténde, desto schlechter ist die harmonische
Néherung.

Am Anfang dieser Arbeit wurde als Methode zur Berechnung der Grundzustan-
de fiir verschiedene Wechselwirkungen g die Methode der sogenannten Imagi-
narzeitentwicklung verwendet. Mit dieser Methode ist es moglich, ausgehend
von einem zufélligen beliebigen Anfangszustand |¥ (¢, 21, z2)) mit passender Aus-
tauschsymmetrie, den Grundzustand des Systems zu erhalten. Mit dessen Kennt-
nis kann man dann auch den 1. angeregten Zustand mit der gleichen Methode
ausrechnen. So kann man theoretisch iterativ vom Grundzustand ausgehend alle
beliebig angeregten Zustédnde bestimmen (Die Methode wird in [Dinll] erldu-
tert). Der Nachteil dieser Methode ist, dass die jeweiligen Zustédnde mit einer
bestimmten Energie eindeutig bestimmt sein miissen. Die Zusténde diirfen also
energetisch nicht entartet sein.

Ziel dieser Arbeit war es den gesamten Bereich zu simulieren, der im Experiment
durchgefahren wird (siehe Abbildung [1.6). Da aber in der Simulation der Fer-
mionisationsiibergang, wie in erklart, nicht erreicht werden kann, miissen die
Zustinde oberhalb dieses Ubergangs als angeregte Zustéinde fiir ein bestimmtes
g berechnet werden. Es handelt sich aber um angeregte Zustdnde der Relativ-
koordinatenwellenfunktion W, (r) im analytischen Modell. In der Simulation wer-
den aber Losungen fiir die Gesamtwellenfunktion W(R, ) betrachtet. Wie in der
theoretischen Behandlung beschrieben spielen fiir die Gesamtlésung noch die

Schwerpunktsanregungen eine Rolle.
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V. (R) (n=1,2,...) (2.12)

Diese bewirken eine, von g unabhéngige, Verschiebung der Energie, welche in der
harmonischen Naherung wie folgt aussieht

AEBjs=n-w (n=12..) (2.13)

Diese Verschiebung bewirkt, dass es fiir bestimmte Gesamtenergien Fy., Entar-

tungen gibt.

—g [arb.u.]

Abbildung 2.2: Die Abbildung zeigt das analytische Multispektrum der Gesamt-
energie fiir das bosonartige Gas. In Blau ist wie in Abbildung/[1.6]
der relevante Messbereich markiert. Die roten Kurven zeigen am
Beispiel der Grundzustandskurve die Energien der Zusténde, die
aus Schwerpunktsanregungen resultieren. Die Entartungen im re-
levanten Bereich sind mit roten Punkten markiert. Die Abbildung
wurde aus [Tho98| entnommen und bearbeitet.

Durch diese Abbildung wird deutlich, dass sich die Imaginéirzeitentwicklung nicht
dazu eignet, die angeregten Zustinde der Relativenergie (blauer Bereich rechts
von der 0-Achse) zu berechnen. Denn erstens gibt es fir —g > 0 sehr viele Zu-

stdnde durch Schwerpunktsanregungen, welche energetisch zwischen dem Grund-
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2.3 Methoden zur Berechnung der Eigenzustande

zustand und dem ersten angeregten Zustand der Relativenergie liegen. Deshalb
miissten sehr viele Zustédnde berechnet werden, bis man am richtigen Level an-
gekommen ist. Zweitens gibt es offensichtlich enorm viele Entartungen durch
Schwerpunktsanregungen in diesem Bereich, was bei dieser Methode nicht sein
darf. Deshalb wurde die Methode verwendet, um Losungen im Bereich unter dem
“Sprung“ am Fermionisationspunkt (blauer Bereich links von der 0-Achse), wo

diese Probleme nicht auftreten, zu finden.

Um die relevanten angeregten Zusténde zu ermitteln galt es sicher zu stellen, dass
die Schwerpunktsanregungen keine Rolle mehr spielen und nur noch die Anregun-
gen der Relativbewegung vorkommen. Dazu wurde eine ganz andere Methode zur

Bestimmung der Zustdnde entwickelt:

Vorraussetzung fiir diese Methode ist es zundchst das Energiespektrum des Sys-
tems zu kennen. Dazu wird die zeitaufgeloste Fourieranalyse verwendet. Da-
bei benutzt man, dass sich die Zeitentwicklung eines beliebigen Zustands in einem

System folgendermafsen schreiben lasst

Wt 21, 20)) = 3 ene™ Bt [, (21, 22)) (2.14)
neN

|W,, (21, 29)) sind die Eigenzustéande des Systems und E,, die zugehorigen Energien.
¢, sind die jeweiligen Entwicklungskoeffizienten des Zustands |V (%, 21, 22)) zum
Anfangszeitpunkt ¢y. ¢, ist die Diskretisierung der Zeit t (analog zu Abschnitt[2.2).
Es treten also die Eigenenergien als Schwingungsfrequenzen auf. Nun vollfithrt
man eine Fouriertransformation von der Zeitdarstellung mit Koordinate ¢ in die
Frequenzdarstellung mit Koordinate w, welche in atomaren Einheiten identisch
mit der Energie E ist und erhélt somit das Spektrum mit den Eigenenergien E,,.

Die zugehorigen Fourierkoeffizienten (Amplitude im Spektrum) a, lauten dann

Ay = Cy | Wy (21, 22)) (2.15)

Die Intensitatsverteilung im Spektrum héangt also von den Teilchenkoordinaten
(21, 29) und von ¢,, dem Anteil der jeweiligen Eigenzustédnde am Anfangszustand
|W(to, 21, 22)), ab. Ziel war es deshalb nun einen geeigneten Anfangszustand und
geeignete Koordinaten (21, z2) fiir die Spektralanalyse zu finden.

Bei der Wahl des Zustands war natiirlich das Hauptkriterium, dass moglichst we-
nig Anteile von Zustéinden mit angeregten Schwerpunktsbewegungen enthalten

sind, aber auch moglichst viele Anteile von solchen mit angeregten Relativbewe-
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gungen.

Deshalb wurde ein Anfangszustand |W(¢g, 21, 22)) gewéhlt, welcher ungefiahr einem
Produktzustand aus der Grundzustandswellenfunktion der Schwerpunktskoordi-
nate Wo(R) und einer stark in Relativrichtung ausgedehnten Wellenfunktion der
Relativkoordinate W'(r) entspricht.

|U(tg, 21, 22)) = [W(to, R, 7)) = Wo(R)¥'(r) (2.16)

Uy (R) konnte aus dem, schon zuvor mittels Imaginérzeitentwicklung bestimmten
Grundzustand |Wo(z1, 22)) bzw. |U(R, 7)) bei g = 0 extrahiert werden. Dabei
geht man in Anlehnung an die analytische Behandlung (Abschnitt davon

aus, dass sich dieser Zustand folgendermafsen als Produktzustand schreiben lésst
|Wo(R, 7)) = Wo(R)Wo(r) (2.17)

Uy (R) bzw. Wo(r) entsprechen in der harmonischen Naherung beide gerade dem
Grundzustand des eindimensionalen harmonischen Oszillators, der einer Gauf-
funktion entspricht. Aus dem normierten Grundzustand |¥o(R, 7)) erhdlt man
Uy (R) dann durch Integration (Summation) tiber die Koordinate r im gesamten

Bereich.

To(R)= Y Wo(R)Wo(r) = Y [T(R,7)) (2.18)

r=z1—22 r=z1—22
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2.3 Methoden zur Berechnung der Eigenzustande

‘lI/|2 [m'b.u.] ‘\If‘z [urb.u.]
128000~ 654 128000~ 34

-sE-23 -sE-27

zo]a.u.]
zola.u.]

-128000-]
- 128000

i } -128000-} i
0 128000 - 128000 0

z1[a.u.] z1 [a.u.]

128000

Abbildung 2.3: Diese Abbildung zeigt den Grundzustand |Wo(z1, 22)) bei g = 0
(Bild links) und den kiinstlich stark in Relativrichtung ausge-
dehnten Produktzustand |¥(tp, 21, 22)). Die Menge aller Werte
mit einem bestimmten R = %(21 + z2) entsprechen der Projek-
tion aller Werte auf die Diagonale z; = zo und alle Werte mit
einem bestimmten r = (21 — 22) entsprechen der Projektion auf
die Diagonale z; = —z9 des Rechengitters.

Durch den Vergleich beider Wellenfunktionen erkennt man, dass die Breite der
gaukdhnlichen Funktion in Schwerpunktsrichtung bei beiden Funktionen gleich
ist. Die Breite in Relativrichtung wurde jedoch bei |¥ (%o, 21, 22)) viel grofer als
beim Grundzustand gewahlt, so dass moglichst viele Anregungen in dieser Rich-
tung enthalten sind.

Als Koordinaten fiir die Analyse wurde der Punkt (z,22) = (0,0) gewéhlt, da
an dort alle beliebig angeregten Zustédnde mit gerader Austauschsymmetrie (bo-
sonartige Zusténde) eine nicht verschwindende Aufenthaltswahrscheinlichkeit ha-
ben, ausgenommen die Punkte der Fermionisation, welche wir aber in unserem
Simulationsbereich ohnehin nicht erreichen. Um die Resonanzen im Spektrum
zu unterscheiden ist eine bestimmte Auflésung Aw notwendig. Bei der diskreten
Fourieranalyse hingt die Auflésung im Frequenzraum (Energieraum) wie folgt
mit dem Zeitschritt At und der Schrittzahl N zusammen

2
~ NAt
Um eine notwendige Auflosung Aw zu gewéhrleisten kann man demnach ent-
weder den Zeitschritt At oder die Schrittzahl N grofser wahlen. At darf aber
(wie in Abschnitt erklért) nicht zu groft gewéhlt werden. Deshalb ist eine
bestimmte Schrittzahl N erforderlich, um die nétige Auflésung Aw zu erreichen.
In dieser Arbeit wurde eine Schrittzahl von N = 40000 und ein Zeitschritt von

Aw (2.19)
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At = 210710 g.u. verwendet.

Mit Kenntnis der jeweiligen Eigenenergien F,, kann man nun, ausgehend von dem
selben Anfangszustand, der auch zur Spektralanalyse verwendet wurde (siehe Ab-
bildung rechtes Bild), die Eigenzusténde des Systems bestimmen. Dazu wird
im Prinzip nochmals eine zeitaufgeloste Fourieranalyse dieses Zustands gemacht.
Aber dieses Mal werden keine bestimmten Koordinaten ausgewahlt, sondern die
gesamte ortsabhingige Intensitiatsverteilung an dem Punkt der nun bekannten
Eigenenergie E, ausgewertet. E, bezeichnet die Eigenenergie zu dem gesuchten
Eigenzustand ¥, (z1, 22)). Durch diese ortsabhéngige Analyse ist der zugehérige
Eigenzustand, bis auf einen Normierungsfaktor schon gegeben (siehe Gleichung
. Im Folgenden wird aber nochmals eine genaue Herleitung présentiert, die
auch die numerische Vorgehensweise verdeutlicht.

Die ortsabhéngige Fourieranalyse lautet

(N-1)
FH Wt 2120)) (Br) = > Wty 21, 20)) eFnrte (2.20)

k=0

Benutzt man fiir [W(ty, 21, 22)) die Zeitentwicklung aus [2.14} so folgt

(N-1) (N-1)
Do Uthzr z)) et = N 0 feae Wy (2, 2))] € (2.21)
k=0 k=0 neN
(N-1)
= Sl W, m))] 30O (222)
neN k=0

Die Summe Z,(f\zfo_l)[e*i(E"*En’)t’@] entspricht im Grenzfall des Integrals (N — o0)

gerade dem Kronecker-Delta 9,,,,. Daraus folgt schlieflich

F N U (ty, 21, 22))(EBnr) =~ Z[cn |V, (21,22))]  Onm (2.23)

neN
= W21, 22)) (2.24)

Normiert man dieses Ergebnis erhilt man am Ende also den gewiinschten Zu-
stand |W,, (21, z2)) zur Eigenenergie E,,. Der Zustand ist umso besser prépariert,
desto kleiner der Zeitschritt At und desto grofer die Schrittzahl N ist. Beide Gro-
fsen wurden gleich zur vorherigen Fourieranalyse gewahlt. Die obige Analyse gilt

natiirlich nur, wenn |W,, (21, z2)) eindeutig, also nicht energetisch entartet ist. Da
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2.3 Methoden zur Berechnung der Eigenzustande

der Anfangszustand aber so gewahlt wurde, dass moglichst keine Schwerpunkt-
sanregungen vorkommen und deshalb die Entartungen stark unterdriickt sind
(vergleiche mit Abbildung [2.2), handelt es sich bei den numerischen Ergebnissen

um die fast eindeutigen Eigenzustdnde mit Anregungen der Relativbewegung.
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Grundlagen und Methoden fiir die numerischen Rechnungen

2.4 Simulation der Tunnelexperimente

Bei der Simulation der Tunnelexperimente wurde versucht, die experimentelle
Vorgehensweise genau nachzustellen:

Die Ausgangssituation im Experiment ist der praparierte Eigenzustand des asym-
metrischen Fallenpotentials (siehe Abbildungrechts) mit Fallentiefeparameter
p = 0.795 fiir eine bestimmte Wechselwirkung g.

Der Parameter p wird dann fiir eine bestimmte Tunnelzeit ¢ auf einen vor-
bestimmten Wert von p = 0.6875 abgesenkt, womit die Barrierehche niedri-
ger wird. Dieses Absenken geschieht mit einer linearen zeitlichen Anderung von
dp/dt = 0.043 ms~'. Durch diese langsame Anderung hat der Zustand immer
geniigend “Zeit“ sich der neuen Situation anzupassen. Man spricht von einer so-
genannten adiabatischen Anderung. Dabei passt sich der Zustand wihrend
der Anderung des Systems immer dem jeweils neuen Eigenzustand an. Dieser
entspricht deshalb bei Erreichen des unteren Wertes fiir p dem jeweiligen Eigen-
zustand des gednderten Systems. Nach der gewilinschten Tunneldauer ¢ wird die
Barrierehohe auf umgekehrte Weise wieder auf den Ausgangswert zuriickgestellt.
Im realen Experiment wird dann bestimmt, wie viele Atome im Mittel iiber eine
Vielzahl an Messungen in der Falle geblieben sind um mit dem Zerfallsgesetz [I.10]
die Zerfallsdauer 7 zu bestimmen. Die experimentelle Vorgehensweise ist auch in
[Ziir11] beschrieben.

p=0.795

dp/dt = 0.043 ms~L

p=0.6875

¢ Tunneldauer #

Abbildung 2.4

Das Hoch- und Runterfahren von p wird in der numerischen Zeitpropagation
derart realisiert, dass in jedem Zeitschritt der Parameter p des Hamiltonian um
dp/dt - At gedndert wird und der Zustand mit diesem Hamiltonian tiber At ent-

wickelt wird.

Da bei den numerischen Rechnungen nur ein endliches Raumgitter zur Verfiigung

steht, wiirde ohne weitere Mafnahme das Atom, das aus der Falle getunnelt ist

24



2.4 Simulation der Tunnelexperimente

und das Rechengitter auf der einen Seite verldsst, auf der anderen Seite wieder
auftauchen. Dies liegt an den periodischen Randbedingungen fiir die Zweiteilchen-
Wellenfunktion. Damit wére die reale physikalische Situation verfélscht, in der
ein getunneltes Atom verschwunden ist und keinen Einfluss mehr hat. Deshalb
verwendet man eine kiinstliche imaginidrwertige Potentialbarriere am Rand
des Rechengitters, welche dafiir sorgt, dass die lokale Wahrscheinlichkeitsdich-
te p = |W,(t, 21, 22)|° am Rand des Gitters zerfillt. Diese wird zusitzlich zum
Hamiltonoperator als Potential aufaddiert. Es wurde die Potentialbarriere ver-
wendet, welche auch in der Arbeit [Dinll] zur Anwendung kam. Deren freie Pa-
rameter wurden fiir dieses Problem neu angepasst, so dass moglichst wenig an

der Barriere reflektiert oder transmittiert, also das meiste absorbiert wird.

V a.a.]

-1E-11

311000

-4E-12

--2E-12

-201000 [
- 201000 0 311000

Abbildung 2.5: Darstellung des gesamten Zweiteilchen-Potentials inklusive ima-
gindrwertiger Absorptionsbarriere am Rand, welche zur Differen-
zierung in Rot dargestellt ist. Zur Veranschaulichung wurde eine
positive Wechselwirkung V' - d gewédhlt (Diagonale des Rechengit-
ters).

Die Abnahme der Gesamtwahrscheinlichkeit (U, ()|, (t')) (Quadrat der Norm
von W, (¢')) bis zur Tunneldauer ¢’ ist eigentlich nicht vergleichbar mit der mitt-
leren Atomanzahl m der Atome, welche nach einer bestimmten Zeit noch in
der Falle sind. Denn das Abnehmen der Wahrscheinlichkeit (W, (¢x)| W, (tx)) ei-
ner Zweiteilchen-Wellenfunktion bedeutet, dass mindestens ein Teilchen mit ei-
ner bestimmten Wahrscheinlichkeit an der Randbarriere absorbiert wurde, also
getunnelt ist. Es ist so aber unmdglich zu unterscheiden, ob eines alleine oder

zwei zusammen getunnelt sind. Deshalb wird in der Simulation nicht nur die ge-

25



Grundlagen und Methoden fiir die numerischen Rechnungen

samte, durch die Absorption bedingte Abnahme von (¥, (¢')|¥,(#')) nach einer
bestimmten Zeit ¢’ betrachtet. Auerdem wird die ortsaufgeloste Absorption im
Bereich der Senkrechten und Horizontalen und die im Bereich der Diagonalen
(21 = 22) des Rechengitters getrennt untersucht. Die Absorption im Bereich der
Senkrechten und Horizontalen bedeutet, dass nur ein Atom alleine getunnelt ist,
die auf der Diagonalen, dass zwei Atome gleichzeitig getunnelt sind.

Die ortsaufgeloste Absorption nach einer bestimmten Tunneldauer ¢’ wird folgen-

dermafien bestimmt

k=t' /At

|\I]abs.(t/721722)|2: Z |\IjabsA(tk721722)|2 (225>
k=0

Es wird also die, iiber die jeweilige Tunneldauer ¢’ absorbierte Wahrscheinlich-
keitsdichte durch Aufsummieren der Wahrscheinlichkeit |W s (2, 21, z2)|2, welche
jeweils zum Zeitpunkt t, = k - At tber den Zeitschritt At absorbiert wurde,
ortsaufgelost berechnet. Man erhélt damit am Ende einen Plot, in dem fiir die
jeweiligen Zweiteilchen-Koordinaten (zi,z) auf dem Rechengitter, die bis zur
Tunneldauer ¢ absorbierte Wahrscheinlichkeit zu erkennen ist. Jetzt kann man
das Verhéltnis des absorbierten Anteils auf der horizontalen und vertikalen Achse
zu dem auf der diagonalen Achse fiir verschiedene Wechselwirkungen betrachten.
Damit kann man Aussagen dariiber treffen, ob erwartungsgemaéfs immer ein Atom
alleine tunnelt (siehe Abschnitt oder ob es auch einen signifikanten Anteil an
gemeinsam tunnelnden Atomen gibt.

In dem Fall, dass einer der Prozesse stark iiberwiegt, kann man dann iiber die
Absorption der entsprechenden Wahrscheinlichkeit letztendlich doch Riickschliis-
se auf die mittlere Atomzahl W ziehen. Beispielsweise flir den erwarteten Fall,
dass der Prozess, dass ein Atom alleine tunnelt stark iiberwiegt, kann dieser
Fall als eindeutig angenommen werden. Die Absorption auf der Horizontalen und
Vertikalen beschreibt dann die Wahrscheinlichkeit fiir diesen ndherungsweise ein-

deutigen Fall. Die Gegenwahrscheinlichkeit

P=1- > W g (1, 21, 22) | (2.26)

Horizontale+Vertikale

beschreibt dann die Wahrscheinlichkeit fiir den eindeutigen Fall, dass dieses eine
Atom nach der Tunneldauer ¢’ noch in der Falle sitzt, ist also direkt vergleichbar
mit dem Zerfall der mittleren Atomanzahl W Durch Anpassung mit dem Zer-
fallsgesetz , kann man theoretisch einen mit dem Experiment vergleichbaren

Wert fur die Zerfallsdauer 7 bestimmen.
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Kapitel 3

Ergebnisse der Computerexperimente

3.1 Zustande und Energien

3.1.1 Symmetrisches Fallenpotential

Mit der Methode der Imaginérzeitentwicklung (sieche Abschnitt wurden Zu-
stinde und Energien fiir das symmetrische Fallenpotential (Abbildung [2.1] links)
mit p = 0.6575 im Bereich unter dem Fermionisationsiibergang berechnet. Die

Simulationsergebnisse sind auf der folgenden Seite dargestellt.
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Ergebnisse der Computerexperimente

Grundzustandsenergie Ey in Abhangigkeit der Wechselwirkung —V - d

T,

210719+

410713 7

.

\

w=1.866-10"13 q.u. = 2xh- 1228 Hz
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Abbildung 3.1: Diese Abbildung zeigt die Simulationsergebnisse fiir das symme-
trische (“ungekippte) Fallenpotential (sieche Abbildung [2.1]links)

mit p = 0.6575

Am oberen Plot dieser Abbildung kann man gut den typischen Verlauf der Grund-
zustandsenergie in Abhéngigkeit der Kopplungskonstanten ¢ = V - d erkennen

(vergleiche mit Abbildung [2.2] und [I.6). Theoretisch wire beim Fermionisations-
tibergang W(r = 0) identisch 0. Dies ist bei der linken Wellenfunktion in der

Abbildung, welche den Eigenzustand an diesem Ubergang nihern soll, natiirlich
nicht ganz der Fall. Dies hdngt mit dem eingeschrankten Bereich der Kopplungs-
konstanten V - d zusammen, aufgrund dessen der asymptotische Grenzwert nie
erreicht werden kann. Beim anderen Extremfall fiir die Wechselwirkung (positive
Schranke von —V'-d — V -d ist maximal negativ) ziehen sich die Atome sehr stark
an (rechte Wellenfunktion in der Abbildung). Der Grundzustand ohne Wechsel-
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3.1 Zustande und Energien

wirkung (mittlere Wellenfunktion in der Abbildung) ist derjenige, bei dem sich
in der harmonischen Néherung beide Atome im Einteilchen-Grundzustand des
harmonischen Oszillators befinden wiirden. Dessen Energie wiirde dann gerade
der Oszillatorfrequenz w entsprechen, wie sie im ersten Plot der Abbildung fiir

diesen Fall gegeben ist.

3.1.2 Asymmetrisches Fallenpotential

Im Folgenden ist der relevante Ausschnitt im Multispektrum des wechselwir-
kenden Systems mit asymmetrischem Fallenpotential (Abbildung [2.1] rechts) mit
p = 0.795 dargestellt. Diese Situation entspricht auch der experimentellen Aus-
gangssituation der Tunnelexperimente (vergleiche mit Abschnitt . Das Spek-
trum wurde mittels der zeitaufgelosten Spektralanalyse (sieche Abschnitt be-
rechnet. Es werden auch die Wellenfunktionen der signifikanten Eigenzusténde
angegeben, die mittels der zeitaufgelosten Fouriertransformation (2.Methode in
Abschnitt berechnet wurden.
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Ergebnisse der Computerexperimente

Energiespektrum in Abhingigkeit der Wechselwirkung - V d

Intensitit |arb.u.]
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Abbildung 3.2: Die Abbildung zeigt die Simulationsergebnisse fiir das asymme-
trische (“gekippte”) Fallenpotential (siche Abbildung rechts)
mit p = 0.795. Fiir beide Grenzfille V- d = —2-10~" a.u. und
V.d=2-10""7 a.u. (simulierter Fermionisationsiibergang) ist
zur Veranschaulichung nur die Losung fir V- d = 2- 1077 a.u.
angegeben, da die Losung fiir den anderen Fall fast identisch ist.
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3.1 Zustande und Energien

Das Spektrum in der Abbildung oben macht deutlich, dass fiir die gewéhlte Start-
wellenfunktion der Spektralanalyse (siehe Abbildung rechts) die relevanten
Zustande der Relativbewegung mogliche Anregungen der Schwerpunktsbewegung
(vergleiche mit Abbildung iiberwiegen. Vergleicht man dieses Multispektrum
aus der Simulation mit dem aus Abbildung fallt auf, dass die Linien der
Schwerpunktsanregungen in der Simulation kaum zu erkennen sind. Natiirlich
ist nicht gewéhrleistet, dass sich keine geringen Anteile von solchen ungewollten
Zustanden mit Schwerpunktsanregungen, die mit der relevanten Funktion ent-
artet sind, im préaparierten Endzustand befinden. Beispielsweise konnte man bei
der Wellenfunktion fiir den Endpunkt des Messbereichs im Spektrum (3) eine
Schwerpunktsanregung vermuten, da es zwei lokale Maxima der Wahrscheinlich-
keitsdichte auf der Diagonalen (r = 0) gibt. Auch die berechnete Relativwel-
lenfunktion W(r) fiir diesen Fall unterscheidet sich deutlich von der theoretisch

erwarteten Wellenfunktion in der harmonischen Néherung.
01 4 w(ry[arbul]

[/ /\

r -200000

rlau] 200000

Abbildung 3.3: Die linke Abbildung zeigt die theoretische Wellenfunktion der Re-
lativkoordinate des 1. angeregten Zustands bei g = 0 fiir das har-
monische Fallenpotential. Die rechte Abbildung zeigt im Vergleich
die entsprechende simulierte Wellenfunktion fiir das asymmetri-
sche Fallenpotential. Die linke Abbildung wurde entnommen aus
[Ziir11] und bearbeitet.

Andererseits lasst die Form der Zweiteilchen-Wellenfunktion an diesem Punkt
(Abbildung[3.2] rechte Wellenfunktion) auch vermuten, dass sich die Unterschiede
des simulierten exakten Potentials zum harmonisch gendherten Potential bemerk-
bar machen. Denn ist die harmonische Naherung nicht mehr ausreichend, lasst
sich das Problem nicht, wie in Abschnitt beschrieben, in einen Schwerpunkts-
und Relativanteil separieren. Das bedeutet, dass die Zustéinde dann auch keine
Produktfunktionen aus ¥(R) und ¥(r) mehr sind. Dann macht die Betrachtung
einer Relativwellenfunktion W(r), die geméf Formel berechnet wird, weni-
ger Sinn. Wie bereits erklédrt, macht sich die Abweichung von der harmonischen

Néherung fiir Zustédnde mit groferer Energie bemerkbar. Dieser Zustand hat die
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Ergebnisse der Computerexperimente

grofite Energie von allen in der Simulation und seine Form lasst deutlich erken-
nen, dass es sich um keinen Produktzustand dieser Art mehr handelt.

Fiir diese Abweichung spricht aufterdem, dass die Energieabstéinde vom Grundzu-
stand ohne Wechselwirkung zum Fermionisationsiibergang (w; in Abbildung
und vom Fermionisationsiibergang zum 1. angeregten Zustand ohne Wechselwir-
kung (ws in Abbildung signifikant unterschiedlich sind. In der harmonischen
Naherung miissten diese ja exakt gleich sein.

Es gibt Vergleichswerte fiir den Energieabstand w; = 27h - 1074 Hz und wy =
27h- 930 Hz, die mittels der sogenannten WKB-Methode (siehe |Ziir11]) berech-
net wurden.

wi,,,, =27h-1009 Hz  w,,, =2mh-942 Hz (3.1)

al

Diese Werte stimmen unter Beriicksichtigung von Ungenauigkeiten der Simulati-

onsergebnisse gut mit diesen iiberein.

3.2 Tunnelexperimente

Fiir die Tunnelexperimente wurden die vier bosonartigen Zustédnde aus dem vor-
herigen Abschnitt als Anfangszustande verwendet. Diese wurden durch das
Anhéngen von 0-Elementen auf ein grofseres Rechengitter von 512 x 512 Pixeln
erweitertll] Die Tunnelexperimente wurden gemif der Methode, wie sie in Ab-
schnitt erklart sind, fiir je zehn dquidistante Tunnelzeiten ¢’ im Bereich von
thin =0 au. bis t,,,. = 420000 - At = 420000 - 10* a.u. = 102 ms durchgefiihrt,
was nach [Ziirl1] ausreichend ist, um die Zerfille der Zustédnde zu beobachten.

In der folgenden Abbildung auf der néchsten Seite ist die ortsaufgeloste Ge-
samtabsorption |‘Ilabs,(t§m$,z1,zQ)|2 nach der Maximaltunneldauer ¢, . darge-

stellt. Zudem wird das Verhiltnis des Horizontal- und Vertikalanteils zum Diago-

q o |w —wer (! 2 w1 .
nalanteil 1Xabshorver.(bmas)l_ angegeben, was dem Verhéltnis von Einfachtunnelpro-
|\Ilabs.diagonal(t;naw) ’

zessen zu Zweifachtunnelprozessen entspricht. Die Nummerierung der vier Plots
ist fiir den Vergleich mit den entsprechenden Startzustdnden aus Abbildung [3.2]

!Die Zustinde wurden aus Zeitgriinden auf dem kleineren Gitter von 256 x 256 Pixeln pri-
pariert. Um geniigend Raum fiir die Tunnelbarriere zur Verfiigung zu haben ist jedoch ein
groferes Gitter notwendig.
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Abbildung 3.4: Die Abbildung zeigt ortsaufgelost, die von der imagi-
naren Potentialbarriere absorbierte Gesamtwahrscheinlichkeit der

Zweiteilchen-Wellenfunktion, die iiber die maximale Tunneldauer
tlax absorbiert wurde. Zusétzlich ist das Verhiltnis des Anteils
von KEinfachtunnelvorgéingen zu Zweifachtunnelvorgédngen ange-

geben.
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In allen vier Féllen iiberwiegen die Anteile auf der horizontalen und vertikalen
Achse die auf der diagonalen Achse. Der Anteil auf der diagonalen Achse ist in
den Plots gar nicht mehr wahrzunehmen. Also ist, wie erwartet, der Prozess,
dass ein Atom alleine tunnelt, immer der dominante Prozess. In den beiden Plots
mit nichtverschwindender Wechselwirkung V' - d fillt auf, dass der grofite An-
teil der Absorption, weder auf der Diagonalen, noch auf der Horizontalen und
Vertikalen liegt, sondern in der Niahe der Diagonalen z; = —z,. Dies hangt ver-
mutlich mit der Simulation des Wechselwirkungspotentials mit groffem Sprung
bei r = 0 (Diagonale z; = z» des Rechengitters) zusammen. Dadurch entstehen
in der Zeitentwicklung immer kleine Anteile hoher Relativhewegungsanregungen,
welche beispielsweise auch in Abbildung an der entsprechenden Relativkoor-
dinatenwellenfunktion W(r) als eine Art Rauschen zu erkennen ist. Diese hohen
Anregungen sind nicht mehr in der Falle gebunden und werden deshalb stdndig
von der imagindren Absorptionsbarriere an den Réandern der Relativkoordinaten-
achse (Diagonale z; = —z5) absorbiert. Theoretisch verschwindet die Losung am
Fermionisationsiibergang ja fiir r = 0 und die Form der Punktwechselwirkung
spielt keine Rolle mehr (siche Abschnitt [I.3). In der Simulation ist dieser Punkt
aber nur gendhert, weshalb immer eine von 0 verschiedene Wahrscheinlichkeit bei
r = 0 bleibt. Deshalb hat die Wechselwirkung in der Zeitentwicklung immer einen
Einfluss, der sich anscheinend in Form dieser Anregungen zeigt.

Auffallig ist aukerdem die Tendenz, dass der Zweifachtunnelprozess mit steigender
Eigenenergie stirker unterdriickt ist. Die Begriindung dafiir wird anhand folgen-
der Skizze deutlich, worin der energetisch niedrigste und hochste Fallenzustand

der Simulation im Einteilchen-Niveau-Schema gegeben ist.
<\@”\¢ W\
— +
f AN AN

Abbildung 3.5: Die Abbildung zeigt schematisch den Tunnelprozess des
Zweiteilchen-Grundzustands (links) und des 1. angeregten
Zweiteilchen-Zustands (rechts) jeweils ohne Wechselwirkung im
Einteilchen-Niveau-Schema. Die Pfeile bezeichnen den Spin des
Atoms

Beim Grundzustand (links) befinden sich beide Atome im gleichen Einteilchen-
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3.2 Tunnelexperimente

Energiezustand, weshalb die Tunnelwahrscheinlichkeit fiir beide Atome identisch
ist. Diese Tatsache bevorzugt einen gleichzeitigen Tunnelprozess. Beim ersten
angeregten Zustand hingegen befindet sich eines der Atome im dritten Energie-
niveau, wiahrend das andere im ersten ist. Das Atom im dritten Niveau tunnelt
mit einer groferen Wahrscheinlichkeit als das Atom im Grundzustand, weshalb
hauptséchlich das héherenergetische Atom tunnelt, was sich nachteilhaft auf ein
gleichzeitiges Tunneln auswirkt.

Aufgrund des stark dominanten Prozess des Einfachtunnelns, wurde nun der Zer-
fall im Bereich der Horizontalen und Diagonalen des Rechengitters, wie in
beschrieben mit dem Zerfallsgesetz [I.16] angepasst und die Zerfallskonstante 7
bestimmt. Die entsprechenden Zerfallsplots sind auf der néchsten Seite darge-
stellt. Zudem sind Vergleichswerte angegeben, die mittels der Daten des realen

Experiments abgeschitzt wurden.
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Zerfallskurve des Grundzustands
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Abbildung 3.6: Darstellung der Zerfallskurven fiir die Eigenzustdnde des asym-

metrischen Fallenpotentials (p = 0.6875). Die Nummerierung ist
fiir den Vergleich mit Abbildung @

Es fallt auf, dass alle mittleren Zerfallszeiten 7p; weit unter den experimentel-
len Vergleichswerten liegen. Eine Erklarung fiir die Abweichung bei den beiden
wechselwirkenden Féllen (2) kénnte sein, dass der Tunnelprozess durch die klei-
nen ungewollten Anregungen, die in diesem Abschnitt oben diskutiert wurden,
verfilscht wird. Dies erklart aber nicht die grofe Abweichung beim nichtwechsel-
wirkenden Grundzustand (1), die andere Ursachen haben muss. Trotzdem kann
man erkennen, dass 7 flir die repulsive und attraktive Wechselwirkung identisch

sind, was den Fermionisationstibergang charakterisiert (siehe Abschnitt |1.4]).
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Schlussfolgerung und Ausblick

Im Laufe dieser Arbeit wurde die physikalische Situation eines ultrakalten zwei-
atomigen fermionischen °Li Gases in einem eindimensionalen Fallenpotential mit
Wechselwirkung am Computer zu simuliert.

Ausgangspunkt dafiir ist das quantenmechanische Modell, welches neben dem gut
bekannten Fallenpotential die fiir ultrakalte Gase typische Nédherung der Punkt-
wechselwirkung enthélt. Eine Schwierigkeit dieser Arbeit war, eine Vergleichbar-
keit zwischen der theoretischen Beschreibung der Punktwechselwirkung und der
numerischen Realisierung auf einem diskreten Rechengitter herzustellen.

Mittels numerischer Methoden, die teilweise in dieser Arbeit entwickelt wurden,
konnte das Energiespektrum und die Eigenzusténde fiir das wechselwirkende Gas
gefunden werden und mit den analytischen Losungen verglichen werden. So konn-
ten typische Charakteristika, wie der Ubergang der Fermionisation nachvollzogen
werden. Auf der anderen Seite konnte man aber auch Unterschiede zur harmoni-
schen Naherung im analytischen Modell feststellen. Aufserdem konnten System-
werte berechnet werden, die als Vergleichswerte fiir zukiinftige Experimente oder
Rechnungen dienen kénnten.

Im letzten Abschnitt sollten aktuelle Tunnelexperimente, bei denen man iiber
die Zerfallscharakteristik eines Zustands Riickschliisse auf dessen Eigenschaften
zieht, exakt nachgestellt werden. Mit diesen Experimenten wird experimentell
der Ubergang der Fermionisation iiberpriift. Im Laufe dieser Simulationen wur-
den Probleme festgestellt, die moglicherweifse auf dem eingeschrankten numeri-
schen Modell beruhen und eine direkte Vergleichbarkeit quantitativer Ergebnis-
se mit dem Experiment erschwerten. Qualitativ konnte jedoch im Einklang mit
dem Experiment beobachtet werden, dass Einfachtunnelprozesse im Vergleich zu
Zweifachtunnelprozessen immer dominant sind. Auerdem konnte festgestellt wer-
den, dass der Zweifachtunnelprozess mit steigender Zustandsenergie zunehmend
unterdriickt ist. Schlieklich konnte die typische Charakteristik am Fermionisati-
onspunkt durch Messung identischer mittlerer Tunnelzeiten fiir attraktive und

repulsive Wechselwirkung beobachtet werden.
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