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Einleitung

Ausgangspunkt dieser Arbeit ist die Dissertation von Sarah Hofl [1], in der
rheologische Systeme u.a. mittels dielektrischer Spektroskopie untersucht wer-
den. Dabei werden Kettenmolekiile mit Dipolmomenten in oszillierender Scher-
stromung betrachtet. Desweiteren wird ein schwaches, zeitlich verédnderliches
elektrisches Feld angelegt, und versucht, aus der Antwortfunktion des Systems
auf diese dulere Storung Riickschliisse auf die Gestalt der Molekiile zu ziehen.
Es stellt sich die Frage, ob sich diese Messungen und ihre Ergebnisse auch
durch theoretische Betrachungen erfassen lassen.

Obwohl es aus Griinden, die spéater noch eingehender diskutiert werden, noch
weiterer Forschung bedarf, die Studien von S. Hofl theoretisch vollsténdig
zu analysieren, stellt sich doch schnell heraus, dass die Untersuchung der
Konformationen von Kettenmolekiilen anhand von Computersimulationen
ein spannendes Forschungsgebiet darstellt. Der Schwerpunkt dieser Arbeit
liegt daher auch auf der Untersuchung der Gestalt von Polymerketten im
,Random-Walk-Rouse-Modell“ unter Verscherung.

Es ist bekannt, dass Polymere in der dichten Schmelze als ,Random Walk*
beschrieben werden konnen. Interessanterweise zeigen Computersimulationen,
dass ,,Random Walks® keineswegs eine isotrope Form, sondern typischerweise
die Gestalt eines stark deformierten Ellipsoids annehmen. Isotrope Verhéltnisse
erhdlt man erst nach der Mittelung iiber alle méglichen Orientierungen des
Ellipsoids.

Im Laufe der letzten Jahrzehnte wurden eine Reihe unterschiedlicher Studien
verOffentlicht [2-6], die in ihrer Aussage iibereinstimmen, dass das Verhéltnis
der Langenquadrate der Haupttriagheitsachsen etwa 12 : 3 : 1 betrigt.
Studien von Diehl und Eisenriegler [7] und von Jagodzinski, Eisenriegler und
Kremer [8] zeigen, dass sich diese intrinsische Anisotropie unter enormem
mathematischem Aufwand auch analytisch belegen lésst.

Desweiteren ist bekannt, dass &uflere Einfliisse wie Scherstrémungen oder
Wiénde [9] dazu tendieren, die Ketten zu orientieren und zu strecken. Die
meisten Studien zu diesem Thema behandeln diesen Effekt jedoch in demje-
nigen Koordinatensystem, das von auflen durch die Stréomung bzw. Wand
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vorgegeben ist [10-17]. Uber die intrinsischen Verhiltnisse ist jedoch nur
wenig bekannt [3].

Ziel dieser Arbeit ist daher die Analyse der Kettenkonformationen in einem
intrinsischen Koordinatensystem. Als quantitative Grofle bietet sich hierfiir
der sogenannte Gyrationstensor an, dessen Eigenwerte ein Ma8 fiir die Ausdeh-
nung der Molekiile entlang ihrer Haupttrigheitsachsen sind. Die Untersuchung
der Ketten in einem korpereigenen System ermoglicht die Trennung der oben
genannten Effekte. Die Streckung und Reorientierung der Polymere kann
demnach unabhéngig voneinander betrachtet werden.

Im Folgenden wird die Gestalt von drei unterschiedlichen Kettenmodellen in
Scherstromung untersucht.

Wir gehen zunéchst von der Gaufischen Kette aus, in der effektive Monomere
mit entropischen Federn verbunden werden. Ketten dieser Art lassen sich
im Rahmen des ,,Random-Walk-Rouse“-Modells sowohl im Gleichgewicht als
auch in Scherstréomung analytisch geschlossen 16sen. Die Verteilung der Kon-
formationen kann somit im stationéren Fall berechnet werden. Es wird sich
zeigen, dass auf rein analytischem Wege die mittlere Gestalt der Kette in ei-
nem dueren Koordinatensystem bestimmt werden kann. Lediglich der Schritt
zum ketteneigenen System bedarf einer numerischen Behandlung. Hierfiir wird
ein einfacher und sehr schneller Monte-Carlo-Algorithmus vorgestellt.

Dieser lésst sich nicht nur auf Systeme mit konstanter Scherrate anwenden. Es
ist ebenfalls moglich, die Verteilung der Konformationen in einer zeitabhingi-
gen Scherstromung zu berechnen. Interessanterweise bietet sich daher die
Moglichkeit, den Monte-Carlo-Algorithmus so zu modifizieren, dass Ketten in
oszillierender Scherstromung simuliert werden koénnen.

Desweiteren wird im Hinblick auf die Arbeiten von S. Hofl [1] und M. Wilhelm
[18-20] die Gestalt von Kettenmolekiilen mit Dipolmomenten in oszillierender
Scherstromung unter Einfluss eines oszillierenden dufleren Feldes untersucht.

Das Modell der Gauflschen Kette, bei der die Konnektivitdt durch ein har-
monisches Potential realisiert wird, ist im Falle einer starken Streckung
unrealistisch. Daher werden als zweites Modell Ketten untersucht, deren Mo-
nomere durch sogenannte FENE-Federn! verbunden sind. Das FENE-Potential
ist in erster Ndaherung harmonisch, weist aber eine logarithmische Divergenz
auf, die die Lénge einer Bindung beschrinkt. Diese Einschriankung hat zur
Folge, dass die Entwicklung einer geeigneten Monte-Carlo-Simulation im Falle
gescherter Systeme nicht so einfach méglich ist. Daher wird zur Untersuchung
solcher Molekiile auf ,,Brownian Dynamics“-Algorithmen zuriickgegriffen.

Mfinitely extensible nonlinear elastic
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Das dritte Kettenmodell, das in dieser Arbeit untersucht wird, geht noch einen
Schritt weiter und schrénkt die Bindungsldnge auf einen festen Wert ein.

Die Hoffnung war, so Probleme, die aufgrund der Divergenz des FENE-
Potentials auftreten, durch die Reduzierung der Freiheitsgrade zu umgehen.
Allerdings werden wir sehen, dass hierbei neue Herausforderungen auf uns
zukommen, die in der Literatur zwar bekannt sind [21-25], deren bisher be-
kannten Losungen allerdings Schwéichen haben.

In dem letzten Kapitel wird daher eine neue Herangehensweise vorgestellt,
um Freiheitsgrade bei stochastischen Prozessen mit Hilfe holonomer Zwangs-
bedingungen einzufrieren.

Zuallererst aber sollen im ersten Kapitel nun die wichtigsten Grundlagen
erldutert werden, die fiir das Verstdndnis dieser Arbeit von grofier Bedeutung
sind. So wird im Folgenden zunéchst eine kurze Einfiihrung in das Konzept
der Gaufschen Kette, die Theorie der Brownschen Bewegung und das Rouse-
Modell als Dynamik-Modell fiir Polymere in der dichten Schmelze gegeben.






Kapitel 1

Theoretische Grundlagen

1.1 Die Gauflsche Kette

In der folgenden Arbeit soll die Konformation von Kettenmolekiilen in einer
Schmelze untersucht werden. Demnach liegt allen weiteren Betrachtungen das
Flory-Theorem zugrunde. Dieses besagt, dass sich eine Polymerkette in einer
dichten Schmelze wie ein ,,Random Walk* verhalt.

Ein ,Random Walk® kann sehr viele unterschiedliche Konformationen anneh-
men, was eine statistische Beschreibung erfordert. Betrachten wir ein Polymer
mit N 41 Monomeren. Die Bindungsvektoren, also die Relativkoordinaten von
einem Monomer zu seinem néchsten Nachbarn, werden mit ¢; bezeichnet.

Da es sich bei diesen ¢; um Zufallsvariablen handelt, verschwindet deren Er-
wartungswert aus Symmetriegriinden

(@) =0 . (1.1)

Desweiteren soll die mittlere quadratische Verbindungslinge mit b bezeichnet
werden

@ = . (1.2)

Bei einem idealen ,,Random Walk® sind auflerdem alle Schritte untereinander
unkorreliert

(G-q) =0, Vizj . (1.3)

Der End-zu-End-Vektor Ry ist die Summe aller Kettenglieder
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Rp=> ¢ . (1.4)
Somit verschwindet auch dessen Erwartungswert

und fiir den mittleren quadratischen End-zu-End-Abstand gilt

(B) = D (G-a) = Y (@) = Nv* . (1.6)

i 7

Um héhere Momente (z.B. ((R2)?)) zu erhalten, betrachten wir zur Vereinfa-
chung zunéchst einen eindimensionalen ,,Random Walk*.

Es gilt
(exp(ikRg)) = 1 — 7<RE) + I<RE> + ...
NE2p? k4
= 1-— +I<R‘}E)+... : (1.7)

Desweiteren gilt

(exp(ikRp)) = (exp(z'qui»
= (H exp(ikq;))

= [](exp(ika:))

= (exp(ikq))Y (1.8)

wo wir das Verschwinden von Korrelationen zwischen verschiedenen Bindun-
gen benutzt haben.

Betrachten wir nun eine Umskalierung der Kette geméf

b — Ab=:10 (1.9a)

N — AN?N = N | (1.9b)
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so bleibt der mittlere quadratische End-zu-End-Abstand skaleninvariant

(Rp) — (Rp) (1.10)

Desweiteren sollen noch zwei Forderungen erfiillt werden

1. Nur die Langenskala b soll von Bedeutung sein

(exp(ikqr)) = f(kb) (1.11)

2. Nicht nur (R%), sondern alle Momente sollen skaleninvariant sein, d.h.
(exp(ikRE)) soll ebenfalls skaleninvariant sein.

Daraus ergibt sich

FRDN = fRVN (1.12)
und aus
f(z) = exp(g(z)) = Ng(kb) = N'g(kb') (1.13)
folgt
g(z) = X\ 2g(\z) . (1.14)
Setzt man jetzt noch
A= % (1.15)
so gilt
gla) = 2% g(1) (1.16)
= f(kb) = exp(const. k*V?) = (exp(ikq)) . (1.17)

Eine Taylorentwicklung bis zur quadratischen Ordnung in k liefert

1
const. = —3 - (1.18)

Damit erhalten wir
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(exp(ikRg)) = (exp(ikq))™

= exp (-Nk2b2) . (1.19)

2

Andererseits gilt auch

(exp(ikREg)) = /dRE P(Rg) exp(ikRg) (1.20)

was nichts anderes als die Fourier-Transformierte der Verteilungsfunktion
P(RE) ist.
Die Riicktransformation liefert dann eine Gaufiverteilung des End-zu-End-
Abstandes

P(R 1 : U 1.21

) = () o0 (- ns) (121)

bzw. fiir eine Unterkette von Monomer ¢ zu Monomer j in drei Dimensionen
gilt

3
3 2 Ir2,
Plr,) = [ ——— S . 1.22
) = () = (- 7o) 22

Interpretiert man diese GauBverteilung als Boltzmannverteilung, so erhdlt man
einen effektiven Hamiltonian der Gestalt

H 3 . .
el o > (Fipr — ) (1.23)

und damit ein sehr einfaches Kettenmodell, bei dem einzelne Monomere mit
Hookeschen Federn verbunden werden. Diese nennt man ,,entropische Federn*.
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1.2 Die Fokker-Planck-Gleichung

Die Brownsche Bewegung eines Teilchens durch eine grofle Anzahl anderer
Teilchen, die alle untereinander stoflen, kann durch die Newtonsche Bewegungs-
gleichung beschrieben werden. Da es sich aber um ein Vielteilchenproblem
handelt, ist diese Beschreibung schwierig und im allgemeinen nicht 16sbar.
Eine statistische Behandlung vereinfacht das Problem. Die Fokker-Planck-
Gleichung ist eine partielle Differentialgleichung, die die zeitliche Entwicklung
einer Verteilungsfunktion fiir den Aufenthaltsort ebendieser Teilchen be-
schreibt. Die Bewegung aufgrund deterministischer Kréifte und Stromungen
wird durch den Driftterm beschrieben. Der Diffusionsterm beschreibt die
Bewegung, die durch St68e mit anderen Teilchen zustande kommt.

Die Eigenschaften dieser Gleichung sollen nun anhand der eindimensionalen
Bewegung eines einzelnen Teilchens erlautert werden.

Die Verteilungsfunktion P(z, t|xg, to) gibt die Wahrscheinlichkeit an, ein Teil-
chen, das zur Zeit ty am Ort xy war, zum Zeitpunkt ¢ an einem Ort z zu
finden. Zur Herleitung der Fokker-Planck-Gleichung gehen wir davon aus, dass
die Verteilungsfunktion die Eigenschaften eines Markov-Prozesses erfiillt, d.h.
dass P(x, t|z, tp) nicht von Zeiten vor t, abhéngt.

Fiir diese Wahrscheinlichkeit gilt dann

/de(x,ﬂxo,to) =1 (1.24)
und

P(l’,t0|l’0,t0) = 5(1’ — [L’()) . (125)

Nun muss sich das Teilchen zu einem Zeitpunkt ¢;, der zwischen t; und ¢
liegt, an irgendeinem Ort x; befinden, so dass sich die Verteilungsfunktion
P(x, t|xo, to) durch

P(l’,t|l’0,t0) = /dl’lp(l’,t|l’1,t1)73(l'1,t1|l’0,t0) (126)

ausdriicken l&sst. Dies ist die sogenannte Chapman-Kolmogorov-Gleichung.

Betrachten wir nun eine formale Entwicklung nach Momenten. Sei p(z) eine
Funktion, die folgende Eigenschaften erfiillt

e p(x) >0
o [drp(z)=1

o L, = [dra"p(x) existiert fiir alle x
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Dann gilt

(k) = /d:c exp(ikx)p(x)
= Z(i@nun : (1.27)

=

Aus der Riicktransformation folgt, dass ein eindeutiger Zusammenhang zwi-
schen der Funktion p(z) und den Momenten {u,} existiert

p(z) = i (—%)n % 5(z) . (1.28)

Die Kramers-Moyal-Entwicklung der Verteilungsfunktion P(z,t|z,ty) nach
Momenten von (x—zy) liefert schlielich die gesuchte Fokker-Planck-Gleichung.

Definiert man
pin(t; w0, t0) = ((x —0)") (¢, t0)
= /d:c (x — x0)" P(a, t|xo, to) (1.29)

so lasst sich nach Glg. (1.28) P(z, t|xg, to) mit Hilfe dieser Momente ausdriicken

—( 0\" 1
P(z,t|xo, to) = Z (_8_36) 5(55—%)5%@;%7%) : (1.30)

n=0

Fiir kleine 7 liefert die Chapman-Kolmogorov-Gleichung

= a\" 1
P(x,t + T|zo,t9) = /d:m;(—a—x) 5(m—x1)a,un(t+7';x1,t)
P(l’l,t|l’0,t0)

= 9 )" 1
= —— | —pn(t + 752, )P (2, t|z0,t0) . (1.31)
ot < ox ) nl

Ziehen wir den Term mit n = 0 ab, so erhalten wir
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[P(z,t + T|xo,to) — Pz, t|zo, to)]

3

= —Z( 8:6) ‘,un(t—l—T x, V)P (z,t|zo,to) - (1.32)

Das Kurzzeitverhalten dieser Momente definiert dann die Kramers-Moyal-
Koeffizienten D™

((x = 20)") (to + 7, t0) = n!D™ (xq,t0)T + o(7T) (1.33)

fn(t +71i2,t) = nIDW(z,t)7 + o(r) . (1.34)

Einsetzen in Glg. (1.32) liefert die generalisierte Fokker-Planck-Gleichung

gtp :L' t|113'0,t0 Z: ( ) (:L’ t)'P(x’ﬂxoth) . (1.35)

Diese lasst sich auch kurz

%P(l’,t‘l’o,to) = ,Cp(l’,t‘l’o,to) (136)

schreiben, wobei £ Fokker-Planck-Operator genannt wird.

Desweiteren besagt das Pawula-Theorem, dass nur vier Arten der Dynamik
existieren:

1. Die Entwicklung endet bei n = 0: Keine Dynamik

2. Die Entwicklung bricht bei n = 1 ab: Deterministischer Prozess (—
Liouville-Gleichung)

3. Abbruch bei n = 2: Fokker—Planck / Diffusionsprozess
4. Die Entwicklung endet erst bei n = oo

Der Beweis dieses Theorems soll hier nicht explizit vorgerechnet werden, ist
aber beispielsweise in [26] zu finden.

Im Folgenden werden wir uns auf Prozesse des Typs 3 konzentrieren. In meh-
reren Variablen nimmt die Fokker-Planck-Gleichung dann die Form

O e = 9 5 @ I

all.
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1.3 Die Langevin-Gleichung

Die Bewegungsgleichung eines Diffusionsprozesses mit Drift kann formal auch
als

d
T = DY 4+ (b (1.38)

geschrieben werden. Dies ist eine stochastische Differentialgleichung, die als
Langevin-Gleichung bezeichnet wird. Wir legen hier die Ito-Interpretation
(s.u.) zugrunde.

Formales Aufintegrieren der Langevin-Gleichung liefert

zi(r) = x:(0) + / dtDO () + / dtGi(t)
0 0
= 2;(0) + Azt + AzSto . (1.39)
(; ist ein Rauschterm, der die Diffusion beschreibt. Er wird Gauflsches weifles

Rauschen genannt und ist durch seinen verschwindenden Erwartungswert und
sein zweites Moment

(G) =0 (1.40)

GG = 2026t —t) (1.41)

charakterisiert. Fiir die zweiten Momente der stochastischen Verriickungen gilt
dann

(AZS® AzS) = /0 "t /0 "at GG =200 . (1.42)

Man beachte, dass nach der Ito-Vorschrift Dg) an der Stelle ¢ = 0 auszuwerten
ist. Die hoheren Momente werden so definiert, dass Az5* eine gaufiverteilte
Zufallsvariable ist.

Um zu erkldren, warum der stochastische Term als weiffes Rauschen bezeichnet
wird, werfen wir fiir den Fall eines Freiheitsgrades einen kurzen Blick auf die
Fouriertransformierte

((w) = i/_OO dt e ™((t) . (1.43)

21 J_ o

Fiir die ersten beiden Momente gilt
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Cw)) =0 (1.44)
C)ie) = 5 [ an [ an et
@) poo ,
R
(2
- gv)z 2mb(wn — w)
D)
= b —w) (1.45)

Die Rauschamplitude ist demnach frequenzunabhéngig. Deshalb wird dieser
Term als weif$ bezeichnet.

Die Problematik bei dieser formalen Schreibweise der Bewegungsgleichung
besteht darin, dass die Trajektorie z;(t) bei einem Diffusionsprozess zwar
stetig, aber nirgendwo differenzierbar ist.

Dies bedeutet, dass es neben der Langevin-Gleichung noch einer Interpretation
des stochastischen Terms bedarf. Itos Interpretation geht direkt zu Beginn
davon aus, dass die Trajektorie nicht differenzierbar ist und fithrt daher direkt
verschwindende Korrelationszeiten ein.

Stratonovichs Interpretation der Langevin-Gleichung geht zunéchst davon aus,
dass die Trajektorien differenzierbar sind und nimmt den Grenzfall verschwin-
dender Korrelationszeiten erst am Ende.

Betrachten wir zur Erklarung die Gleichung

d
Lo = F(a) + ol@)f(t) - (1.46)

Hierbei sind F' der deterministische Anteil, o(z) die Rauschamplitude und fiir
f(t) gilt

(fy = 0 (1.47a)

(@) f(&)) = 25t = 1) . (1.47b)

Da die Rauschamplitude von = abhéngt, liegt hier sogenanntes ,,multiplikatives
Rauschen* vor. Hier sind die Interpretationen nach Ito und Stratonovich nicht
dquivalent.

Nach Ito gilt



20 Theoretische Grundlagen

/ dto(z(t) ft) — o(x(0)) / dt (1) (1.48)
0 0
woraus
</0Tdto—(x(t))f(t)> ~ 0 (1.49)

folgt.
Die Fokker-Planck-Gleichung hat dann die Gestalt

0 9 (0

atp(x,ﬂxo,to) = 5% (aaz(x) — F(I)) Pz, t|xg, to) - (1.50)

Nach Stratonovichs Interpretation tauchen hingegen noch zusétzliche Terme
auf, da aus

/O Cdto(a(t) (1)
= o(w(0) /Tdtf(t) j—/ dt Ax(t) £(t) + ...

_ U(x(O))/O dt f(¢) +o——/ dt/dt’ sl

= </OT dto(x(t)) f(t )> =0+ UZ—IT + O(7?) (1.52)

folgt.
Dieser zusétzliche Term wird ,spurious drift“ genannt. Die Fokker-Planck-
Gleichung hat dann die Form

0
—P([L’, t|[L’0, t()) =

ot

g (0 , do
<%U (z) dz

oz T F@) P(z,tlxo, to) . (1.53)
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1.4 Das Rouse-Modell

Das Rouse-Modell beschreibt die Dynamik einer einzelnen Polymerkette. Wir
wollen hier ein dreidimensionales System annehmen. Das Modell geht von einer
Gauflschen Kette aus und liefert eine exakte Losung fiir die Langevin-Gleichung

d — —

o = mEi + ¢ (1.54)
Die 7; bezeichnen dabei die Positionen der einzelnen Monomere. F; bezeichnet
die intramolekularen Kréfte

- OH
F, = — ) 1.55
o (1.55)
wobei die Wechselwirkung durch das entropische Federpotential (1.23) der
Gauflschen Kette gegeben ist.
u ist die Mobilitdt der Monomere und ist iiber das Fluktuations-Dissipations-

Theorem mit der stochastischen Kraft é verkniipft

(G =0 (1.56a)

7

Gt CHE) = 2ukpT 6;0°%5(t — t) (1.56b)

Es handelt sich um eine {iberddampfte Langevin-Gleichung mit unkorrelierten
stochastischen Verriickungen und ohne hydrodynamische Wechselwirkung
oder ,excluded volume“-Effekte.

Die Herausforderung bei dieser Gleichung liegt darin, dass es sich hierbei
aufgrund der Wechselwirkungsterme um eine gekoppelte Differentialgleichung
handelt, die sich nicht so einfach l6sen lidsst. Rouse [27] gibt allerdings eine Me-

thode an, mit deren Hilfe sich diese Gleichung vollkommen entkoppeln lésst.
Hierfiir wird auf sogenannte Rouse-Moden transformiert

N
E,= Y Fy,, p=012... N-1 (1.57)
n=1

mit

(1.58)
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Die ®,,, sind orthonormale Matrizen

2

D,y Prp = Onm (1.59)

Il
o

p

so dass die Wechselwirkungsenergie diagonalisiert wird und durch unabhéngige
Moden ausgedriickt werden kann

N—1
6kgT . PN
= bg E sin? (ﬁ) A (1.60)

p=1

H

Die Langevin-Gleichung (1.54) nimmt dann die Form

. 12ukpT -
7y = =L i (%) zZ, + &, (1.61)
an, wobei
N
n=1

das transformierte Rauschen ist.

Die Relaxationszeiten der Rouse-Moden 7, sind gegeben durch

(5(6) 7,(0)) = () exp (— i) ; (1.63)

Tp
1 12pkpT . 2<p7r>
- I St 1.64
T e o o (1.64)
b? 1
T W2pkpT sin? (I) (1.65)

Fir p < N gilt
b 2N\ b’ N\?
T, A~ () - B . (1.66)
12ukgT \ pr 3m2ukgT \ p

Die ldngste Relaxationszeit der Kette, d.h. diejenige mit p = 1, wird Rousezeit
genannt

b N2
- 3m2ukpT >

TR = T1

N? . (1.67)



Kapitel 2

Monte-Carlo-Simulation von
harmonischen

Kugel-Feder-Ketten in
Scherstromung

2.1 Analytische Betrachtungen

2.1.1 Das Rouse-Modell unter Scherstréomung

In dieser Arbeit soll die Dynamik von Kettenmolekiilen in Scherstrémung be-
trachtet werden.
Hierzu erweitern wir die Langevin-Gleichung (1.54) um einen weiteren Term.

5 aH _»n g g
T = —u# + Galt) + f(t) € 7 (2.1)
wobei 7,, n = 1,..., N, wieder die Position des n-ten Monomers und p die

Mobilitéat beschreibt. Der Rauschterm C; wird, wie im ersten Kapitel beschrie-
ben, durch die ersten Momente und das Fluktuations-Dissipations-Theorem
charakterisiert.

(@) = 0,
(GO ) = 2pkpT 6(t —1') 60 0% (2.2)
wobei o und (3 kartesische Indizes bezeichnen.

Die Monomer-Monomer-Wechselwirkung innerhalb einer Kette ist durch entro-
pische Federn gegeben,

U7 = LN (s — 77 23)

n=1
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Die Erweiterung besteht in dem letzten Term, der die Scherstromung be-
schreibt. Hierbei ist € der sogenannte ,,rate of strain“-Tensor, eine 3 x 3-Matrix,
die die rdumliche Orientierung der Scherstromung angibt. Im Folgenden wird
angenommen, dass solch ein System immer so orientiert werden kann, dass in
x-Richtung geschert wird und ¢ die Form

“—
E =

(2.4)

o O O

1
0
0

o O O

annimmt. Die Starke der Scherung, sowie deren Zeitabhéangigkeit werden durch
die Scherrate f(t) beschrieben.

Wie im Falle der Gleichgewichtsdynamik léasst sich auch das gescherte Sys-
tem entkoppeln, indem eine Standard-Rousetransformation (siehe Kapitel 1)
vorgenommen wird.

Fy= Y Py  p=01..N-1 . (2.5)

n=1
N
OH - -
— Z@np{—uaf + G+ f(t) € T}
n=1 'n
N N-1 N-1
OH - - -
= D Ou{-n Y 5= O+ Gt [0 Y 7 Pug}
n=1 q=0 q q=0
OH - -
= —Ma—fpﬂprﬂLf(t)g% : (2.6)
Hierbei ist
— N -
£, = Z(I)"p Cn (2.7)
n=1

die Transformation des Rauschens.
Es gilt
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N N

(G(1) © &) = DD PupPug (Gl(7) ® Cul)) - (28)

n=1 m=1

Somit erfiillt £, das Fluktuations-Dissipations-Theorem (2.2)

(M) = 2D 0 g 6(7 — 7') i Gag

n=1 m=1
N
= 2 Z(I)"p Dy 0(T7 — ') dup
n=1
= 28,0a30(T — T') . (2.9)

Fiihrt man nun noch die Grofie

12uksT . p
ky = —P sin® (ﬁ> (2.10)
ein, so erhélt man eine Bewegungsgleichung der Form
Iy, = —k, @y + &) + f(t) € T, . (2.11)

2.1.2 Lo6sung der Langevin-Gleichung
Konstante Scherrate

Glg. (2.11) ldsst sich fiir den Spezialfall zeitunabhingiger Scherrate mit
f(t) = 4 relativ einfach und elegant 16sen.

Der homogene Anteil

:i—,»hom _ (_k,p T _‘_;y g)fhom(t) EZ thM(t) (2.12)

wird durch

ghem () = eAt o (0) (2.13)

gelost.
Da alle hoheren Potenzen von ¢ verschwinden, lisst sich die Exponentialreihe

exakt angeben.
Aus
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(A" = (=kpt 1 +42 )"

- 3 (§) ewiraE o

- l(g) (k)" 1 + (71’) (—kt)" L4 ¢
= (k)" 1T +n(—kt)" 42 ¢ (2.14)

folgt

n!
o 1 < N
- 1+Zm(At)
n=1
| _
= 1+ Z{ﬁ(—kpt)" U+ —(—kt)" ' 4 € 1}
n=1 )
— T - 1 k n T - 1 k n—1
= 1 +Z:lm(— )" 1 +Z:1 (n—l)'(_ )Y E
=1
= Z m(—k‘pt)"{l +4 € t}
n=0 ’
= e Ft{] +4F 1) (2.15)

und somit ergibt sich die Losung des homogenen Anteils der Bewegungsglei-
chung

Zom(t) = e (T +4 € ) Zm0) (2.16)

Die Losung fiir den inhomogenen Anteil in Glg. (2.11) erhélt man aus dem
Ansatz
t) = M G(t) (2.17)

Die zeitliche Ableitung dieser Grofle muss dann gleich der rechten Seite von
Glg (2.11) sein

fp(t) =
By(t) + &) (2.18)
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woraus sich die Bedingung

() = e A g () (2.19)

ergibt. Die Exponentialfunktion e~ A bestimmt man analog zu (2.15)

oAt = bt (1 5 T ) . (2.20)
Die Losung von Glg. (2.19) lautet demnach

t
Up(t) = 4,(0) +/ dref™ (1 —4 € 1) &, () (2.21)
0
und somit fiir die Rouse-Moden 7)(t)
Ty(t) = e (1 +5 £ ) 5,(0) + %1 . (2.22)

wobel

t
Xp(t) = 6_k1’t(1 + 7 P t)/ dTeka(l —4 € 7)&(T)
0

—

= [T 44 E )6 (223)

eine Linearkombination des Rauschens ist.
Da jede Linearkombination von Gaufischen Variablen selbst wieder eine gauf3-
verteilte Grofe ist, folgen die X, ebenfalls einer Normalverteilung.

Allgemeine Zeitabhingigkeit

Glg (2.11) lasst sich auch fiir eine allgemeinere Zeitabhidngigkeit 16sen, indem
man als homogenen Anteil der Langevingleichung nur den ersten Term der
rechten Seite behandelt und die Gleichung dann komponentenweise 16st.

Die Losung des homogenen Anteils

Zhom(t) = —k,zhom(¢) (2.24)
lautet
() = e o (0) . (2.25)

Die Losung der Bewegungsgleichung erhélt man dann wieder mit Hilfe des
Ansatzes
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7 = e G0 (2.26)

Das Ableiten dieser Gleichung und Gleichsetzen mit Glg. (2.11) liefert

) = —k,e g (t) + e ’fptgp(t)
= —kye M G(t) + f(t) £ e (1) + &(t) (2.27)
= G(t) = f(t) € Gplt) + M) (2.28)

In Komponenten ausgeschrieben erhilt man ein Gleichungssystem aus drei
gekoppelten Differentialgleichungen

gpt) = eMer(t) + f(t)yi(t) (2.29a)
gut) = et et (2.29b)
gty = eve) . (2.29¢)

Einfaches Aufintegrieren liefert die Losungen der letzten beiden Gleichungen

ya(t) = 2(0) +/0 dTe’prgg(T) (2.30a)

yo(t) = y:(0) + /Ot dr k™ G (2.30b)

Setzt man dies in Glg. (2.29a) ein, so erhdlt man die fiir die Scherung inter-
essante Komponente

Up(t) = f(t)yy(0) + f(#) /Ot dr T EN(T) + M (1) (2.31)

yEE) = ye(0) + 42(0) / dr f() + / dy f(72) / " i o ey
th ko ex(r) )
+ /0 o 2 (7) (2.32)
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Das Doppelintegral in Glg. (2.32) liasst sich nur schwer losen. Die Rechnung
vereinfacht sich jedoch erheblich, wenn man dieses Integral mit Hilfe partieller
Integration in zwei einfache Integrale umwandelt. Definieren wir hierzu zwei
neue Grofien

F(t) := /Ot dr f(7) (2.33)

und

Gp(t) ::/0 dTek”TSg(T) : (2.34)

Das Integral vereinfacht sich dann zu

/0 dry f(m) / S in ) = / ar, ) () (2.35)
de(Tg)

dT2

= [F(T)GP(T)]B—/O dry F(13)
= F(t)Gy(t) — /0 dr F(r)e"7€)(r)

und Glg. (2.32) 148t sich in der Form

i) = 52(0) + g20) F(t) + F(t) / dr M €Y(r)

_ / L F(r)een(n) + / Cdreve(n) (236
0 0

ausdriicken. Setzt man dieses Ergebnis in den Ansatz (2.26) ein, ergibt sich fiir
die x-Komponente der p-ten Rouse-Mode

rp(t) = y,(0) e Rt 4 y4(0) e M R(t) + e Mt F () /t dr e*™ ()
0

e / dr F@)el(r) + e / Cdre ) (237
0

0

Im Falle konstanter Scherrate, den wir im Folgenden zunéchst betrachten wol-
len, stimmen Glg. (2.37) und Glg. (2.22) miteinander iiberein.
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2.1.3 Einheiten

Im Hinblick auf die Notwendigkeit, bei Computersimulationen einheitenlose
Groflen verwenden zu miissen, wechseln wir nun in natiirliche Einheiten des
Systems.

Im Folgenden werden daher Langen in Einheiten der mittleren Bindungslange
b, Energien in Einheiten von kg1 und Zeiten in Mi’% angegeben.

Mit einer Tilde (7) gekennzeichnete Grofien sind dimensionsbehaftet. Eine Um-
rechnung in die natiirlichen Einheiten liefert fiir die bisher verwendeten Gréfien

und Formeln

r = 1r-b
- b2
t = t-
,uk:BT
B = E - kgT (2.38)

insbesondere gilt dann auch fiir die Zeitableitung

d d pkpT

di —dt b
Dimensionslose Gleichungen erhélt man daher, indem man kg7, p und b
jeweils durch Eins ersetzt.

(2.39)

Nach Einsetzen von Glg. (2.39) in Glg. (2.1) lautet die einheitenlose Form der
Langevin-Gleichung

ory,
Die Hamiltonfunktion (1.60) nimmt die Form
N—1 -
=6y sin? (%) @ 2.41
H ;sm o) T (2.41)

an.
l;:p und 4 tragen beide die Dimension [ﬁ}, d.h. das Verhiltnis dieser beiden
Groflen trigt keine Einheit.

> . pr\ pkgT kgl

k= 12sin? (£25) o= =, 20 (2.42)
.. pukpT
5 = y“bf . (2.43)

Gleichung (2.37) ist unter der Wahl der Einheiten forminvariant.
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2.1.4 Verteilung der Rouse-Moden

Fir die Rouse-Moden mit p > 0 bleiben nach Glg. (2.37) im Langzeitli-
mes nur Terme stehen, die durch das Rauschen verursacht werden. Dadurch
konnen die Rouse-Moden an sich durch gaufiverteilte, statistische Variablen
beschrieben werden. Die Verteilung dieser Variablen wird im wesentlichen

durch die Matrix X » = (AZ, ® AZ,) bestimmt.

Da die einzelnen Richtungen des Rauschens statistisch unabhéngig sind und
unter Verwendung von Glg. (2.9) gilt im Falle konstanter Scherstromung
F(t) =+t

= (G x)

= [Lar [[areme g ng @)
0 0

+(t = )M (TIE(T)) + At — T)e™ (& (1)) ()
+A2(t = 7)(t = T)e e (6 (1)E, (7))

t
— / dre 90T (5,0 + At — 7)(5520my + Gundsy)
0

+42(t — 7)*6020p2)

1
— — 1 _ —2kpt (5a
k:p( e ") 0ap
f‘y —
—l—@(%x%y + 5ax55y)(1 — (14 2kyt)e 2kpt)
D
2
P

Im Langzeitlimes ergibt sich dann die einfache Form [17, 28]

.2 .
_ A
Xp = (AZ(t) @ AZ,(t)) = - = 1 0 . (2.45)
P 0 0 1

Da es sich hierbei um eine symmetrische Matrix handelt, ldsst sich diese mit
Hilfe einer orthogonalen Transformation diagonalisieren.
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Unter einer Drehung R. (x) um den Winkel

1 2k
X = - arctan —2 2.46
; anctan (246

um die z-Achse, nimmt (2.45) Diagonalform an

Xpp = R:()XpR.(X) (2.47)

=2 . %)
I+ gz T a1 T i 0 0
=2 . 2
0 L+ 3z — oo/ 1+ 32
0

0

2.1.5 Gyrationstensor

Erstmals verwendete Solc [5] 1971 Verhéltnisse der Eigenwerte des Gyrations-
tensors in einem intrinsischen Koordinatensystem als Maf fiir die Asphérizitét
einer Polymerkette im Gleichgewicht. Wéahrend in spéteren Arbeiten zur Ge-
stalt von Kettenmolekiilen in Scherung meist der gemittelte Gyrationstensor
oder der mittlere quadratische Gyrationsradius betrachtet wurden [10-12, 14—
16, 29, 30], greifen Bosko et al. [3] in ihren Studien auf die von Solc eingefiihrte
Darstellung zuriick.

Wir schlieen uns der Beschreibung von Solc und Bosko an und verwenden
den intrinsischen Gyrationstensor als quantitative Gréfle zur Beschreibung

der Konformation von Molekiilen.

Der Gyrationstensor beschreibt den mittleren quadratischen Abstand der ein-
zelnen Monomere vom Kettenschwerpunkt.

N
1
G = = > (n = RG] — R (2.48)

n=1

wobei der Schwerpunkt ﬁcm wie gewohnt durch

N
Rom = = > (2.49)
N n=1
gegeben ist.

Seien G; die Eigenwerte eines Gyrationstensors, dann beschreibt dieser ein
Ellipsoid, dessen Hauptachsen bis auf eine Konstante die Langen v/ G; haben.
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Die zugehorigen Eigenvektoren zeigen in Richtung der Hauptrégheitsachsen.
Genauere Beschreibungen dieses Tensors finden sich beispielsweise in [31, 32].

Es fillt auf, dass die O-te Rouse-Mode bis auf einen Faktor v/N gleich dem
Schwerpunkt der Kette ist

N
1 —
Ty = Wi E = VN - Repy (2.50)

1 N N-1 N-1
GoB = ~ Z ( CI)npx;‘ — d,0 :L'8‘> ( D, xqﬁ — D, ZE€>
N

) (2.51)

Somit ist es moglich, den mittleren Gyrationstensor in einem &ufleren Bezugs-
system exakt anzugeben [10, 17],

_ =
@ = v (e
p=1
;N
= N Xp (2.52)
p=1
da fiir p > 0 im Langzeitlimes
(@) =0 (2.53)
und somit
AZ, = T, (2.54)

gilt.
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2.2 Simulation

2.2.1 Algorithmus

Nachdem wir nun gezeigt haben, dass die Verteilung der Normalmoden im
,Random Walk Rouse Modell“ bei konstanter Scherung analytisch berechnet
werden kann, wollen wir mit Hilfe einer Monte-Carlo-Simulation Aussagen iiber
die Ausdehnung der Kette im intrinsischen Koordinatensystem des Molekiils,
sowie deren Orientierung gegeniiber dem durch die Scherstrémung vorgegebe-
nen System treffen.

Der Algorithmus besteht aus wenigen Punkten, die in diesem Kapitel noch
naher erlautert werden:

1. Erzeugen der Rouse-Moden

2. Berechnen des Gyrationstensors

3. Wechsel in das intrinsische Koordinatensystem der Kette
4. Bestimmung der Orientierung der Kette

5. Wiederholen der Schritte 1 bis 4 und Mitteln der Eigenwerte des Gyra-
tionstensors, sowie weitere Datenanalyse.

2.2.2 FErzeugen von Rouse-Moden

Der erste Schritt der Simulation besteht in der Generierung unabhéngiger Nor-
malmoden.

Wie in Kapitel 2.1 beschrieben, handelt es sich bei den Moden im stationédren
Fall um gaufverteilte Variablen. Um mit dem Computer nun ein Ensem-
ble von Moden zu erzeugen, die ein einzelnes Molekiil beschreiben, ist es
notwendig, zundchst normalverteilte Zufallszahlen z; mit verschwindendem
Mittelwert und Varianz 1 zu generieren. Solche Zufallszahlen lassen sich spéter
auf Rouse-Moden transformieren. Um diese Variablen zu erzeugen, wird der
Box-Muller-Algorithmus verwendet.

Um aus den so gewonnenen Zufallszahlen Normalmoden zu erzeugen, ist es
notwendig, die Transformationsvorschrift zu kennen.
Zu deren Bestimmung setzt man zunéchst eine allgemeine Transformation an

s = g% (2.55)

Es gilt
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(%) = 0 (2.562)
(woal) = ¢%q"(2727)

_ qaquTéaT

= ¢ q%" . (2.56b)

Die Transformationsmatrix Z) = {¢“’} 148t sich relativ einfach berechnen, da
X, nach Glg. (2.45) symmetrisch und diagonalisierbar ist. Zusétzlich zu der

Diagonalmatrix )H(Dp = édiag()\l, A2, Az) mit

Moo= 1o T (2.57a)
ak2 " 2k, 4k
¥ Y ¥

Xy = 14— — 1 [14+ - (2.57b)
ak2 2k, 4k

A = 1 (2.57¢)

definiert man noch eine diagonale Hilfsmatrix }7 geméf

- 1 .
Y = \/@dlag< \/Z, \/)‘727 \/>‘73) ) (258>

-2 o
sodass Y = Xp, gilt.
Wir erhalten damit einen expliziten Ausdruck fiir die Transformationsmatrix.

Es gilt

T -

Q :Xp

O

(—)T(—) N

- Rz XDpRz

= R, YR: R, YR:. , (2.59)

woraus

(—)T —

0-0 -—RVE (2.60)

als eine mogliche Losung folgt.
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In Abhéngigkeit der Eigenwerte \; lautet die Drehung

1 1

PN v2>i2 \/21>\1 0

Ro=| - A& 0] . (2.61)
0 0 1

Setzt man dies in Glg. (2.60) ein, so erhalten wir

V1 Vo 1 1
prali e vl v, v
1
I I S N S o
@=3 M|l R TV TR TR o1 - (2.62)
0 0 2

2.2.3 Berechnung des Gyrationstensors und Wechsel
auf das intrinsische Koordinatensystem

Der Gyrationstensor einer einzelnen Kette kann wéhrend der Simulation nach
Glg. (2.51) vollstindig im Modenraum berechnet werden. Die Notwendigkeit
der Riicktransformation in den Ortsraum entféllt demnach und bringt somit
eine Verbesserung der Laufzeit.

Der Wechsel auf das intrinsische Koordinatensystem der Kette geschieht durch
die Diagonalisierung des Gyrationstensors und zwar vor der Mittelung. Zur
Berechnung der Eigenwerte und Eigenvektoren wurden zwei Routinen aus
den Numerical Recipes [33] tibernommen. tred?2 erzeugt iiber eine Housholder-
Transformation eine Tridiagonalmatrix, aus der die Routine tqli die Eigenwerte
und Eigenvektoren der urspriinglichen Matrix berechnet.

Um eindeutige Aussagen iiber Orientierung und Streckung treffen zu kénnen,
muss man wissen, welcher Eigenwert und Eigenvektor zu welcher Hauptachse
gehort. Deshalb werden die Eigenwerte der Gréfle nach sortiert.

Da jedesmal nur 3 Elemente sortiert werden miissen, unterscheidet sich die
Laufzeit nicht, jenachdem welchen Sortieralgorithmus man verwendet. Es wur-
de ein Bubblesort-Algorithmus angewendet, da sich dieser in sehr einfacher
Weise so modifizieren ldsst, dass bei jedem Tausch der Eigenwerte auch die zu-
gehorigen Eigenvektoren getauscht werden. Dies bietet die Moglichkeit, auch
nach dem Sortieren jeder Hauptachse des Ellipsoids eine eindeutige Richtung
zuzuordnen.

Am Schluss wird {iber alle so erzeugten Eigenwerte gemittelt, deren Schwan-
kungen berechnet und auf den kleinsten Eigenwert normiert. Die Schwankun-
gen werden zur Bestimmung des Fehlers nach gaufischer Fehlerfortpflanzung
benotigt.
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2.2.4 Orientierung der Kette

Héaufig findet man als GroBe fiir die Orientierung des Molekiils den Winkel x
(34, 35, 29, 15, 36, 30, 17, 37] mit

G — Ga
Dies ist der Winkel, um den man den mittleren Gyrationstensor um die z-Achse
drehen muss, um ihn zu diagonalisieren.

Um jedoch eine Verteilung der Orientierungen der einzelnen Ketten im Raum
anzugeben, ist dieser Winkel ungeeignet.

Stattdessen ist es anschaulicher, den Aufpunkt der lingsten Hauptachse des
Ellipsoids auf einer Halbkugelschale mit Radius 1 anzugeben, was bedeutet,
dass man den Eigenvektor normiert und ihn als Funktion eines Polarwinkels
gegeniiber der x-Achse und eines Azimuthwinkels ¢ angibt.

Man transformiert also auf sphéirische Koordinaten

tan2y = (2.63)

931 cos 6
gs = | 9s2 — sin 6 cos ¢ : (2.64)
933 sin 6 sin ¢

wobei g3 den dritten bereits normierten Eigenvektor und nach der Sortierung
somit den Eigenvektor zum grofiten Eigenwert bezeichnet. Demnach lassen sich
6 und ¢ wie folgt berechnen

cosf = g3 (2.65)

und

tanp = == . (2.66)

Von dieser Winkelverteilung wird dann ein Histogramm erstellt. Zur Darstel-
lung dieses Histogramms ist es hilfreich, statt 8 als Variable cos 6 zu verwenden,
um das Flachenelement auf der Oberfliche der Halbkugel zu beriicksichtigen
und bei isotroper Orientierung auch ein gleichverteiltes Histogramm zu erhal-
ten.
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2.3 Ergebnisse

2.3.1 Ketten im Gleichgewicht

Um die Effektivitit der verwendeten Simulation zu testen und den Vergleich
mit fritheren Studien [2-6] ziehen zu kénnen, bietet es sich an, zunéchst Ketten
im Gleichgewichtszustand, d.h. ohne Scherung zu betrachten.

Es wurden fiir Kettenléingen zwischen 8 und 180 Monomeren jeweils 10° Konfi-
gurationen bei verschwindender Scherrate ¥ = 0 gemittelt. Die auf die kleinste
Komponente normierten Eigenwerte des Gyrationstensors G; zeigen eine deut-
liche Tendenz. Insbesondere wenn man die ldngste Hauptachse des gemittel-
ten Ellipsoids betrachtet, fillt auf, dass Ketten mit geringerer Lénge stérker
gestreckt sind. Diesen ,finite-size-Effekt” kann man sich schnell anhand des
Extremfalles einer Hantel klarmachen.

Die Abbildungen 2.1 zeigen einen deutlichen ﬁ—\ferlauf. Ein Fit liefert fiir den
grofiten Eigenwert

246.3 £ 1.7

G3(N) = (12.055 £+ 0.004) + e , (2.67)
und fir den mittleren
49.440.2
Go(N) = (2.7154+0.001) + — (2.68)

Die Werte 1:2.72:12.06 stimmen recht gut mit denen von Janszen, Tervoort
und Cifra [4] (1:2.72:12.03) iiberein.

2.3.2 Streckung bei konstanter Scherrate
Simulationsergebnisse

Um fiir verschiedene Kettenléngen eine Aussage iiber ihr Verhalten bei nicht
verschwindender Scherrate treffen zu konnen, ist es sinnvoll, an dieser Stelle
eine neue dimensionslose Grofle einzufiihren, die Weissenbergzahl We. Sie ist
definiert als das Produkt aus einer charakteristischen Zeit des Polymers und
einer charakteristischen Verformungsrate der Stromung. In diesem Fall ist der
stromungsabhéngige Faktor die Scherrate 4 und als charakteristische Zeit des
Polymers dient die ldngste Relaxationszeit der Kette, die Rousezeit g
N2 p? b?

= = 2.
R 32 pkyT R whkyT (2.69)

Somit lautet die Weissenbergzahl in den natiirlichen Einheiten des Systems
i N?
32

We = 4 = (2.70)
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Abbildung 2.1: FEigenwerte Go und G3 als Funktion von N ohne Scherung bei einer
Mittelung iiber 10° Konfigurationen mit Fit

Abbildung 2.2 zeigt fiir unterschiedliche Kettenléingen die Streckung der Mo-
lekiile in Abhéngigkeit der Weissenbergzahl. Man erkennt, dass auch bei nicht-
verschwindenden Scherraten finite-size-Effekte auftreten.

Fiir die folgenden Betrachtungen soll nun eine bestimmte Kettenldnge festge-
legt werden. Dabei spielen zwei Aspekte eine entscheidende Rolle. Zum einen
lassen sich kiirzere Ketten wesentlich schneller simulieren, was die Moglichkeit
bietet iiber mehr Konfigurationen zu mitteln und somit genauere Werte liefert;
andererseits sollen die Ketten aber so lang sein, dass sie sich in ihrem Verhal-
ten moglichst wenig von sehr langen Polymeren unterscheiden. Im folgenden
werden daher Ketten mit 64 Monomeren untersucht.

Betrachtet man in Abbildung 2.3 die lingste Achse des Polymers, also den
grofften Eigenwert des intrinsischen Gyrationstensors GGz in Abhéngigkeit der
Weissenbergzahl, so findet man, dass sich die Kette bis zu einer Weissenberg-
zahl kleiner als 1 nur wenig bzw. gar nicht streckt. Dariiber hinaus wird das
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Abbildung 2.2: Eigenwert Gs als Funktion der Weissenbergzahl We fiir verschie-

dene N bei einer Mittelung iber 10° Konfigurationen

Polymer sehr stark deformiert.

let+12
| ——
1e+10 Fit: f(We)
1e+08 -
o 1et06 -
G
10000
100 -
R e Tk I T T T T
1\\\‘\\\‘\\\\\\‘\\\‘\\\‘\\\‘\\\‘\\\
0.001 0.01 0.1 1 10 100 1000 10000 100000 1et+06

Abbildung 2.8: Eigenwert Gs als Funktion der Weissenbergzahl We fiir N=64 bei

einer Mittelung diber 10 Konfigurationen

Fiir Weissenbergzahlen, die grofler sind als 1, erhélt man eine quadratische
Abhéngigkeit der Weissenbergzahl. Ein Fit liefert
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F(We) = (1.529 + 0.004) - We(20012+0.0002) (2.71)
fiir We > 1.

Niherungslosung im dufleren Koordinatensystem

Im Laborsystem kann diese quadratische Abhangigkeit auch analytisch gezeigt
werden.

Entwickelt man die Sinusfunktion in Glg. (2.10)

. o pT pTN2
k, = 12 2—~3<—> . 2.72
» sin” o N ( )
und setzt dies in Glg. (2.52) ein, so ergeben sich die nicht verschwindenden
Komponenten des Gyrationstensors

oo o LN 16N
12 — Y21 ~ N p 288 74 ,p4
1 N? — 1
A~ —— - W —
N 71-2 epz:;p4
1N
N-1 N-1
N 1 1 1
Gll ~ —< —+—WG2Z—)
372 o p? 2 o pb
N 1,
~ (g(z) + 5 We ((6)) (2.73D)
N
G22:G33 ~ ﬁ (2) , (273(3)

wobei ((n) die Riemann’sche Zetafunktion ist. Dieser Tensor besitzt drei un-
terschiedliche Eigenwerte [38]

N t \/ 441 1
A = —C2)- 1+ —[1+4/1+— - — | -We?| (2.74
+ 3.2 < +630< to We2> e) (2.742)

o= —((2) . (2.74b)
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let+12 T T T

i Simulation

Theorie

1le+10 - T

1le+08

Sp{G}

1e+06

10000

100

1 L | L | L T T | L | L T T -
0.001 0.01 0.1 1 10 100 1000 10000 100000 1et+06
‘We

Abbildung 2.4: Simulationsdaten und Niherung (2.75) der Spur des Gyrationsten-
sors (Mittelung iiber 10° Konf.)

Betrachten wir zunéchst eine invariante Grofle des Systems, um zu testen,
inwiefern diese Naherung mit der Simulation iibereinstimmt. Die Spur des Gy-
rationstensors, also der quadratische Gyrationsradius, ist solch eine invariante
Grofe.

In der Naherung (2.73) erhélt man fiir die Spur des Tensors eine quadratische
Funktion der Weissenbergzahl [16, 29, 38]

Sp{(G)} ~ @) (1 " %ﬁw)

2)
N d
= = (1+ —We? . 2.
5 < +945 e) (2.75)

Vergleicht man in Abb. (2.4) die simulierten Daten mit dem berechneten
Verlauf (2.75), so sieht man, dass die Ndherung recht gut mit den Simulati-
onsdaten iibereinstimmt.

Beim Wechsel auf das intrinsische Koordinatensystem wéhrend der Simulati-
on werden die Figenwerte des Gyrationstensors immer auf die kleinste Achse
normiert.

Um einen Vergleich zwischen den simulierten Werten der Streckung in dem
Hauptachsensystem der Ketten und dem berechneten Verlauf im Laborsystem
ziehen zu konnen und so auch eventuelle Effekte der Mittelung und Anisotropie
der Ketten zu sehen, ist es also erforderlich, auch den grofiten Eigenwert des
mittleren Gyrationstensors auf dessen kleinsten Eigenwert zu normieren.
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Da die Wurzel immer grofler als 1 ist, sieht man, dass A_ kleiner als A3 ist.
Somit ist die Vergleichsgréfle fiir die aus der Simulation erhaltenen G die
Funktion

t Ul 1) we?
A IGRUAE g M e

M- 18 ) we?

letl2
P G,
1e+10 [ A/ A *
A4 1e+08 -
., 1ler06 - -
G}
10000 1
100 1
t++++++++++ 7T
i re——— E—r—— Y B RS SR R B B
0.001 0.01 0.1 1 10 100 1000 10000 100000 1et+06

We

Abbildung 2.5: Vergleich zwischen Simulation und Theorie (Mittelung diber 10°
Konf.)

Man erwartet, dass fiir kleine Scherraten die simulierten Werte um etwa einen
Faktor 12 grofler sind, als die berechneten, da die Orientierungen im Fall oh-
ne Scherrate isotrop sind und man somit einen sphérischen Gyrationstensor
erhélt. Dieser sollte sich allerdings fiir hohe Scherraten weiter an die Simulati-
onsdaten im intrinsischen System anpassen, da sich die Ketten immer weiter in
die Stromung hinein drehen. Eine interessante Grofle ist daher das Verhéltnis
aus simulierten Daten und berechnetem Verlauf im Laborsystem.

Abb. 2.6 zeigt das Verhéltnis aus den normierten Eigenwerten G5 im ketten-
eigenen System und dem berechneten normierten Eigenwert ;—f Bei kleinen
Weissenbergzahlen sieht man den erwarteten Wert. Bei hohen Weissenbergzah-
len hingegen ist es keineswegs so, dass dieses Verhéltnis gegen 1 konvergiert,
stattdessen fillt es auf einen Wert grofler als 1 ab und hélt diesen dann auch
konstant bei.

Ein Fit liefert
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Abbildung 2.6: Verhiltnis aus Simulationsdaten und Theorie (Mittelung iiber 105
Konf.)

G . . i
3 { 12.07 & 0.02 fiir We < 1 (2.77)

M/ | 3:392+0.003  fiir We > 1

Dies bedeutet, dass selbst bei starker Scherung die Fluktuationen noch starke
Auswirkungen auf die Orientierung der Kette haben.

2.3.3 Winkelverteilung

Abbildung 2.8 zeigt die Orientierung der Ketten fiir verschiedene Weissenberg-
zahlen. Man erkennt, dass die Ketten ohne Scherung wie erwartet gleichverteilt
sind. Mit zunehmender Scherung reorientieren sich die Ellipsoide, wobei ihre
Verteilung um einen Azimuthwinkel von ¢ = 0 streut und bei einem cos 6
kleiner als 1 anfangt einen Peak auszubilden.

Diese Beobachtung entspricht auch fritheren Studien, die nur die mittlere Ori-
entierung des Gyrationstensors betrachtet haben [17, 35, 37], sowie dem theo-
retischen Verlauf des in Kapitel 2.2.4 angesprochenen Orientierungswinkels ¥,
nach dem bei sehr kleinen Scherraten die Ketten sich unter einem Winkel von §
anfangen auszurichten und fiir hohere Scherraten dann weiter in die Stromung

hinein drehen. Dieser theoretische Verlauf ist in Abb. 2.7 dargestellt.
Nach Glg. (2.63) und (2.73) gilt fiir den Orientierungswinkel x
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e

Abbildung 2.7: Winkel x als Funktion der Weissenbergzahl

2G12
GII_G22
We - ¢(4)
1we? - ¢(6)
1 2-¢(4)
We ((6)
21 1

= == 2.
72 We (2.78)

tan2y =

Q

Somit ergibt sich nédherungsweise

1 21 1
X ~ iarctan (F : %) . (2.79)
Fiir grofe Weissenbergzahlen geht dieser Winkel gegen 0. Man sieht also, dass
die Kette sich in die Stromung dreht. Jedoch werden bei dieser Darstellung
Fluktuationen vernachlissigt, die zu dem in Abschnitt 2.3.2 besprochenen
Effekt fiihren.

Die Orientierung der anderen beiden Haupttragheitsachsen ist bei einem
Schnitt bei cos(f) = 0, wie erwartet. Betrachtet man hohe Scherraten, wie
in Abbildung 2.9, so ist der gréfite Teil der kleinsten und der mittleren Achse
senkrecht zur x-Achse orientiert, wobei die kleinste Achse iiberwiegend unter
einem Azimuthwinkel von ¢ = 7 und die mittlere Achse hauptséichlich unter

¢ = 7 ausgerichtet sind. Bei kleineren Polarwinkeln vermischt sich das Bild,
woran man sieht, dass keine klare Trennung der beiden Richtungen, selbst bei
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We = 0.25

83823885

cos 6 cos 6

0 02 04 06 08 1 0 02 04 06 08 1
cos 0 cos 0

Abbildung 2.8: Histogramme der Winkelverteilungen fiir verschiedene Scherraten
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250
200
150
100

Abbildung 2.9: Histogramme der Winkelverteilungen fir die kleinste (a) und die
mittlere (b) Haupttrigheitsachse bei We = 5

hohen Weissenbergzahlen, moglich ist.

Es ist zu beachten, dass nur die Halbkugelschale mit x > 0 betrachtet wur-
de. Eigenvektoren, deren x-Komponente kleiner als 0 sind, werden durch eine
Punktspiegelung 7 — —7 in den Halbraum mit positiven x-Werten abgebil-
det. Daher ist in Abbildung 2.9a keine Symmetrie zwischen 0, 7 und 27 zu
erkennen, wie man es eigentlich erwarten wiirde.

Zur Veranschauung sind in Abbildung 2.10 ein paar Kettenkonfigurationen fiir
unterschiedliche Weissenbergzahlen abgebildet.
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We = 50 We = 100

JMW«}’ ~Wﬁ.} B T e L e T

Abbildung 2.10: Beispielkonfigurationen fiir verschiedene Weissenbergzahlen (N =
1000). Die Kugeln sind fiir jede Konfiguration gleich grofs. Ledig-
lich die Entfernung dndert sich, um die ganze Kette ins Bild zu

bekommen.



Kapitel 3

Die Konformationen von Ketten
in oszillierender Scherstromung

3.1 Ketten mit Dipolmomenten in &ufleren
Feldern

3.1.1 Modell

Betrachten wir, wie im Falle konstanter Scherung, ein Kugel-Feder-Modell, bei
dem einzelne Massepunkte mit Hookeschen Federn verbunden werden. Hinzu
kommt nun allerdings noch ein Dipolmoment entlang der Kette. Zu dem har-
monischen Potential wird demnach noch die Dipolwechselwirkung mit einem
duBeren elektrischen Feld E addiert

U=H+Hs , (3.1)

wobei ‘H die Wechselwirkungsenergie und Hg die elektrische Dipolenergie ist

_ — — \2
H — W ;(Tn+l - Tn) (328‘)

= qE-(Pyn—71) . (3.2b)
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Die Langevingleichung der Gleichgewichtsdynamik muss in solch einem System
nun um zwei Terme, dem Scherterm und dem Dipolterm, erweitert werden

ou
_’“‘a_Fn
oH
_’uﬁ—Fn

—

G + Gt f(t) 2T,
+ Go + f(t) € o — pgE(Onn — 01n) (3.3)
Fiihrt man die Standardtransformation auf Rouse-Moden aus, so ergibt sich
LIRS DL IR S
+f(t) e Z D,,7, — pgE Z(q)anSNn — ®,,01,) (3.4)
und man erhilt die Bewegungsgleichung der entkoppelten Normalmoden

Ty = —kyZ, + & + f(t) € F) — ugE(Dy, — B1,) (3.5)

Setzt man die Inhomogenitét
Rp = é:; - NQE((I)NP — ©yp) (3.6)
so erhélt man die bereits bekannte Gleichung

Ty = —kpTy + f(t) € Ty + Ry . (3.7)

3.1.2 Berechnung der Erwartungswerte der Rouse-
Moden in oszillierender Anregung

Aus den bekannnten Losungen von Glg. (3.7) (sieche Kapitel 2.1.2) lassen sich
die Erwartungswerte fiir die Rouse-Moden des Systems berechnen. Es gilt

t
zh(t) = e_k”tyg(O) + 6_th/0 dTekP%g(T) (3.8a)
t
(t) = e‘k”ty;(O) - e_k”t/ dTﬁ’kaK;(T) (3.8b)
0

und somit (i =y, 2)

(zy) = e Frly (0) + e~*! / dre™T | (&) —pgE (7)(Pnp — P1p) | (3.9)
0 —~—

=0
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Interessanter hingegen ist die x-Komponente:
zp(t) = e Myp(0) + eyl (0)F(t)

t
+e_thF(t)/0 dTek”T/-zg(T)
¢
— e_k”t/O dTF(T)ekaliz(T)
P

+ e~ ket /Ot drerT K (T) (3.10)
woraus der Erwartungswert
(ap() = e™'yp(0) + e ™'y (0)F(t)
— () [ e (b, — ) B0
+ e~ ket /Ot drF(1)e" ng(®n, — ®1,) E¥(7)
— e hrt /O t dre*r ug(®n, — @1,) E*(7) (3.11)

folgt. Fiir den Spezialfall cosinusférmiger Scherrate und oszillierendem duflerem
Feld gilt

t 3 t — g
F(t) = / dt o cos(wsT + ¢s) = %Sln(ws +S:S) sin(ps) (3.12)
0 g o S
=f(7)
sowie . .
E(t) = Acos(wgt + ¢vg) . (3.13)

Vergleicht man dies mit Glg. (3.11), so ist es hilfreich zunéchst verschiedene
Integrale zu berechnen.
Es gilt

t
/dTekPTcos(wET+<pE)
0
L (— hycos(or) - wpsin(er)
= V5 | — COS\YEp) — W SIN{YE
k2 4+ wi P

+ "' (ky, cos(wpt + ¢p) + wpsin(wgpt + ¢p))) (3.14)
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t
/ dre®™ sin(wsT + ps) cos(wpT + ¢¥r) (3.15)
0

_ 1 (ws —wg)cos(vr — ps) + kpsin(er — ¢s)
]{7% + (ws — wE)2
N (ws + wg) cos(pp + ps) — kysin(ep + ¢s)
k’% + ((US + (UE)2
1

k:12,+(ws — WE

+ ekt [ E ((ws — wg) cos((wg — ws)t + (pr — ¢s))
+ kpsin((wp — ws)t + (98 — ¢s)))

1
+
k‘g + ((US + wE)2

(— (ws +wg) cos((wg + ws)t + (vr + ¢s))

+hy sin((wp + ws)t + (e + ¢s)))] } (3.16)

Im Langzeitlimes, also unter Vernachlidssigung aller exponentiell abfallenden
Terme (e~*' — 0, Vp # 0) und der Verwendung der Linearkombinationen

Qi = Wg + % (317&)
Yvr = st yE (3.17b)

folgt der Erwartungswert der x-Komponente der p-ten Rouse-Mode
(,(t) = —pg(Pnp — Dp)

{ [Z—(; ( sin(wst + ¢g) — 2sin gps) AY + Ax]

k, cos(wgt + vg) + wesin(wet + ¢g)

k2 + wp,
N Jo Q- cos(Q_t +¢_) — k,sin(Q_t + p_) r
2(4)3 k’% + 92_
N Ao Qycos(Qpt + o4) — kysin(Qt + ¢4)

AY . (3.18
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Setzen wir Glg. (3.14) in (3.9) ein, so nehmen die Erwartungswerte der y- und
der z-Komponente die Form

<~”C§(t)> ~ —p (Pyp — Pyp) gAY
(kycos(wpt + ¢r) + wesin(wgt + ¢g))

' 1
k2 + wg (315
() =~ —p(Pnp — Pyp) gA®
(kp cos(wpt + pE) + wpsin(wgt + ¢E)) (3.19b)

2 2
kp + wp
an.

Nun fehlt noch der Vorfaktor @y, — ®;,. Da aber die Standardtransformation
auf Rousemoden benutzt wurde

L ~0
By = 4 V) g 3.20
P { \/%cos[%(n—%)} p#0 7 (3.20)

lasst sich dieser einfach berechnen.
Im Falle p = 0 folgt daraus

(I>Np - (I)lp =0 . (321&)

Der Erwartungswert der x-Komponente des Schwerpunkts verschwindet also.

Im Fall p # 0 gilt

(I)Np - (I)lp -

0 p gerade
B 2\/%COS (2] pungerade (3:21b)
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3.1.3 Gyrationstensor und zweite Momente

Der mittlere Gyrationstensor kann nach Glg. (2.52) auf einfache Weise in
Normalmoden berechnet werden. Es gilt

N—

[y

]_ — —
= @) (3.22)

Zur Berechnung der zweiten Momente der Rouse-Moden machen wir einige
Annahmen und fiithren ein paar Abkiirzungen ein:

e Der von p abhéngige Vorfaktor wird mit

o, = Oy, — Py (3.23)
abgekiirzt.

e In den natiirlichen Einheiten des Systems tréigt der dipolabhéngige Anteil
die Einheiten

kT

[GA] = 2 (3.24)
e Der Zeitnullpunkt wird so festgelegt, dass die Phase der oszillierenden

Scherrate verschwindet pg = 0.

e Es wird nur ein asymptotisches Langzeitverhalten betrachtet, d.h. expo-
nentiell geddmpfte Terme werden vernachléssigt.

e Wir gehen davon aus, dass nur schwache elektrische Felder angelegt
werden. Daher werden Terme in quadratischer Ordnung O(g?A?) ver-
nachléssigt.

Um die zweiten Momente zu berechnen, betrachten wir zunéchst die Abhéngig-
keit der ersten Momente von dem elektrischen Feld. Nach Glg. (3.18) und (3.19)
sind die ersten Momente proportional zur ersten Potenz des Feldes

(z,) o< gA . (3.25)

p
Desweiteren gilt nach Glg. (3.8) und (3.9) sowie Glg. (3.10) und (3.11)

al — (ah) o« (qA)° . (3.26)

p

Fiir die zweiten zentrierten Momente der Rouse-Moden gilt

(@, = ()@, — () = (za)) — (=) (a]) - (3.27)
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Addieren wir den zweiten Term der rechten Seite, so stellen wir fest, dass die
zweiten Momente der Rouse-Moden bis auf Terme der Ordnung O(g*A?) durch
ihre zentrierten zweiten Momente ausgedriickt werden kénnen,

(wy2) = ((z, — (@,))(x) — (23))) + O(¢?A®) . (3.28)
Es gilt

Mepmap— (a3) = R [ drn
0

=

—/0 dTF(T)ekagg(T)
/Odfekﬂg;f(T)} (3.29a)

¢
L _ —kyp kpT
Axd = 2y — (z)) = e t/o dre™ EY(T) (3.29b)

t
Az = af — (@) = et /0 drehEi(r) . (3.29¢)
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Somit haben die zentrierten zweiten Momente die Gestalt

(Axt Axt) e—%pt{mt) / i / e (€7 )6 ()
—2Ft(t) /0 izﬁ /0 A7 ) B (1) (€8 ()€ ()
n / | dr, / t drye? I F (1) F (1) (€0(1)€Y ()
+ [ [ e

¢ ¢
= e_zk”t{2F2(t)/ dr e*hr™ — 4F(t)/ dr " F(7)
0 0
¢ ¢
+2 / dr T F2(7) 4 2 / dr ezk’”}
0 0

(LR
k‘_p <1 + w_g, S11n (wst))

1 42 - k2 cos(2wst) + kpws sin(2wst)
k2 + wi

12

_4”'Y_§ sin(wst) 2k, sin(wgt) — wg cos(wst)

w3 4k121 + w?

(3.30a)

Anhand analoger Rechnungen erhélt man auch

(Azt Az¥) = (AzY Azt

) 1
Z—(; { W - sin(wgt)

12

+ m(ws cos(wst) — 2k, sin(wgt))} , (3.30b)

(Azy Azlt) = (Ax, Ax,)
= — (3.30c)

und
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(Azy Azr) = (Ax, Axy)
= (AxY Ax})
(Azs Azl)
-0 . (3.30d)

Unter Verwendung dessen und einiger Additionstheoreme, erhalten wir die
beiden nicht trivialen zweiten Momente

2k> — wg

(k2 + wg)(4k2 + w3)

I
Lo L0 (2wt
g kvl ok, s

((27)%)

12

1
+ 3¥5ws sin(wst) cos(wg )(kg TR 1ol + O(¢° A7)
IR AR !
kp o kp Akl +ws o 2k, V62 + w3) (4K2 + w3)
2]{72— 2
-sin | 2wgt + arctan A + O(4*A?). (3.31a)
3]{3pr

(rpap) = (wpay) (3.31b)

12

1

Z—OS <k_p sin(wst)
. 2 42

g seosast) 2 sinfust) ) + 04
Yo o1 : 2A?
:%EE?EWﬂMWﬂ+%NMWW+O@A)

_ E; sin (wst + arctan (%)) + O(quz)

kp \/4k2 + Wi ws

Man erkennt also, dass die Eintrage des Gyrationstensors alle erst quadratisch
von dem angelegten dufleren Feld abhéingen, wiahrend der End-zu-End-Vektor
hingegen linear von dem elektrischen Feld abhéngt. Im Rahmen der ,line-
ar response theory“, in der nur lineare Terme des Storfeldes beriicksichtigt
werden, kann die Gestalt der Ketten also als unabhéngig von der Dipol-Feld-
Wechselwirkung angesehen werden. Aufgrund dieses schwachen Einflusses
bietet es sich an, wie M. Wilhelm und S. H6fl [1, 18-20] dies in ihren rheo-
logischen Untersuchungen getan haben, die dielektrische Spektroskopie zur
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Messung der Kettenkonformationen zu verwenden.

Inwiefern durch diese Messmethode wirklich Riickschliisse auf die Gestalt der
Molekiile gezogen werden konnen, kann an dieser Stelle nicht geklirt werden.
Da diese Arbeit ausschliefilich Einzelkettensimulationen behandelt, miisste
die Theorie der molekularen Polarisierbarkeit zunéchst durch eine konsistente
»,Mean-Field“-Nédherung ausgedriickt werden. Damit wiirde man die Notwen-
digkeit der Berechnung von Crosskorrelationen zwischen verschiedenen Ketten
umgehen.

Einen ersten Schritt zu solch einer Entwicklung macht Mazenko in [39], der
die Clausius-Mosotti-Formel mit Hilfe einer ,,Mean-Field“-Theorie herleitet.
Allerdings besteht zur vollen Beschreibung der Problematik noch weiterer
Klarungsbedarf.

Betrachten wir daher nur die Abhéngigkeit des Gyrationstensors von der oszil-
lierenden Scherrate. Es ist interessant, dass sich dieser in drei unterschiedliche
Anteile gliedern lasst

1. Den isotropen Anteil des Gleichgewichtszustands

2. Ostzillatorische Anteile, die von Amplitude und Frequenz der Scherrate
abhingen

3. Anteile, die zwar ebenfalls von Amplitude und Frequenz abhéingen, aber
zeitunabhéngig sind.
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3.2 Zeitliches Mittel

3.2.1 Gyrationstensor im Zeitmittel

Um ein Gefiihl fiir das Verhalten der Ketten in oszillatorischer Scherstromung
zu bekommen, macht es Sinn, zundchst den Gyrationstensor und damit die
Gestalt der Molekiile im Zeitmittel zu betrachten.

Alle oszillierenden Terme verschwinden im Zeitmittel, was direkt aus dessen
Definition

o= tim = [ peyar (3.32)

T—00 T 0

hervorgeht.
Die gemittelte Korrelationsmatrix

() ((a)))e 0

X,=(X) = | (@) & o0 (3.33)
0 0 o

lasst sich demnach leicht berechnen.

Die zeitlich gemittelten zweiten Momente der Rousemoden erhilt man aus Glg.
(3.31)

{(apzp)))e = () =0, (3.34a)

{(z5)))e = %p(l + 773) . (3.34b)

4k2 + w3

Setzt man dies in (3.33) ein, so ergibt sich
1+ 8, 00
4k%+w§.

Xp= — 0 1o | - (3.35)
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Einsetzen in Glg. (3.22) liefert den Gyrationstensor im Zeitmittel

=

—1
o 1 <
1

S
Il

3.2.2 Grenzfallbetrachtung

Diese einfache Form macht es leicht, sich Grenzfille anzuschauen. Im Falle
verschwindender Frequenz wg — 0 erhalten wir als grofiten normierten Gyra-
tionseigenwert:

(ws —0) = Zi (1+3)
2kt Zpé

4 TLNT()
64-12-9 N*45¢(6)

1+

Q

~ 1
TI7816 T B ((2)

C e T we (3.37)

B 630 '

Dies bedeutet, dass fiir verschwindende Frequenz der Scherung und hohe
Weissenbergzahlen, die Streckung sich im Zeitmittel ebenso verhélt, wie im
Falle konstanter Scherung. Dies sollte natiirlich auch der Fall sein, da ver-
schwindende Frequenz nichts anderes als konstante Scherrate bedeutet.

Im Falle hoher Frequenzen wg > 1 kann hingegen im Nenner des zweiten
Terms der erste Summand 41{;2 gegeniiber w? vernachlissigt werden und man
erhélt:

G ¥

i )~ 14+-22

= (wsg > 1) + 2
ot We?

Dies bedeutet, dass die Streckung der Ketten fiir hohe Frequenzen in den
Gleichgewichtszustand iibergeht, die Molekiile der Bewegung der Scher-
stromung also nicht folgen konnen.
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3.3 Ketten in oszillatorischer Scherung

3.3.1 Der Gyrationstensor und seine Eigenwerte

Betrachtet man die zeitabhéingige Verteilung der Rouse-Moden, so mitteln sich
die xy-Komponenten nicht mehr heraus. Um eine Monte-Carlo-Simulation in
der Art wie bei konstanter Scherung entwerfen zu konnen, ist es daher not-
wendig die Eigenwerte und Eigenvektoren der Korrelationsmatrix zu kennen.
Die Eintrage dieser Matrix sind

1 y2 1 y2 1
R T T TS
P p Akp T Ws P \/(kg + wg) (4k2 + wi)
2]{22— 2
-sin <2w5t + arctan (?)I)Tw:s)) (3.39a)

) 1 2
(xpal) =~ o ° <w5t + arctan <ﬁ)> (3.39b)

kp \/4k2 + w3 ws

(2)?) ~ kip (3.39¢)
(@2 ~ (3.394)

<

Grenzfille: Um sich zunéchst einmal dariiber klarzuwerden, welches Ver-
halten der Ketten man eigentlich erwartet, ist es sinnvoll auch an dieser Stelle
zunéchst die beiden Grenzfille verschwindender Frequenz und sehr hoher zu
betrachten.

Im ersten Fall (wg — 0) gilt

1 421 1422k
(@) ~ =4 st e
ky  kp4k2 'k, 2 4k}
114
- k_p ‘|‘ ]{?_pQ—g (340&)
(zpal) =~ o : (3.40Db)



62 Die Konformationen von Ketten in oszillierender Scherstromung

Dies entspricht, wie erwartet, wieder dem Fall der konstanten Scherung.
Im letzteren Fall (wg — o0) gilt

(3.41a)

5
A Y
=
X
?T‘|}_n
+
2
S
© |
N

(z2a¥) ~ Owg') | (3.41Db)

was wiederum der Gleichgewichtsverteilung entspricht.

Modifikation der Simulation Die Eigenwerte und Eigenvektoren lassen
sich nicht mehr so einfach berechnen, wie das bei konstanter Scherung der Fall
war. Daher ist es einfacher die Matrixelemente als Variablen zu betrachten und
allgemein eine symmetrische Matrix der Form

- 1 a b 0
X,= {(zfal)} = e Lo (3.42)
P\0 01
=4
zu diagonalisieren. Hierbei sind
= k- <(x;f)2> (3.43a)
b = k- (xya)) . (3.43Db)
Die Eigenwerte der Matrix 7{ lauten
s = 1 (3.44a)
a+1 (a—1)2
Ay = 5 + 1 + b2 (3.44b)

Fiir die Drehung in das Haupttragheitsachsensystem gilt dann:

b —b
VA2 41402 /A2 20 1482

b b
\/Ai—2)\++1+b2 \/)\3_2)\7_,_1_“)2 0 (3.45)

31!
I

0 0 1

so dass
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(—)T(—)(—)

R AR= diag(A.,A_, 1) (3.46)
gilt.

Es handelt sich bei der Polymerschmelze in oszillatorischer Scherung zwar
um ein System im Nicht-Gleichgewicht, das explizit zeitabhéngig ist, dennoch
dandert sich nichts an dem Gauflschen Charakter der Ketten. Die Losungen
der Bewegungsgleichung beinhalten nur Superpositionen von Gaufivariablen.
Somit sind die interessanten Gréflen immer noch gauBverteilt, lediglich die
Varianz dndert sich und wird zeitabhéngig.

Wenn auch unkonventionell, so scheint es daher doch sinnvoll, auf die bereits
zuvor verwendete Monte-Carlo-Methode zuriick zu greifen und lediglich eine
neue Variable Zeit ¢ einzufiihren.

In der Simulation muss dann prinzipiell nur noch die Transformation von den
standardnormalverteilten Zufallszahlen auf Rousemoden modifiziert werden.
Die Berechnung dieser Transformationsmatrix erfolgt anlog zu dem Fall mit
konstanter Scherung.

Zunéchst definiert man eine diagonale Hilfsmatrix ZS = diag( \/I, A1),
und erhilt als Transformation

=T e T

Q = Q = RAR (3.47)

b y/Ar /A 12(y/ 7 —/A0)

A2 —2X_+1+b2 + AT —2A4 1402 \/Ai_QMJFHbz\//\g_QLHerz

= b2 (v/ A4 —/A0) /At b2/ A 0

VAL 20 1402 /A —20 142 A 221407 T AZ 22 41+b2

0 0 1

3.3.2 Ergebnisse

Abbildung (3.1) =zeigt einige Simulationsergebnisse der Monte-Carlo-
Simulation zur Untersuchung oszillatorischer Scherung. Zu sehen ist der
zeitliche Verlauf des grofiten normierten Gyrationseigenwerts G fiir eine feste
Weissenbergzahl We = 1000.

Wird die Kette oszillatorisch geschert, so oszilliert auch der Eigenwert. Man
erkennt, dass die Amplitude und die Phasenverschiebung von der Frequenz
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Abbildung 3.1: Grifter normierter Figenwert Gs als Funktion der dimensionslosen
Zeit w - t fiir verschiedene Frequenzen w und Weissenbergzahl We=
1000 (gemittelt diber 2.5 - 105 Konfigurationen,)

der Scherung abhédngen. Desweiteren erkennt man auch, dass die Frequenz,
mit der das System antwortet, doppelt so grof} ist, wie diejenige der Scherung.

Daher wurde an einige Simulationsergebnisse eine Sinusfunktion angepasst.
Die Fitfunktion lautet

f(x) =a+0b-sinQk-z +¢) . (3.48)

Fiir drei unterschiedliche Weissenbergzahlen und unterschiedliche Frequenzen
sind die Fitparameter in Tabelle 3.1 aufgefiihrt.

Die Beobachtungen, die man anhand dieser Tabelle machen kann, stimmen
mit den aus Glg. (3.39) zu erwartenden Tendenzen iiberein.

Zeitlicher Mittelwert und Amplitude nehmen mit steigender Weissenbergzahl
zu und sinken bei wachsender Frequenz. Die Antwortfrequenz ist im wesentli-
chen doppelt so hoch wie die Anregungsfrequenz.

Aus Glg. (3.39) geht hervor, dass das xx-Element des Gyrationstensors pro-
portional zum Quadrat der Weissenbergzahl ist, wihrend die Nebendiagonal-
elemente nur linear in We sind. Bei hoher Scheramplitude dominiert daher der
Diagonalanteil, der mit doppelter Scherfrequenz oszilliert. Eine leichte Ver-
schiebung der Antwortfrequenz fiir unterschiedliche Anregungsfrequenzen ist
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w a b c k
We=500
0.01 137345 + 27 96933 + 38 0.0888 4+ 0.0008  0.9996 £ 0.0001
0.05 17462+ 9 8716 £ 12 —0.897 £ 0.003  0.9988 + 0.0004
0.1 5146 +4 2649+ 5 —1.053 £0.004 0.9993 + 0.0005
0.5 265.5+ 0.3 157.94+0.3 —1.292 +0.005 1.0022 + 0.0007
1 78.08 +0.07 45.04 £0.1 —1.366 £ 0.005 1.0026 + 0.0007
We=1000
0.01 549375+ 103 387722+ 147.1  0.0899 &+ 0.0008 0.9995 4+ 0.0001
0.05 69821 + 36 34877 + 48 —0.896 £ 0.003  0.9986 + 0.0004
0.1 20555 + 14 10595 + 18 —1.054 £0.004 0.9994 + 0.0005
0.5 1032 + 1 629 + 1 —1.293 £ 0.005 1.0023 £ 0.0007
1 281.44+0.3 1782+ 04 —1.368 £ 0.005 1.0032 +£ 0.0007
We=5000
0.01 1.4-107 42687 9.7-10°43836  0.0896 & 0.0008 0.9995 + 0.0001
0.05 1.7-10°£894 8.72-1054 1202 —0.897 £0.003 0.9987 4 0.0004
0.1 513634 + 344 264930 +£ 458 —1.054 £0.003  0.9995 % 0.0005
0.5 25557 + 27 15696 £ 35 —1.293 £0.005 1.0024 + 0.0007
1 6801 + 8 4432 +£ 11 —1.369 £ 0.005 1.0036 % 0.0008

Tabelle 3.1: Fitparameter nach Glg. (3.48) fir verschiedene Weissenbergzahlen und

Scherfrequenzen
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wohl auf den Einfluss dieser Nicht-Diagonalelemente zuriick zu fiihren.

Die Phasenverschiebung héangt nur von der Anregungsfrequenz, aber nicht von

der Scherrate ab, was ebenfalls mit Glg. (3.39) {ibereinstimmt.
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Abbildung 3.2: Grifiter normierter Figenwert Gs als Funktion der Weissenbergzahl
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Weissenbergzahl fiir eine willkiirlich festgelegte Zeit ¢ = 0.8 und verschiedene
Frequenzen. Man erkennt auch hier, dass die Streckung des Molekiils immer
spater einsetzt, je hoher die Frequenz ist.

Tréagt man den Gyrationseigenwert (3 als Funktion des Verhéltnisses aus
Scheramplitude und Frequenz %, so erkennt man in Abbildung (3.3), dass sich
der Verlauf der Graphen mit zunehmender Frequenz immer mehr entspricht.

Die Gestalt des Molekiils héngt also nicht mehr allein von Scherrate und Re-
laxationszeit ab, sondern vielmehr von dem Produkt aus Scherrate und der

dritten charakteristischen Zeit des Systems, der inversen Scherfrequenz.
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Abbildung 3.4: Grofiter normierter Figenwert G3 als Funktion der dimensionslosen
Zeit w -t fiir w = 0.01 und w = 0.05 und Weissenbergzahl We= 1
(gemittelt diber 2.5 - 10° Konfigurationen)

Es stellt sich noch die Frage, was bei einer Scherrate wihrend des Ubergangs
vom Gleichgewichtsverhalten zur Streckung der Kette geschieht. Bei einer
Weissenbergzahl von We ~ 1 kénnte es sein, dass die Nicht-Diagonalelemente
(3.39b) stérker ins Gewicht fallen und die Uberlagerung von Frequenzen sowie
die unterschiedlichen Phasenverschiebungen zu einem komplizierteren Verhal-
ten der Ketten fithren. Das dem nicht so ist, zeigt Abbildung 3.4. Man erkennt,
dass auch bei We = 1 das System mit der doppelten Frequenz antwortet. Le-
diglich die Amplitude ist sehr klein, was an der geringen Scherrate liegt. Auf
die Darstellung mit hoheren Frequenzen wurde daher verzichtet, da sich die
Amplitude dadurch so weit verringert, dass kein Effekt mehr erkennbar ist.



Kapitel 4

.Brownian Dynamics* -
Algorithmen von FENE-Ketten

4.1 Expliziter Algorithmus

Problematik und Beschreibung eines BD-Algorithmus

Das Kugel-Feder-Modell, bei denen die einzelnen Monomere durch Hookesche
Federn verbunden sind, ist gerade bei starker Scherung unrealistisch.
Physikalischer ist ein Modell, bei dem die Lange der Bindungen limitiert ist. Bei
sogenannten FENE-Ketten® sind die Monomere durch Federn verbunden, die
nur fiir kleine Ausdehnungen ndherungsweise durch ein harmonisches Potential
beschrieben werden konnen und deren Potential bei einem maximalen Wert R,
divergiert.

Das Potential ist gegeben durch

3 2 Tnel — Tn 2
U:—§;R01n<1—(T) ) . (4.1)

Dies hat zur Folge, dass die Langevin-Gleichung

¥ =3 e N S i e + G+ Em (42

Ft1 =7 2 P —7n1 )2
_ n+1l —Tn _ n — I'm—1

nicht mehr linear in den Monomerpositionen 7,, ist, weshalb eine Transfor-
mation auf Rousemoden nicht mehr zu der gewiinschten Entkopplung der

'FENE ist die Abkiirzung fiir ,,Finitely Extensible Nonlinear Elastic®
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Gleichung fithrt. Man steht also vor dem Problem einer gekoppelten und
nichtlinearen Bewegungsgleichung, die nicht mehr so einfach gelost werden
kann.

Um einen geeigneten Monte-Carlo Algorithmus zu entwickeln, wiirde aller-
dings alternativ auf klassische Art auch eine stationdre Losung P = 0 der
dquivalenten Fokker-Planck-Gleichung

. 0 [.o 0 oUu
ausreichen.

Der Versuch, das Problem im Fokker-Planck-Bild zu l6sen, scheitert jedoch
an dem Scherterm, und zwar selbst fiir konstante Scherrate, die wir ab sofort
voraussetzen wollen.

Der ,rate of strain“-Tensor ldsst sich in einen symmetrischen Anteil und einen
Rotationsanteil aufteilen

01 0 /010 /0 10
4100 0 :% 100 +% 10 0 (4.4)
000 000 0 00

Wihrend sich der symmetrische Anteil der Bewegungsgleichung auf ein Ge-
schwindigkeitspotential, das sogenannte Kramers-Potential [40], zuriickfiihren
ldsst, ist der Rotationsanteil nicht konservativ und kann somit nicht durch ein
Potential ausgedriickt werden.

In niedrigster Ordnung der Scherrate kann der ,rate of strain“-Tensor durch
seinen symmetrischen Anteil ersetzt werden [14, 41]. Allerdings interessiert uns
nicht nur der Fall kleiner Scherraten, sondern gerade der sehr hoher.
Ein einfacher und schneller Monte-Carlo-Algorithmus wie im Fall der Kugel-
Feder-Molekiile mit harmonischen Potential ist somit nicht mé&glich.

Daher wird im Folgenden ein Brownian-Dynamics-Algorithmus vorgestellt, der
ahnlich einem Velocity-Verlet-Algorithmus konstruiert ist.

Ausgangspunkt ist die Langevin-Gleichung (4.2), die im Folgenden nume-
risch integriert werden soll. Der Rauschterm erfiillt das bereits bekannte
Fluktuations-Dissipations-Theorem

) =0 (4.52)

(CrOCnt) = 205675t —1t') . (4.5b)
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Mit Hilfe der Kramers-Moyal-Entwicklung erhélt man zwei Fokker-Planck-
Operatoren

o - 0, o
L, = _; (8_7%.& + (3 rn)) (4.62)
82

Ly = o7 (4.6b)

mit

. ouU

F, = — e (4.7)

und
P= (L +Ly)P . (4.8)

Die formale Losung dieser Gleichung lautet

P(h) = L1 TE2hpg) (4.9)

Eine Trotter-Naherung liefert dann
h h 3
exp|(Ly + Lo)h] = exp[ﬁgi] exp|L1h] exp[ﬁgi] + O(h?) (4.10)

Mit Hilfe einer Taylorentwicklung lésst sich zeigen, dass beide Seiten bis auf
Terme der Ordnung O(h?) iibereinstimmen [42].

Dies bedeutet, dass der zugehorige Algorithmus im Wesentlichen aus drei
Schritten besteht:

e Entwicklung des Diffusionsterms um einen halben Zeitschritt

7 = 7 t) + VhEy; (4.11)

e Berechnung der neuen Krifte und ein ganzer Zeitschritt deterministischer
Verriickung

7 = T 4 Foh + 4 € Fh; (4.12)
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e Wiederum ein halber Zeitschritt Diffusion

Fo(t+h) = 7" + VhE,. (4.13)

Hierbei sind die & Zufallszahlen, die das stochastische Rauschen ergeben.
Die Krifte sind gegeben durch

Fo= U gl Tzl Tz Ly
ory, 1_ (Fn+1—m) 1_ (Fn—ml)
Ro RO

Man beachte, dass (4.12) einen Fehler der Ordnung O(h?) einfiihrt, da F im
Allgemeinen nicht konstant ist. Dies bedeutet, dass der Algorithmus beziiglich
der Konvergenzordnung dquivalent zu einem Euler-Update ist. Die gewihlte
Zerlegung ist jedoch besonders zweckméfig, um in kiinftigen Implementatio-
nen die Konvergenzordnung zu verbessern, da hier auf Standardmethoden fiir
deterministische Differentialgleichungen zuriickgegriffen werden kann.

Fiir den stochastischen Term werden pro Zeitschritt und Update zwei gauf3-
verteilte Zufallszahlen benotigt. Der Box-Muller-Algorithmus zur Erzeugung
solcher Zufallszahlen kostet im Vergleich zu der restlichen Simulation viel Zeit.
Daher ist es sinnvoll, sich Gedanken {iber andere Verteilungen und den zen-
tralen Grenzwertsatz zu machen. Fiir die Momente einer Gaufverteilung gilt,
dass das vierte Moment proportional zum Quadrat der Varianz, das sechste
Moment zu der dritten Potenz der Varianz und so weiter ist. Desweiteren ist die
Varianz in fiihrender Ordnung proportional zum Zeitschritt h. Dies bedeutet
aber, dass eine Entwicklung einer Gaufverteilung nach ihren Momenten gleich-
bedeutend mit der Entwicklung nach Potenzen von h ist. Verwendet man nun
also eine Verteilung, deren Momente mit denen der benétigten Gauflverteilung
bis zum vierten Moment iibereinstimmen, so weicht diese hochstens in dritter
Ordnung in A von der Gauflschen ab. Da aber aufgrund der Trotter-Naherung
ohnehin Fehler der Ordnung O(h?) auftreten, reicht es aus, eine Verteilung zu
finden, deren Erwartungswert, Varianz und viertes Moment mit der zugrun-
de liegenden Normalverteilung iibereinstimmen, d.h. eine um Null verteilte,
symmetrische Verteilung mit Varianz (£?) = 1 und viertem Moment (£%) = 3.
Eine einfache Losung des Problems liegt darin, in der Verteilung nur drei Werte
zuzulassen

P() = (1=p)3(€) + 56(6 —a) + 56(6 +a). (4.15)

Diese Verteilung ist auf 1 normiert und ihre ungeraden Momente verschwinden.
Das zweite und vierte Moment lauten
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pa® = 1, (4.16a)
pat = 3, (4.16D)

was bedeutet, dass ¢ = v/3 und p = % gelten muss.

Erwartungswerte im Gleichgewicht

Um Anhaltspunkte zu finden, ob die Simulation verniinftige Werte liefert, ist
es hilfreich, dass sich im Gleichgewicht einige Erwartungswerte berechnen las-
sen, die mit Simulationsergebnissen bei verschwindender Scherrate verglichen
werden koénnen. Einfach zu messen und auch zu berechnen sind die mittlere
innere Energie eines Kettengliedes, sowie die mittlere Verbindungslange.

Die mittlere innere Energie ergibt sich aus

fORO drr2Ue Y

() = , (4.17)
fORO drr?e-U
wobei zu beachten ist, dass U in Einheiten von kpT' angegeben wird.
Substituiert man die Gréfien
r 3
x = R a = §R3 (4.18)

erhélt man die vereinfachte Gleichung

—a [} drz® (1 —2)* In(1 — 2?)
U) = . 4.19
v fol dr 22 (1 — 22)> (4.19)

Diese Gleichung lasst sich mit Hilfe von [43] 16sen. Es gilt

1
Uy = a{¢(a+1+ 5) - Yla+1)} (4.20)
wobei ¥(z) die sogenannte Eulersche Psi-Funktion beschreibt, die durch
W(z) = ilnF(z) (4.21)
= .

definiert ist.
Die mittlere Verbindungslédnge (r), sowie die mittlere quadratische Verbin-
dungslinge (r?) lassen sich auf die gleiche Weise berechnen. Aus der Gleichung

ORO drr3 (1 —r2)2Rs
fORO drr? (1 —r2)28

wird mittels der Substitution (4.18)

(ry = (4.22)
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fol dox3 (1 — z2%)°
fol dr 22 (1 — 22)°
AT(a+3)

() =

4.23
(44 6 + 2a2) /7T (a + 1) (4.23)
Eine analoge Rechnung liefert
3
%) = 4.24
(@) 5+ 2« (4.24)

In allen Gleichungen bleibt ein freier Parameter stehen. Daher muss zur
Durchfithrung der Simulation noch ein R, gewéhlt werden. Bei Problemen
mit Lennard-Jones-Wechselwirkung ist es iiblich, Ry = 1.5 zu verwenden. Bei
dieser Simulation gibt es zwar keine Notwendigkeit, Ry genau so zu wéahlen,
aber dennoch ist es sinnvoll, einen kleinen Wert anzunehmen, da so ein kleine-
rer Bereich von Scherraten durchlaufen werden muss, um Effekte der Divergenz
zu sehen.

Setzt man nun also Ry = 1.5, erhélt man die Werte

(U)y = 1.099923 (4.25a)
(ry = 0.713299 (4.25D)
(r¥) = 0.574468 . (4.25¢)

Aufbau und Durchfiihrung der Simulation

Die Simulation erfolgt in einem C-Programm. Hierbei werden die Teilchen-
positionen als Array angegeben. Auf einem zweiten Hilfsarray geschehen die
Teilchenupdates, wie im vorangegangenen Abschnitt beschrieben. Durch den
in der Simulation notwendig endlichen Zeitschritt kann es passieren, dass
einzelne Ketten brechen, d.h. dass zwei benachbarte Teilchen weiter als die
im Potential maximal mogliche Bindungldnge Ry voneinander entfernt sind.
In diesem Fall wére die auf die Teilchen wirkende Kraft (Glg (4.14)) nicht
mehr attraktiv. Dieser verbotene Zustand muss in der Simulation abgefangen
werden, was dadurch geschieht, dass das Array der Teilchenpositionen nur
dann nach dem Zeitschritt durch das Hilfsarray ersetzt wird, wenn jeder
Abstand eines Monomers zu seinen Nachbarn kleiner als Ry ist.

Dies beeinflusst auch stark die Wahl des Zeitschrittes. Zu viele Kettenbriiche
sind ein Indiz fiir einen zu hohen Zeitschritt und die Simulation muss mit
einem Kkleineren Zeitschritt erneut gestartet werden.
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Ubersteigt die Bruchrate einen gewéhlten Wert?, so wird der Zeitschritt ver-
kleinert und die Simulation von vorne begonnen. Unterschreitet der Zeitschritt
einen zuvor festgelegten Minimalwert, so wird die Simulation abgebrochen.
Diese untere Schranke des Zeitschritts ist im Hinblick auf die Laufzeit der
Simulation notwendig.

Allerdings stellt dies gerade bei hohen Scherraten eine starke Beschrankung
dar. Durch eine starke Scherung gibt es viele Verbindungen, deren Lénge
bereits nahe an der Divergenz des Potentials liegen. Dadurch wéchst die
Gefahr, bei einem Update diese Barriere zu durchbrechen. Es kommt zu vielen
Kettenbriichen, bis der Zeitschritt so klein wird, dass die Simulation abbricht.
Simulationen bei sehr hohen Weissenbergzahlen sind mit diesem Algorithmus
daher nicht moglich.

Die Monte-Carlo-Simulation der Kugel-Feder-Ketten mit harmonischem Po-
tential war so schnell, dass es giinstiger war, die Auswertung direkt in das
Simulationsprogramm zu integrieren. Bei jeder neuen Konfiguration Eigenwer-
te und Eigenvektoren des Gyrationstensors in eine Datei zu schreiben hétte
eine unnétige Verlangsamung des Programms sowie einen hohen Speicherauf-
wand bedeutet.

Die ,,Brownian Dynamics“-Simulation hingegen ist viel langsamer. Statt die
Werte direkt im Programm zu mitteln oder ein Histogramm der Winkelver-
teilung zu erstellen, ist es sinnvoll, nach einer bestimmten Zeit einen Satz an
Daten in eine Datei zu schreiben.

In dieser Simulation wird zunéchst eine Startkonfiguration gewiirfelt, die fiinf
Rousezeiten lang in die richtige Verteilung relaxiert. Danach werden jede
zehntel Rousezeit die Eigenvektoren und Eigenwerte des Gyrationstensors,
sowie die innere Energie, die Contourlinge und der End-zu-End-Vektor der
Kette in eine Datei geschrieben.

Fiir jede Weissenbergzahl wurden 32 Simulationsldufe durchgefiithrt und bei
jedem Durchlauf 1000 Datenpunkte, also 100 Rousezeiten, aufgenommen?.
Am Ende wurde das arithmetische Mittel iiber die Ergebnisse der einzelnen
Simulationen gebildet und deren statistischer Fehler berechnet.

Diese 32 Durchldufe haben mehrere Vorteile. Die Daten jeder Einzelsimulation
sind untereinander korreliert, nicht jedoch die Daten zweier unterschiedlicher
Durchlaufe. Die Bestimmung der Korrelationszeiten und deren Beriicksichti-
gung bei der Bestimmung der Fehler wurde somit auf sehr einfachem Wege
umgangen. Um sicherzustellen, dass die Einzelsimulationen untereinander
auch nicht durch den Zufallszahlengenerator korreliert sind, z.B. dadurch dass
sie zur gleichen Zeit gestartet werden, und deren Zufallszahlengeneratoren

’In der Implementation wurde eine maximale Bruchrate von einem Bruch auf 2 - 10°
Teilchenupdates gewihlt

3Der Wert fiir We=1000 wurde wegen der langen Rechenzeit nur iiber 12 Werte gemittelt
und sollte daher nur als Schitzwert betrachtet werden
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somit den gleichen Startwert haben, wird den Simulationen ein ,,Seed“ iiber-
geben, der durch einen externen Zufallszahlengenerator erzeugt wird.

Ein weiterer Vorteil liegt darin, dass mehrere Simulationen gleichzeitig auf
unterschiedlichen Prozessoren laufen kénnen.

Aufgrund der langen Laufzeit wurde eine Kettenlange von nur 40 Monomeren
gewihlt, statt der bisherigen 64.

Vergleich zwischen berechneten und simulierten Werten

Zunéchst vergleichen wir die Simulationsergebnisse der mittleren inneren Ener-
gie pro Bindung, sowie die mittlere Bindungsldnge im Gleichgewicht We = 0
mit den in Glg. (4.25a) und (4.25b) berechneten Werten. In der Simulation
wurde die mittlere Bindungsléinge aus der gemittelten Contourlinge berech-
net.

Man erhélt
berechneter Erwartungswert | Simulationsergebnis
(U) 1.0999 1.098 £+ 0.001
(r) 0.7133 0.7128 4+ 0.0002

Diese Werte stimmen recht gut iiberein, was ein Indiz fiir die Richtigkeit der
Simulation ist.

Streckung von FENE-Ketten

Bei der Untersuchung der Streckung der harmonischen Kugel-Feder-Ketten
wurde als relevante Grofle der grofite gemittelte Eigenwert des Gyrationstensor
Gg, normiert auf dessen kleinsten gemittelten Eigenwert Gl, verwendet und
gegen die Weissenbergzahl aufgetragen.

Diese Beschreibung ist im Falle von Ketten mit einer maximalen Contourldnge
nur noch eingeschrénkt sinnvoll. Die mittlere Bindungslédnge kann einen Wert
Ry nicht iiberschreiten. Die Contourlinge der Ketten ist demnach durch
Ry (N —1) beschrankt. Daher macht es Sinn, von einer endlichen Streckbarkeit
der Ketten zu sprechen. Jedoch ist es so, dass Gs gegen einen endlichen Ma-
ximalwert konvergiert, wihrend die Kette mit zunehmender Scherung immer
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schmaler wird. Dies hat zur Folge, dass G immer kleiner wird. Das Verhéltnis
aus beiden divergiert daher.

Neben dem normierten Eigenwert G3 wird im Folgenden deshalb auch ein Blick
auf die mittlere Bindungslinge, sowie die Absolutwerte G5 und G geworfen.

4.2 Semi-impliziter Algorithmus

Gerade bei hohen Scherraten muss der verwendete Zeitschritt sehr klein
gewihlt werden. Dies fithrt zu sehr langen Laufzeiten des Programms, was
die maximale Scherrate, deren Simulation noch sinnvoll ist, stark limitiert.
Ottinger [25] beschreibt dieses Problem, das bei expliziten Algorithmen zur
Dynamik von FENE-Molekiilen auftritt und gibt einen semi-impliziten Algo-
rithmus fiir FENE-Hanteln an, der das Problem der Kettenbriiche vermeidet.
Dieser Algorithmus wurde spéter von Somasi et al. [44] auf FENE-Ketten ver-
allgemeinert und von Prabhakar und Prakash [45] auf Systeme mit , excluded
volume® und hydrodynamischer Wechselwirkung erweitert. Hierbei handelt es
sich um einen semi-impliziten Pradiktor-Korrektor-Algorithmus. Der Vorteil
dieser Art der Simulation liegt darin, dass durch die Vermeidung von Ket-
tenbriichen zum einen die Verwendung eines grofleren Zeitschritts ermoglicht
wird und zum anderen die Einschrinkungen an die moglichen Scherraten, wenn
auch nicht aufgehoben, so immerhin zu sehr viel hoheren Weissenbergzahlen
verschoben werden.
Der Zeitschritt wurde wihrend der Simulation so gewéhlt, dass das Verhéltnis
aus diesem Zeitschritt und der kiirzesten charakteristischen Zeit des Systems
noch klein gegen 1 ist

h:a-min{mzi,l} , (4.26)

3m2’ A

wobei @ = 0.01 bei niedrigen und wegen der Rechenzeit der Simulation a = 0.1
bei sehr hohen Scherraten gewéhlt wurde.

Da in dieser Arbeit Kettenmolekiile in Rouse-Dynamik, also ohne hydrody-
namische Wechselwirkung und , excluded volume“-Effekt, untersucht werden,
folgen die weiteren Betrachtungen dem von Somasi [44] angebenen Schema.

Ausgangspunkt des Algorithmus ist die Bewegungsgleichung fiir die Relativ-
koordinaten g;

AG ={7eq+ Q2F —F_, — F)}-h+ V2h(Foa —77),  (4.27)

wobei der Rauschterm mathematisch wieder durch Zufallszahlen mit Erwar-
tungswert (n®) = 0 und zweitem Moment (nf‘nf ) = 6;;0°° beschrieben wird
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und die Kréfte durch die Kraft einer FENE-Feder gegeben ist

F=-3-%_ (4.28)

Der Algorithmus berechnet nun in drei Schritten aus einer gegebenen Losung
g zum Zeitpunkt nh die Losung ¢ im néchsten Zeitschritt ¢t = (n+1) - h.

(2

1.Schritt: Im sogenannten Pradiktorschritt werden die Verbindungsvektoren
explizit durch ein Euler-Update entwickelt

T =@+ Eq + QF = Bry — B0y -h + VIR (7L, — ) (4.29)

2.Schritt: Der erste Korrekturschritt behandelt die Krifte ]?’, und ]:;;-_1 implizit

GoomB g+ {—w‘? T+ 5 ) — (s +EL>} VIR (T — )
(4.30)

Setzt man hier Glg. (4.28) ein, fiihrt dies auf eine kubische Gleichung der
Betriage ¢; = |¢;|, die genau eine Losung zwischen 0 und Ry besitzt [25]

@ — X@ — RX1+6R)G + R2X =0 (4.31)

wobei X der Betrag der rechten Seite von Glg. (4.30) ist.

3.Schritt: Der zweite Korrekturschritt berechnet nun mit Hilfe der Hilfsvek-
toren ¢; aus dem vorangegangenen Schritt die Verbindungsvektoren zur Zeit
t = (n + 1)h. Hierbei werden die Kriifte F,"** und F,"{" implizit behandelt

1‘ 7 op — o n =7
@+ T ) — (P 4 F m)}hw (7 —77),

2
(4.32)
was wiederum zu einer kubischen Gleichung &hnlich Glg. (4.31) fiihrt

+1_2hivin+1 — Cj;n‘l'{

(@i = Y(g'™')? — Ry(L+6h)g " + RY =0 (4.33)
wobei Y der Betrag der rechten Seite des zweiten Korrekturschritts (4.32) ist.
Nachdem wieder diejenige Losung gewéhlt wurde, deren Betrag zwischen 0

und Ry liegt, wird ein Residuum € aus den beiden Korrekturschritten gebildet,
das als Differenz der beiden Lésungen ¢; und ¢™*' definiert wird
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e =\ > (@ - q)> (4.34)

i=1
Ist dieses Residuum groBer als eine vorher festgelegte Toleranz* T, so wird §; =
g gesetzt und Schritt 3 solange wiederholt, bis die gewiinschte Konvergenz

erreicht wird.

4.3 Auswertung der Simulationsdaten

4.3.1 Vergleich zwischen explizitem und semi-
implizitem Algorithmus

In Abbildung 4.1 wurden der normierte gemittelte Eigenwert G5 als Funkti-
on der Weissenbergzahl sowohl aus Simulationsergebnissen des expliziten, als
auch aus solchen des semi-impliziten Algorithmus aufgetragen. Alle Daten pas-
sen recht gut zusammen, so dass es fiir die Diskussion der Ergebnisse keinen
Unterschied macht, welche Simulationsmethode verwendet wurde.

Da allerdings der semi-implizite Algorithmus wesentlich hohere Scherraten
zulésst, werden alle folgenden Betrachtungen anhand der aus dieser Simulati-
onsmethode gewonnenen Daten gemacht werden.

I — T T ‘ T ‘ T ‘ — 1
*
| Implizit (N = 40) +
1000 F s Bxplizit (N = 40)
i *
®
*
[ap)
O *
100 o 3
*
*
" =
10 * ! ! \* ! * w)\‘ ! ! | ! ! | |
0.01 0.1 1 10 100 1000
We

Abbildung 4.1: Normierter Figenwert Gs als Funktion der Weissenbergzahl fiir ver-
schiedene Simulationsmethoden zu FENE-Ketten

4In der Simulation wurde eine Toleranz von T' = 106 gewihlt.
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4.3.2 Deformation von FENE-Ketten in Scherung
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Abbildung 4.2: Normierter Figenwert Gs als Funktion der Weissenbergzahl

Wie bereits vorher beschrieben, soll an dieser Stelle wieder der Verlauf des
normierten Figenwertes des Gyrationstensors GGz in Abhéngigkeit der Scherung
untersucht werden.

Abbildung 4.2 zeigt den Verlauf der Simulationsdaten, welcher sich grob in
drei Teile untergliedern lasst.

e Bei niedrigen Weissenbergzahlen (bis etwa We=1) ist G5 konstant bei
seinem Gleichgewichtswert.

e Zwischen Weissenbergzahlen von etwa 1 bis 100 zeigt der Plot einen
starken Anstieg

e Dariiber hinaus steigt der normierte Gyrationseigenwert schwécher mit
zunehmender Scherung, geht aber nicht in ein Plateau {iber.

Dieses Verhalten erklart sich, wenn man den Verlauf der nicht normierten
Eigenwerte G, und G5 in Abbildung 4.3 betrachtet. Bei niedrigen Weissen-
bergzahlen bleiben beide Eigenwerte bei ihrem Gleichgewichtswert.

Wiéhrend der grofite Eigenwert ab Scherraten mit We > 1 ansteigt, dndert sich
G’l noch nicht.

Etwa bei gleicher Scherrate (We~ 100) geht der Verlauf von G in ein Plateau
iiber, wihrend G mit zunehmender Weissenbergzahl sinkt.

Geometrisch ausgedriickt bedeutet dies, dass das Trégheitsellipsoid der Kette
nicht unendlich ausgedehnt werden kann, was auch zu erwarten war. Statt-
dessen wird die ldngste Haupttrigheitsachse bis zu einem maximalen Wert
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gestreckt. Dariiber hinaus behilt das Ellipsoid zwar seine Linge, wird aber
zunehmend schmaler.

Dies wird auch deutlich, wenn man sich die Bindungsldngen zwischen den
einzelnen Monomeren ansieht.
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Abbildung 4.83: Nicht normierte Eigenwerte G5 und Gy als Funktion der Weissen-
bergzahl

4.3.3 Bindungslinge und Energie

Abbildung 4.4 zeigt den Verlauf der mittleren Bindungsldnge als Funktion der
Weissenbergzahl. Dieser Plot zeigt ebenfalls drei unterschiedliche Bereiche:

e Bis zu We=10 findet praktisch keine Dehnung der FENE-Federn statt.
In diesem Bereich kann es nur zur reinen Orientierung des Trégheits-
ellipsoids, sowie zu einer Streckung durch Orientierung der Bindungen
kommen.

e Mit zunehmender Scherung werden die Federn gestreckt.

e Diese Streckung ist jedoch durch die Singularitdt in dem Potential be-
schriinkt, so dass der Verlauf bei einer Weissenbergzahl von etwa 10* in
ein Plateau iibergeht.

Allerdings ist dieses Plateau keineswegs konstant, sondern steigt immer noch
leicht an. Dies wird deutlich, wenn man die gemittelte innere Energie der Ket-
ten betrachtet (Abb. 4.5), die mit steigender Weissenbergzahl weiter anwéchst

U  log(We)  fiir We > 1000 . (4.35)
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Abbildung 4.4: Mittlere Bindungslinge 7 als Funktion der Weissenbergzahl

Man wiirde erwarten, dass die Ketten bei sehr hohen Scherraten fast
vollstdndig gestreckt sind, dass also auch der End-zu-End-Abstand nahe sei-
nem maximal moglichen Wert (N — 1) - Ry liegt. Abbildung 4.6 zeigt jedoch,
dass dies nicht der Fall ist. Fluktuationen in der Orientierung der einzelnen
Bindungen scheinen daher noch eine grofie Rolle zu spielen. Diese Beobachtung
stimmt mit Ergebnissen in [13] iiberein.

4.3.4 Vergleich zwischen Ketten mit FENE- und har-
monischem Potential

In Kapitel 2 wurde ausfiihrlich die Konformation von Kugel-Feder-Ketten, die
mit idealen Hookeschen Federn verbunden sind, diskutiert. In diesem Modell
bestehen keine Einschriankungen an die Ausdehnung des Trégheitsellipsoids,
solange die durch die Scherung in das System gebrachte Energie hinreichend
grof3 ist.

Es wurde sowohl analytisch (Glg. (2.76)) als auch mit Hilfe von Monte-Carlo
Simulationen gezeigt, dass die Streckung der Kette, ausgedriickt durch den
grofiten normierten Eigenwert G5 des Gyrationstensors, fiir hohe Scherraten
quadratisch mit der Weissenbergzahl wachst.

In dem Modell, bei dem die Monomere durch FENE-Federn miteinander ver-
bunden sind, ist die Streckung hingegen stark beschréinkt. Es wird wesentlich
mehr Energie benttigt, um die Kette zu deformieren. Abbildung 4.7 zeigt das
komplexere Verhalten von FENE-Ketten gegeniiber harmonischen bei starker
Scherung sehr deutlich.
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Abbildung 4.5: Mittlere innere Energie U als Funktion der Weissenbergzahl
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Abbildung 4.6: End-zu-End-Abstand \/(R%) als Funktion der Weissenbergzahl

4.3.5 Orientierung

Die Winkelverteilung wurde auf die gleiche Art bestimmt wie in Abschnitt
2.3.3. Allerdings stehen pro Scherrate bei dieser Simulation nur 32-10% Daten-
punkte zur Verfiigung, von denen ein Histogramm erstellt werden kann, was
eine wesentlich kleinere Anzahl an Messdaten als in dem vorangegangenen
Kapitel ist.

Daher wurde auch eine geringere Auflésung fiir das Histogramm gewéhlt
(30 x 120 bins). Abbildung 4.8 zeigt mehrere Histogramme der Winkelvertei-
lungen mit zunehmender Weissenbergzahl. Qualitativ ldsst sich sagen, dass
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Abbildung 4.7: Vergleich: G als Funktion von We fiir FENE-Ketten und fiir Ketten
mit harmonischem Potential (N=40)

sich die Orientierung von FENE-Molekiilen in Scherstrémung &hnlich verhalt
wie die in Abschnitt 2.3.3.

Jedoch erfolgt die Reorientierung sehr viel schwerfilliger als bei harmonischen
Kugel-Feder-Ketten, wie ein Vergleich mit Abbildung 4.9 zeigt.

Abbildung 4.10 zeigt die Winkelverteilung der End-zu-End-Vektoren der glei-
chen Messungen wie in Abbildung 4.8. Man sieht, dass sich diese im Mittel
ebenso ausrichten, wie die Eigenvektoren zum gréfiten Gyrationseigenwert.

Abbildung 4.11 zeigt Beispielkonfigurationen zu verschiedenen Scherraten. So-
wohl der Effekt der Streckung, als auch derjenige der Orientierung wird hierbei
sehr anschaulich.
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Abbildung 4.11: Beispielkonfigurationen fiir verschiedene Weissenbergzahlen (N =
100)



Kapitel 5

Molekiile mit starren Bindungen

5.1 Zwangsbedingungen in der statistischen
Physik

Im vorangegangenen Kapitel wurde die Problematik, die die Simulation von
FENE-Ketten mit sich bringt, ausgiebig diskutiert.

Durch die Divergenz des FENE-Potentials wird die Diskretisierung der Ketten-
dynamik schwierig. Der in Simulationen notwendigerweise endliche Zeitschritt
fithrt zu ,,verbotenen“ Zusténden, in denen der Abstand zwischen zwei Mono-
meren grofer wird als durch das Potential erlaubt. Dies fithrt zu sehr kleinen
Zeitschritten, bei denen eine Simulation durchgefiihrt werden kann.

Um diese Probleme zu vermeiden, scheint es natiirlich, Ketten zu betrachten,
deren Teilchenabstdnde durch holonome Zwangsbedingungen festgehalten
werden, was die effektive Anzahl der Freiheitsgrade verringert.

Allerdings treten bei solchen Modellen eine Vielzahl anderer, in hohem Mafe
nicht trivialer Probleme auf.

Es ist bekannt, dass es moglich ist, solche Molekiile entweder aus ,starren
Stangen“!, oder aus unendlich steifen Federn aufzubauen.

Wihrend sich diese beiden Modelle in der klassischen Mechanik nicht un-
terscheiden, erfahren wir im statistischen Bild, in dem nicht mehr einzelne
Trajektorien, sondern Mafle im Phasenraum betrachtet werden, einen enormen
Unterschied.

Helfand [22] gibt eine schone Beschreibung der Ursache fiir die Problematik,
die generell bei der Einfiihrung von Zwangsbedingungen in der statistischen

1Solche Molekiile werden Kramers-Ketten genannt
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Mechanik auftritt.

Abbildung 5.1: Gleichverteilung entlang der Kurve erzeugt eine Nicht-

Gleichverteilung entlang x (entnommen aus [22])

Betrachten wir ein System mit zwei Freiheitsgraden x, y und ein Teilchen, das
sich entlang eines durch eine analytische Funktion eingeschrinkten Weges C
bewegt

C:y=o(x) . (5.1)

Ist die Trajektorie durch holonome Zwangsbedingungen festgelegt

erhilt man eine Gleichverteilung entlang der generalisierten Koordinate g, also
entlang des Linienelements.

Dies fithrt zu einer ungleichméfligen Verteilung in der Koordinate z, wie Ab-
bildung 5.1 anschaulich zeigt.

Betrachtet man die Einschrdankung von y hingegen als sehr hartes Federpoten-
tial

Viey) = skly - 6@ (53
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R —

Abbildung 5.2: In Richtung y ist die Kurve C1 dquidistant zu C. Orthogonal zu C
ist C1 an Punkt A ndher als bei D. (entnommen aus [22])

so miissen Aquipotentiallinien statt des Linienelements betrachtet werden.
Diese Aquipotentiallinien C; sind in y-Richtung an jedem Punkt z dquidistant.
Orthogonal zu C ist das nicht der Fall, wie man in Abbildung 5.2 sehr schon
sieht.

Der Unterschied zwischen , harten* und ,,flexiblen“ Verteilungsfunktionen liegt
in der Freiheit der Bewegung senkrecht zu C.

Der Unterschied zwischen beiden Modellen wird auch direkt deutlich, wenn
man sich das einfache Beispiel des Trimers ansieht [46-48]. Kettenmolekiile in
einer dichten Schmelze verhalten sich im Gleichgewicht wie ein idealer ,Ran-
dom Walk“. Im Fall harter Bindungen weicht die Gleichgewichtsverteilung je-
doch enorm von derjenigen des ,,Random Walks“ ab. Die Gleichgewichtsver-
teilung des eingeschlossenen Winkels zwischen den beiden Bindungen ) ist fiir
einen ,,Random Walk* (wegen d€) = sin ¢ dv dy) durch

PL(W) = % sin ¢/ (5.4)

gegeben, wihrend sich fiir ein starres Kramers-Trimer

1 1
P, (V) = C(1 — 1 cos? )2 sin ¥ (5.5)
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ergibt.

Der Fall, in dem die Monomer-Monomer-Wechselwirkung durch Federn mit
divergierenden Federkonstanten realisiert wird, ist daher wesentlich physikali-
scher.

Die Beschreibung eines solchen Systems ist der Grenzfall eines ,,weichen*
Systems, dessen , harte“ Freiheitsgrade eingefroren werden.

Die Langevin- und Fokker-Planck-Gleichungen der beiden Modelle unterschei-
den sich daher hinsichtlich der sogenannten ,,metrischen Kraft“, die gerade die
unterschiedlichen Mafle im Konfigurationsraum beschreibt. Diese ist zwar in
der Literatur wohl bekannt, allerdings tauchen bei deren Herleitung weitere
Probleme auf.

Hinch [23] leitet die metrische Kraft aus einer Entwicklung der Langevin-
Gleichung her. Allerdings legt er die Stratonovich-Interpretation der Langevin-
Gleichung zugrunde und es tritt multiplikatives Rauschen auf, was fiir Simu-
lationszwecke eine Transformation ins Ito-Bild erfordert.

Auflerdem bleibt es etwas undurchsichtig, nach welchem kleinen Parameter
eigentlich entwickelt wird.

Einfacher ist eine Beschreibung im Fokker-Planck-Bild, die Ito-Stratonovich-
Probleme vermeidet. In den bisher bekannten Herleitungen, die z.B. bei Bird
et al. oder Morse [21, 24] zu finden sind, wird allerdings eine lokale Gleichge-
wichtsverteilung der harten Freiheitsgrade postuliert?.

Eine neue Art der Herleitung dieser Dynamik, die im Rahmen dieser Ar-
beit in enger Zusammenarbeit mit B. Diinweg entwickelt wurde, besteht in
einer Multi-Zeitskalen-Analyse nach dem Vorbild einer Chapman-Enskog-
Entwicklung. Dabei fiihrt eine systematische Entwicklung des Fokker-Planck-
Operators sowie der Verteilungsfunktion nach Potenzen des Zeitskalenpara-
meters € zu der asymptotischen, langsamen Dynamik der Kette.

Diese Entwicklung ist zwar technisch etwas aufwéndig, erzeugt aber auf kon-
sistentem und konzeptionell einfachem Wege einen Fokker-Planck-Operator,
der das Fluktuations-Dissipations-Theorem erfiillt und die richtige metrische
Kraft liefert.

Im Folgenden wird diese Herleitung explizit ausgefiihrt.

Am Ende soll der so gewonnene Fokker-Planck-Operator mit einer Formulie-
rung Ottingers[25, 49] der Dynamik in generalisierten Koordinaten verglichen
werden.

ZVergleiche Glg. (14.6-15) in [21]; Glg. (2.112) in [24]
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5.2 ,,Brownian Dynamics“ mit Zwangsbedin-
gungen

5.2.1 Der Fokker-Planck-Operator in generalisierten
Koordinaten

Fokker-Planck-Operator in kartesischen Koordinaten

Wir wollen in diesem Kapitel also die metrische Kraft und den Diffusionstensor,
die in der géngigen Literatur zu finden sind, anhand einer Multi-Zeitskalen-
Analyse herleiten, wie sie im Falle einer Chapman-Enskog-Entwicklung iiblich
ist.

Hierzu gehen wir von der Fokker-Planck-Gleichung in kartesischen Koordina-
ten x; aus

0

a?(f) = LP(Z) . (5.6)
Der Fokker-Planck-Operator ist im allgemeinen Fall gegeben durch
£= o (- 01) 6.7
wobei F; eine Kraft bezeichnet und durch
F; = —iH, H = H(Z) (5.8)
Oz,

gegeben ist. 3 ist die inverse Temperatur

1

und die D;; sind Funktionen der kartesischen Koordinaten

Auflerdem wird in diesem Kapitel durchgéngig die Einsteinsche Summenkon-
vention zugrunde gelegt.

Wechsel auf generalisierte Koordinaten

Wechseln wir nun in ein generalisiertes Koordinatensystem. Der Raum der
neuen Koordinaten wird so gewéhlt, dass er sich in zwei Unterrdume gliedern
léasst.

Wir bezeichnen langsame Variablen mit
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Sa = Sa(T) (5.11a)

schnelle Variablen werden mit

fo = fo(@) (5.11b)

bezeichnet.
Sind alle generalisierten Koordinaten gemeint, wird

¢ = ¢i(7) (5.11c)

verwendet.
Die holonomen Zwangsbedingungen sind durch

fo =10 (5.12)

gegeben. Der korrekte Limes besteht allerdings nicht in festen Zwangsbedin-
gungen, sondern darin, Freiheitsgrade physikalisch einzuschrénken, beispiels-
weise im Grenzfall unendlich starrer Federn. Wir machen daher die Annahme,
dass sich das Potential aus einem allgemeinen Anteil H,, der nur eine Funktion
der langsamen Variablen ist, und einem harmonischen Potential der schnellen
Freiheitsgrade zusammensetzt:

H = Ho({su}) + %fcabfafb . (5.13)

Man beachte hierbei, dass in Glg. (5.13) angenommen wurde, dass kay micht
von den s, abhéingt. Die zugrundeliegende Idee ist dabei die, dass die Para-
metrisierung der f, so gewahlt worden ist, dass dies physikalisch sinnvoll ist.

Zum Beispiel wiirde man im Falle einer Polymerkette mit eingeschrénkten
Bindungslédngen die s, als Winkelvariablen wéhlen, die die Orientierungen
der Bindungen beschreiben, und die f, als Abweichungen der Bindungsldngen
von den Idealwerten (aber nicht eine Kombination aus Bindungsldngen und
Bindungswinkeln, was mathematisch durchaus moglich wére).

Wir untersuchen nun also den Grenzfall

und schrianken die Dynamik des Systems auf die langsamen Variablen s, ein.
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Metrischer Tensor und der Basiswechsel einer Fokker-Planck-
Gleichung

Der metrische Tensor ¢;; wird anhand des Linienelements ds® bestimmt.
Es gilt

d82 = gl]dQqu] > (515)
andererseits gilt aber auch
d82 = dxkdmk
Oz, ) (mk )
= (5 da ) (5 da;
(aQi 0q; !
&rk 8:):k
aQi aqj J ( )

woraus fiir den metrischen Tensor

oxy Oxy,
Gii = tadl 5.17
J a Qi a qj ( )
folgt.
Wir bezeichnen die Determinante dieses Tensors mit g,
g = det(gi;) . (5.18)
Desweiteren ist die Jacobimatrix der Transformation definiert als
8$k
Jpi = 5.19
g 0g; ( )

Der metrische Tensor ist also das Produkt aus der Jacobimatrix mit ihrer
Transponierten

Daraus folgt fiir g

g = det(JJT) = [det(J))? (5.21)

und damit fiir den Betrag der Determinanten der Jacobimatrix

|det(J)| = /5 . (5.22)
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Fiir die Transformation des Volumenelements gilt demnach

A% = |det(J)|d'q = /gd'q . (5.23)

Wir erhalten fiir die Verteilungsfunktion in den generalisierten Koordinaten

1 = / A7 P(7)
- [d7varam) (5.24)

= P = VePE (1) - (5.25)
Um die Transformationsvorschrift fiir den Fokker-Planck-Operator zu erhalten,

betrachten wir den Erwartungswert einer beliebigen, nicht explizit zeitabhéngi-
gen Observablen A

(A) = / d'T A(Z)P(Z) . (5.26)

Unter Verwendung der Fokker-Planck-Gleichung erhélt man die Zeitableitung

o) = / 017 A()LP(7)

_ /ddqwu H)L(E @)%

- /ddq*A\/gL%P’(cD , (5.27)

woraus sich der transformierte Fokker-Planck-Operator £ ergibt

VP (E(q))

' 1
L = \/EE\@ . (5.28)

Die transformierten Grofien sind damit immer noch normiert
/ d'qP () = 1 (5.29)
und folgen der Fokker-Planck-Gleichung

IP@D = C@P@ (5.30)
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Transformation des Fokker-Planck-Operators in langsame und
schnelle Koordinaten

Nachdem die Transformationsvorschrift des Fokker-Planck-Operators nun be-
kannt ist, lasst sich dieser auch konkret in generalisierte Koordinaten transfor-
mieren.

Einsetzen von Glg. (5.7) in Glg. (5.28) liefert

0 0 1
/ —_— I .. —_— —_—
¢ = i mi (o 0 |
8Qk 0 8ql 0 8ql OH 1
= — D —
V9 ox; Oqy {8% oq + 8% aq } VI

oq 0 oq { 0 07‘[} 1
= S kAL 5.31
V9 9w 00 D o 00 T o0 ) s (5:31)

Um den Faktor % an der Klammer vorbeizuziehen, fithren wir geméfl Glg.
(5.25) ein effektives Potential H.fs ein

Hepp = —kgT In {\/Ee_m{}
= H —kgT'In\/g . (5.32)
Es gilt
OH OHesy 1 99
— = + kT — —— . 5.33
dqi Iqi o V9 Oq (5.33)

Betrachten wir die beiden Operatoren

OH 1 B 9MHys 105

hA 5.34
ﬁﬁ(ll VI V9 Oq g Jq (5.34)
und
0 1 1 8\/’ 1 0
—— = — 5.35
a3 g Oq \/E Iqi (5.35)
so gilt fiir deren Summe
0 1 OH 1 1 0 aHeff)
— =+ === + 5.36
9q1 \/9 656_11 VI ooVg <an Oq (5.36)

Setzen wir dies in Glg. (5.31) ein, so ergibt sich fiir den transformierten Ope-
rator
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aqk aC_Il ]- {i + aH@ff } (537>

= V9 o 0 DY dz; /3 | dq g,

Als néchstes stellt sich die Frage, wie sich der Faktor % auswerten lasst.
Es gilt

% ’ dq Ox,, Ox,

8$Z‘ ki 8@ 8qk 8%‘

0x, O0x,

03:,- Oqj
O

81‘2'

— . 5.38
dg; (5:38)

Bezeichnet G die Inverse des metrischen Tensors g

9k; Gjt = o (5.39)

so erhalten wir

ox; oqy,
—'Gjl = 0—1',-gkj Gji

gy,
= 19
oz, Kl

_ Jq,
= a0 (5.40)

dq O
azl- - 8—2Gﬂ . (5.41)
i j

Einsetzen in Glg. (5.37) liefert

L= g LG (5.42)

O "™ Oax 7 Oan " /G

oq oq

8@- 8 8:@ 1 {8 + 8Heff}
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Die allgemeine Form eines Fokker-Planck-Operators erfordert, dass die Ab-
leitungen vorne stehen. In Glg. (5.42) ldsst sich der Differentialoperator 5 -

Oqx
einfach an /g g;i G i vorbeiziehen. Um zu zeigen, dass dies moglich ist, muss

S (f gml mk) =0 (5.43)

gelten.

Beweis: Um Glg. (5.43) zu beweisen, reicht es zu zeigen, dass die Grofie

ox; 1
= Gum 5.44
p aqp\/’aqk (\/7 aqm k) ( )

verschwindet, da /g # 0 gilt und die Jacoblmatrlx L nlcht ausgeartet ist.

Man erhalt fiir X,

P 8qp\f 2f gk (9qm e
Z; axl aGmk}
+
@aqka V950, o,
= — = Gump Gt + G, + Gp ——— 5.45
29 Oqp, Q%J kg, 00, 0gr U™ g (5.45)
pk
Desweiteren gilt
0
0= B
0
- a—qk(gmmek)
aGmk agm
= g + G 22 5.46
0G i OGmyp
Gmp gy, g Oqy ( )
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= X, = i@ + % 0’x; _ OGrmp
P 2g g, "™ Dy Ok Ot "™ O

(5.48)

Nach Gleichung (86,4) aus [50] ldsst sich das Differential dg umschreiben in

womit wir fiir die Ableitung

- =G, 5.50
g 0qy " g, (5.50)

erhalten. Einsetzen in (5.48) liefert

1 0Gmi  Ox; 0% Ogmp}
: ‘ {2 dgy = 0qp 091,0¢n,  Oqi (5:51)
und mit
D (i)
8Qp Jmk 8Qp an 8Qk
03:,- azl’i 8172 02:17i
= + 5.52a
O 0qy Oqr. ~ Oq Oqy Ogim, ( )
und
0 81’2 82:ci 81’2 821’2'
06: 7™ " Oqm Dg, 0qx  Dgy 01 O ( )
folgt
1 8@ 82252‘ 825‘2 82.Z’Z'
X, = =G { — — =0 , 5.53
p = 5 Cm {aqk 94y 00m D4 01y aqk} (5:53)

da G,,r symmetrisch unter Vertauschung der Indizes m und k ist, wihrend
der Anteil in Klammern antisymmetrisch ist. Somit wurde gezeigt, dass X,
verschwindet und Glg. (5.43) gilt.

Damit diirfen wir aber auch Glg. (5.42) umschreiben
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0 ox; ox; 0 OH
L = = Gpp = Dij =Gy { — JLL 5.54
Og. "™ Ogm " Ogn l{ﬁm i dq (5:54)
Der transformierte Fokker-Planck-Operator lautet also
0 0 OH
£ = —7D (— + @ff) , 5.55
gk M dqy b Iqi ( )
mit
Hepp = H — kgT'In /g (5.56)
und
ox; ox;
D, = Gum — Dii —2Gy . 5.57
kl k aqm J aqn l ( )
Fiir den Spezialfall
erhélt man dann die einfache Beziehung
D],gl = ka ngn Gnl
= Dka 5ml
= DGy . (5.59)

Bevor Glg. (5.55) explizit in langsamen und schnellen Variablen angegeben
wird, sollen noch kurz ein paar Vereinfachungen in der Notation vorgenommen
werden. Erstens wechseln wir wieder in ein natiirliches Einheitensystem und
setzen § = 1. Desweiteren wurde nun alles in einem gestrichenen System
ausgedriickt, es treten also keine Mischterme mehr auf, weshalb im Folgenden
auf die Kennzeichnung verzichtet wird. Die generalisierten Variablen ¢; werden
nun in langsame s, und schnelle f, aufgeteilt. Griechische Indizes o, 3,7 ..
bezeichnen langsame Freiheitsgrade, lateinische a, b, c... stehen fiir schnelle.

Das effektive Potential setzt sich dann aus drei Anteilen zusammen

Heff = HO({S(X}) + kab fafb - )\(Somfa) s (560)

1
2
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mit

A=1Ing . (5.61)

Teilen wir Glg. (5.55) nun nach schnellen und langsamen Variablen auf und
setzen Heys ein, so erhalten wir den Operator

0 o oM, OX
L= 8sa Daﬁ (885 * 885 885)

0 0 ~ O\
om0~ 57)

+iDaa( 0 + o _ m)

0f, 0S4 0S4 0S4
0 0 ~ o\

+ 2D (L Rt — ) 5.62
o7 b(@fb bo f afb) (5.62)

5.2.2 Multi-Zeitskalen- Analyse
Skalenentwicklung des Fokker-Planck-Operators

Der physikalische Grenzfall fiir die Dynamik, die nur noch die langsamen Va-
riablen beinhaltet, besteht, wie bereits erwahnt, nicht darin, einfach nur den
Anteil der langsamen Freiheitsgrade in (5.62) zu betrachten und den Anteil
der schnellen zu vernachléssigen, sondern im Grenzfall unendlich harter Feder-
potentiale.

Daher soll an dieser Stelle eine neue Skalenvariable ¢ eingefiihrt werden, so
dass die Federkonstante k., durch

~ 1
ko = g—zkab, e—0 (5.63)
ersetzt wird.

Die Herausforderung hierbei besteht allerdings darin, dass das Potenti-
al ﬁ%kab faofy flr € — 0 divergiert und der zugehorige Boltzmannfaktor
exp[—ei2 % kab fofs) eine wesentliche Singularitdt aufweist. Die Losung dieses

Problems liegt in der Umskalierung der schnellen Variablen geméafl

Jo =€pa (5.64)
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wodurch sich die Singularitdt des Potentials herausskaliert
11 1
? 5 Eap fafb = 5 Eab a @b (5-65)
Desweiteren gilt dann fiir die Ableitung nach schnellen Variablen
0 1 0
= - (5.66)
Ofa € 0¢,
und fiir die Kraftterme, die im Fokker-Planck-Operator auftreten
~ 1
kab .fb = g kab ©b (567)

Entwickeln wir nun die Tensoren D;; und die metrische Gréfie A nach Potenzen

von €, so ergibt sich

Dij({sa}; {fa}) = Dij({sa}, {epa})

aD;,;
= DZ Saf, 0 + € o a
(fsad 0D + 7 o
1l oDy +
2 afa afb Ogoagob c e

DY + DY + 2D + ...,

O\
Ofa

A 4 e d® 4 2A@

1, 0\

A= A0 ¢ o + =€
0 2 8faafb

CaPp + ...
0

woraus
o OO 9 [ O\ )
5.~ 05 s (8fa ) #a+ O()
und
oA 10
ofs € 0p,
1/ oA , A ,
= - (gﬁfa ) + € 78faafb 0% + O(e ))
o\ 0\

o + O(e7)
0

+
afa 0 éjafaafb

(5.68)

(5.69)

(5.70)

(5.71)
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folgen.

Einsetzen dieser Entwicklungen in den Operator (5.62) ergibt

(0)
L = aD(°)<a+8HO—aA)+O(a)

8—% B 885 8sﬁ 885
+ li [D(O) + €D(1) + 0(52)}
c asa aa aa

(2 + k — € i
33% ab¥Pb P) fa

+ (9(52))

0

1o [0 + <D + O
' (aia * ?97:5 - a;;j - 55’2@ (g_;b 0) oot O(EQ))
+€—12% [Dfl?)) + 6Dl(11b) + &2 be) + 0(63)}
. (% + kpepe — 55—;; i — g2 % Ogoc + 0(53)) (5.72)
= L= LY 4 L) 4 L0 40 (5.73)

Ein Koeffizientenvergleich liefert die einzelnen Ordungen des Fokker-Planck-
Operators

£ = 8?; DY) <6‘%b + kbc%) (5.74a)
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0 0
LY = gpgg (% + kab%)

) o OHy OO
(0) o _
T 5, Do (asa t s, " o, )
9 ) oA
2 pO0Zr
a(pa ab af blo

o (0
D kpeoe 5.74b
+ a(pa ab (880b + b ) ( )

O po (0 My A
085 085 085

054, Dse 0S4
0 D,(;z),) 9?\

a(pa afbafc
0 PO o\

a(pa ab 8—fb

Pe
0

0

0 0
+-——D% <— + kbcgoc> . (5.74c¢)
b
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Multi-Zeitskalen-Analyse

Nachdem die Entwicklung des Fokker-Planck-Operators nach der Skalenvaria-
blen nun bekannt ist, soll eine Zeitskalentrennung stattfinden.

Die Zeitvariable ¢ wird in ultrakurze, kurze und normale Zeitskalen unterteilt
(siehe z.B. [51])

t — (t_g, t_l, to, tl, .. ) (575)
mit
2 1
t =c¢ t_2 = €t_1 = t() = gtl = ... (576)

Fiir die zeitliche Ableitung ergibt sich

ot

0 1 0 1 0 0
g&t_g + g&t_l + 8—t0 s (577)

Die Fokker-Planck-Gleichung kann dann in der Form

1 0 1/ 0
— il _ r(=2 z _ =1
0 {82 (815_2 £ ) * £ (815_1 £ )

+<£r%W)+O@}P (5.78)

ausgedriickt werden.

Da die Singularitéit des Potentials ausskaliert wurde, kénnen wir davon ausge-
hen, dass die Verteilungsfunktion P regulér ist

P =P 4+ ePW 4 2P . (5.79)
Sortiert man Glg. (5.78) nach den einzelnen Ordnungen in £ und vernachléssigt

alle Terme ab linearer Ordnung, so erhélt man folgende Hierarchie der Fokker-
Planck-Gleichung
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0 — 5 £E2 | po) (5.80a)
[ Ol—2
0 = _% — L2 P 4 _% — LD PO (5.80b)
-2 LUV—1
[0 [0
_ |9 e p@ L |9 s p)
0 = L P34 = eV p
O _ o) po 5.80
+ BT . (5.80c)
0

Da uns nur die Dynamik der langsamen Freiheitsgrade interessiert, betrachten
wir nur Zeitskalen, auf denen die schnellen Freiheitsgrade bereits in einen lo-
kalen Gleichgewichtszustand relaxiert sind?.

Die ultrakurzen und die kurzen Zeitskalen werden also vernachléssigt

8?_2 _ af_l —0 . (5.81)
Man erhélt eine vereinfachte Hierarchie
£E2pO - — (5.82a)
£ P — =D p0) (5.82Db)
LCNPE — _penp) | ( a% _ £<o>) PO (5.820)

Diese Hierarchie léasst sich nach Momenten der schnellen Freiheitsgrade entwi-
ckeln. Diese Momente sind gegeben durch

3Diese Forderung ist wesentlich schwicher als diejenige in [21, 24], da keine Annahmen
iiber die explizite Gestalt der Verteilungsfunktion getroffen werden.
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oW = / dgP® (5.83a)
(pa)® = / d@ 0, PP (5.83b)
(Patpe)®) = / d¢ papyP® . (5.83¢)

Die nullten Momente Q%) beschreiben eine reduzierte Verteilungsfunktion,
bei der alle schnellen Freiheitsgrade ausintegriert wurden und die daher nur
noch die Verteilung der langsamen Variablen beinhaltet.

Setzen wir (5.74a) in Glg. (5.82a) ein, so erhalten wir

LEAPO = 8i D,y (8%, + kbc%) PO =0 . (5.84)

Da Randterme verschwinden, ergibt das nullte Moment, also die einfache In-
tegration dieser Gleichung {iber die schnellen Variablen, lediglich die triviale
Gleichung

0=0 . (5.85)

Multipliziert man Glg. (5.84) von links mit ¢, und bildet dann [ dig, so erhilt
man durch partielle Integration

.0 o 0
0= [d Dy | 5— + koepe | PO
/ P g, (8% " bSD)P

0
= - /d@’éad,D((l(I])) <a—% + kbcgpc) P(O)

" 0

= —DY ke lp)® (5.86)

Da die Matrix Dgz? ky nicht ausgeartet ist, folgt daraus, dass die ersten Mo-
mente in nullter Ordnung in € verschwinden

() =0 . (5.87)
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Das zweite Moment ldsst sich auf dhnliche Weise berechnen. Man multipliziert
(5.84) mit pyp. und integriert

. 9 o 0
= — D — (0)
0 /dap VdPe 3, Dob (0% + k:bcapc) P

0
= - /d@’ [6adgoe + 5a630d],D¢(1(1])) (— + kbcgpc) P(O)

&Pb
- DY / 13 ape + Bunpd] PO
a. a(pb

~-DY / AP [Saape + Oactpd) kpepc P

= Dg{? (0adObe + Oaclan) QW
— DO [aakine(0e0) @ + Gackpe(@ape) @]

- @ + D)0
— DY kue{pepe)® = DY kel pape)® (5.88)

)

Verwendet man, dass ij; symmetrisch ist, so erhélt man

2D QO = DY koglpars)® + Dy kealpapa)® (5.89)

Eeq (@aps)® ist eine M x M-Matrix, wobei M die Anzahl der schnellen Frei-
heitsgrade ist. (5.89) ist also ein Gleichungssystem mit M? Gleichungen und
M? Unbekannten. Gehen wir davon aus, dass dieses Gleichungssystem eine
eindeutige Losung besitzt, so ist diese durch

kcd <Q0d()0b>(0) = 5ch(0) (590)

gegeben, wie man leicht sieht, wenn man dies in (5.89) einsetzt.

Bei der néchst héheren Ordnung geht man véllig analog vor.
Einsetzen von (5.74b) in Glg. (5.82b) liefert
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0 = £EDPO) 4 ) pO)

d o 0 0 0
= — + koo | PO+ —DO 4 (0)
Boa ((‘M B ) Pt s P\, ) 7

0 0 oH ONO 0 o\
10 0 _ 0 _ Y pO T2 p0)
* agpa o <asa * asa asa P a@a ab afb OP
0 (1) 0
DY — © 91
_I_ a(pa ab (agpb _I_ kbcgoc) P (5 9 )

Integriert man die schnellen Freiheitsgrade in dieser Gleichung aus, so erhélt
man

0
0= gDQ kap(0p) @ (5.92)

was wieder auf Glg. (5.87) fithrt und somit keine neue Information liefert.
Multipliziert man Glg. (5.91) mit ¢, und integriert dann, ergibt sich

0
= — d _”D(O) a k cY'C (1)
0 /90 db <a¢b+ b‘P)P
9 (0) (0) ©)
+ 52 D [70.aQ + kan(ioapn)”)]
o OH O\ O\
O 0o 0 L pOZ~ (0)
o <0sa - 0S4 054 T+ Pa Afp oQ

0 0
= —Dc(l(;) kbc<80c>(1) — —DE&)Q(O’ + —foj kab<90b90d>(0)

8Sa asa
po (9 M NN o oA o
D <8sa T s os ) S T Pagg| ©
8Ddb / - 8 a,Ddb
— dfpe=—PO — Kpe (espe)® 5.93
a7, a2 Al be {PetPe) (5.93)

&

= _6be Q(O)
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Somit lasst sich das erste Moment in erster Ordnung in € durch die reduzierte
Verteilungsfunktion und das zweite Moment in nullter Ordnung ausdriicken.
Das zweite Moment kennen wir aber bereits. Setzt man nun also Glg. (5.90)
in (5.93) ein, so erhélt man

0 0
DY kne(pe)® = _gpggg(o) + ngl)%dQ(o)

. (0) (9 (97‘(0 i a)\(o) (0)
Do <8sa + 05, 05, <

ODgy
QY +
0 af b

)
+DY a7,

0Dy,
05 Q)
o7, |, be @

. (0) 8 87_{(] i a)\(o) (0)
Do <8sa + 05, 05, <

)\
+DY) a7,

Q(O)

0

QO (5.94)
0

Fiihrt man jetzt noch einen Reibungstensor im Raum der schnellen Variablen
ein

CadDY = 64 (5.95)

so vereinfacht sich (5.94) zu

Q© . (5.96)
0

o oM, aw) o0 .

kac c W = _ a D(O) -
(el %iPia \ 55+ s, Osa o7,

Letztendlich fehlt nur noch die Integration von Glg. (5.82¢) iiber .
Es gilt

/ dg£L2P® = 0 (5.97a)

o 0
/ dg LIPWY = aTDgg keap {05y (5.97b)
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/ dg LOPO aiD ( aiﬁ + 887:50 —~ 858(;)) Q)
aa DA 57, OQ(O
+ % / g 8;35:“ e (% + k:absob) PO
Rt
_aipaa 88;; OQ 0)
+% 8;35:“ 0 [<02cQ” + Kap{oppc) ]
- aff( ) (a(zﬁ - ?97:; B aaAs(:) Qv
aa PUgE ot OQ(O fa 8;;3& 27
+ ai a;;‘:“ Okab<s0bsoc>( b (5.97¢)

Damit ergibt sich die Fokker-Planck-Gleichung fiir die Dynamik der langsamen
Variablen

0 0 0 OH OO
e () D(O) 0 _ (0)
8tOQ 88 (885 + 8sﬁ 885 ) Q
0 oA 0 0D,
__Y p 0 _ Y Y7oa (0)
0SQDQ“0fa OQ 08q Ofq OQ
0 0D
~ Zroaa (0)
+ Dsa OF, | kab{©ppc)
+ 9 po) kap () (5.98)
asa aa

Einsetzen von Glg. (5.90) und (5.96) liefert
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0 0 o  OH, O\O
9 00 _ (0) 0 _ (0)
oo 2 Dso Do (asﬁ T s 9ss ) Q
9 5 o oD
_ o) _ aa (0)
D5 ““afa OQ Dsq Of, OQ
o oD
9 9Paa| 50
s O |y
0 o  OH, 0N
__9 po 0 _ (0)
08(17)‘“@!’1)1’6 (855 * 0s3 0sg ) <
+— NORZ QW (5.99)
a aa 8fa 0

9] o  OHy OO
_ 9 0, DY 0 _ (0
0S4 [D ~ Daatar } (8sﬁ * Jdsg  Osg ) <

und mit der Definition einer effektiven Diffusionskonstanten

DY) = DY) — DOC¢WDY, (5.100)
erhalten wir die Fokker—Planck—Glelchung der langsamen Variablen
0 0 OH oA
=00 = = DY) ¢ © 5.101
8t0Q 8sa (885 + 8sﬁ 885 ) Q ( )

Der Fokker-Planck-Operator hat wieder die Form, die nach der allgemeinen
Theorie gefordert ist. Jedoch tritt ein zusétzlicher Kraftterm auf, die ,,metri-
sche Kraft*

e OO
Fﬁ t = D55 . (5.102)
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5.2.3 Vergleich mit Ottingers Beschreibung

Ottinger hat in [25] eine Fokker-Planck-Gleichung fiir Ketten unter Zwangs-
bedingungen in generalisierten Koordinaten angegeben

0 0 [ ~ 1 [0  ~
s o A 1T N
d
0 0 -~
T — . 1
+kp P Dse 055 (GagP) (5.103)

Fj beschreibt die Kraft. Gz ist die Inverse einer modifizierten metrischen
Matrix g.s im Raum der generalisierten langsamen Koordinaten,

JapGay = Oy - (5.104)

Jap ist definiert als

or, _ OF,

Ja ‘= —— Opp—— 5.105
g B asa O'“ 086 ( )

0, ist ein modifizierter Reibungstensor, der durch

Guw = O — P Z - py (5.106)

gegeben ist. Der absolute effektive Reibungstensor Z und die Wichtungsten-
soren p, sind definiert durch

Z = ou (5.107)
uv
und

pp =27 ou (5.108)
nw
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Formen wir unser Ergebnis der Multi-Zeitskalen-Analyse (5.101) um, so erhal-
ten wir

gQ(O) _ iﬁo) ( 0 n OH, _ 8)\(0)) Qo
t

_ 9 500 Ho 4 9 g0 (THe - AU Lo
T 0s, Daﬁ 0sp Qv+ 05, Do‘ﬁ 0sp Osg <
~(0)
_ 9 9 5050 _ 9 (9P 4o
054 053 of 0S4 0sg
0 so) (Ho AN
8Sa of 8sﬁ 885
~(0)
_ 99 sogo_ 9 (Pus) 5o
054 053 of 0S4 0sg
9 50 () 5o _ 2 50 (VY o
+8sa D (aSg) ¢ Oso 7\ 0sg <
9 9 5050, 9 50 (Ho) 50
= =29 D
Dse sy Don @ T g Pas { g5, ) ©
(0)
9 VI (DDag o) Dm0 L (VTN Lo
080 /9 0sg ds, 8 V9 \ Osg
_ 99 5000 L 9 po (THo) 5
~ 0s, Osp o5 9 Osq 7 \ Osp <
0 1 d =~ 0
- - |=Z (D (0) 1
e 77 Loy (P @ (5:109
Damit nimmt die Fokker-Planck-Gleichung die Form
0 0 (= OH 1 0 =~
oo — 2 )po (_ZIt0 2 (P9 0)
a2 0sa{ f ( asﬁ) Y7 [asﬁ( aiv9)| | €
9 9 =0 (0)
— 11
054 053 Das € (5.110)

all.

Falls der effektive Diffusionstensor im Raum der langsamen Variablen 15&06)

mit dem inversen modifierten metrischen Tensor Gag der Ottingerschen For-
mel iibereinstimmt, so ist Glg. (5.110) mit (5.103) identisch (man beachte
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kT = 1).

Aus Zeitgriinden kann diese Ubereinstimmung in dieser Arbeit nicht mehr
vollsténdig gezeigt werden. Stattdessen beschrinken wir uns darauf, dies fiir
den Spezialfall eines zweidimensionalen Trimers in Abwesenheit hydrodynami-
scher Wechselwirkung und mit einheitlichen Reibungskoeffizienten zu zeigen.
Die Monomere des Trimers haben die Positionen 7, 75, 3. Wir transformie-
ren auf Schwerpunkts- und Relativkoordinaten, wobei letztere in Polarwinkel
¢1, ¢ und die Auslenkungen der Bindungsldngen von ihrer Gleichgewichtslage
f1, fo unterteilt werden.

f1 und fs sind die schnellen Variablen des Systems.

Es gilt:
~ 1
Ren = 3 (71 + 75 + 73) (5.111a)
7 — 7 = (lo + fi) ( (;?2211 ) (5.111b)
73 — 7Ty = (lo + f2) ( (;?szj ) (5.111c)
= fi = \/(Fz — )% — I (5.112a)
f = \/(Fg — ) =1 (5.112b)
y _ Y
¢ = arctan—2——1 (5.112¢)
ra — N
y _ .y
¢y = arctan 52 (5.112d)
Daraus ergeben sich die Ableitungen
df1 cos (1
= = — . A1
or ( sin ¢4 (5.113a)
df1 cos (1
s = . A1
0ry ( sin ¢ (5.113b)
oh =0 (5.113c)

0rs
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ofs
o =0 (5.113d)
dfa ([ cosgy
5 = ( ing (5.113¢)
of2 COS (g
o = ( gy (5.113t)
o9 1 — sin ¢4
87?1 B lo + f1 ( Ccos Cbl ) (5114&)
0y 1 — sin ¢ )
—_— = .114b
O’ lo+ f1 ( Cos ¢ (5 )
01
Opy
97 =0 (5.114d)
g 1 — sin ¢,
oy, o+ fo ( COS P2 (5.114e)
0o 1 — sin ¢ )
— = . 5.114f
ors lo+ fo < COS @2 ( )

Die inverse Metrik G;; nimmt damit die Gestalt

dq; 0q;
Gy = % 995
87‘k 87‘k
10 0 0 0 0
01 0 0 0 0
00 2 —c 0 ﬁ
— o0 - 2 — 0 (5.115)
s 2 c
00 0 —-Zx% @ e
00 s 0 _ c 2
lo+f2 (lo+/f1)(lo+/2) (lo+/2)?
an, wobei die Abkiirzungen ¢ und s fiir
¢ = cos(pa — ¢1) (5.116a)
s = SiH(QﬁQ - ¢1) (5116b)

stehen.
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Der Schwerpunkt entkoppelt vollstdndig, weshalb wir ihn im Folgenden ver-
nachléssigen und lediglich die Dynamik der zwei schnellen Freiheitsgrade
f1, fo und der langsamen Variablen ¢;, ¢o betrachten.

Zuniichst berechnen wir die inverse modifizierte metrische Matrix G5 der
Ottingerschen Darstellung.

Da wir nur den Fall betrachten, in dem alle Monomere den gleichen Reibungs-
koeffizienten haben, sowie in Abwesenheit hydrodynamischer Wechselwirkung,
gilt fiir den Reibungstensor

O = 00 (5.117)

und somit erhalten wir fiir Ottingers modifizierten effektiven Reibungstensor

Op = — puZp,,
= 05 pMZp,, (5.118)
mit
7 = ZJW = 00,y = No (5.119)
und

= Z_lzau,, = Z_IUZ%,, (5.120)

= puZpV = —-0 . (5.121)

Im Falle des Trimers ist N = 3.
Die modifizierte metrische Matrix g, lebt nur im Raum der langsamen Varia-
blen. Daher erhalten wir

~ 07“# 87’M 1 or, or,
_ _ _UZ

S0 00, 095 0 00
2 07“# Ory ory, o,
= 3%%. 30 " 3° Z B0n00, (5.122)

Nach dieser Formel gilt
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g = 3 5o (5.123a)
o 1,
di2 = g1 = 3 l§ o cos(p2 — ¢1) (5.123b)
] 2,
92 = 3 lho . (5.123¢)

Hieraus léasst sich nun die inverse Matrix berechnen. Man erhalt

13 1
o 24— cos?(¢py — 1)

' ( - 003(52 — 1) ) COS(% e ) : (5.124)

{Gaﬁ} =

Es ldsst sich zeigen, dass der effektive Diffusionstensor (5.100) der Multi-
Zeitskalen-Analyse genau dieselbe Form annimmt.
Betrachten wir den selben Spezialfall, so gilt fiir den Diffusionstensor Glg.
(5.59),

Dy, = DGy . (5.125)

Der effektive Reibungstensor im Raum der schnellen Variablen lésst sich durch
Invertieren der Matrix G, berechnen. Es gilt

Dgab Gbc = 5ac > (5126)

woraus

1 1 2 cos(¢a — ¢1)
{Ca} = D 4 — cos?(¢g — ¢1) ( cos(¢y — ¢1) 2 ) (5.127)

folgt.
Damit gilt fiir den zweiten Term von Glg. (5.100)

Q Sinz(% — ¢1)
I§ 4 —cos?(¢2 — ¢1)

: ( _Cos(qi 6 _COS(% — o) ) . (5.128)

(DD}
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Setzen wir dies in Glg. (5.100) ein, so erhalten wir den effektiven Diffusions-
tensor

DY = DY - PY¢,DY) (5.129)
_ D4- cos?(¢y — ¢1) — sin?(¢y — 1)
P 4 — cos?(pg — ¢1)
| ( 2 — cos(2 — ¢u) )
—cos(¢p2 — ¢1) 2
_ D 3 ( 2 — cos(¢y — ¢1) )
12 4—cos? (g — 1) \ —cos(p2 — @) 2 ’

was (solange § = 1 ist) Glg. (5.124) entspricht. Damit stimmen aber auch Glg.
(5.110) und (5.103) in dem hier betrachteten Spezialfall miteinander iiberein.

5.3 Simulationsmethode

Prinzipiell besteht die Moglichkeit, aus der Fokker-Planck-Gleichung (5.101)
einen expliziten Algorithmus zur Integration von N-meren mit festen Bin-
dungslédngen in generalisierten Koordinaten zu entwickeln.

Allerdings wére ein solcher Algorithmus sehr rechenintensiv und damit
zeitaufwindig. Hierfiir lassen sich zwei Griinde nennen. Die generalisierten
Koordinaten eines solchen Systems sind typischerweise die Winkel in sphéri-
schen Koordinaten. Zum einen sind diese jedoch untereinander gekoppelt, was
dazu fithrt, dass der Diffusionsanteil in einem expliziten ,,Brownian Dyna-
mics“- Algorithmus nicht mehr diagonal ist.

In jedem Zeitschritt miisste daher eine Multiplikation der kompletten Matrix
mit einem Vektor aus Zufallszahlen stattfinden, deren Laufzeit mit quadrati-
scher Ordnung in der Dimension der Matrix erfolgt.

Zum anderen fiihrt die Transformation aufgrund der Phasenraumfaktoren
[I,;sin®; zu moglichen Singularitéten in der Ndhe der Pole. Dies wiirde die
Einfiihrung von lokalen Koordinatensystemen fiir jede Bindung erforderlich
machen, oder aber zur Notwendigkeit eines sehr kleinen Zeitschrittes fithren.

Stattdessen {ibernehmen wir einen von Ottinger entwickelten Algorithmus,
dessen Herleitung in [25] zu finden ist. Ausgangspunkt der Herleitung ist
Glg. (5.103), allerdings verwendet dieser Algorithmus letztendlich keine gene-
ralisierten Koordinaten, sondern die kartesische Basis der Monomerpositionen.
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5.3.1 Algorithmus

Sind die Monomerpositionen einer Kette zum Zeitpunkt ¢ durch 7, gegeben,
so werden die Positionen der Teilchen zum Zeitpunkt ¢ + At in zwei Schritten
konstruiert:

1. Der erste Schritt besteht aus einem Euler-Update um den Zeitschritt
At, bei dem noch keine Freiheitsgrade eingeschrankt werden, und dessen
einzige Erweiterung in dem metrischen Kraftterm besteht.

2. Bei dem zweiten Schritt handelt es sich um eine iterative Korrektur, die
die Bindungsléingen auf die sogenannte , constraint surface* zuriick zie-
hen, d.h. dass die Bindungslédngen so angepasst werden, dass die Zwangs-
bedingungen innerhalb einer gewissen Toleranz erfiillt sind.

Da in unserem Modell ausschliellich eine Stromung auf die Ketten wirkt, aber
keinerlei intramolekulare oder duflere Krifte, ist der Euler-Schritt in natiirli-
chen Einheiten durch

Fro= T+ A{3E R+ E0Y 4 VAL, (5.130)

gegeben. 7 € 7, beschreibt wie in den vorangegangenen Kapiteln die Scher-
stromung, und 7, ist ein Vektor aus Zufallszahlen mit verschwindendem
Mittelwert, Varianz (n,7,) = 0,, und viertem Moment (1) = 3. Fimet)
ist ein metrischer Kraftterm, dessen Berechnung spéter noch eingehender
diskutiert wird.

Die endgiiltigen Monomerpositionen werden durch eine Iteration gewonnen.

Zunichst wird die Matrix der ersten Ableitungen der Zwangsbedingungen
[%} berechnet. [...]. gibt an, dass die Ableitung an Teilchenpositionen
(1-— cc)F'n + ¢ mit ¢ € [0, 1] ausgewertet werden. In unserem Fall gilt ¢ = 1.
In der Iteration miissen Lagrange-Multiplikatoren AY so angepasst werden,

dass die Zwangsbedingungen

fa{Tu(t + AL)}) = 0 (5.131)
erfiillt sind. Der Index (i) gibt den Iterationsschritt an.

Wir beginnen die Iteration mit

A0 = (5.132a)

A = 0 . (5.132D)
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Die darauf folgenden Schritte bestehen aus der Anpassung der Teilchenposi-
tionen

HD ) 4 A {3_1}} (5.133)
ory, |,
und der Lagrange-Multiplikatoren
A = A9 + (G2, MUEY) (513

Die Matrix G, ist gegeben durch

_ of. _ Of
or, or,

Um Glg. 5.134 auszuwerten, ist es nicht notwendig, G, zu invertieren. Statt-

dessen kann auch ein tridiagonales Gleichungssystem der Form

Clop (5.135)

(Gaple(AST = AY) = fu{F*D}) (5.136)

gelost werden, wofiir sehr effiziente Algorithmen existieren. In der Implemen-
tation wird dafiir eine GSL-Routine verwendet.

Mit Hilfe der Gleichungen (5.133) und (5.136) wird so lange iteriert, bis die
Zwangsbedingungen innerhalb einer zuvor festgelegten Toleranz* erfiillt sind.
Diese Iteration beschrinkt die Grofle des Zeitschritts. Wahrend der ersten
Testlaufe der Simulation hat sich herausgestellt, dass bei der Wahl eines
zu groflen Zeitschritts oder bei hohen Weissenbergzahlen, also immer dann,
wenn die Anderung der Teilchenpositionen in einem einzigen Zeitschritt grof
werden kann, instabile Iterationen auftreten, d.h. solche, die nicht gegen einen
Fixpunkt konvergieren.

Setzt man ¢ = 0 und vernachléssigt den metrischen Kraftterm in dem Euler-
Schritt, so erhélt man einen Algorithmus, den Liu [46] bereits frither verwen-
dete, um Kramers-Ketten in Stromungen zu studieren.

5.3.2 Berechnung der metrischen Krifte

F;(Lmet)

Um die metrischen Kréfte zu berechnen, wurde eine Rekursion von

Pasquali und Morse [52] verwendet.

Die metrischen Kréafte konnen durch

4In der Implementation wurde eine Toleranz von T = 1075 verwendet
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. 10Indet G
F(met) - _ -
" 2 0r,

1 1 0det GOGg
2detG 0Gy Oy

1 ., ,0Guw
= —= — 1
3G O (5:137)
berechnet werden [23, 53].
Beschreibt ), den normierten Vektor zwischen zwei Monomeren,
— 1 — —
U = %(Tjﬁ_l — Tk) s (5138)
so sind die Zwangsbedingungen gegeben durch
Loy
fo = §(ua - 1) . (5.139)

Setzt man dies in Glg. (5.135) ein, so sieht man, dass Gy, eine Tridiagonalma-
trix mit den Eintrédgen

G =d, = 2 (5.140a)

Ga,a—l = Ga—l,a = C, = —ﬁa . ﬁa—l . (5140b)

ist. Einsetzen in Glg. (5.137) liefert

(met) _ =1 a(ﬁa ) ﬁa—l)
Fn - Ga—l,a a,,;»n
Die Problematik bei der Bestimmung der metrischen Kraft liegt also darin,
die Matrix G zu invertieren. Dies hiitte eine Laufzeit der Ordnung O(N3).
Pasquali und Morse geben jedoch einen Algorithmus an, der lediglich eine
lineare Laufzeit O(N) hat. Die Idee dieses Algorithmus liegt in der Feststellung,
dass nicht die komplette inverse Matrix benotigt wird, sondern lediglich die
Nebendiagonalelemente. Diese Elemente konnen durch eine Entwicklung nach
Zeilen und Spalten der Matrix G berechnet werden.

Es gilt

(5.141)

B cof Gy o
Gl = T@:l . (5.142)
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Der Cofaktor cofG, ,—; eines Subdiagonalelements ist gleich minus die Deter-
minante einer (N — 2) x (N — 2)-Matrix, die man durch Streichen der a-ten
Reihe und (@ — 1)-ten Spalte von G erhilt.

Es gilt
0 Caq—3 da—3 Ca—2 0
B oo 0 Ce2 dyn O
cof Gyg_1,, = —det . 0 co1 € 0
0 Ca—l—l da—l—l Ca+2 O
[ dy Co 0 ]
co dy c3 0

= —c,det
0 coo3 da—3 Co—2
0 Ca—2 da—2 i

day1  Cat2 0
Cat2 dat2  Cat3 0

- det
0 cnv—2 dy—2 cn—1
i 0 evo1ody-a
= —c, det T2 det B . (5.143)

Der zweite Schritt dieser Gleichung ist die Entwicklung der Determinanten
nach der Reihe, die ¢, enthélt. Wenn a > 2 ist, enthélt diese Reihe nur zwei
nicht verschwindende Elemente, ¢, und ¢,_.

Fiir a = 2 ist ¢, das einzige nicht triviale Element dieser Reihe. Der Cofaktor
von ¢,_; verschwindet fir alle a > 2.

Die obere linke quadratische ¢ x i-Matrix, die sich aus den Reihen und Spalten
1,...,7 von G zusammensetzt, bezeichnen wir mit 7%. Die untere rechte (N —
j) x (N — j)-Matrix, die aus den Reihen und Spalten j,..., N — 1 der Matrix
G hervorgeht, wird mit B’ bezeichnet. Die komplette Matrix G kann durch

G=1T""'=p (5.144)

ausgedriickt werden.
Setzen wir Glg. (5.143) in (5.142) ein, so erhalten wir

det T% 2 det Bo+!

-1 _
Cata = ~Ca det G

a—1,a

(5.145)




5.4 Ergebnisse der Simulation 125

Nutzt man aus, dass 7% und B’ tridiagonal und symmetrisch sind, lassen sich
ihre Determinanten rekursiv bestimmen. Es gilt

det Tt = diyy detT” — ¢ det T (5.146a)

det B~' = d;_y det BY — ¢ det B/ . (5.146b)

Die ersten Rekursionsglieder sind nach Konvention durch det 7° = det BY =
1 und die explizit berechneten Werte det 7' = d; und det BN = dy_;
gegeben.

5.4 Ergebnisse der Simulation

Wie in Kapitel 4 wurden jeweils 32 unabhéngige Durchldufe der Simulation
pro Weissenbergzahl zu verschiedenen ,,Random Walk“ Startkonfigurationen
durchgefiihrt. Jede Konfiguration wurde zunédchst 5 Rousezeiten lang ins
Gleichgewicht relaxiert. Darauthin wurden 100 Rousezeiten lang jede zehntel
Rousezeit ein Datenpunkt mit End-zu-End-Vektor, Gyrationseigenwerten und
Eigenvektoren des Gyrationstensors aufgenommen.

Bei niedrigen Weissenbergzahlen wurde ein Zeitschritt von At = 10~* verwen-
det. Ab We = 10000 wurde dieser Zeitschritt auf At = 1072 verringert, da
sonst Instabilitdten der Iteration auftreten. Desweiteren ist somit auch gewéhr-
leistet, dass der Zeitschritt sehr viel kleiner als jede charakteristische Zeit des
Systems ist, At < %

5.4.1 End-zu-End-Abstand

Im richtigen Grenzfall soll sich eine Kette wie ein idealer ,,Random Walk*
verhalten. Die einfachste Grofle, die ein Indiz der Richtigkeit der Simulations-
methode darstellt, ist der mittlere End-zu-End-Abstand. Fiir einen ,,Random
Walk* gilt

(R2) = VN -1 . (5.147)

Dies stimmt mit den Ergebnissen der Simulationen im Grenzfall verschwinden-
der Scherung sehr gut iiberein, wie man anhand Abbildung 5.3 sieht.

Allerdings iiberrascht der weitere Verlauf bei zunehmender Scherrate. Man er-
wartet, dass ab We &~ 1 der End-zu-End-Abstand zunimmt und irgendwann
einen Maximalwert annimmt, da die Contourlinge und damit auch der End-
zu-End-Abstand durch die feste Bindungslédnge auf b- (IV — 1) beschrénkt ist.
Abbildung 5.3 zeigt den Anstieg ab We = 1. Der Plot zeigt allerdings, dass



126 Molekiile mit starren Bindungen

40
— (R%)
0" V39 _
__20Ff T ey -
+=
10 h
*
3G [ e -
o3 Y ) N I Y RSO R R
0.001 0.01 01 1 10 100 1000 10000 100000

We

Abbildung 5.3: Mittlerer End-zu-End-Abstand als Funktion der Weissenbergzahl
(N =40)

der mittlere End-zu-End-Abstand ab einer Weissenbergzahl von etwa 10? einen
Maximalwert annimmt, der weit unterhalb der Contourldnge liegt, was einer
vollkommen gestreckten Kette entsprechen wiirde. Bei noch héheren Weissen-
bergzahlen nimmt er sogar wieder ein wenig ab.’

Eine mogliche Erklarung fiir diesen geringeren Maximalwert liegt darin, dass
es zu ,,gefalteten” Ketten kommen kann. Die einzelnen Bindungen richten sich
fiir zunehmende Scherung entlang der x-Achse aus. Da dieses Modell aber
keine ,excluded volume*“-Effekte beriicksichtigt, besteht die Moglichkeit, dass
der Winkel zwischen zwei Bindungen nahe 0 statt bei 7 liegen kann.

Dies sieht man auch, wenn man sich Abbildung 5.8 ansieht, die einige Bei-
spielkonfigurationen fiir unterschiedliche Scherraten zeigt. Man erkennt, dass
die Ketten selbst fiir hohe Weissenbergzahlen nicht vollstandig gestreckt sind.

Moglicherweise kommt es wéhrend der Simulation bei hohen Scherraten zu
Problemen der Ergodizitédt. Dies wiirde bedeuten, dass die Ketten in einer
Konfiguration ,,gefangen* sind. Ist das der Fall, so sollte die Simulation sensi-
tiv auf die gewéhlte Startkonfiguration reagieren.

Daher wurden weitere 32 Simulationen durchlaufen, bei denen statt der ,,Ran-
dom Walk®“ Verteilung eine gestreckte Kette als Startkonfiguration gewéhlt
wurde. Die Weissenbergzahl war We = 10% und der Zeitschritt betrug
At = 5-107°. Vergleichen wir den mittleren End-zu-End-Abstand dieser Si-

°Liu [46] und spiter Lyulin et al. [13] haben ebenfalls ein Abnehmen des End-zu-End-
Abstandes fiir wachsende Scherrate bei der Simulation von starren Kramers-Ketten beob-
achtet.
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mulationen mit dem Wert, den wir aus den Simulationen mit den ,Random
Walk®“ Startkonfigurationen erhalten haben, so ergibt sich

RW : (RZ) = 19.72 + 0.08

gestreckt : (R%) = 19.69 + 0.06

Es ist kein signifikanter Unterschied zwischen diesen beiden Werten zu er-
kennen, so dass die Verringerung des End-zu-End-Abstandes bei wachsender
Weissenbergzahl kein Effekt der gewahlten Startkonfiguration zu sein scheint.

5.4.2 Gyrationstensor

Anhand des Gyrationstensors lidsst sich dieser Effekt ebenfalls beobachten.
Die nicht normierten Eigenwerte des Gyrationstensors haben, wenn man sie
gegen die Weissenbergzahl auftrédgt, einen dhnlichen Verlauf wie bei FENE-
Ketten. Die unterschiedlichen Skalierungen in Abbildung 4.3 und 5.4, die bei
dem grofiten Eigenwert auftreten, kommen daher, dass der Erwartungswert
der Bindungsldnge bei FENE-Federn im Gleichgewicht unterhalb von 1 liegt
und bei steigender Scherrate auf Werte oberhalb 1 anwéchst, wiahrend die
Lange der Bindungen bei den Kugel-Stangen-Molekiilen genau 1 betrigt. Da
es sich in den Abbildungen um Absolutwerte der Gyrationseigenwerte handelt,
welche die Ausdehnung der Molekiile beschreiben, sind diese sensitiv auf die
Bindungslénge.
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‘,,,X,,‘éz *
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PE X XX X XX XX x| § i
S S x
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Abbildung 5.4: Nicht normierte Eigenwerte gegen Weissenbergzahl (N = 40)
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Trigt man wie in Abbildung 5.5 den normierten Eigenwert G5 gegen die Weis-
senbergzahl auf und vergleicht dies mit den Ergebnissen der vorangegangenen
Kapitel, so fillt auf, dass die Streckung dieser Molekiile noch langsamer ge-
schieht, als bei den FENE-Polymeren.
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10000 X
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Abbildung 5.5: Normierte grofite Figenwerte G3 als Funktion der Weissenbergzahl
fiir unterschiedliche Kettenmodelle (N = 40)

Dies liegt vor allem an der eingeschrankten Art der Streckung. Flexible Poly-
mere, d.h. solche bei denen die einzelnen Monomere mit flexiblen Federn ver-
bunden sind, weisen zwei Mechanismen zur Streckung auf. Zum einen strecken
sie sich durch Orientierung der Bindungen, d.h. die einzelnen Bindungen dre-
hen sich in die Strémung. Zum anderen werden die Bindungen an sich gedehnt.
Je starrer nun aber das Potential wird, umso geringer wird der letzte Effekt.
Im Falle von Ketten mit fester Bindungsldnge konnen sich die Molekiile nur
noch durch eine Reorientierung strecken. Desweiteren ist die Bewegung eines
Monomers viel stdrker von seinen Nachbarn abhéngig, da die Zwangsbedin-
gungen immer erfiillt sein miissen. Dies stellt eine weitere Behinderung fiir die
Streckung der Kette dar.

5.4.3 Orientierung

Die Abbildungen 5.6 und 5.7 zeigen die Winkelverteilung des gréfiten normier-
ten Eigenwertes und des End-zu-End-Vektors.
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100)






Zusammenfassung

Das Ziel dieser Diplomarbeit war es, die Konformationen von Polymerketten
in Scherstromung im Rahmen des Rouse-Modells anhand von FEinzelketten-
simulationen zu analysieren. Die Idee war, dass dies nicht in dem von der
Stromung vorgegebenen Koordinatensystem geschehen sollte, sondern in dem
Haupttragheitsachsensystem der Ketten, um die Orientierung und die Stre-
ckung der Molekiile sauber trennen zu koénnen.

Daher wurde die Gestalt von drei unterschiedlichen Kettenmodellen in Scher-
stromung mit konstanter Scherrate untersucht, indem der Gyrationstensor in
einem intrinsischen Koordinatensystem analysiert wurde.

Das erste Modell, das betrachtet wurde, war die Gauflsche Kette, deren
Monomere mit harmonischen Federn verbunden sind. Die lineare Form der
Langevin-Gleichung, an der auch der Scherterm nichts &ndert, ermoglichte
uns eine weitgehend analytische Behandlung des Systems im Rahmen einer
Rouse-Moden-Analyse. Mit Hilfe einer Standard-Rouse-Transformation lief3
sich das System vollstdndig entkoppeln und es konnte gezeigt werden, dass
sich der Gyrationstensor vollstindig in Rouse-Moden berechnen lésst. Aus
der Kenntnis der Verteilung dieser Normalmoden lief} sich ein sehr effizienter
Monte-Carlo-Algorithmus entwickeln, dessen Berechnungen vollstandig im
Moden-Raum stattfinden. Da die Notwendigkeit der Riicktransformation auf
die Ortskoordinaten der Monomerpositionen zur Bestimmung des Gyrations-
tensors entfillt, bildet dieser Algorithmus ein einfaches und sehr schnelles
Werkzeug zur Untersuchung der Gestalt harmonischer Kugel-Feder-Ketten.

Das zweite Modell, das wir betrachtet haben, wurde aufgrund dessen ein-
gefithrt, dass das harmonische Modell bei hohen Scherraten unphysikalisch
ist. Die entropischen Federn der Bindungen wurden durch FENE-Federn
ersetzt. Die Langevin-Gleichung in diesem Modell ist nicht linear, weshalb
eine Entkopplung der Gleichung mittels einer Rouse-Transformation nicht
moglich ist. Desweiteren war es uns aufgrund der Scherung nicht moglich,
eine stationdre Losung der Fokker-Planck-Gleichung zu finden. Daher wurde
die Analyse statt mit Monte-Carlo-Methoden mit Hilfe von ,,Brownian Dy-
namics“-Simulationen durchgefiihrt. Hierbei verwendeten wir einen expliziten
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und einen semi-impliziten Algorithmus. Letzterer wurde eingefiihrt, da sich
bei den expliziten Simulationen schnell herausstellte, dass eine Simulation von
FENE-Ketten bei hohen Weissenbergzahlen nur mit sehr kleinen Zeitschrit-
ten moglich ist. Der endliche Zeitschritt fithrte bei stark gestreckten Ketten
aufgrund der Divergenz des Potentials zu verbotenen Zustédnden der Konfi-
guration, d.h. zu Kettenbriichen. Der semi-implizite Algorithmus vermeidet
dieses Problem.

Bei dem letzten von uns betrachteten Kettenmodell werden die Bin-
dungslédngen zwischen den Monomeren durch holonome Zwangsbedingungen
festgehalten. Es stellte sich heraus, dass die Einfiihrung von Zwangsbedingun-
gen bei stochastischen Prozessen allgemein problematisch ist.

Die Verteilungsfunktion starrer Kramers-Ketten unterscheidet sich wesentlich
von derjenigen, in der die Bindungsléingen durch steife Potentiale eingefroren
werden. Die Dynamik solcher Systeme richtig zu beschreiben, ist nicht einfach
und erfordert einen hohen technischen Aufwand.

Im Rahmen dieser Arbeit wurde ein neuer Zugang zu dieser Problematik
entwickelt, der die Schwachstellen fritherer Studien umgeht. Mit Hilfe einer
Multi-Zeitskalen-Analyse haben wir auf konzeptionell einfachem Wege eine
Fokker-Planck-Gleichung hergeleitet, die die asymptotische, langsame Dy-
namik eines stochastischen Prozesses beschreibt. Diese Herleitung liefert die
richtige metrische Kraft, die typischerweise bei solchen Systemen auftritt.
Desweiteren erhalten wir einen effektiven Diffusionstensor im Raum der lang-
samen Variablen.

Ob dieser Diffusionstensor mit den Beschreibungen fritherer Studien iiberein-
stimmt, muss noch geklart werden. Jedoch konnte anhand des Spezialfalles
eines Trimers gezeigt werden, das dies mit hoher Wahrscheinlichkeit der Fall
ist.

Diese Entwicklung ist eines der grundlegenden Ergebnisse dieser Arbeit.

Die Untersuchungen zur Gestalt der Molekiile mit festen Bindungsléngen wur-
de mit Hilfe eines von Ottinger [25] entwickelten Algorithmus durchgefiihrt.

Die Analyse des intrinsischen Gyrationstensors zeigt, dass sich die Ketten
in allen drei Modellen mit wachsender Scherrate zunehmend entlang der
Stromung ausrichten. Auflerdem stimmen alle drei Modelle darin iiberein,
dass bis zu einer Weissenbergzahl We ~ 1 praktisch keine Streckung statt-
findet. Erst dariiber hinaus beobachtet man eine Streckung der ldngsten
Haupttrigheitsachse. Wahrend sich der Effekt der Orientierung in allen drei
Modellen kaum unterscheidet, stellen wir fest, dass der Effekt der Streckung,
wie erwartet, bei hohen Weissenbergzahlen mit zunehmender Einschrinkung
der Bindungspotentiale schwécher wird.

Im Fall der harmonischen Ketten konnte sowohl analytisch im Laborsystem
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als auch durch Simulationen im korpereigenen Koordinatensystem gezeigt
werden, dass die Streckung der Ketten in Form des gréfiten normierten Gyra-
tionseigenwertes quadratisch mit der Weissenbergzahl wichst.

Es iiberrascht allerdings, dass bei starker Scherung die analytischen Rechnun-
gen nicht mit den intrinsischen Simulationsdaten iibereinstimmen. Man wiirde
erwarten, dass bei hohen Weissenbergzahlen das Haupttrigheitsachsensystem
der Ketten mit dem Laborsystem iibereinstimmt. Es stellt sich jedoch heraus,
dass das Verhéltnis der grofiten normierten Eigenwerte aus Simulation und
Rechnung keineswegs gegen 1 konvergiert, sondern einen Wert von etwa 3.4
annimmt.

Die Fluktuationen spielen daher bei hohen Scherraten eine grofiere Rolle als
vorher angenommen.

Desweiteren beobachtet man, dass die Streckung bei den letzten beiden Mo-
dellen zwar beschrénkt ist, aber nicht den maximal moglichen Wert annimmt,
wie die Analyse des End-zu-End-Abstandes zeigt. Vielmehr kommt es zu
gefalteten Ketten.

Ein weiteres grofles Ziel dieser Arbeit war die Analyse der Konformationen
von Polymerketten mit Dipolmoment in oszillierender Scherstréomung unter
Einfluss eines dufleren, zeitlich veréinderlichen elektrischen Feldes. Fiir harmo-
nische Kugel-Feder-Ketten konnten wir analytisch zeigen, dass die Gestalt der
Molekiile in Form des Gyrationstensors erst in quadratischer Ordnung von
dem &dufleren Feld abhéngt.

Wir haben uns daher darauf beschrinkt, Ketten ohne Dipolmomente und
ohne elektrisches Feld in einer oszillierenden Scherstromung zu simulieren.
Obwohl es fiir Systeme im Nicht-Gleichgewicht ungewohnlich ist, konnten
wir dennoch auf den Monte-Carlo-Algorithmus, der fiir den Fall konstanter
Scherrate entwickelt wurde, zuriick greifen.

Wir haben gesehen, dass die Streckung der Molekiile mit der doppelten Anre-
gungsfrequenz der Stromung antwortet, und dass fiir hohe Scherfrequenzen bei
fester Scheramplitude keine Streckung mehr stattfindet. Ab einem gewissen
Punkt wird die Rouse-Zeit als charakteristische Zeit des Systems durch die
inverse Scherfrequenz abgelost.

Diese Untersuchungen sind ein erster Schritt zum theoretischen Versténdnis
der Dissertation von S. H6fl [1]. Um eine vollsténdige Analyse zu erhalten, soll
in Zukunft, wie in Kapitel 3 beschrieben, noch eine konsistente ,,Mean-Field“-
Néherung der Theorie der molekularen Polarisierbarkeit entwickelt werden, die
den Vergleich zwischen den Ergebnissen der Einzelkettensimulationen mit den
experimentellen Messungen ermoglicht.
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