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Zusammenfassung

Während die erste Generation erdgebundener laserinterferometrischer Gravitationswel-
lendetektoren den Meßbetrieb aufnimmt, befinden sich zukünftige Detektoren in Planung.
Für die nächsten Generationen von Gravitationswellendetektoren steht der Einsatz von
diffraktiven Optiken zur Diskussion. Verlustarme dielektrische Reflexionsgitter sollen die
transmissiven Elemente wie den Strahlteiler des Interferometers oder die Einkoppelspiegel
von Armresonatoren ersetzen.

Im Rahmen dieser Arbeit wird ein Überblick über die Vorzüge von rein-reflektiven
Interferometern gegeben. Neben einer Reduzierung von absorptionsbedingten thermischen
Störungen bieten rein-reflektive Topologien die Möglichkeit, nichttransparente Materialien
mit besseren mechanischen und thermischen Eigenschaften zu verwenden, wodurch sich
die Empfindlichkeit der Detektoren erhöht.

Die Herstellung von dielektrischen Reflexionsgittern durch Elektronenstrahllitographie
wird vorgestellt. Für den Einsatz von Reflexionsgittern als Einkoppler von Fabry-Perot
Resonatoren werden zwei verschiedene Konzepte erläutert. Eine Möglichkeit basiert auf
Gittern mit hoher Beugungseffizienz in der 1. Beugungsordnung. Der hier demonstrierte
Resonator mit einem Einkoppler diesen Typs erreichte eine Finesse von F ≈ 105.

Der zweite Ansatz benutzt ein Gitter mit niedriger Beugungseffizienz zur Einkopp-
lung in den Resonator. Ein solcher Einkoppler verfügt über drei miteinander gekoppelte
Austrittsordnungen. Die daraus resultierenden Phasenbeziehungen werden mit Hilfe des
Streumatrixformalismus hergeleitet und deren Einfluss auf das Verhalten des Resonators
diskutiert [1]. Erstmalig wird die experimentelle Umsetzung eines Resonators mit niederef-
fizientem Gittereinkoppler gezeigt [2]. Der mit einem solchen Gitter aufgebaute Resonator
erreichte eine Finesse von F ≈ 400.
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Kapitel 1

Einführung

1.1 Detektion von Gravitationswellen

Im Jahre 1916 veröffentlichte Albert Einstein seine Allgemeine Relativitätstheorie. Ei-
ne der Vorhersagen dieser Theorie ist die Existenz von Gravitationswellen. Diese Wellen
sind Störungen der Raumzeit, die sich mit Lichtgeschwindigkeit ausbreiten. Obwohl ein
direkter experimenteller Nachweis von Gravitationswellen bisher noch nicht gelungen ist,
existiert zumindest ein indirekter Nachweis. Der Hulse-Taylor Pulsar PSR1913+16 [3] ist
ein Doppelsternsystem, das aus zwei kompakten Neutronensternen besteht. Die beiden
Neutronensterne umkreisen einander mit einem maximalen Abstand von einem Sonnenra-
dius. Nach den Vorhersagen der Allgemeinen Relativitätstheorie emittiert dieses System
Gravitationswellen, und der daraus resultierende Energieverlust sollte sich in einer Ab-
nahme der Periodendauer manifestieren. Beobachtung des Systems über mehrere Jahre
zeigten tatsächlich eine Abnahme der Periodendauer, die mit den theoretischen Vorher-
sagen der Allgemeinen Relativitätstheorie sehr gut übereinstimmten. Joseph Taylor und
Robert Hulse bekamen für ihre Entdeckung 1993 den Nobelpreis.

Gravitation ist stets anziehend, woraus folgt, daß die niedrigste Ordnung von Gravi-
tationsstrahlung eine Quadrupolstrahlung ist. Um ein besseres Verständnis von Gravita-
tionswellen zu erlangen, ist es hilfreich deren Wirkung auf den Abstand von Objekten zu
betrachten. In Abbildung 1.1 ist die Wirkung einer sich in die Papierebene ausbreitenden
Gravitationswelle auf im Kreis angeordnete Massen dargestellt. In der ersten Hälfte der
Periode wird der Abstand der Massen in vertikaler Richtung gedehnt, und in horizontaler
Richtung gestaucht. In der zweiten Hälfte wird die horizontale Richtung gedehnt und die
vertikale Richtung gestaucht. Dies beschreibt die Wirkung einer Gravitationswelle mit der
Polarisation h+. Die dazu orthogonale Polarisation wird mit h× bezeichnet. In der h×
Polarisation ist die Dehnungs- und Stauchungsrichtung gegenüber der h+ Polarisation um
45◦ gedreht.

Die Wirkung einer Gravitationswelle wird durch die Größe h beschrieben, die die re-
lative Längenänderung durch die Gravitationswelle ausdrückt,

∆L
L

=
h

2
. (1.1)

Die stärksten auf der Erde erwarteten Gravitationswellen haben eine Wirkung von h ≈
10−21. Ereignisse solcher Stärke sind jedoch äußerst selten. Man geht von einer Ereignisrate
von einem Ereignis pro Jahr aus. Der Abstand von Erde und Sonne würde sich durch eine
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Abbildung 1.1: Wirkung einer Gravitationswelle die sich senkrecht zur Papierebene ausbreitet
auf einen Kreis von Testmassen.

solche Gravitationswelle um weniger als den Durchmesser eines Wasserstoffatoms ändern.
Die geringe Stärke des zu messenden Effekts macht die Suche nach Gravitationswellen zu
einer der größten Herausforderungen der Experimentalphysik.

Ernsthafte Bestrebungen nach einem experimentellen Nachweis von Gravitationswel-
len werden seit 1960 betrieben. Joseph Weber wollte mit einem in einer Vakuumkammer
aufgehängten massiven Aluminium-Zylinder die Existenz von Gravitationswellen demon-
strieren [4]. Ein solcher ”resonanter Zylinderdetektor“ verhält sich wie zwei Massen, die
durch eine Feder miteinander verbunden sind. Eine Gravitationswelle versetzt den Zy-
linder in Schwingungen, welche mit geeigneten Messfühlern, die am Zylinder angebracht
sind aufgezeichnet werden. Die Zylinder haben hohe mechanische Güten, wodurch sie in
einem schmalen Band von einigen Hertz um ihre Resonanzfrequenz, die typischerweise im
Bereich von einigen hundert Hertz liegt, sehr empfindlich sind.

Eine Alternative zu diesen schmalbandigen Detektoren stellen die breitbandigen laser-
interferometrischen Gravitationswellendetektoren dar.

1.1.1 Laserinterferometrische Gravitationswellendetektoren

Zur Zeit entsteht ein weltweites Netzwerk von laserinterferometrischen Gravitationswellen-
detektoren. Zu diesen Detektoren zählen der deutsch-britische Detektor GEO600 [5] mit
einer Armlänge von 600m, sowie die US-amerikanischen LIGO Detektoren [6] in Hanford,
Washington und Livingston, Louisiana mit einer Armlänge von 4 km. Desweiteren befin-
det sich in Tokyo der japanische TAMA300 Detektor [9], mit 300 m langen Armen. Diese
Detektoren haben bereits Koinzidenzmessungen durchgeführt [7]. Noch im Aufbau befin-
den sich der italienisch-französische VIRGO Detektor [8] mit 3 km Armlänge, in der Nähe
von Pisa gelegen. Alle diese Detektoren basieren auf Michelson Interferometern. Eine sche-
matische Darstellung eines Michelson Interferometers wird in Abbildung 1.2 gezeigt. Der
Strahlteiler eines Michelson Interferometers teilt das Licht in zwei Strahlen auf, die sich
dann entlang der beiden Arme des Interferometers ausbreiten. Am Ende jedes Armes wird
das Licht von hochreflektierenden Spiegeln zurückreflektiert. Die beiden Strahlen werden



§1.1 Detektion von Gravitationswellen 3
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Abbildung 1.2: Konventionelles Michelson Interferometer.

am Strahlteiler wieder überlagert, wobei sich die entstehende Interferenz aus den relativen
optischen Phasen beider Strahlen ergibt. Wird der Arbeitspunkt des Interferometers so
gewählt, daß ohne Gravitationswellensignal das Licht am Photodetektor destruktiv inter-
feriert, so nennt man dies ”dark-fringe“. Eine Gravitationswelle, deren Polarisationachse
optimal auf das Interferometer abgestimmt ist, stört diese Interferenz durch Verlängerung
des einen Armes, bei gleichzeitiger Verkürzung des anderen Armes in der ersten Hälfte
der Periode, sowie dem umgekehrten Effekt in der zweiten Hälfte der Periode. Das Inter-
ferometer oszilliert mit der Gravitationswellenfrequenz um den gewählten Arbeitspunkt.
Diese Phasenmodulation erzeugt Signalseitenbänder, die gegenüber der Lichtfrequenz um
die Gravitationswellenfrequenz verschoben sind. Diese Signalseitenbänder verlassen das
Interferometer am vormals dunklen Ausgang und werden am Photodetektor detektiert.

Die Empfindlichkeit eines solchen Meßinstruments ist gegeben aus dem Signal-zu-
Rausch-Verhältnis am Ausgang des Detektors. Dadurch ergeben sich zwei Möglichkei-
ten die Empfindlichkeit zu verbessern. Entweder man versucht das detektierbare Signal
zu vergrößern, oder man versucht das Rauschen zu minimieren. Nach Gleichung (1.1)
ist der Phasenunterschied bei gegebener Stärke einer Gravitationswelle abhängig von der
Armlänge des Interferometers. Durch eine Verlängerung der Arme kann also die Empfind-
lichkeit gesteigert werden. Die effektive Armlänge eines Interferometers kann gegenüber
der bauartbedingten Armlänge entweder durch Falten der Arme, oder durch den Einsatz
von Fabry-Perot Resonatoren in den Armen, sogenannte ”Arm-Cavities“ (siehe Abbildung
1.3) verlängert werden. In Fabry-Perot Resonatoren wird das Licht resonant überhöht, was
zu einer Verlängerung der Lichtspeicherzeit im Interferometer führt. Eine weitere Möglich-
keit die Stärke des detektierbaren Signals zu vergrößern ist die Erhöhung der Laserleistung.
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Abbildung 1.3: Michelson Interferometer mit Fabry-Perot Resonatoren in den Armen, sowie

”Power-Recycling“ und ”Signal-Recycling“.

Eine Gravitationswelle läßt einen Teil der im Interferometer umlaufenden Lichtleistung am
Ausgang detektierbar werden. Erhöht man die im Interferometer umlaufende Leistung, so
erhöht sich auch das Signal am Ausgang. Eine Technik um die Leistung im Interferometer
zu erhöhen, ist das sogenannte ”Power-Recycling“ [10]. Hierbei wird bei einem im ”dark-
fringe“ betriebenen Interferometer ein zusätzlicher Spiegel zwischen Laser und Strahlteiler
positioniert. Dieser Spiegel bildet mit den Endspiegeln der beiden Arme einen Fabry-Perot
Resonator, indem das Licht resonant überhöht wird.

Desweiteren kann man durch den Einsatz eines weiteren Spiegels zwischen Photodetek-
tor und Strahlteiler auch das Signal resonant überhöhen, um die Empfindlichkeit noch
weiter zu steigern. Diese Technik nennt man ”Signal-Recycling“ [10]. In Abbildung 1.3 ist
ein Interferometer mit Fabry-Perot Resonatoren in den Armen, sowie ”Power-Recycling“
und ”Signal-Recycling“ dargestellt.



Kapitel 2

Motivation

In diesem Kapitel sollen die wesentlichen Gründe, die für einen Einsatz von diffrakti-
ven Optiken in laserinterferometrischen Gravitationswellendetektoren sprechen, erläutert
werden. Durch Aufbau und Betrieb der ersten Generation von Gravitationswellendetek-
toren wurden eine Vielzahl neuer Kenntnisse gewonnen, die in zukünftigen Interferome-
tern berücksichtigt werden sollen, um die Empfindlichkeit immer weiter zu steigern. Für
die Diskussion ist es notwendig, zunächst ein grundlegendes Verständnis der dominanten
Rauschbeiträge, sowie der thermischen Effekte, die in zukünftigen Detektoren limitierende
Faktoren darstellen, zu gewinnen.

2.1 Dominierende Rauschquellen von Interferometern

Bei jeder Präzisionsmessung haben sogenannte technische Rauschquellen einen nicht zu
vernachlässigenden Einfluss auf die Empfindlichkeit der Detektoren. Neben dem techni-
schen Rauschen erschweren fundamentale Rauschquellen die Detektion von Gravitations-
wellen. Die Minimierung des Rauschens setzt ein gutes Verständnis der zugrunde liegenden
Prozesse voraus. Die Empfindlichkeit von Gravitationswellendetektoren wird im wesentli-
chen durch drei Rauschbeiträge bestimmt, die die Detektorempfindlichkeit in unterschied-
lichen Frequenzbereichen beschränken (vgl. Abbildung 2.1). Bei niedrigen Frequenzen im
Bereich von unter 1 Hz bis 50Hz dominiert das seismische Rauschen. Das thermische Rau-
schen limitiert die Empfindlichkeit im Bereich von ca. 10 Hz bis einige hundert Hertz. Bei
hohen Frequenzen oberhalb einiger hundert Hertz ist das Schrotrauschen der dominante
Rauschanteil.

2.1.1 Seismik

Interferometrische Gravitationswellendetektoren messen den relativen Abstand zweier Test-
massen. Jede äußere Kraft, die den Schwerpunkt einer Testmasse oder ihre Oberfläche
verschiebt, täuscht ein Signal vor. Um sicher zu gehen, daß die detektierbaren Signale nur
durch Gravitationswellen hervorgerufen wurden, müssen alle äußeren Einflüsse minimiert
werden.

Ein erdgebundener Detektor ist zwangsläufig mechanisch an seine Umgebung gekop-
pelt, so daß seismische Störungen die Detektorempfindlichkeit beeinflussen. Um den Ein-
fluß von seismischen Störungen so gering wie möglich zu halten, werden sowohl passive als
auch aktive Methoden eingesetzt.
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Abbildung 2.1: Schematische Darstellung der Empfindlichkeitskurve von GEO600. Die Emp-
findlichkeit wird durch drei Rauschbeiträge limitiert. Grün: Schrotrauschen des Laserlichtes, blau:
seismisches Rauschen, gelb: thermisches Rauschen, schwarz: resultierende Empfindlichkeitskurve.

Die passive Isolation wird durch das Aufhängen der Testmassen an Pendeln erreicht.
Oberhalb der Resonanzfrequenz f0 des Pendels fällt die Anregung des Pendels durch eine
anregende Kraft mit (f0/f)2. Je kleiner die Resonanzfrequenz des Pendels gewählt wird,
desto kleiner ist die Anregung bei einer festen Frequenz. Werden n Pendel aneinander
gehängt, so beträgt die Gesamtisolation des mehrstufigen Pendelsystems (f0/f)2n (wenn
alle Pendel die gleiche Resonanzfrequenz haben).

Selbst wenn es mit passiven und aktiven Techniken möglich wäre, das seismische Rau-
schen komplett zu unterdrücken, gibt es eine äußerst schwer zu verringernde Rauschquelle
für erdgebunde Detektoren. Bei Frequenzen im Bereich von 1 Hz und darunter dominiert
das sogenannte Gravitationsgradienten-Rauschen (”gravity gradient noise“), das durch die
direkte gravitative Kopplung der Testmassen mit der Umgebung bedingt ist. Bei Frequen-
zen unterhalb 1 Hz können nur Detektoren im Weltall, wie das geplante internationale
Satellitenprojekt LISA [11], Aufschluß über das Spektrum von Gravitationswellen geben.

2.1.2 Thermisches Rauschen

Thermisches Rauschen ist die Anregung eines mechanischen Systems durch thermische
Energie. Dieser Effekt wurde 1828 von Robert Brown entdeckt, als er eine zufällige Be-
wegung von Staubteilchen in Wasser beobachtete. Eine mathematische Beschreibung die-
ses Effekts wurde 1905 von Albert Einstein entwickelt. In Zylinderdetektoren regt die
thermische Energie die mechanische Resonanz an und limitiert somit die Empfindlichkeit
eines solchen Detektors. Aus diesem Grund werden manche dieser Detektoren bei sehr tie-
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fen Temperaturen betrieben. Interferometrische Gravitationswellendetektoren haben auf-
grund ihres Funktionsprinzip ihre maximale Empfindlichkeit zwischen den mechanischen
Resonanzen von Aufhängungen und Testmassen. Das thermische Rauschen jenseits der
Resonanzen ist also der limitierende Faktor für die Empfindlichkeit. Es gibt verschiede-
ne Möglichkeiten, wie thermische Energie eine mechanische Anregung verursachen kann.
Als Pendelrauschen bezeichnet man die Anregungsmechanismen, die das gesamte Pendel
anregen. Hierzu zählen die Pendelschwingung als solche, sowie die sogenannten Violinen-
Moden der Aufhängung. Als internes thermisches Rauschen bezeichnet man alle thermisch
induzierten Fluktuationen, die die Oberfläche der Testmasse betreffen. Innere Reibung
innerhalb der Testmassen bzw. der Aufhängung führt z. B. zum sogenannten ”innerem
thermischen Rauschen“.

Seit 1951 ist bekannt, daß ein Dissipationsmechanismus stets mit einer fluktuierenden
Reibungskraft verbunden ist [12]. Dieser Zusammenhang wird im Fluktuations-Dissipations-
Theorem (FDT) beschrieben, das für alle linearen Systeme im thermischen Gleichgewicht
gilt. In einem linearen System können die Bewegungsgleichung ausgedrückt werden durch

Z(ω) =
Fext

v
=

Fext

iωx(ω)
, (2.1)

wobei Z(ω) die Impedanz darstellt. Nach dem FDT ist die spektrale Dichte einer fluktu-
ierenden Kraft gegeben durch

SF (ω) = 4kbT <(Z(ω)). (2.2)

Hier ist kb die Boltzmannkonstante, T die Temperatur und <(Z(ω)) der Realteil der
Impedanz des Systems. Daraus ergibt sich gemäß Gleichung (2.1) die spektrale Dichte der
Verschiebung zu

Sx(ω) =
4kbT

ω2
<
(

1
Z(ω)

)
. (2.3)

Auf diese Weise ist es sehr leicht möglich, die spektrale Dichte des inneren thermischen
Rauschens, verursacht durch die innere Reibung, anzugeben. Hierzu ist es sinnvoll, eine
verallgemeinerte Form des Hookschen Gesetzes mit komplexer Federkonstante zu betrach-
ten

F (ω) = −k(1 + iφ(ω))x(ω). (2.4)

Für φ(ω) � 1, kann φ(ω) als die Phasenverzögerung verstanden werden, mit der x(ω) auf
eine äußere Kraft F (ω) reagiert. Die Impedanz Z eines solchen Systems ist

Z(ω) =
kφ(ω)
ω

+ iωm− i k
ω
. (2.5)

Durch Anwendung des FDT erhält man hieraus die spektrale Dichte des thermischen
Rauschens

S(ω) =
4kbTω

2
0φ(ω)

mω
(
(ω2 − ω2

0)2 + ω4
0φ(ω)2

) . (2.6)

Aus dieser Gleichung folgt, dass die spektrale Dichte bei der Resonanzfrequenz ω0 einen
großen Wert annimmt. Aus diesem Grund sollten die Resonanzfrequenzen von Pendel und
Testmassen so gewählt sein, daß diese außerhalb des Frequenzbereichs liegen, bei dem der
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Detektor Gravitationswellen beobachten soll. Typischerweise liegen die Resonanzfrequen-
zen des Pendels unterhalb und die internen Moden der Testmasse oberhalb der Beobach-
tungsbandbreite des Detektors. Ist φ(ω) sehr klein, so konzentriert sich ein Großteil der
thermischen Fluktuationen auf die Resonanzfrequenz, so dass das thermische Rauschen
bei allen anderen Frequenzen kleiner wird. Wenn die Verluste von Pendel und internen
Moden klein sind, ist die Empfindlichkeit des Detektors nur in einem sehr schmalen Be-
reich um die Resonanz gering. Aufhängung und Testmasse sollten so gewählt werden, daß
φ(ω) jeweils so klein wie möglich ist, um jenseits der Resonanz eine möglichst hohe Emp-
findlichkeit zu erreichen. Die innere Dissipation soll so klein wie möglich sein. Um den
genauen spektralen Verlauf des thermischen Rauschens abseits der Resonanz zu erhalten
ist eine genaue Kenntnis von φ(ω) von Nöten. Für innere Reibung nimmt man an, dass
φ unabhängig von der Frequenz ist. Daraus folgt, dass das thermische Rauschen ober-
halb der Resonanz mit ω5/2 und unterhalb der Resonanz mit ω1/2 abfällt. Desweiteren ist
das thermische Rauschen proportional zur Temperatur. Deshalb kann durch Kühlen der
Testmassen und deren Aufhängung thermisches Rauschen minimiert werden. Neben den
technischen Schwierigkeiten der Kühlung eines an dünnen Drähten aufgehängten massiven
Körpers im Vakuum, ist auch die Materialauswahl sowohl für die Aufhängung als auch für
die Testmassen ein Problem kryogener Gravitationswellendetektoren. Der Kehrwert der
Größe φ(ω0) ist die mechanische Güte Q. Die Güte ist bei den meisten Materialien tempe-
raturabhängig. Um eine effektive Verringerung des thermischen Rauschens zu erreichen,
muß die Temperaturabhängigkeit der Güte genau untersucht werden [14]. Der Einsatz von
kryogenen Techniken für Gravitationswellendetektoren wird zur Zeit in Japan an einem
100 m Prototypen getestet [15].

2.1.3 Thermoelastisches Rauschen

Im Gegensatz zu den internen Moden, die die Testmasse als Ganzes betreffen, erzeugt ther-
moelastisches Rauschen [16, 17] lokale Fluktuationen der Spiegeloberfläche. Das Rauschen
erzeugt einen stochastischen Wärmefluss, wodurch kalte und warme Stellen innerhalb der
Testmasse auftreten. Das Testmassenmaterial dehnt sich an warmen Stellen aus und zieht
sich an kalten Stellen zusammen. Dadurch enstehen fluktuierende Täler und Hügel auf der
Oberfläche der Testmassen. Diese Täler und Hügel beeinflussen die Messung der Positi-
on der Testmasse, da der Phasenunterschied der Lichtstrahlen beider Arme abhängig ist
von der gemittelten Position der Testmassen. Die spektrale Dichte des thermoelastischen
Rauschens für Gauss-Strahlen [16] ist gegeben durch

Ste =
16kBT

2

√
π

α2(1 + σ)2
κ

C2
v w

3
m ω2

. (2.7)

Hier ist α der thermische Ausdehnungskoeffizient, κ die thermische Leitfähigkeit und Cv

die spezifische Wärme des Testmassenmaterials. Desweiteren stellen σ die Poissonzahl
und wm den Strahlradius, bei dem die Intensität auf 1/e2 des Maximums in der Mitte des
Strahls abgefallen ist, dar. Die Poissonzahl ist ein Materialparameter, der das Verhältnis
von relativer Dickenänderung zu relativer Längenänderung bei Einwirkung einer äußeren
Kraft beschreibt.
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Das thermoelastische Rauschen ist stark abhängig von den Materialparametern der
verwendeten Testmassen. Die Verwendung alternativer Materialien kann demnach zur Mi-
nimierung von thermoelastischem Rauschen führen.

Die mittlere Position der Testmasse ergibt sich aus der mittleren Position der Ober-
fläche gewichtet mit der Intensitätsverteilung. Bei Gauss-Strahlen ist die Mittelung über
die durch das thermoelastische Rauschen verursachte Hügel und Täler unzureichend.
Wählt man Strahlen mit einer flachen Intensitätsverteilung, sogenannte ”flat-top beams“ [18],
so mitteln sich Hügel und Täler wesentlich besser aus. Der Anteil des thermoelastischen
Rauschens kann auf diese Weise reduziert werden.

2.1.4 Schrotrauschen

Die Quantisierung des Lichts beeinflusst eine interferometrische Längenmessung durch
zwei Prozesse, durch das Schrotrauschen und das Strahlungsdruckrauschen. Ein Michel-
son Interferometer setzt eine differentielle Längenänderung der Arme in eine Änderung der
Lichtleistung am Ausgang um. Lichtfeldintensitäten werden prinzipiell durch das Zählen
von Photonen, die während einer bestimmten Zeit τ auf einen Photodetektor treffen, ge-
messen. Die möglichen Ergebnisse einer Zählung von unabhängige n Photonen (koheränten
Zuständen) in einem Meßintervall τ bilden eine Poissonverteilung

p(N) =
N̄Ne−N̄

N !
. (2.8)

Gilt für den Mittelwert N̄ � 1, so kann die Poissonverteilung durch eine Gaussverteilung
ersetzt werden, die eine Standardabweichung σ =

√
N̄ besitzt. Will man die Photonenrate

N̄ durch eine Reihe von Messungen bestimmen, bei der jeweils die Photonen gezählt wer-
den, die in einem Messintervall τ auf den Detektor treffen, so ist die Standardabweichung

σ

N̄
=
√
n̄τ

n̄τ
=

1√
n̄τ
. (2.9)

Im Rahmen einer interferometrischen Messung ist diese von der Photonenrate abhängige
und somit leistungsabhängige Messunsicherheit nicht zu unterscheiden von tatsächlichen
Längenänderungen im Interferometer. Dieses sogenannte Schrotrauschen limitiert somit
die Empfindlichkeit eines Gravitationswellendetektors [19]. Die lineare spektrale Dichte
des Schrotrauschens für die Messung der Wirkung einer Gravitationswelle h ist gegeben
durch

S
1/2
SN (f) =

√
~c2
ωPL2

. (2.10)

Wobei L die Armlänge und P die Leistung im Interferometer darstellen. Schrotrauschen
ist unabhängig von der Frequenz, es handelt sich also um ”weißes Rauschen“ (siehe Ab-
bildung 2.2). Diese Eigenschaft wird direkt auf das signalnormierte Schrotrauschen und
die lineare spektrale Dichte übertragen, solange das Interferometer keine Armresonatoren
oder ”Signal-Recycling“ Resonatoren besitzt.
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2.1.5 Strahlungsdruckrauschen

In einem Interferometer werden Photonen an den Endspiegeln reflektiert. Bei jeder Reflexi-
on findet ein Impulsübertrag zwischen Photon und Spiegel statt. Die daraus resultierende
Kraft auf den Spiegel ist abhängig von der Photonenrate bzw. der Lichtleistung. Dieser
Effekt verursacht das sogenannte Strahlungsdruckrauschen. Die lineare spektrale Dichte
des Strahlungsdruckrauschens ist gegeben durch

S
1/2
RP (f) =

√
4~ωP

L2m2c2(2πf)4
. (2.11)

Schrotrauschen und Strahlungsdruckrauschen sind zwei Rauschquellen, deren Ursache

Abbildung 2.2: Quantenrauschen in einem konventionellen Michelson Interferometer auf der Basis
von GEO600 Parametern ohne ”Signal-Recycling“ mit gefalteten Armen mit einer Gesamtlänge
von 1200 m und Spiegelmasse von 5 kg. Die Leistung am Strahlteiler beträgt 10 kW.

in der Quantennatur des Lichts liegen. Beide Rauschquellen skalieren unterschiedlich mit
der Leistung. Schrotrauschen nimmt mit steigender Leistung ab, Strahlungsdruckrauschen
nimmt zu. Bei kleinen Frequenzen dominiert das Strahlungsdruckrauschen, wohingegen bei
hohen Frequenzen das frequenzunabhängige Schrotrauschen überwiegt. Um das gesam-
te Quantenrauschen zu berechnen, müssen beide Rauschanteile quadratisch aufsummiert
werden. Dahinter steckt die Annahme, daß Schrot- und Strahlungsdruckrauschen unkor-
reliert sind. Diese Annahme ist für kohärente Zustände erfüllt. Dadurch ergibt sich für
jede Frequenz eine optimale Leistung Popt, bei der die quadratische Summe der beiden
Rauschanteile minimal ist. Das Spektrum dieser Minima definiert das Standardquanten-
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limit der Interferometrie

S
1/2
SQL =

√
2~

π2f2mL2
. (2.12)

Die spektralen Dichten von Schrotrauschen, Strahlungsdruckrauschen und Standardquan-
tenlimit für ein konventionelles Michelson Interferometer sind in Abbildung 2.2 darge-
stellt. Die zugrunde liegenden Parameter entsprechen denen von GEO600 ohne ”Signal-
Recycling“ bei einer Laserleistung von 10 kW am Strahlteiler.

2.2 Thermische Störungen

Die Berechnung der theoretischen, frequenzabhängigen Empfindlichkeit eines Interferome-
ters ist sehr komplex. Für viele Betrachtungen genügt es jedoch, die maximale Emp-
findlichkeit zu berechnen. Wenn die Empfindlichkeit eines Gravitationswellendetektors
durch Schrotrauschen limitiert ist, ergibt sich die maximale Empfindlichkeit h̃0 als lineare
spektrale Dichte ausgedrückt aus Gleichung (2.10), und ist nur von wenigen Parametern
abhängig [20]

h̃0 ≥
√

2~λ
πc

∆fBW

E
. (2.13)

Wobei E die im Interferometer gespeicherte Lichtenergie bei der Wellenlänge λ, sowie
∆fBW die Detektionsbandbreite des Detektors darstellt. Die Wellenlänge des Lichtes ist
gegeben durch den verwendeten Laser, der bei allen zur Zeit in Betrieb oder Planung be-
griffenen Detektoren ein Nd:YAG Laser bei einer Wellenlänge von λ = 1064 nm ist. Die
Detektionsbandbreite, die man erreichen möchte, hängt von der Art der zu beobachtenden
Quellen ab, so daß als freier Parameter, um die Empfindlichkeit eines Gravitationswellen-
detektors zu verbessern, lediglich die gespeicherte Energie verbleibt.

Die maximale Energie Emax, die in einem Interferometer gespeichert werden kann, ist
begrenzt durch die Eingangsleistung und durch den Verlust in den Armen,

Emax = P0
L

cA
. (2.14)

Wobei L die Armlänge des Interferometers, P0 die Eingangsleistung, und A der Verlust
im Arm ist. In linearen Modellen wird dieser Verlust als unabhängig von P0 angenommen,
wodurch die Empfindlichkeit des Detektors folgende Proportionalität erfüllt:

h̃0 ∝
1√
P0c

. (2.15)

Diese vereinfachende Annahme ist jedoch für reale Detektoren nicht hinreichend, wie
man leicht am totalen Differential von Gleichung (2.14) ablesen kann

dEmax ' L

cA
dP0 +

P0

cA
dL− P0L

cA2
dA (2.16)

' L

cA

(
1− P0

A

∂A

∂P0

)
dP0 +

P0

cA

(
1− L

A

∂A

∂L

)
dL. (2.17)
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Wenn thermisch induzierte Störungen der Wellenfront auftreten, wird ∂A/∂P0, bzw. wenn
Streuung einen nicht zu vernachlässigenden Einfluß hat, wird ∂A/∂L einen von Null ver-
schiedenen Wert annehmen, so daß das lineare Modell, in dem die Verluste konstant sind,
keine gültige Beschreibung des Systems darstellt.

Eine optische Komponente absorbiert einen kleinen Teil der Lichtleistung an der be-
schichteten Oberfläche oder im Substrat, wenn es sich um eine transmissive Optik han-
delt. Bei hohen Leistungen heizt der kleine absorbierte Anteil die optische Komponente
auf. Durch die endliche Wärmeleitfähigkeit des Substrats entsteht ein Temperaturgradi-
ent. Dieser Gradient verändert den optischen Weg innerhalb des Interferometers entweder
mechanisch durch lokale Verformung des Substrats, oder optisch durch die sogenannte
thermische Linse. Die thermische Linse entsteht durch einen Gradienten im Brechungs-
index des Substrats, der durch die Temperaturabhängigkeit des Brechungsindex bedingt
ist.

Diese thermischen Störungen beeinflussen die gespeicherte Energie im Interferometer
durch verschiedene Mechanismen. Ist z. B. die thermische Störung in beiden Armen des
Interferometers unterschiedlich, verändert sich der Kontrast am Ausgang des Interfero-
meters. Dadurch erhöhen sich die Verluste in der Power Recycling Cavity und die im
Interferometer gespeicherte Energie wird kleiner. Fabry-Perot Resonatoren unterliegen ge-
wissen Stabilitätskriterien (siehe Kapitel 4.1.1), die durch thermische Störungen innerhalb
des Resonators (z. B. Veränderung des Krümmungsradius der Spiegel), verletzt werden
können. Dadurch kann sich ebenfalls die gespeicherte Energie im Interferometer verrin-
gern.

2.2.1 Thermische Deformation

Um den Einfluß der thermischen Ausdehnung auf einen Spiegel zu beschreiben, wird der
Temperaturgradient im Material näherungsweise auf den Strahlradius w (der Radius bei
dem die Leistung auf 1/e2 abgefallen ist) beschränkt. Desweiteren wird in dem hier verwen-
deten Modell [23] sowohl die ungestörte als auch die deformierte Oberfläche als sphärisch
angenommen. Die durch die Absorption hervorgerufene Veränderung durch thermische
Ausdehnung wird also genähert durch eine lokale Veränderung des Krümmungsradius.
Die geringe Abweichung des vereinfachten Modells [23] von der analytischen Beschreibung
durch Hello und Vinet [24] zeigt die Zulässigkeit der verwandten Vereinfachungen.

Die lokale Krümmung eines Spiegels wird durch den Parameter s beschrieben, der
durch die Tiefe der Krümmung der Spiegeloberfläche über den Durchmesser des Strahls
gegeben ist (siehe Abbildung 2.3). Die Größe s ist gegeben durch [23]

s ≈ w2

2R
. (2.18)

Wobei w den Strahlradius und R den Krümmungsradius des Spiegels darstellen. Die ther-
misch induzierte Änderung von s kann durch die einfache Beziehung

δs ≈ α/κ

4π
PA. (2.19)

abgeschätzt werden. Hierbei ist PA die insgesamt absorbierte Leistung, α der thermi-
sche Ausdehnungskoeffizient und κ die thermische Leitfähigkeit des Substratmaterials. Die
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2wδs
s

Abbildung 2.3: Definition des Parameter s und δs

Größe δs hängt demnach nur von den thermischen Eigenschaften des Substratmaterials
und der absorbierten Leistung und nicht vom Strahlradius ab.

Die thermische Ausdehnung tritt nicht nur an der Oberfläche des Substrats auf, sondern
auch im Inneren des Materials. Dies kann jedoch vernachlässigt werden, da das Substrat
aufgrund der mechanischen Anforderungen stets wesentlich dicker als der Strahlradius ist
und dadurch der Effekt an den Enden des Substrats sehr klein ist. Außerdem ist anzuneh-
men, daß die Leistung an der Oberfläche höher ist als die durch das Substrat transmittierte
Leistung.

2.2.2 Thermische Linse

Die meisten Materialien haben einen temperaturabhängigen Brechungsindex. Wenn Licht
durch ein Material transmittiert wird, in dem ein Temperaturgradient herrscht, so verhält
sich das Material wie eine Linse. Die optische Weglänge ändert sich innerhalb des Strahl-
durchmessers durch den Gradienten im Brechungsindex. Diesen Effekt nennt man thermi-
sche Linse.

Die Temperaturabhängigkeit des Brechungsindex β = ∂n/∂T hat hier einen ähnlichen
Effekt wie der thermische Ausdehnungskoeffizient α bei der Ausdehnung des Materials,
wobei die Weglänge mechanisch verändert wird. Der Parameter δs ist der Unterschied der
optischen Weglänge von Strahlmittelpunkt und einem Punkt auf dem Strahlradius. Die
thermische Linse, die an der Oberfläche eines Substrats auftritt, kann also durch Gleichung
(2.19) beschrieben werden, wobei lediglich α durch β ersetzt wird:

δs ≈ β/κ

4π
PA. (2.20)

Desweiteren ist die thermische Linse bei Transmission durch einen Einkoppelspiegel ei-
nes Fabry-Perot Resonators bzw. durch einen Strahlteiler im Interferometer nicht zu
vernachlässigen. Im Gegensatz zur thermischen Ausdehnung, die nur an den Enden des
Substrats auftritt, ist der Einfluß der thermischen Linse proportional zur durchstrahlten
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Länge. Die thermische Linse innerhalb eines Substrats kann beschrieben werden durch

δs ≈ 1,3
β/κ

4π
dPA

dz
zm. (2.21)

Hierbei stellt dPA/dz die absorbierte Leistung pro Länge, und zm die Dicke des Spiegel-
substrats dar. Der zusätzliche Faktor 1,3 ist durch den stärkeren Temperaturgradienten
innerhalb des Substrats begründet, da zur Wärmeleitung innerhalb des Substrats eine
kleinere Fläche zur Verfügung steht als bei der Absorption an der Oberfläche. Durch
Berücksichtigung sämtlicher Stellen, an denen es in einem Gravitationswellendetektor mit
Armresonatoren zu thermischen Linsen kommt, ergibt sich eine maximal erreichbare Lei-
stung im Interferometer zu [21]:

Pmax ≈
4πκ
β

δs

1.3 · dPA/dz(1.1 · zb + zm) + F/π · Pc
. (2.22)

Hier ist zb die Dicke des Strahlteilers und F die Finesse des Fabry-Perot Resonators (siehe
Kapitel 4.1.1). Der Strahlteiler steht unter einem 45◦ Winkel im Interferometer, weshalb die
Weglänge ca. 10 % länger als die eigentliche Dicke des Substrats ist. Um die Stabilität des
Resonators (siehe Kapitel 4.1.1) zu gewährleisten, ergibt sich die maximale Leistung aus
dem maximal tolerierbaren δs. Für die in Gleichung (2.22) ermittelte maximale Leistung
ist δs ≤ λ/4π gewählt.

Eine detaillierte Beschreibung der Auswirkungen von thermischen Linsen auf die Emp-
findlichkeit von Interferometern ist in [21] zu finden.

Thermische Ausdehnung und thermische Linse lassen sich in einer Gleichung zusam-
menfassen [22]

δs ≈
[
α/κ

4π
(aB + aS) +

β/κ

4π
aB + 1.3

β/κ

4π
aS

]
Pein. (2.23)

Hier ist Pein die Eingangsleistung und aB die Absorption an der Beschichtung, bzw. aS

die Gesamtabsorption im Innern des Substrats. In bestimmten Bereichen ist es möglich,
thermische Effekte mit thermisch adaptiver Optik auszugleichen [25].

2.3 Gründe für den Einsatz diffraktiver Optiken

Verbesserung der Empfindlichkeit bei hohen Frequenzen

Bei Frequenzen über einigen hundert Hertz werden zukünftige Gravitationswellendetekto-
ren durch das Schrotrauschen limitiert sein. Zur Steigerung der Empfindlichkeit in diesem
Frequenzbereich ist es nötig, die Leistung zu erhöhen. Aus Abschnitt 2.2 ist bekannt, dass
thermische Störungen die maximal speicherbare Leistung limitieren. Die Verringerung die-
ser Effekte ermöglicht eine Steigerung der Empfindlichkeit in diesem Frequenzbereich.

Alle zur Zeit in Betrieb befindlichen Gravitationswellendetektoren benutzen Optiken
aus Quarzglas. Dieses Material in der hier verwendeten Qualität zeichnet sich durch eine
niedrige Absorption im nah-infraroten Wellenlängenbereich aus. Die Absorption beläuft
sich im besten Fall auf etwa 1 ppm/cm, wie im Falle des Strahlteilers von GEO600 rea-
lisiert. Desweiteren haben die aus Quarzglas hergestellten Testmassen hohe mechanische
Güten im Bereich 107. Absorption und thermisches Rauschen bei Verwendung von Quarz-
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glas scheinen demnach nur geringe Probleme aufzuwerfen. Vom Standpunkt der thermi-
schen Störungen schneidet Quarzglas im Vergleich mit anderen Materialien [26] jedoch
schlechter ab, wie in Tabelle 2.3 abzulesen ist. Für den Vergleich verschiedener Mate-
rialien bezüglich ihrer Empfindlichkeit gegenüber thermischen Störungen sind die beiden
Größen α/κ für die thermische Ausdehnung und β/κ für die thermische Linse maßgeblich.
Je kleiner diese Größen sind, desto geringer ist nach Gleichung (2.19) und (2.20) der Ein-
fluss thermischer Störungen. Bei dem Vergleich der maximalen Leistung wurde ein 4 km
langer Fabry-Perot Resonator mit einer Finesse von 100 als Ausgangspunkt verwendet.
Die maximale Leistung ist genau die Leistung, bei der die lokale Krümmung vollständig
ausgeglichen wird (δs = s).

Material α/κ β/κ Absorption Maximale Leistung
(bei 300 K) [nm/W] [nm/W] [ppm/cm] [kW]

Saphir 125 250 20 630
Quarzglas 362 7250 1 196

Tabelle 2.1: Thermische Parameter verschiedener Materialien [26].

Die Berechnung der maximalen Leistung basiert auf Gleichung (2.23). Für die Absorp-
tion an der Beschichtung wurde 1 ppm unabhängig vom verwendeten Substratmaterial
angenommen. Außerdem wurde berücksichtigt, dass heutige Saphir Substrate eine höhe-
re Absorption aufweisen als Quarzglas- Substrate. Die Absorption von Saphir wurde mit
20 ppm/cm abgeschätzt. Trotz des Nachteils der größeren Absorption ist die maximale
Leistung bei Saphir aufgrund der höheren thermischen Leitfähigkeit größer.

Bei den derzeit verwendeten Interferometertopologien ist die Auswahl an Materialien
stark eingeschränkt. Alle Materialien, die für Strahlteiler und Einkoppelspiegel benutzt
werden, müssen im nah-infraroten Wellenlängenbereich hochtransparent sein. Wenn es
möglich ist ein Interferometer ohne transmittierende Komponenten zu bauen, so kann aus
einer reichhaltigeren Palette von Materialien mit besseren thermischen und mechanischen
Eigenschaften gewählt werden, da die Materialien nicht mehr zwangsläufig hochtranspa-
rent sein müssen. Ein weiterer Vorteil von rein-reflektiven Topologien ist, dass thermische
Linsen innerhalb der Substrate nicht mehr auftreten und somit die maximale Leistung
bzw. die Empfindlichkeit des Detektors nicht mehr limitieren können. Dass rein-reflektive
Interferometer möglich sind, zeigte Sun [27] im Jahre 1998. Der Strahlteiler wurde hierbei
durch ein Reflexionsgitter ersetzt, dessen Gitterperiode so gewählt ist, daß in der vorgese-
henen Anordnung nur zwei Beugungordnungen vorhanden sind (siehe Abbildung 2.4). Sind
die Effizienzen des Gitters so gewählt, daß 50 % des einfallenden Lichts in die 0. Ordnung
gebeugt werden, und 50 % in die 1. Ordnung, so kann dieses Gitter einen konventionellen
Strahlteiler ersetzen.

Auch die Ersetzung des Einkoppelspiegels von Fabry-Perot Resonatoren durch Refle-
xionsgitter ist möglich. Eine detaillierte Einführung zu rein-reflektiven Einkopplern wird
in Kapitel 4.1.1 gegeben.

Bei der Auswahl der Materialien für Gravitationswellendetektoren stehen jedoch nicht
nur mechanische und thermische Aspekte im Vordergrund. Diamant ist z. B. ein Material
mit herausragenden Eigenschaften [23], ist jedoch derzeit noch nicht in so großen Abmes-
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In m=0

m=1

Abbildung 2.4: Reflexionsgitter als rein-reflektiver Strahlteiler.

sungen erhältlich, wie sie für Testmassen benötigt werden. Ein Material, dass ebenfalls
sehr gute thermische und mechanische Eigenschaften aufweist, ist Silizium. Da Silizium
bei einer Wellenlänge von λ =1064 nm (nah-infraroten Wellenlängenbereich) nicht hoch-
transparent ist, bedarf Silizium in jedem Fall einer rein-reflektiven Interferometertopologie,
sollten alle Optiken im Interferometer auf Silizium basieren. Ein Vergleich der thermischen
Parameter für ein rein-reflektives Interferometer für verschiedene Materialien ist in Tabelle
2.3 dargestellt [26].

Material α/κ β/κ Absorption Maximale Leistung
(bei 300 K) [nm/W] [nm/W] [ppm/cm] [kW]

Saphir 125 – – 1.7 · 104

Quarzglas 362 – – 5.87 · 103

Silizium 17 – – 1.27 · 105

Tabelle 2.2: Thermische Parameter verschiedener Materialien für ein rein-reflektives Interferome-
ter [26].

Die maximale Leistung kann durch den Einsatz einer rein-reflektiven Topologie bei
allen Materialien durch den Wegfall der thermischen Linse innerhalb der Substrate ge-
steigert werden. Silizium ist hier den anderen Materialien überlegen. Dass Substrate aus
Silizium den hohen Ansprüchen von Gravitationswellendetektoren genügen, wurde bereits
gezeigt [22].

Verbesserung der Empfindlichkeit im mittleren Frequenzbereich

Im Frequenzbereich zwischen einigen zehn und einigen hundert Hz werden zukünftige
Detektoren nicht allzu hohe Leistungen benötigen, da solche in diesem Frequenzbereich
nicht durch Schrotrauschen limitiert sind. Zu hohe Leistungen können durch den Ein-
fluss des Strahlungsdruckrauschen sogar die Empfindlichkeit verringern. Um in diesem
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Frequenzbereich eine signifikante Steigerung der Empfindlichkeit zu erreichen, muss das
thermische Rauschen verringert werden. Das thermische Rauschen ist, wie in Abschnitt
2.1.2 gezeigt, abhängig von der Temperatur. Kühlen des Detektors verringert demnach
das thermische Rauschen. Bei der Auswahl der Materialien für kryogene Detektoren ist
die Temperaturabhängigkeit der Güte zu beachten. Quarzglas hat eine breite mechanische
Dissipation bei ca. 40 K und scheidet daher als Material für kryogene Detektoren aus. Als
Kandidaten verbleiben von den bereits besprochenen Materialien lediglich Silizium und
Saphir für den Einsatz in gekühlten Detektoren. Sowohl thermisches Rauschen, welches
von der mechanischen Güte der verwendeten Materialien abhängt, sowie thermoelasti-
sches Rauschen, welches von den thermischen Eigenschaften des Materials abhängt, sollen
gleichzeitig reduziert werden. Bei Raumtemperatur zeigen Saphir und Silizium vergleich-
bare Werte. Bei tiefen Temperaturen können jedoch die einzigartigen Eigenschaften von
Silizium genutzt werden. Messungen zeigen, daß die innere Dissipation von Silizium und
damit das thermische Rauschen mit sinkender Temperatur abnimmt [29]. Der thermische
Ausdehnungskoeffizient α von Silizium zeigt bei ca. 130 K und bei ca. 20 K eine Null-
stelle. Diese Eigenschaft wirkt sich gleich in doppelter Hinsicht positiv aus [26]. Da das
thermoelastische Rauschen nach Gleichung (2.7) proportional zu α ist, sollte bei diesen
Temperaturen das thermoelastische Rauschen verschwinden. Die thermische Deformation
ist nach Gleichung (2.19) proportional zu α/κ. Ist α = 0 so sollte auch diese verschwin-
den. Zusammenfassend läßt sich festhalten, daß der Einsatz von diffraktiven Optiken in
Gravitationswellendetektoren enormes Potenzial besitzt, die Empfindlichkeit zukünftiger
Detektoren sowohl im mittleren als auch im hohen Frequenzbereich zu steigern.
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Kapitel 3

Diffraktive Optiken

Diffraktive Optiken werden in vielen Bereichen der modernen Physik eingesetzt. Neben
dem Einsatz in Gitterspektrographen, haben sich Gitter auch im Bereich der nichtlinearen
Optik etabliert. Bei der Erzeugung von kurzen Laserpulsen werden Gitter zur Pulskom-
pression eingesetzt. Die ersten Beugungsgitter, die kommerziell hergestellt und vertrieben
wurden, waren geritzte Gitter. Hierbei wurde mit einer Diamantspitze feine Gräben in eine
metallbeschichtete Oberfläche geritzt [30]. Diese Art von Beugungsgitter ist noch heute,
vor allem in spektroskopischen Anwendungen sehr weit verbreitet.

Seit etwa 1960 existiert eine weitere Fertigungsmethode, die das Gittermuster durch
eine fotografische Aufnahme eines Interferenzmuster erzeugt. Die auf diese Weise erzeug-
ten Gitter werden holographische Gitter genannt. Bei der holographischen Methode [30]
wird ein mit Photolack beschichtetes Substrat mit einem stationären Interferenzmuster
belichtet. Während der chemischen Entwicklung des Photolacks löst sich der Lack an den
belichteten Stellen, wodurch ein periodisches Muster entsteht. An den Stellen an denen
das Interferenzmuster der Belichtungsquelle ein Maximum hatte treten Täler auf. Dieses
Muster wird abschließend mit einer reflektierenden Metallschicht beschichtet. Die meisten
kommerziell erhältlichen Gitter sind auf eine dieser beiden Arten hergestellt.

Ein Reflexionsgitter muß wohldefinierte Beugungseigenschaften zusammen mit einer
hohen Reflektivität gewährleisten. Bei konventionellen Metallgittern, die nach diesen Me-
thoden hergestellt sind, werden diese Anforderungen durch eine leitende Schicht erfüllt.
Die Periodizität der Struktur legt die Beugungseigenschaften fest, wobei die Leitfähigkeit
des Metalls die Reflektivität bedingt. Da metallische Schichten aufgrund ihrer Leitfähig-
keit reflektieren, haben diese Nachteile im Umgang mit hohen Lichtintensitäten. Die Ab-
sorption innerhalb des Metalls erzeugt Wärme, die zur Zerstörung der Struktur führt.
Transparente dielektrische Materialien haben eine wesentlich geringere Absorption, und
haben daher eine wesentlich höhere Zerstörschwelle als Metallschichten [33]. Um den ho-
hen Anforderungen, bestehend aus Präzision und hoher laserinduzierte Zerstörschwelle,
gerecht zu werden, wurden die im Rahmen dieser Arbeit benutzten Gitter auf der Basis
dielektrischer Materialien hergestellt.

3.1 Gittergleichung

Die Beugungseigenschaften eines Gitters werden gegeben durch die Gittergleichung [30]

sinα+ sinβm =
mλ

d
, (3.1)
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wobei α den Einfallswinkel, λ die Wellenlänge des einfallenden Lichtes und d die Gitter-
periode darstellt. Die ganze Zahl m gibt die Beugungsordnung an, die unter dem Winkel
βm gebeugt wird (siehe auch Abbildung 3.1). Alle Winkel werden zum Lot gemessen,
in Abbildung 3.1 durch die gestrichelte Linie senkrecht zur Gitteroberfläche dargestellt.
Hierbei sind die Winkel auf der Seite des einfallenden Strahls positiv und auf der anderen
Seite des Lots negativ. Aus der Gittergleichung folgt, daß die 0. Ordnung dem Reflexi-

In
m=0

m=1

α

β1

d

+

−α=β0

−

Abbildung 3.1: Größen der Gittergleichung, sin (α) + sin (βm) = mλ/d.

onsgesetz genügt, bei dem Einfallswinkel stets gleich dem Ausfallswinkel ist. Für die 0.
Beugungsordnung wirkt ein Reflexionsgitter also wie ein Spiegel. Desweiteren geht aus
der Gittergleichung hervor, dass die Anzahl der maximal existierenden Ordnungen eines
Gitters beschränkt ist durch ∣∣∣∣mλd

∣∣∣∣ ≤ 2. (3.2)

Die Gittergleichung ist für die 0. Beugungsordnung immer erfüllt, so dass diese für beliebige
Parameterwahl existiert. Das Vorzeichen der Ordnung m ergibt sich aus den Bedingungen

m > 0 für β > −α, (3.3)

m < 0 für β < −α, (3.4)

m = 0 für β = −α. (3.5)

Die Gittergleichung beinhaltet als einzigen Gitterparameter die Periode des Gitters, und
trifft keine Aussage über die weitere Struktur des Gitters. Es ist für die Existenz von Ord-
nungen, bzw. deren Beugungswinkel unerheblich, ob das Gitter eine binäre, sinusförmige
oder sonstwie geartete Struktur aufweist. Wie sich die einfallende Lichtintensität auf die
einzelnen Beugungsordnungen verteilen, hängt jedoch vom Zusammenspiel sämtlicher Git-
terparametern ab, die vor der Herstellung durch Simulationen an die Bedürfnisse angepasst
werden müssen.
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Ein häufig genutzter Spezialfall ist die sog. Littrow-Konfiguration. Ein Gitter ist in
m-ter Ordnung Littrow angeordnet, wenn die m. Ordnung in Richtung des einfallenden
Lichts gebeugt wird (also α = βm). Die Gittergleichung vereinfacht sich in diesem Fall zu

2 · sinα =
mλ

d
. (3.6)

3.2 Design mit rigorosen Methoden

Ein verlustarmes Reflexionsgitter muß zwei Anforderungen erfüllen: Einerseits sollen be-
stimmte Beugungseffizienzen vorliegen, und andererseits soll das optische Bauelement
über geringe Transmissionsverluste verfügen. Beide Eigenschaften werden erfüllt durch
ein kombiniertes Bauelement aus einer periodischen Struktur und einem dielektrischen
Mehrschichtsystem bestehend aus alternierenden Schichten aus Materialien mit niedrigem
und hohen Brechungsindex. Solche Mehrschichtsysteme werden z. B. in hochreflektieren-
den dielektrischen Spiegeln verwendet. Die beiden Bausteine können auf zwei verschiedene
Arten miteinander kombiniert werden. Zum einen ist es möglich, ein Substrat aus beispiels-
weise Quarzglas mit einer periodischen Struktur zu versehen und dieses anschließend mit
einem dielektrischen Mehrschichtsystem zu beschichten. Das Schichtsystem stellt in die-

(a) (b)

Substrat

Abbildung 3.2: Zwei Ansätze zur Gitterherstellung (a) REM-Aufnahme eines überbeschichteten
Gitters (b) Schema eines Gitters, geätzt in die oberste Schutzschicht eines hochreflektierenden
Schichtsystems.

sem Fall ein Volumengitter dar. Wie in Abbildung 3.2(a) zu erkennen ist, werden die
übereinanderliegenden Schichten immer strukturloser. Dieses ”Auswaschen“ der Gitter-
struktur führt dazu, daß das Bauelement einem Spiegel ähnlicher wird als einem Gitter.
Dieser Ansatz eignet sich besonders gut zur Herstellung von Gittern, die eine möglichst
geringe Beugungseffizienz haben sollen. Ein Nachteil dieses Ansatzes besteht darin, daß
eine solches Bauelement schwer zu simulieren ist und von kommerziellen Programmen
bislang nicht unterstützt wird. Die zweite Möglichkeit besteht darin, die oberste Schicht
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eines Mehrschichtsystems mit einer periodischen Struktur zu versehen, wie in Abbildung
3.2(b) gezeigt. Dieser Ansatz hat den Vorteil, daß sich Mehrschichtsystem und Gitter
nahezu unabhängig voneinander designen lassen, wodurch die Simulation eines solchen
Bauelementes wesentlich erleichtert wird. Ein Nachteil dieser Gitter besteht darin, daß die
Gitterstege ungeschützt sind gegenüber äußeren mechanischen Einflüssen. Hocheffiziente
Gitter können nur nach dieser Methode gefertigt werden, und gerade diese Gitter zeichnen
sich durch sehr hohe, schlanke Gitterstege aus, die leicht beschädigt werden können. Für
niedereffiziente Gitter eignet sich die Überbeschichtung der Gitterstruktur besonders gut,
da die Gitterstruktur ohnehin sehr flach ist.

Dem eigentlichen Gitterdesign vorausgehend muß festgelegt werden, wieviele Beu-
gungsordnungen für die geplante Anwendungen benötigt werden. In alle Ordnungen, die
nach der Gittergleichung existieren, wird auch Licht gebeugt, so dass man durch geschick-
te Wahl der Gitterperiode ungenutzte Ordnungen von vornherein ausschließen kann. Ne-
ben der Gitterperiode bestimmen die Wellenlänge des Lichts, Einfallswinkel, Grabentiefe,
Stegbreite und die Wahl der Materialien, wie sich die Lichtintensität auf die einzelnen
Ordnungen aufteilt. Der Füllfaktor ist das Verhältnis von Stegbreite zu Periode. Ohne

Substrat

In

Stegbreite Periode G
rabentiefe

Abbildung 3.3: Wichtige Parameter beim Gitterdesign.

ein geeignetes mathematisches Modell, sowie die Hilfe von Computern kann diese enorme
Fülle von Parametern nicht gleichzeitig optimiert werden. Seit 1970 ist eine Vielzahl von
Methoden entwickelt worden, die das Problem der Effizienzverteilung eines Gitters lösen,
ohne vereinfachende Annahmen des physikalischen Modells und ohne Näherung bei der
Lösung der zugrunde liegenden Gleichungen zu tätigen. All diese Methoden basieren auf
der Lösung der Maxwellgleichungen, und werden zusammengefasst unter dem Begriff der

”rigorosen Elektromagnetischen Methoden“. Es ist eine Reihe von kommerzieller Software
erhältlich, die sich dieser Methoden bedienen [31, 32]. Die wohl am weitesten verbreitete, da
flexibelste Methode ist die Modal-Methode. Bei dieser Methode wird das Gitter in dünne
Schichten mit rechteckigem Querschnitt zerlegt [33]. Jede dieser Schichten besteht aus zwei
unterschiedlichen Dielektrika. Innerhalb eines Dielektrikum, einer horizontalen Scheibe ist
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das Material isotrop, so dass ebene Wellen die Helmholtzgleichung lösen. Diese Lösungen
sind einfache Sinus- bzw. Kosinus-Funktionen mit möglicherweise komplexen Argumen-
ten. An den vertikal orientierten Grenzflächen zwischen den beiden Materialien müssen
die Felder stetig sein. Die Randbedingungen führen zu einem Eigenwertproblem, dessen
Lösung die Argumente für die Sinus und Kosinus Funktionen liefern. Die Lösungen für
übereinander liegende Scheiben werden durch Randbedingungen miteinander verknüpft.
Diese Methode ist auf vielfältige Gitterprofile anwendbar, da fast alle Profile durch die
Zerlegung in dünne Scheiben modelliert werden können.

3.3 Herstellung

Die im Rahmen dieser Arbeit verwendeten Gitter wurden am Institut für Angewandte
Physik in Jena nach der im folgenden beschriebenen Methode gefertigt. Die Herstellung
von hocheffizienten dielektrischen Gittern stellt hohe Anforderungen an die Fertigungs-
technik. Obwohl theoretische Designs existieren, die eine Beugungseffizienz von fast 100%
in einer Ordnung haben, ist es bisher nicht gelungen routinemäßig Gitter zu produzieren,
deren Beugungseffizienz größer als 97 % ist. Eine präzise Kontrolle der Gitterparameter ist
nötig, und der Fertigungsprozess muß ständig optimiert werden, um dieses Ziel zu errei-
chen. Das binäre Gitterprofil der im Rahmen dieser Arbeit verwendeten Gitter wurde mit
Hilfe von Elektronenstrahllitographie erzeugt. In diesem Abschnitt soll ein kurzer Über-
blick über die mit der Elektronenstrahllitographie verbundenen Fertigungsschritte gegeben
werden. Die Elektronenstrahllitographie erlaubt eine hohe Flexibilität bei der Parameter-
variation. Die Fertigung umfaßt eine Vielzahl von Arbeitsschritten, deren schematischer
Ablauf in Abbildung 3.4 dargestellt ist. Zunächst werden die Quarzglas-Substrate durch ein
Standardsputterverfahren mit Chrom beschichtet. Anschließend wird ein ”electron-resist“
aufgebracht und ausgebacken. Danach wird das Substrat mit einem durch eine variable,
rechteckige Apertur geformten Elektronenstrahl belichtet, und auf diese Weise die Gitter-
struktur in den ”electron-resist“ aufgebracht. Im Anschluss daran wird der ”electron-resist“
entwickelt, und die gewollte Gitterstruktur zeichnet sich in der Resist-Schicht ab. An den
Stellen des Substrates, an denen nach der Entwicklung kein Resist mehr vorhanden ist,
wird beim reaktiven Ionenätzen die Chromschicht abgetragen. Das nun entstandene Mu-
ster in der Chromschicht dient als Maske, um durch reaktives Ionenstrahlätzen das Muster
in das Fused Silica Substrat zu übertragen. Während dieses Prozesses wird die Ätztiefe
durch wiederholte Messung an einer ebenfalls auf dem Substrat befindlichen Teststruk-
tur kontrolliert. Diese Teststruktur hat größere Abmessungen als die eigentlichen Gitter
und erleichtert somit die Messung. Um eine möglichst geringe Abweichung von den theo-
retischen Gitterparametern zu erzielen, wird der Ätzprozess vor Erreichen der Soll-Tiefe
gestoppt. Nachdem der verbleibende Resist und die Chromschicht entfernt wurde, werden
die Effizienzen des Gitters gemessen, und mit den theoretischen Vorhersagen verglichen.
Auf diese Weise kann relativ genau bestimmt werden, wie gross die bereits erreichte Ätz-
tiefe ist und wieviel Material noch abgetragen werden muss. Anschließend wird das Gitter
unter einem 45◦ Winkel mit Chrom beschichtet, um eine neue Ätzmaske zu erstellen. Die
optische Optimierung wird gegebenenfalls wiederholt, bis die vorhergesagten Parameter
erreicht sind. Eine weitere Kontrollmethode ist die Untersuchung des Gitters mit dem Ra-
sterelektronenmikroskop. Nicht nur die Ätztiefe, sondern auch die Steggeometrie können
hiermit untersucht werden, und dadurch kann der gesamte Fertigungsprozess optimiert
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Resist-Beschichtung

Elektronenstrahl Belichtung

Resist-Entwicklung
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Abbildung 3.4: Die einzelnen Arbeitsschritte bei der Gitterherstellung, basierend auf Elektro-
nenstrahllitographie.

werden. Zum Abschluss wird eine gründliche Reinigung des Substrats durchgeführt, um
fertigungsbedingte Verunreinigungen zu beseitigen. Zur genauen Charakterisierung der
Gitter steht ein Streulichtmessplatz zu Verfügung. Der Messplatz kann die Streuverlu-
ste des Gitters winkelaufgelöst messen, und trägt damit ebenfalls zur Optimierung des
Fertigungsprozesses bei.

Herstellungsfehler

Trotz großer Sorgfalt treten immer wieder Herstellungsfehler auf, die die realen Gitte-
reigenschaften beeinträchtigen. Am Institut für Angewandte Physik in Jena gibt es zwei
verschiedene Maschinen zur Elektronenstrahlbelichtung, die durch ihr Funktionsprinzip
unterschiedliche Herstellungsfehler begünstigen.

Wird bei der Belichtung die Position des Probenhalters verändert, wobei die Position
des Elektronenstrahls fest ist, so besteht eine mögliche Fehlerquelle im sogenannten ”grid-
snapping“. Die genaue Positionsbestimmung des Probenhalters ist für die Präzision der
Belichtung ebenso entscheidend wie die Genauigkeit der Steuerung des Probenhalters. Die
Position des Probenhalters wird in zwei Dimensionen interferometrisch bestimmt. Dar-
aus resultiert eine Einstellgenauigkeit für die Position des Substrats von λ/256, wobei λ
die Wellenlänge des im Interferometer verwendeten Lichtes darstellt. Die einzelnen Zeilen
können nur einen Abstand haben, der ein ganzzahliges Vielfaches dieses Wertes ist. Wählt
man eine Gitterperiode die diese Bedingung nicht erfüllt, so ist der Abstand der einzel-
nen Gitterstege nicht überall identisch. Das daraus resultierende Gitter weist Sprünge im
Abstand der Gitterstege aus, wie in Abbildung 3.5 (a) dargestellt.
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Abbildung 3.5: Verschiedene Gitterfehler bei der Herstellung mit Elektronenstrahllitographie:
(a) Grid-Snapping (b) Stitching-Error (c) Formverzerrung

Eine alternative Belichtungsmethode besteht darin, den Elektronenstrahl abzulenken
und die Probenhalterposition festzuhalten. Hierbei wird ein Arbeitsfeld bestehend aus
einer bestimmten Anzahl von Zeilen in einem Schritt belichtet. Anschließend wird die
Probe verfahren, und ein weiteres Arbeitsfeld belichtet. Auf diese Weise werden viele
Arbeitsfelder aneinandergefügt und eine große periodische Struktur entsteht. Schließen
die einzelnen Arbeitsfelder nicht korrekt aneinander an, so spricht man vom sogenannten

”stitching-error“ (siehe Abbildung 3.5(b)).
Ein weiterer in der Belichtungsart begründeter Herstellungsfehler ist die Formverzer-

rung. Eine Apertur ”schneidet“ aus dem Elektronenstrahl eine rechteckige Form heraus.
Diese Apertur besteht aus zwei L-förmigen Elementen, die bei nicht exakter Ausrichtung
bezüglich des Elektronenstrahls zu einer Verzerrung der Form des belichteten Bereichs
führen kann. Die Gitterstege sind dann nicht mehr rechteckig, sondern weisen eine Ver-
zerrung wie in Abbildung 3.5(c) gezeigt auf.

Neben diesen Beispielen können noch zahlreiche weitere Fehler auftreten, deren Einfluss
durch geschickte Verbesserung des Fertigungsprozesses minimiert werden können. Da die
Herstellung aus vielen einzelnen Fertigungsschritten besteht, die von vielen Parametern
abhängen ist die Optimierung des Fertigungsprozesses sehr langwierig.



26 Diffraktive Optiken



Kapitel 4

Fabry-Perot Resonatoren mit

diffraktiven Einkopplern

Fabry-Perot Resonatoren sind wichtige Bestandteile gegenwärtiger und zukünftiger Gra-
vitationswellendetektoren. In diesem Kapitel soll zunächst ein Überblick über konventio-
nelle Fabry-Perot Resonatoren gegeben werden. In den Abschnitten 4.2 und 4.3 werden
die verschiedenen Möglichkeiten, herkömmliche Einkoppelspiegel durch diffraktive Opti-
ken zu ersetzen, erläutert. Abschließend werden Interferometertopologien vorgestellt, die
ohne transmittierende Elemente auskommen.

4.1 Konventionelle Fabry-Perot Resonatoren

Ein idealer monochromatischer Laserstrahl kann durch eine Gauss-Mode repräsentiert
werden. Eine Propagation einer solchen Mode um eine Länge L ist verbunden mit einem
Phasenfaktor exp (ikL), wobei k gegeben ist durch ω/c (mit der Kreisfrequenz ω), und die
Amplituden erfüllen die Beziehung

a(x+ L) = a(x) · eikL. (4.1)

Wenn Licht auf einen partiell reflektierenden Spiegel trifft, wird es aufgeteilt in einen
reflektierten, einen transmittierten und einen absorbierten Anteil. Für die Amplituden
gilt demnach

arefl = ρ · ain, (4.2)

atrans = iτ · ain. (4.3)

Wobei ρ und τ der Reflexions- bzw. Transmissionskoeffizient darstellt. Eine Begründung
für den Faktor i in der transmittierten Amplitude wird in Abschnitt 5.1 geliefert. Aus der
Energieerhaltung folgt

ρ2 + τ2 = 1−A. (4.4)

Hier fasst A sämtliche Verluste zusammen, die z. B. durch Absorption oder Streuung be-
dingt sind. Ein Fabry-Perot Resonator besteht aus zwei sich gegenüberstehenden Spiegeln.
Wenn Licht auf den Einkoppelspiegel eines Resonators trifft, wird es teilweise transmittiert
und teilweise reflektiert. Das transmittierte Licht wird am zweiten Spiegel zurück zum er-
sten Spiegel reflektiert. Dort wird es teilweise transmittiert und teilweise reflektiert und
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überlagert sich mit dem vom Laser kommenden Licht. Wenn die Länge des Resonators
exakt so gewählt ist, dass die Phase des Lichtes nach einem Umlauf im Resonator eine
konstruktive Interferenz mit dem einfallenden Licht erlaubt, so kann sich ein starkes Feld
innerhalb des Resonators aufbauen. Licht kann auf diese Weise im Resonator gespeichert
werden. Um ein besseres Verständnis von den Resonanzeigenschaften eines Fabry-Perot

L
M1 M2

ρ
1
, τ

1
ρ

2
, τ

2

i1

a4 a'3

a1

a3

a'1 a2

Abbildung 4.1: Modell eines Fabry-Perot Resonators

Resonators zu erhalten, ist das Modell aus Abbildung 4.1 nützlich. Die gekennzeichneten
Amplituden erfüllen die Beziehungen [36]

a1 = iτ1d, (4.5)

a′1 = a1 exp (−ikL), (4.6)

a2 = −τ1τ2 exp (−2ikL)d, (4.7)

a3 = ρ2 a
′
1, (4.8)

a′3 = a3 exp (−ikL), (4.9)

a4 = ρ1 − ρ2τ
2
1 exp (−2ikL)d. (4.10)

Wobei der Resonanzfaktor d gegeben ist durch

d =
1

1− ρ1ρ2 exp (−2ikL)
. (4.11)

Die Größe kL = ωL/c wird häufig als Tuning-Parameter Φ bezeichnet. Die Amplitude
innerhalb des Resonators ist direkt proportional zum Resonanzfaktor. Dieser Resonanz-
faktor ist minimal (Antiresonanz), wenn

2kL = π (mod2π) → d ≈ 1
2
, (4.12)

und maximal (Resonanz) wenn

2kL = 0 (mod2π) → d ≈ 1
1− ρ1ρ2

� 1 . (4.13)
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Betrachtet man einen Resonator fester Länge, und variiert die Lichtfrequenz, so ist aus
dem Resonanzfaktor abzulesen, dass der Resonator für eine Reihe von Frequenzen resonant
ist

fn = (n+
1
2
)
c

2L
. (4.14)

Den Abstand zweier aufeinanderfolgender Resonanzfrequenzen nennt man ”freien Spek-
tralbereich“ (FSR). Der freie Spektralbereich ist gegeben durch

FSR =
c

2L
. (4.15)

Ein wichtiger Parameter für die Charakterisierung eines Fabry-Perot Resonators ist die
Finesse F . Die Finesse ist das Verhältnis von freiem Spektralbereich zu Bandbreite der
Resonanz (FWHM), also der Breite bei der die Leistung auf die Hälfte abgefallen ist.
Demnach gilt:

F =
FSR

FWHM
=

π
√
ρ1ρ2

1− ρ1ρ2
. (4.16)

Die Finesse ist nur von den Reflektivitäten der Spiegel abhängig. Aus Gleichung (4.4)
folgt, dass hohe Reflektivitäten und damit eine hohe Finesse nur realisierbar sind, wenn
die Optiken nahezu verlustfrei sind. Da eine direkte Bestimmung der Verluste einer Kom-
ponente mit hoher Unsicherheit verbunden ist, ist die Bestimmung der Finesse eine relativ
einfache Möglichkeit, die Verluste optischer Komponenten abzuschätzen. In Abbildung
4.2 sind die Leistungen an den beiden Ausgängen des Resonators über einen vollen freien
Spektralbereich dargestellt. Die Spiegelreflektivitäten sind dabei so gewählt, daß der Re-
sonator impedanzangepasst ist, das bedeutet für den hier betrachteten verlustfreien Fall
sind die Reflektivitäten beider Spiegel identisch. Genau auf Resonanz interferiert das am
Resonator reflektierte Feld destruktiv, bzw. das transmittierte Licht konstruktiv mit dem
Licht aus dem Resonator. In dem hier gewählten Beispiel wird ein Ausgang des Resonators
dunkel und der andere hell. Zu beachten ist ebenso, daß die Resonanz einen symmetrischen
Verlauf zeigt.

4.1.1 Stabilitätsbedingung

Ein Gauss-Strahl wird vollständig beschrieben durch die Angabe der Größe der Strahltail-
le w0 und der Position der Taille z0. Stellt man zwei gekrümmte Spiegel an die Position
eines Gauss-Strahls, an der die Krümmung der Wellenfront dem Krümmungsradius der
Spiegel entspricht (siehe Abbildung 4.3), so wird jeder der beiden Spiegel prinzipiell den
Gauss-Strahl mit genau umgekehrter Ausbreitungsrichtung in sich zurückreflektieren. Die
beiden Spiegel bilden einen optischen Resonator [35]. Im Experiment sind typischerweise
die Krümmungsradien der Spiegel R1, R2 und die Resonatorlänge L festgelegt und der
Gauss-Strahl wird an diese Konfiguration angepasst. Der Strahlverlauf R(z) muß so an-
gepasst werden, daß die Wellenfrontkrümmung an den Spiegelpositionen z1 und z2 den
Krümmungsradien der Spiegel R1 und R2 entspricht. Aus diesen Bedingungen ergeben
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Abbildung 4.2: Leistungen normiert auf die Eingangsleistung an den beiden Ausgängen eines
Fabry-Perot Resonator mit den Spiegelparametern ρ2
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Abbildung 4.3: Fabry-Perot Resonator mit zwei gekrümmten Spiegel M1, M2 mit Krümmungs-
radius R1, R2.
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sich die drei Gleichungen

R(z1) = z1 +
z2
R

z1
= −R1, (4.17)

R(z2) = z2 +
z2
R

z2
= R2, (4.18)

L = z2 − z1. (4.19)

Wobei zR = πw2
0/λ die für den Gauss-Strahl charakteristische Rayleigh-Länge darstellt.

Da konventionsgemäß eine Krümmung, die vom Inneren des Resonators betrachtet konvex
ist, ein negatives Vorzeichen hat, muss ein Minuszeichen vor R1 stehen. Bevor wir diese
Gleichung nach den Strahlparametern auflösen, definieren wir die sogenannten Resonator
g-Parameter

g1 = 1− L

R1
und g2 = 1− L

R2
. (4.20)

Durch diese g-Parameter ausgedrückt, ist die Strahltaille innerhalb des Resonators be-
schrieben durch

w2
0 =

Lλ

π

√
g1g2(1− g1g2)

(g1 + g2 − 2g1g2)2
, (4.21)

und die Strahlgröße an den beiden Spiegeln

w2
1 =

Lλ

π

√
g2

g1(1− g1g2)
(4.22)

w2
2 =

Lλ

π

√
g1

g2(1− g1g2)
. (4.23)

Aus den Gleichungen (4.21) bis (4.23) folgt unmittelbar, dass nur endliche, reelle Lösungen
existieren, wenn die g-Parameter die Stabilitätsbedingung

0 ≤ g1g2 ≤ 1 (4.24)

erfüllen. Nur wenn diese Bedingung erfüllt ist, bilden zwei Spiegel mit den Krümmungs-
radien R1,R2 und einem Abstand L voneinander ein stabiles, periodisches, fokussierendes
System für Strahlen. Ändert sich der Krümmungsradius der Spiegel eines stabilen Reso-
nators, z. B. durch thermische Effekte wie in Abschnitt 2.2 gezeigt, kann diese Stabilitäts-
bedingung verletzt werden, und der Resonator wird instabil.

Symmetrischer Resonator

Für den Spezialfall des symmetrischen Resonators sind die Krümmungen der beiden Spie-
gel identisch, es gilt also R1 = R2 = R. Dadurch vereinfachen sich die g-Parameter zu

g1 = g2 = g = 1− L

R
. (4.25)
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Die Strahltaille befindet sich in diesem Fall in der Mitte des Resonators und ist gegeben
durch

w2
0 =

Lλ

π

√
1 + g

4(1− g)
. (4.26)

Aufgrund der gegebenen Symmetrie ist die Strahlgröße an beiden Spiegeln identisch und
gegeben durch

w2
1 = w2

2 =
Lλ

π

√
1

1− g2
. (4.27)

Halbsymmetrischer Resonator

Ein weiterer Spezialfall ist der halbsymmetrische Resonator. Hier ist einer der beiden
Spiegel plan (R1 = ∞), und der andere gekrümmt. Daraus ergeben sich die g-Parameter
g1 = 1 und g2 = g = 1 − L/R. Solch eine Konfiguration ist offensichtlich äquivalent
zu einem ”halben symmetrischen Resonator“. Die Strahltaille liegt somit auf dem planen
Spiegel und ist gegeben durch

w2
0 = w2

1 =
Lλ

π

√
g

1− g
. (4.28)

Der Strahldurchmesser am gekrümmten Spiegel ist gegeben durch

w2
2 =

Lλ

π

√
1

g(1− g)
. (4.29)

Alle im Rahmen dieser Arbeit aufgebauten Resonatoren sind halbsymmetrische Resona-
toren, bei denen der plane Spiegel durch ein planes Reflexionsgitter ersetzt wurde.

4.2 Einkoppler mit hocheffizienten Gittern

Ein teilweise reflektierender Spiegel ist prinzipiell ein Strahlteiler, der einen einfallenden
Lichtstrahl in Teilstrahlen, deren Intensitätsverhältnis durch die Reflexions- und Trans-
missionskoeffizienten gegeben ist, aufteilt. Um den Einkoppelspiegel eines Fabry-Perot
Resonators durch eine rein-reflektive Komponente zu ersetzen, muss eine Konfiguration
gefunden werden, bei der ebenfalls ein einfallender Strahl aufgeteilt wird. Eine mögliche
Konfiguration ist die in Abbildung 4.4 (a) dargestellte. Ein Reflexionsgitter in 1. Ordnung
Littrow teilt einen einfallenden Strahl in einem Teilungsverhältnis gemäß der Beugungs-
effizienzen der 0. Ordnung η0 und der 1. Ordnung η1. Man benötigt also ein Gitter das
einen Großteil des Lichtes in die 1. Ordnung beugt. Ist im verlustfreien Fall z. B. η2

1 = 0,99
und η2

0 = 0,01 so entspricht dieses Reflexionsgitter einem Spiegel mit einer Reflektivität
von 99 % bei einer Transmission von 1 %, ohne die Nachteile von transmittierenden Opti-
ken. Ein Resonator mit einem hocheffizienten Gitter als Einkoppler ist in Abbildung 4.4
(b) skizziert. Der entscheidende Nachteil ist, dass in dieser Konfiguration die Finesse des
Resonators durch die Beugungseffizienz η1 limitiert ist (η1 ersetzt ρ1 in Gleichung (4.16).
Da es bisher nicht möglich ist, routinemäßig Gitter mit einer Beugungseffizienz von über
99 % herzustellen, können mit solchen Gittern keine Resonatoren mit hoher Finesse gebaut
werden. Von Sun und Byer [27] wurde bereits gezeigt, dass Resonatoren mit einem solchen
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m=0

(a) (b)

Abbildung 4.4: (a) Reflexionsgitter in 1. Ordnung Littrow (b) Fabry-Perot Resonator mit hoch-
effizientem Gittereinkoppler.

Gitter möglich sind. Das von ihnen benutzte Gitter war ein kommerzielles Metallgitter
mit entsprechend hohen Verlusten. Die von ihnen erreichte Finesse fiel mit einem Wert
von F = 40 entsprechend gering aus.

4.3 Einkoppler mit niedereffizienten Gittern

Eine weitere Möglichkeit einen reflektiven Resonatoreinkoppler zu realisieren, basiert auf
einem niedereffizienten Gitter [28]. In diesem Fall sind die Gitterparameter so gewählt,
dass in 2. Ordnung Littrow die 1. Ordnung unter einem 0◦ Winkel gebeugt wird (siehe
Abbildung 4.5(a)). Ist die Beugungseffizienz der 1. Ordnung niedrig und die der 0. Ordnung

Inm=2 m=0m=1
In

m=0

m=2

(a) (b)

m=-1 m=1

Abbildung 4.5: (a) Reflexionsgitter in 2. Ordnung Littrow (b) Fabry-Perot Resonator mit nie-
dereffizientem Einkoppler.

hoch, so realisiert diese Konfiguration wieder einen Strahlteiler, ähnlich einem teilweise
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reflektierenden Spiegel. Zusätzlich existiert jedoch noch die 2. Ordnung, die wie in Kapitel
5 gezeigt, keine verschwindende Beugungseffizienz aufweisen kann. Aus diesem Grund zeigt
ein solcher Einkoppler einzigartige Eigenschaften, die ihn von herkömmlichen Spiegeln und
hocheffizienten Gittereinkopplern abheben (siehe Kapitel 5). Ein Fabry-Perot Resonator
kann realisiert werden, indem die 1. Ordnung von einem hochreflektierenden Spiegel in
Richtung Gitter zurückreflektiert wird (siehe Abbildung 4.5 (b)). Vom Gitter wird der
Großteil des Lichtes ebenfalls zurückreflektiert und jeweils der Anteil η2

1 der Leistung
zu beiden Seiten aus dem Resonator ausgekoppelt. Für einen solchen Einkoppler wird
ein Gitter mit niedriger Effizienz in der 1. Ordnung benötigt. Ein niedereffizientes Gitter
zeichnet sich dadurch aus, dass die Gitterstruktur im Vergleich zu hocheffizienten Gittern
sehr flach ist.

Die Finesse eines solchen Resonators ist limitiert durch die Reflektivität des Gitters
bei senkrechtem Einfall. Durch die flache Struktur wird das über dem Gitter befindliche
hochreflektierende Mehrschichtsystem kaum gestört und behält daher seine hochreflektie-
renden Eigenschaften. Ein niedereffizientes Gitter ist in der Herstellung wesentlich weniger
kritisch als ein hocheffizientes, da die Gitterparameter wesentlich größere Toleranzen zei-
gen.

4.4 Rein-reflektive Interferometertopologien

Einerseits können rein-reflektive Interferometer realisiert werden, indem in herkömmli-
chen Interferometern die transmittierenden Komponenten durch Reflexionsgitter ersetzt
werden. In konventionellen Interferometern ohne Arm-Resonatoren und ohne Recycling
Technik ist dies nur der Strahlteiler. Sowohl Fabry-Perot Resonatoren mit hocheffizientem
Einkoppler als auch Michelson- und Sagnac-Interferometer mit Gitterstrahlteiler wurden
bereits von Sun und Byer [27] demonstriert. Fabry-Perot Resonatoren mit niedereffizien-
ten Gittereinkopplern werden im Rahmen dieser Arbeit zum ersten Mal experimentell ge-
zeigt. Denkbar für zukünftige Detektoren sind auch Topologien, die nicht auf den bereits
bekannten Interferometern basieren, sondern die die Eigenschaften der niedereffizienten
Einkoppler nutzen. Eine solche Topologie wurde von Drever vorgeschlagen [28] und ist
in Abbildung 4.6 dargestellt. Zukünftige Untersuchung werden zeigen, welches Potenzial
ein solches Interferometer für den Einsatz als Gravitationswellendetektor hat, und ob es
eventuell noch weitere sinnvolle Konfiguration gibt.
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Abbildung 4.6: Rein-reflektives Interferometer auf der Basis von niedereffizienten Gittern [28]:
Durch die Verbindung der beiden Arme bilden diese einen Ringresonator.
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Kapitel 5

Theoretische Beschreibung eines

niedereffizienten Einkopplers

In diesem Kapitel soll ein Überblick über fundamentale physikalische Eigenschaften opti-
scher Komponenten gegeben werden. Diese fundamentalen Eigenschaften legen die Pha-
senbeziehungen zwischen den Feldern der Ein- und Ausgänge einer Komponente fest und
bestimmen somit maßgeblich das Verhalten von optischen Resonatoren, die aus solchen
Komponenten bestehen. Zunächst wird am Beispiel des Strahlteilers und des konventionel-
len Spiegels der Streumatrixformalismus eingeführt. Im Anschluss wird dieser Formalismus
auf einen niedereffizienten Gittereinkoppler angewendet. Im letzten Abschnitt dieses Ka-
pitels wird ein Vergleich mit konventionellen Resonatoren die andersartigen Eigenschaften
eines auf einem solchen Gittereinkoppler basierenden Resonators aufzeigen.

5.1 Streumatrixformalismus

Eine allgemeine Beschreibung optischer Komponenten, wie z. B. Strahlteiler oder Spiegel
liefert der Streumatrixformalismus [35]. Die Streumatrix S verknüpft den Vektor a, der die
komplexen Amplitude an den Eingängen beschreibt, mit dem Vektor b, der die komplexen
Amplituden am Ausgang der Komponente beschreibt. Üblicherweise werden die Ein- und
Ausgänge einer Komponente zusammenfassend als ”Ports“ bezeichnet. Eine Komponente
mit n-Ports wird durch eine n × n komplexwertige Streumatrix repräsentiert, die der
Beziehung

b = S× a (5.1)

genügt. In ausführlicher Darstellung ist die allgemeinste Form der Gleichung (5.1) gegeben
durch 

b1
b2
...
bn

 =


ρ11 exp (iφ11) τ12 exp (iφ12) . . . τ1n exp (iφ1n)
τ21 exp (iφ21) ρ22 exp (iφ22) . . . τ2n exp (iφ2n)

. . . . . . . . . . . .

τn1 exp (iφn1) τn2 exp (iφn2) . . . ρnn exp (iφnn)



a1

a2
...
an

 . (5.2)

Die Komponenten der Streumatrix sind gegeben durch die Reflexions- bzw. Transmissi-
onskoeffizienten ρ und τ des jeweiligen Übergangs zwischen den Ports, sowie einer Phase
φ. Diese Phasen sind keineswegs eindeutig bestimmt, jedoch nicht beliebig wählbar. Für
die Beschreibung einer optischen Komponente sind im Allgemeinen Streumatrizen mit un-
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terschiedlich gewählten Phasen möglich. Für eine verlustfreie Komponente ergibt sich eine
Bedingung, die die gewählten Phasen erfüllen müssen, unmittelbar aus der Energieerhal-
tung. Die Leistung an einem Ausgang i der optischen Komponente ist gegeben durch das
Betragsquadrat |bi|2 der Amplitude bi. Daraus ergibt sich für die gesamte Leistung am
Ausgang der Komponente

Pout =
n∑

j=1

b∗jbj =
(
b∗1, b

∗
2, b

∗
3, . . .

)
×


b1
b2
b3
...

 = b† × b. (5.3)

Daraus ergibt sich mit Gleichung (5.1)

Pout = b†b = (Sa)†(Sa) = (a†S†)(Sa) = a†(S†S)a. (5.4)

Ist die optische Komponente verlustfrei, so muss die Streumatrix unitär sein, also muss
gelten

Pin = Pout ⇒ S†S = I, (5.5)

wobei I die Einheitsmatrix darstellt. Eine weitere Bedingung, die durch korrekte Phasen-
wahl gewährleistet werden muss, ist die Reziprozität. Die meisten optischen Komponenten
sind reziprok, d.h. Lichtwege durch die Komponente sind umkehrbar. Die Einträge der
Streumatrix reziproker Komponenten erfüllen die Beziehung

|Sij | ≡ |Sji|. (5.6)

Aus den beiden Bedingungen (5.5) und (5.6) ergibt sich ein Gleichungssystem, welches
nicht eindeutig lösbar ist. Das bedeutet, es gibt keine eindeutig bestimmte Bezugsebene für
die Phasen der Matrixelemente. Obwohl es zahlreiche physikalisch korrekte Möglichkeiten
für die Phasenwahl gibt, sollten die Phasen stets so gewählt werden, dass die Streumatrix
eine möglichst einfache Form annimmt.

Spiegel unter 0◦

Die Streumatrix eines herkömmlichen verlustfreien Spiegels, der unter einem 0◦ Winkel
beleuchtet wird, hat eine sehr einfache Form. Ein solcher Spiegel verfügt über zwei Ports,
jeweils einen auf jeder Seite des Spiegels (siehe Abbildung 5.1). Daraus ergibt sich eine
2× 2 Streumatrix für eine solche Komponente, die in allgemeiner Form gegeben ist durch:

S2p =
(
ρ exp (iφ11) τ exp (iφ12)
τ exp (iφ21) ρ exp (iφ22)

)
. (5.7)

Wobei ρ und τ die Amplitudenreflektivität bzw. Amplitudentransmissivität des Spiegels
darstellt. Die Phasen dieser Matrix müssen nun so gewählt werden, dass die Reziprozität
und die Energieerhaltung gewährleistet sind. Energieerhaltung fordert, dass die Matrix
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ρ,τ

a1

b1

a2

b2

Abbildung 5.1: Spiegel als 2-Port Komponente.

S2p unitär ist, demnach muss gelten:

S2pS
†
2p =

(
ρ2 + τ2 ρ τ (ei(φ11−φ21)) + ei(φ12−φ22))

ρ τ ei(φ21−φ11) + ei(φ22−φ12) ρ2 + τ2

)
= I. (5.8)

Die zu lösenden Gleichungen lauten

ρ2 + τ2 = 1, (5.9)

ρ τ (ei(φ11−φ21) + ei(φ12−φ22)) = 0, (5.10)

ρ τ (ei(φ21−φ11) + ei(φ22−φ12)) = 0. (5.11)

Die Gleichung (5.9) ist unabhängig von der Phase, und für den hier betrachteten verlust-
freien Fall stets erfüllt. Aus der Reziprozitätsbedingung folgt für die Phasen

|S12| = |S21| ⇒ φ12 = φ21 oder φ12 = −φ21, (5.12)

so dass die Gleichungen (5.10) und (5.11) z. B. durch die Wahl φ11 = φ22 = 0 und φ12 =
φ21 = π/2 gelöst werden. Die Streumatrix ist für diese Phasenwahl gegeben durch

S2p =
(
ρ iτ
iτ ρ

)
. (5.13)

Eine weitere Möglichkeit, die Phasen zu wählen, besteht in der Kombination φ11 = φ12 =
φ21 = 0 und φ22 = π. Die daraus resultierende Streumatrix ist gegeben durch

S2p =
(
ρ τ

τ −ρ

)
. (5.14)

Diese beiden Matrizen sind physikalisch vollkommen gleichwertig, und bestechen durch
eine sehr einfache mathematische Form. Neben diesen Möglichkeiten existieren noch zahl-
reiche weitere, wobei jedoch die hier angegebene Lösungen in der einschlägigen Literatur
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weit verbreitet sind. Im Rahmen dieser Arbeit wird die Matrix aus Gleichung (5.13) ver-
wendet. Den Ergebnissen aus Abschnitt 4.1 liegt ebenfalls diese Streumatrix zugrunde.
Eine solche Streumatrix beschreibt grundsätzlich alle Komponenten, die nur über zwei
Ports verfügen. Der in Abschnitt 4.2 vorgestellte Gittereinkoppler auf Basis eines hoch-
effizienten Gitters, ist ebenfalls eine 2-Port-Komponente (siehe Abbildung 5.2). In der

b1

a1 a2

b2

η0,η1

Abbildung 5.2: Ports eines Gittereinkopplers auf Basis eines hocheffizienten Gitters

Streumatrix eines solchen Gittereinkopplers werden lediglich der Reflexionskoeffizient ρ
durch die Beugungseffizienz in die 1. Ordnung η1, sowie der Transmissionskoeffizient τ
durch die Beugungseffizienz in die 0. Ordnung η0 ersetzt. Die Beugungseffizienzen erfüllen
analog zu Gleichung (5.9) die Beziehung

η2
1 + η2

0 = 1. (5.15)

Daraus ergibt sich für ein 2-Port-Gitter eine mögliche Streumatrix

S2p-Gitter =
(
η1 iη0

iη0 η1

)
. (5.16)

Jede weitere für Spiegel mögliche Streumatrix kann ebenso für einen solchen Gitterein-
koppler verwendet werden, wenn die Koeffizienten entsprechend ersetzt werden. Die sich
aus dem Streumatrix-Formalismus ergebenden Phasenbeziehung zwischen den einzelnen
Ports sind unabhängig von der Art der optischen Komponente. Alle optischen Kompo-
nenten mit zwei Ports, die verlustfrei und reziprok sind, können durch eine solche Matrix
beschrieben werden.

Strahlteiler

Wird ein Spiegel unter einem von 0◦ abweichenden Winkel beleuchtet, so hat eine solche
Komponente vier Ports und wird als Strahlteiler bezeichnet. Eine Komponente mit vier
Ports kann durch eine 4 × 4 Streumatrix beschrieben werden. Ein Strahlteiler teilt einen
einfallenden Lichtstrahl in einen reflektierten Anteil und einen transmittierten Anteil auf.
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Ein Eingang der Komponente ist also nur mit zwei der vier möglichen Ausgänge der
Komponente verbunden. Aus diesem Grund vereinfacht sich die Streumatrix insofern, dass
8 der 16 Komponenten der Matrix gleich Null sind. Eine Möglichkeit einen Strahlteiler
durch eine Streumatrix zu repräsentieren ist gegeben durch

S4p =


0 ρ iτ 0
ρ 0 0 iτ
iτ 0 0 ρ

0 iτ ρ 0

 . (5.17)

5.2 Beschreibung eines 3-Port Gitters

Der in Abschnitt 4.3 beschriebenen Gittereinkoppler auf Basis eines niedereffizienten Git-
ters ist eine Komponente mit drei Ports (siehe Abbildung 5.3). Aus dieser Tatsache er-
geben sich weitaus kompliziertere Phasenbeziehungen zwischen den Ein- und Ausgängen
der optischen Komponente [1] als im 2- oder 4-Port Fall. In der allgemeinen Form ist die
Beziehung zwischen den einzelnen Amplituden durch die Gleichung

a1

b1

a2b2

b3

a3

Abbildung 5.3: Ports eines Gittereinkopplers auf Basis eines niedereffizienten Gitters.

b1b2
b3

 =

η2 exp (iφ11) η1 exp (iφ12) η0 exp (iφ13)
η1 exp (iφ21) ρ0 exp (iφ22) η1 exp (iφ23)
η0 exp (iφ31) η1 exp (iφ32) η2 exp (iφ33)

a1

a2

a3,

 (5.18)

gegeben. Die Bezeichnungen der Amplituden sind gemäß Abbildung 5.3 gewählt. Die im
Rahmen dieser Arbeit verwendeten Gitter verfügen über eine periodische binäre Struktur.
Aus diesem Grund ist das Gitter symmetrisch bezüglich der Senkrechten. Bei senkrechtem
Einfall auf das Gitter (Licht trifft auf das Gitter an Port 2) wird die Amplitudenreflekti-
vität des zurückreflektierten Lichtes mit ρ0, und die Amplitudenbeugungseffizienzen der
±1. Ordnung mit η1 bezeichnet. Aufgrund der Symmetrie sind die Effizienzen der positi-
ven und negativen Ordnung identisch. Trifft Licht in 2. Ordnung Littrow auf das Gitter,
so bezeichnen η0, η1 und η2 die Amplitudenbeugungseffizienzen der entsprechenden Beu-
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gungsordnungen. Zur Veranschaulichung der in Gleichung (5.18) verwendeten Bezeichnung
siehe Abbildung 5.4.

in η1 η0
η1 inρ0 η1

(a) (b)

η2

Abbildung 5.4: Bezeichnungen der Beugungseffizienzen für verschiedene Einfallswinkel: (a) 2.
Ordnung Littrow (b) senkrechter Einfall.

Aus der Energieerhaltung ergeben sich die Bedingungen

η2
0 + η2

1 + η2
2 = 1 und ρ2

0 + 2η2
1 = 1. (5.19)

Zunächst sollte geprüft werden, ob wie im Falle des Stahlteilers einzelne Komponenten der
Streumatrix verschwinden können, und somit die Matrix vereinfachen. Um das Funktions-
prinzip des Gittereinkopplers zu gewährleisten, müssen η1 und ρ0 von Null verschieden
sein. Einziger möglicherweise verschwindender Gitterparameter ist demnach η2. Ist jedoch
η2 = 0, so kann die Streumatrix nicht unitär sein. Nicht alle Nebendiagonalelemente des
Produkts S†S verschwinden, wie z.B. (S†S)13 = η2

1 6= 0. Daraus folgt, daß die Streumatrix
eines niedereffizienten Einkopplers keine verschwindenden Elemente aufweist. Ferner be-
deutet dies für die Gitterherstellung, dass es unmöglich ist ein Gitter herzustellen, welches
in 2. Ordnung Littrow betrieben, eine verschwindende Beugungseffizienz in der 2. Ordnung
hat, wenn 0. und 1. Ordnung existieren.

Eine zulässige Vereinfachung der allgemeinen Streumatrix aus Gleichung (5.18) besteht
darin, die Anzahl der verschiedenen Phasen von neun auf drei zu reduzieren. Besonders
intuitiv ist hierbei die Annahme, dass die 0.,1. bzw. 2. Ordnung unabhängig vom gewähl-
ten Eingang jeweils den gleichen Phasensprung erfahren. Die drei verbleibenden Phasen
ersetzen durch diese Konvention die ursprünglichen Phasen nach

φ0 := φ13 = φ22 = φ31, (5.20)

φ1 := φ12 = φ21 = φ23 = φ32, (5.21)

φ2 := φ11 = φ33. (5.22)
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Die auf diese Weise vereinfachte Streumatrix hat die Gestalt

S3p =

η2 exp (iφ2) η1 exp (iφ1) η0 exp (iφ0)
η1 exp (iφ1) ρ0 exp (iφ0) η1 exp (iφ1)
η0 exp (iφ0) η1 exp (iφ1) η2 exp (iφ2)

 . (5.23)

Aus der Unitaritätsbedingung (Gleichung (5.5)) ergeben sich neun Gleichungen für die Ma-
trixelemente des Produkts (S†

3pS3p) aus denen die drei Phasen bestimmt werden können.
Die Diagonalelemente von (S†

3pS3p) sind unabhängig von der Phase, und nach Gleichung
(5.19) gleich 1. Die sechs verbleibenden Gleichungen sind gegeben durch

(S†
3pS3p)12 = η2η1e

i(φ2−φ1) + η1ρ0e
i(φ1−φ0) + η0η1e

i(φ0−φ1), (5.24)

(S†
3pS3p)13 = η2η0e

i(φ2−φ0) + η2
1 + η0η2e

i(φ0−φ2), (5.25)

(S†
3pS3p)21 = η1η2e

i(φ1−φ2) + ρ0η1e
i(φ0−φ1) + η1η0e

i(φ1−φ0), (5.26)

(S†
3pS3p)23 = η1η0e

i(φ1−φ0) + ρ0η1e
i(φ0−φ1) + η1η2e

i(φ1−φ2), (5.27)

(S†
3pS3p)31 = η0η2e

i(φ0−φ2) + η2
1 + η2η0e

i(φ2−φ0), (5.28)

(S†
3pS3p)32 = η0η1e

i(φ0−φ1) + η1ρ0e
i(φ1−φ0) + η2η1e

i(φ2−φ1). (5.29)

Daraus ergibt sich ein möglicher Satz von Phasen

φ0 = 0, (5.30)

φ1 = −(1/2) arccos [(η2
1 − 2η2

0)/(2ρ0η0)], (5.31)

φ2 = arccos [−η2
1/(2η2η0)]. (5.32)

Bei dieser Wahl der Phasen erfährt die 0. Beugungsordnung keinen Phasensprung. Die
beiden verbleibenden Phasen sind abhängig von den Beugungseffizienzen der einzelnen
Beugungsordnungen, also von Parametern des verwendeten Gitters. Dadurch unterschei-
den sich diese Phasen wesentlich von den Ergebnissen, die wir in Abschnitt 5.1 für ein
herkömmlichen Spiegel oder ganz allgemein einer 2-Port oder 4-Port Komponente erhal-
ten haben. Die Phasenbeziehungen zwischen den einzelnen Ports eines Spiegels oder eines
Strahlteilers sind unabhängig von der Reflektivität und Transmissivität der Komponente.
Es bestehen in diesem Fall feste Phasenbeziehungen zwischen den Ports, völlig unabhängig
von den Spiegelparametern.

Für ein Gitter mit festem ρ0
1, ergeben sich aus Gleichung (5.32) fundamentale Grenzen

für die Beugungseffizienzen η2 und η0. Durch die Vorgabe von ρ0 ist die Beugungseffizienz
η1 ebenfalls eindeutig festgelegt (vgl. Gleichung (5.19)). Der Arcuscosinus aus Gleichung
(5.32) ist nur definiert für Argumente die zwischen -1 und +1 liegen. Daraus ergibt sich für
die Beugungseffizienzen der 1. und 2. Beugungsordnung eine Einschränkung, die gegeben
ist durch die Beziehung

η0,max
min

= η2,max
min

= (1± ρ0)/2. (5.33)

Aus den einfachen Bedingungen die an eine 3-Port Streumatrix gestellt werden, folgen
unmittelbar Einschränkungen für die theoretisch möglichen Effizienzen der einzelnen Beu-

1ρ0 wird vorgegeben, da im Hinblick des Einsatzes des Gitters als Einkoppler in einen Resonator die
Finesse des Resonators von diesem Gitterparameter abhängt.
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gungsordnungen eines solchen Gitters. Diese Tatsache muß bei Design und Herstellung
stets bedacht werden, da es demnach nicht möglich ist, Gitter mit einem völlig beliebigen
Satz von Beugungseffizienzen herzustellen.

5.3 Eigenschaften eines 3-Port Resonators

Da nun die Eigenschaften eines 3-Port Gitters als isoliertes Bauteil bekannt sind, können
nun die Eigenschaften eines Resonators basierend auf einem solchen Gittereinkoppler be-
stimmt werden. Hierzu müssen die Amplituden der drei Ausgänge des Resonators, also
c1, c3 und t, sowie die Amplitude des Feldes innerhalb des Resonators c2 berechnet werden
(siehe Abbildung 5.5). Im Gegensatz zu einem konventionellen Resonator hat ein solcher

In

c1 c2 c3

t

ρ0,η0,η1,η2

ρ1,τ1

L

Abbildung 5.5: Fabry-Perot Resonator mit 3-Port Gittereinkoppler.

Resonator drei Ausgänge an denen Licht den Resonator verlassen kann. Bei einem aus zwei
herkömmlichen Spiegeln bestehenden Resonator existieren nur zwei Ausgänge an beiden
Enden des Resonators. Die Amplituden an den Ports c1 und c3 sind Überlagerungen aus
dem Feld, das den Resonator verläßt, und der 2. bzw. 0. Beugungsordnung des auf das
Gitter einfallenden Lichts (siehe Abbildung 5.5 (a)). Es existieren also zwei Ausgänge an
denen sich zwei Felder überlagern, im Unterschied zu einem konventionellen Fabry-Perot
Resonator, bei dem sich nur auf einer Seite des Resonators das Feld aus dem Resonator
mit dem am Einkoppelspiegel reflektierten Feld überlagert.

Die in Abbildung 5.5 (b) angegebenen Amplituden berechnen sich im skizzierten Fall
nach der Gleichung c1c2

c3

 = S3p ×

 1
ρ1c2 exp (2iΦ)

0

 , (5.34)
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wobei Φ = ωL/c der aus Kapitel 4.1.1 bekannte Tuning-Parameter des Resonators ist.
Aus dieser Gleichung ergeben sich die Amplituden zu

c1 = η2 exp (iφ2) + η2
1 exp [2i(φ1 + Φ)]d, (5.35)

c2 = η1 exp (iφ1)d, (5.36)

c3 = η0 + η2
1 exp [2i(φ1 + Φ)]d, (5.37)

t = iτ1c2 exp (iΦ), (5.38)

wobei d = [1−ρ0ρ1 exp (2iΦ)]−1 den ebenfalls in Kapitel 4.1.1 eingeführten Resonanzfaktor
darstellt.

Die Leistung an den einzelnen Ports ist gegeben durch das Betragsquadrat der Am-
plituden. Die Leistung innerhalb des Resonators |c2|2 weist dieselbe Proportionalität auf,
wie die Leistung innerhalb eines herkömmlichen Resonators. Sie ist gegeben durch

|c2|2 = |η1d|2. (5.39)

Im Falle eines herkömmlichen Resonators ist die Leistungsüberhöhung im Innern des Re-
sonators |a1|2 = |τd|2 (siehe Kapitel 4.1.1).

5.3.1 Modellrechnung mit perfektem Endspiegel

In Abbildung 5.6 sind die Leistungen |c1|2, |c2|2 und |c3|2 für verschiedene Gittereinkoppler
dargestellt. Die Gitter haben alle die gleiche Reflektivität ρ0 und die gleiche Einkopplung
η1, unterscheiden sich jedoch in den Werten für η2 und entsprechend Gleichung (5.19) somit
ebenfalls in η0. In der hier betrachteten Modellrechnung ist der Endspiegel des Resonators
ein perfekter Spiegel mit ρ1 = 1. Die in Abbildung 5.6 dargestellte Leistung innerhalb des
Resonators |c2|2 ist aus Gründen der Übersichtlichkeit normiert. Nach Gleichung (5.39)
ist die Leistung an Port 2 |c2|2 nur abhängig vom Resonanzfaktor d und der Einkopplung
η1. Die im Resonator umlaufende Leistung ist demnach unabhängig von η2 und somit
in allen hier betrachteten Fällen identisch. Für ein Gitter, dessen η2 den nach Gleichung
(5.33) minimal erlaubten Wert annimmt, wird auf Resonanz (Φ = 0) das gesamte Licht
zum Laser zurückreflektiert. Für ein solches Gitter ist bei einem auf Resonanz geregeltem
Resonator die Intensität am Port 1 maximal (|c1|2 = 1) und der Port 3 ist vollständig
dunkel (|c3|2 = 0).

Im anderen Extremfall ist das Gitter so konstruiert, daß η2 den maximal erlaubten
Wert annimmt. In diesem Fall kehrt sich das Verhalten des Resonators auf Resonanz
in das Gegenteil um. Es wird kein Licht zum Laser zurückreflektiert (|c1|2 = 0), und
das gesamte Licht verlässt den Resonator über Port 3 (|c3|2 = 1). Das Verhalten eines
auf diese Weise realisierten Gitterresonators entspricht dem in 4.1.1 vorgestellten Fall ei-
nes impedanzangepaßten konventionellen Fabry-Perot Resonators, bei dem der Resonator
das gesamte Licht transmittiert. In Abbildung 5.6 ist exemplarisch das Verhalten eines
Gitterresonators für zwei verschiedene Gitter, deren η2 zwischen den Extremwerten liegt,
dargestellt. Für Resonatoren mit solchen Einkopplern nehmen die Leistungen an den Ports
1 und 3 entsprechende Zwischenwerte an. Die Leistungen sind in diesem Fall nicht mehr
symmetrisch um die Resonanz. Zur weiteren Veranschaulichung dieses erstaunlichen Er-
gebnisses ist in Abbildung 5.7 die Leistung an Port 1 |c1|2 in Abhängigkeit von η2 sowie
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des Tuning-Parameters Φ dargestellt. Klar zu erkennen ist in der Abbildung, wie die Lei-
stung an Port 1 in Abhängigkeit von η2 bei Φ = 0 jeden Wert zwischen 0 und 1 annehmen
kann. Desweiteren wird der asymmetrische Charakter der Leistung an diesem Port für
nicht extremale η2 besonders deutlich.
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5.3.2 Modellrechnung mit Endspiegel endlicher Transmissivität

Für einen Gittereinkoppler mit η2 = η2min wird im völlig verlustfreien Fall, die gesamte
Leistung zum Laser zurückreflektiert. In laserinterferometrischen Gravitationswellende-
tektoren sind die konventionellen Armresonatoren ebenso geartet, um optimales ”Power-
Recycling“ zu gewährleisten. Bezüglich der Verwendung eines Gitterresonators als Armre-
sonator in einem Gravitationswellendetektor ist die Auswirkung eines Verlustes innerhalb
des Resonators auf die Ports 1 und 3 maßgeblich. Verluste innerhalb des Resonators können
durch die Transmissivität τ des Endspiegels eingestellt werden. Obwohl der Endspiegel iso-
liert betrachtet immer noch verlustfrei operiert, und demnach die Beziehung ρ1 + τ = 1
erfüllt, stellt eine von Null verschiedene Transmissivität des Endspiegels einen Verlust für
den Resonator dar. In Abbildung 5.8 ist die Leistung an den Ports 1 und 3 |c1|2 und |c3|2,
sowie die Leistung hinter dem Endspiegel |t|2 in Abhängigkeit von der Transmissivität des
Endspiegels τ dargestellt. Der Gittereinkoppler hat minimales η2 und der Resonator ist auf
Resonanz geregelt (Φ = 0). Solange der Verlust τ2 klein gegenüber der Einkopplung η2

1 ist,
bleibt die Leistung am dunklen Port |c3|2 relativ gering. Sollte ein Resonator mit einem
solchen Gittereinkoppler in die bestehenden Interferometertopologien integriert werden, so
wäre der Port 3 ein in Bezug auf die Leistung ungenutzter Port. Im Falle geringer Verluste
verglichen mit der Einkopplung geht in dem ungenutzten Port nur wenig Leistung verlo-
ren. Das in einem solchen Armresonator erzeugte Signal teilt sich zu gleichen Teilen auf
die Ports 1 und 3 auf, so dass der Port 3 in Bezug auf das Signal nicht ungenutzt bleiben
sollte. Neue Interferometertopologien bzw. eine andere Auslesetechnik sind von Nöten, um
auch diesen Teil des Signals zu nutzen.
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Abbildung 5.6: Die Intensitäten der drei Ports für verschiedene Gittereinkoppler mit gleichem
ρ0 und η1 jedoch verschiedenen Werten für η2 und η0 als Funktion des Tuning-Parameters Φ. Das
Feld |c2|2 ist normiert.
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Abbildung 5.8: Leistungen an den drei Ports des Resonators in Abhängigkeit von der Endspie-
geltransmissivität.
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Kapitel 6

Experimente

6.1 Lasersystem

Für alle im Rahmen dieser Arbeit verwendeten Experimente wurde ein kommerzielles
Lasersystem der Firma InnoLight verwendet. Der Laser aus der Produktreihe Mephisto
verfügt über eine Ausgangsleistung von 1,2W bei einer Wellenlänge von 1064 nm. Das
laseraktive Medium wird von Dioden bei einer Lichtwellenlänge von 880 nm gepumpt. Bei
dem hier verwendeten Lasertyp fungiert das laseraktive Medium selbst, in diesem Fall ein
monolithischer Nd:YAG-Kristall, als nicht planarer Ringoszillator (NPRO). Durch den
Verzicht auf einen externen Resonator erreicht ein NPRO eine hohe intrinsische mechani-
sche Stabilität.

6.1.1 Laserlichtvorbereitung

Neben dem eigentlichen Laser gehören noch einige weitere Standardkomponenten zum
Aufbau, die dazu dienen das Laserlicht für die eigentlichen Experimente vorzubereiten.
Der Aufbau dieser Komponenten ist in Abbildung 6.1 dargestellt.

Um Instabilitäten des Lasers durch rückreflektiertes Laserlicht zu verhindern, passiert
das Licht direkt hinter dem Laserkopf eine optische Diode. Eine optische Diode, häufig
auch als Faraday Isolator bezeichnet, besteht im wesentlichen aus zwei gegeneinander ver-
drehbaren polarisierenden Strahlteilern, sowie einem Kristall der dem magnetischen Feld
eines Permanentmagneten ausgesetzt ist. Passiert linear polarisiertes Licht diesen Kristall,
so erfährt das Licht eine nicht-reziproke Drehung seiner Polarisationsebene. Diesen Effekt
nennt man Faraday-Effekt. Auf diese Weise können hin- und rücklaufender Strahl mit
Hilfe der polarisierender Strahlteiler räumlich getrennt werden, und ein Rückreflex in den
Laserresonator verhindert werden. Für manche der im folgenden geschilderten Experimen-
te wurde ein Modenfilter verwendet. Ein Modenfilter ist ein aus drei Spiegeln bestehender
Ringresonator. Um eine hohe mechanische Stabilität des Resonators zu gewährleisten,
sind die drei Spiegel mit einem Abstandhalter aus Zerodur fest verbunden. Zerodur ist
eine Glaskeramik, die sich durch eine äußerst geringe thermische Ausdehnung auszeich-
net. Einer der Spiegel des Resonators ist auf einer Piezokeramik aufgebracht, um durch
Anlegen einer Spannung an selbigen die Resonatorlänge variieren zu können. Die Reso-
natorlänge wird mit Hilfe des Pound-Drever-Hall Verfahrens (PDH) so geregelt, daß der
Resonator stets resonant ist für das vom Laser emittierte Licht. Zu diesem Zweck benötigt
man eine Photodiode, die die Lichtintensität des am Einkoppelspiegel des Ringresonators
reflektierten Lichtes misst. Ist der Resonator auf Resonanz mit dem einfallenden Laser-
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Abbildung 6.1: Aufbau zur Laserlichtvorbereitung.

licht, so wird die Intensität an dieser Stelle minimal. Um die Resonatorlänge zu regeln
wird ein Regelsignal benötigt, welches angibt in welche Richtung die Regelung die Re-
sonatorlänge verändern muss, um die Resonanzbedingung zu erfüllen. Zu diesem Zweck
wird die Frequenz des Laserlichtes durch einen Elektro-optischen Modulator (EOM) peri-
odisch verändert. Durch einen Vergleich der Änderung der reflektierten Intensität mit der
Frequenzvariation ist abzuleiten, in welche Richtung die Resonatorlänge geregelt werden
muss. Eine ausführliche Beschreibung des PDH- Verfahrens wird in [37] geliefert. Hinter
dem Modenfilter weist das Laserlicht eine wesentlich verbesserte räumliche Modenstruktur
auf, da bei entsprechender Regelung des Modenfilters nur die Fundamentalmode TEM00

resonant ist. Es steht ein beugungsbegrenzter Laserstrahl mit einem gaussförmigen Strahl-
profil zur Verfügung, dessen Strahlparameter durch die Resonatorgeometrie gegeben ist.

6.2 Hocheffizientes Gitter als Resonatoreinkoppler

Die hocheffizienten Reflexionsgitter, die für die im folgenden beschriebenen Experimen-
te verwendet wurden, wurden am Institut für Angewandte Physik in Jena sowohl desi-
gned als auch gefertigt. Hierbei handelt es sich um 1” Quarzsubstrate die von der Firma
Layertec mit einem hochreflektierenden Schichtsystem aus alternierenden Schichten aus
Quarz (Brechungsindex 1,45) und Tantalpentoxid (Ta2O5) (Brechnungsindex 2,02) verse-
hen worden sind. Das Schichtsystem ist optimiert für einen Einfallswinkel von 30◦. In die
Deckschicht des Mehrschichtsystems wurde mit den in Kapitel 3 vorgestellten Methoden
eine Gitterstruktur mit einer Gitterperiode von 1060 nm geätzt. Auf dem Substrat be-
finden sich zwei Gitter mit einer Größe von jeweils 15×5 mm2, die sich in der Stegbreite
unterscheiden (siehe Abbildung 6.2). Aus der Gitterperiode ergibt sich der Einfallswinkel
für den Aufbau in 1. Ordnung Littrow zu etwa 30◦ (siehe Abbildung 6.3). Die theoretisch
vorhergesagte Beugungseffizienz der 1. Beugungsordnung sollte für das angestrebte Design
oberhalb von 98 % liegen. In Abbildung 6.4 ist die Beugungseffizienz der 1. Ordnung η2

1

in Abhängigkeit von Stegbreite und Grabentiefen dargestellt. Für Gitter deren Parameter
innerhalb des gestrichelten Bereichs liegen, sollte die Beugungseffizienz der 1. Ordnung η2

1
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Abbildung 6.2: 1” Quarzsubstrat mit zwei hocheffizienten Gittern. Alle Längenangaben in mm.

In

m=1
30° 30°

Abbildung 6.3: Winkel für 1. Ordnung Littrow Konfiguration.
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mindestens 0,98 betragen. Sowohl Stegbreite als auch Grabentiefe verfügen über ein min-
destens 1µm großen Toleranzbereich innerhalb dessen die Beugungseffizienz immer noch
98% überschreitet.
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Abbildung 6.4: Design des hocheffizienten Gitters [38]

6.2.1 Charakterisierung der Gitter

Zur Charakterisierung der Gitter wurde das Gitter zunächst in 1. Ordnung Littrow justiert.
Mit einer λ/2-Platte und einem polarisierenden Strahlteiler wird dann die Polarisation ein-
gestellt. Nach erfolgter Optimierung der Polarisation kann der polarisierende Strahlteiler
wieder entfernt werden. Zur Bestimmung der Beugungseffizienz der 0. Ordnung wurde
die Leistung des einfallenden Lichts Pin und des in die 0. Ordnung gebeugten Lichts P0

mit einem Leistungsmessgerät der Firma Coherent gemessen. Der Fehler des verwendeten
Messgerätes liegt bei 5%. Die Beugungseffizienz der 0. Ordnung ergibt sich zu

η2
0 =

P0

Pin
=

10 mW
665 mW

= 0,0150± 0,0015. (6.1)

Da sich in 1. Ordnung Littrow das hinlaufende Licht und die 1. Beugungsordnung überla-
gern, kann die 1. Ordnung nicht direkt gemessen werden. Selbst wenn dies möglich wäre,
wäre die Genauigkeit des Messgerätes nicht ausreichend, um einen aussagekräftigen Wert
für die Beugungseffizienz zu ermitteln. Die beiden transmittierten Ordnungen des Gitters
waren trotz der hohen Eingangsleistung nicht messbar. Sie ist damit in jedem Fall kleiner
als 10 ppm.

Durch Fehler beim Belichten das Substrats existieren auf der strukturierten Fläche des
Substrats zusätzlich zur gewollten Gitterperiode von 1060 nm noch weitere periodische
Strukturen mit anderen Perioden. Daraus ergeben sich zahlreiche weitere Beugungsord-
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nungen, die nicht als punktförmige diskrete Ordnungen, sondern vielmehr als einzelne
Streifen zu erkennen sind. In Abbildung 6.5 ist die Lage dieser Streifen skizziert.

a h

g

fed
c

b

Abbildung 6.5: Räumliche Verteilung der zusätzlichen Ordnungen des hocheffizienten Gitters.

Tabelle 6.2.1 gibt die Beugungseffizienzen dieser zusätzlichen Ordnungen an. Da die
Ordnungen nicht von einem Gitter, sondern von vielen verschiedenen Übergittern verur-
sacht werden, sind diese nicht mit Zahlen, sondern mit kleinen Buchstaben bezeichnet. Die

Ordnung Beugungseffizienz
a 1, 05 · 10−4

b 1, 73 · 10−4

c 1, 95 · 10−3

d 7, 14 · 10−4

e 3, 16 · 10−4

f 2, 75 · 10−3

g 1, 08 · 10−3

h 1, 23 · 10−4

Summe: 7, 21 · 10−3

Tabelle 6.1: Beugungseffizienzen der zusätzlichen Ordnungen des hocheffizienten Gitters.

untere Grenze für die Verluste am Gitter liegt bei 7, 21 · 10−3. Die Verluste sind demnach
mindestens halb so groß, wie die Einkopplung η2

1. Diese Zahl ist nur als untere Grenze
zu verstehen, da nicht die gesamte Lichtleistung die in die zusätzlichen Ordnungen ge-
beugt wurde, erfasst ist. Desweiteren beinhaltet dieser Wert nicht das Streulicht, welches
ebenfalls einen erheblichen Verlustkanal darstellt.

6.2.2 Experimentelle Ergebnisse

Der Aufbau eines Fabry-Perot Resonators mit einem hocheffizienten Reflexionsgitter als
Einkoppler ist in Abbildung 6.6 dargestellt. Der Endspiegel des Resonators ist ein Spiegel
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PD 1

Abbildung 6.6: Aufbau Fabry-Perot Resonator mit hocheffizientem Einkoppler.

mit einer Reflektivität von ρ2
1 = 0,99. Der Krümmungsradius des Spiegels beträgt 1,5 m.

Die Resonatorlänge wurde auf 0,4 m festgelegt. Der gekrümmte Endspiegel bildet mit dem
flachen Gitter einen halbsymmetrischen Resonator. Aus Gleichung 4.28 ergibt sich die
Strahltaille der Eigenmode des Resonators am Gitter zu

w0 = 474µm. (6.2)

Die Strahlparameter des in den Resonator einkoppelnden Strahls und die der Eigenmode
des Resonators müssen übereinstimmen. Das Anpassen dieser beiden Strahlen bezeichnet
man als Modenanpassung (mode-matching). Typischerweise verwendet man Linsenpaare,
um die Strahlparameter des einzukoppelnden Strahls an die Resonatoreigenmode anzupas-
sen. Eine genaue Beschreibung sowie ein Computer Code zur Berechnung der Modenanpas-
sung ist in A zu finden. Der Endspiegel des Resonators ist auf einem Ringpiezo angebracht,
mit dessen Hilfe die Resonatorlänge periodisch verändert wird. Mit einer Photodiode (PD
1) wird das Transmissionssignal des Resonators hinter dem Endspiegel aufgezeichnet.

Abbildung 6.7 zeigt den Verlauf der Rampe des Piezos in willkürlichen Einheiten und
das dazugehörige Signal der Photodiode PD 1. Die großen Spitzen im Photodiodensignal
repräsentieren die Grundmode TEM00 des Resonators. Der Abstand der beiden Spitzen
entspricht dem freien Spektralbereich (FSR). Die Abbildung 6.8 zeigt das Transmissionssi-
gnal des Resonators um die Resonanz. Hieraus ist die Halbwertsbreite (FWHM) abzulesen.
Die Finesse des Resonators ergibt sich nach Gleichung (4.16)

F =
FSR

FWHM
=

5,5 ms
52µs

= 105. (6.3)

Aus dem auf diese Art bestimmten Wert für die Finesse des Resonators kann nach Glei-
chung 4.16 die Beugungseffizienz der 1. Ordnung η2

1 des Gitters abgeleitet werden. Für die
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Abbildung 6.7: Aufnahme eines freien Spektralbereichs des Resonators mit hocheffizienten Ein-
koppler.

Amplitudenbeugungseffizienz η1 gilt

η1 =
1
ρ1

(
−π +

√
π2 + 4F2

2F

)2

. (6.4)

Mit den hier vorliegenden Parametern ergibt sich eine Beugungseffizienz des Gitters von
η2
1 ≈ 0.95. Der Verlust an der Komponente A ergibt sich aus der Beziehung

A = 1− η2
0 + η2

1 = 0,035. (6.5)

Sollten bei zukünftigen Gittern keine fertigungsbedingten zusätzlichen Beugungsordnun-
gen auftreten, so kann dieser Wert für das gleiche Gitterdesign sicher noch weiter gesenkt
werden.

6.3 Niedereffizientes Gitter als Resonatoreinkoppler

Die niedereffizienten Gitter, die im Rahmen dieser Arbeit verwendet wurden, wurden
ebenfalls am Institut für Angewandte Physik in Jena gefertigt. In ein rechteckiges Quarz-
substrat sind fünf Gitter mit einer Periode von 1450 nm geätzt. Die einzelnen Gitter un-
terscheiden sich im Füllfaktor. Die Gitterstege haben eine Tiefe von 40–50 nm. Die Gitter
wurden mit einem hochreflektierenden Mehrschichtsystem, welches für einen Winkelbe-
reich von 0–80◦optimiert ist, überbeschichtet. Da es sich bei diesen Gittern um die ersten
Prototypen handelt, wurden die Substrate in der Mitte durchgesägt, um mit einem Raste-
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Abbildung 6.8: Vegrößerte Aufnahme der Resonanz des Resonators mit hocheffizientem Einkopp-
ler.

relektronenmikroskop die Gitterstruktur abzubilden. Für die im folgenden beschriebenen
Experimente stand die obere Hälfte des Substrats zur Verfügung (siehe Abbildung 6.9). Die
Gitterperiode ist so gewählt, dass in 2. Ordnung Littrow Konfiguration die 1. Beugungs-
ordnung unter einem Winkel von 0◦gebeugt wird. Hieraus ergibt sich ein Einfallswinkel
von 47◦(siehe Abbildung 6.10).

6.3.1 Charakterisierung der Gitter

In 2. Ordnung Littrow Konfiguration ist die Beugungseffizienz der 1. Ordnung η2
1, sowie

die Transmission t21 meßbar (siehe Abbildung 6.11)(a)). Unter einem Einfallswinkel von
0◦ist ebenfalls η2

1 sowie die Transmission t22 (siehe Abbildung 6.11 (b)) zu messen.
Die Ergebnisse dieser Messungen sind in Tabelle 6.3.1 dargestellt. In 2. Ordnung Lit-

trow Konfiguration wird die 2. Beugungsordnung in sich zurückreflektiert, so daß diese
nicht direkt meßbar ist.

6.3.2 Modenanpassung mit elliptischen Strahlprofilen

Das niedereffiziente Gitter bildet zusammen mit einem gekrümmten Endspiegel einen halb-
symmetrischen Resonator. Die Eigenmode eines solchen Resonators ist ein runder Gauss-
Strahl, dessen Parameter sich aus Gleichung (4.28) ergeben. Trifft in 2. Ordnung Littrow
ein runder Strahl auf das Gitter, so ist der Strahl, der in die 1. Beugungsordnung gebeugt
wird, elliptisch. Der Einfallswinkel (47◦) stimmt nicht mit dem Ausfallswinkel (0◦) übe-
rein, wodurch der Strahl in einer Dimension verzerrt wird. Zwischen einfallendem Strahl
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1 5432

Abbildung 6.9: Quarzsubstrat mit fünf verschiedenen niedereffizienten Gittern.

Inm=2 m=0

m= -1 m=1

47° 47°

Abbildung 6.10: Winkel für 2. Ordnung Littrow Konfiguration.

Gitter η2
1 t21 t22

1 0,0058 0,0003 0,00017
2 0,015 0,00025 0,00018
3 0,023 0,00025 0,00026
4 0,029 0,0003 0,00033
5 0,03 0,0003 0,00035

Tabelle 6.2: Beugungseffizienzen und Transmission der niedereffizienten Gitter.
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Abbildung 6.11: Bezeichnungen der Beugungseffizienzen und transmittierte Ordnungen.

wein und ausfallendem Strahl waus besteht in der verzerrten Dimension die Beziehung

waus =
wein

cos(α)
, (6.6)

wobei α den Einfallswinkel darstellt. Für die Modenanpassung hat dies zur Folge, dass
der auf das Gitter einfallende Strahl genau die Elliptizität aufweisen muss, die durch die
Verzerrung der 1. Beugungsordnung gerade kompensiert wird. Für den hier betrachteten
Fall eines Resonators der Länge L = 0,38 m mit einem gekrümmten Endspiegel mit einem
Krümmungsradius von Rrc = 1,5 m bedeutet dies, daß der Strahl an der Stelle des Gitters
seine Strahltaille mit den Größen

w0x = 320µm, (6.7)

w0y = 470µm (6.8)

haben muss. Zur Erzeugung eines elliptischen Strahlprofils können keine herkömmlichen
Linsen verwendet werden, da solche Linsen die Strahlparameter in allen Dimensionen in
gleichem Maße beeinflussen. Ein rundes Strahlprofil kann auf diese Weise nicht elliptisch
werden. Eine Alternative stellen herkömmliche Linsen dar, die gegenüber der optischen
Achse geneigt sind. Eine verkippte Linse hat in x- und y-Richtung eine unterschiedliche
Brennweite die gegeben ist durch

fx = f · cos (δ), (6.9)

fy = f/ cos (δ), (6.10)

wobei δ der Kippwinkel der Linse und f die Brennweite der nicht verkippten Linse ist.
Um keine zusätzlichen Verzerrungen des Strahlprofils zu erhalten, sollte der Kippwinkel
20◦ nicht überschreiten. Ein Nachteil dieser Methode besteht darin, dass eine verkipp-
te Linse immer beide Dimensionen des Strahls beeinflusst, und somit x- und y-Richtung
nicht völlig unabhängig voneinander behandelt werden können. Für die Modenanpassung
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benutzt man ein Linsenpaar bestehend aus einer herkömmlichen und einer verkippten
Linse. Durch die Kopplung der beiden Dimensionen ist der Anzahl der Lösungen für ein
bestimmtes Modenanpassungsproblem stark begrenzt und oftmals schwer zu realisieren.
Eine alternative Methode stellen Paare aus Zylinderlinsen dar. Mit Zylinderlinsen können
x- und y-Richtung des Strahlprofils unabhängig voneinander eingestellt werden, da diese
den Strahlparameter in nur einer Dimension beeinflussen. Nachteilig ist bei dieser Methode
jedoch, dass hier für jede Dimension ein Linsenpaar benötigt wird, wodurch sich die Anzahl
der optischen Komponenten erhöht. Die richtige Position des Linsenpaares ist für ellipti-
sche Strahlen wesentlich schwieriger zu finden als bei runden Strahlprofilen. Im Anhang
ist eine genauere Beschreibung des Modenanpassungsproblem, sowie ein Matlab-Code zur
Lösung des Problems zu finden.

6.3.3 Experimentelle Ergebnisse

Der Aufbau eines Fabry-Perot Resonators mit einem niedereffizienten Gitter als Einkoppler
ist in Abbildung 6.12 dargestellt [2]. Der Endspiegel des Resonators ist ein hochreflektie-

PD 2

PD 1
PD 3

Abbildung 6.12: Aufbau Fabry-Perot Resonator mit niedereffizientem Einkoppler.

render Spiegel mit einem Krümmungsradius von Rrc = 1,5 m. Die Resonatorlänge beträgt
0,38 m. Der Endspiegel ist auf einem Ringpiezo aufgebracht, um die Resonatorlänge peri-
odisch zu verändern. Mit den Photodioden PD 1, PD 2 und PD 3 können die in Kapitel
5 berechneten Felder |c1|2, |t|2 und |c3|2 gemessen werden. Abbildung 6.13 zeigt eine Auf-
nahme des freien Spektralbereichs des Resonators. Abbildung 6.14 zeigt eine vergrößerte
Aufnahme des Transmissionssignals des Resonators. Mit Hilfe des auf dem Laserkristall
angebrachten Piezos wurde die Laserfrequenz des einfallenden Lichts mit einer Frequenz
von 10 MHz moduliert. Die dadurch entstandenen Seitenbänder werden genutzt, um die
in Abbildung 6.14 abgebildete Zeitachse in Frequenzen umzurechnen. Auf diese Weise
kann die Halbwertsbreite der Resonanz bestimmt werden. Der freie Spektralbereich ergibt
sich aus der makroskopischen Länge des Resonators. Daraus ergibt sich die Finesse des



62 Experimente

0 0.5 1 1.5 2 2.5

x 10
−3

−0.5

0

0.5

1

1.5

2

2.5

3

3.5

t [s]

U
 [V

]

PD 2

Rampe

Abbildung 6.13: Aufnahme eines freien Spektralbereichs des Resonators mit niedereffizientem
Einkoppler.

Resonators zu
F =

FSR
FWHM

=
395 MHz
1 MHz

= 395. (6.11)

Dieser Wert entspricht bei einer angenommenen Reflektivität des Endspiegels von ρ2
1 =

0,999 einem ρ2
0 des Gitters von etwa 0,985.

6.3.4 Vergleich mit der Theorie

Abschließend ist noch zu untersuchen, inwieweit die theoretischen Ergebnisse des Streuma-
trixformalismus die tatsächlich messbaren Resultate beschreiben können. Die in Kapitel
5 berechnete Asymmetrie der Signale um die Resonanz sollten, falls das verwendete Git-
ter einen vom Minimalwert abweichenden Wert für η2

2 besitzt, auch im Experiment zu
erkennen sein. Hierbei sei angemerkt, daß das Streumatrixmodell in der hier verwendeten
Form keinerlei Verluste beinhaltet, im Experiment jedoch sehr wohl Verluste auftreten,
die zwangsläufig zu einer Abweichung von der Theorie führen. Für den Vergleich der
Rohdaten mit der Theorie wurden zunächst die Spannungen der Photodioden jedes ein-
zelnen Ports normiert. Der Abstand der beiden Resonanzen entspricht einem Wert des
Tuning-Parameters Φ von 180◦. Auf diese Weise wird die x-Achse der in Abbildung 6.15
dargestellten Graphen skaliert. Die Theoriekurven, die in Abbildung 6.15 den experimen-
tellen Ergebnissen gegenübergestellt werden, basieren auf den in Kapitel 5 hergeleiteten
Phasenbeziehungen. Die Beugungseffizienzen wurden entsprechend der gemessenen Werten
gewählt. Der obere Graph in Abbildung 6.15 zeigt neben den theoretisch und experimen-
tell ermittelten Werten für Port 1 auch das berechnete am Endspiegel transmittierte Feld
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Abbildung 6.14: Halbwertsbreite der Resonanz mit Frequenzmarkierungen jeweils 10MHz von
der Resonanz entfernt.

|t|2. Deutlich zu erkennen ist die Asymmetrie der Felder an Port 1 gegenüber dem sym-
metrischen Transmissionssignal. Der mittlere Graph zeigt den Vergleich zwischen Theorie
und Experiment an Port 3. Der untere Graph stellt die Leistung am Transmissionsport |t|2
der theoretischen Vorhersage gegenüber. Alle drei Graphen zeigen eine gute Übereinstim-
mung von Theorie und Experiment. Dennoch sind Abweichungen zu erkennen, die darin
begründet sind, das die Theorie den Einfluss von höheren Moden und von Verlusten am
Gitter nicht berücksichtigt. Eine genauere Analyse der Übereinstimmung von Theorie und
Experiment könnten Experimente mit Gittern zeigen, welche alle die gleiche Einkopplung
η1 haben, jedoch stark unterschiedliche Werte für η2 aufweisen. Die verschiedenen Re-
sonatoren sollten unterschiedlich stark ausgeprägte Asymmetrien aufweisen, wodurch ein
genauerer Vergleich zwischen Theorie und Experiment möglich ist.
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Abbildung 6.15: Vergleich des Streumatrixmodells mit den experimentellen Ergebnissen.



Kapitel 7

Ausblick

Für den Einsatz diffraktiver Optiken in zukünftigen Gravitationswellendetektoren sind
noch eine ganze Reihe Fragen offen, die aus Zeitgründen nicht im Rahmen dieser Arbeit
zu klären waren. Den nächsten Entwicklungsschritt stellt sicher die weitere Verbesserung
der diffraktiven Optiken in Bezug auf ihre Verluste dar, sowohl bei den hocheffizienten
Gittern als auch bei den niedereffizienten Einkopplern. Ebenso muss untersucht werden
in welcher Weise diffraktive Optiken in Größen verfügbar gemacht werden können, welche
den Anforderungen von Gravitationswellendetektoren entsprechen. Ebenso sollten Gitter
auf alternativen Substratmaterialien wie z. B. Silizium erprobt werden. Desweiteren sollten
Untersuchungen folgen, welche sich mit dem Einfluss von Frequenzschwankungen des La-
sers auf das Verhalten diffraktiv gekoppelter Resonatoren beschäftigen. Sinnvoll ist ferner
die Integration von diffraktiven Optiken in das Simulationsprogramm Finesse.

Sowohl der Aufbau von bekannten Interferometertopologien, als auch die Ergründung
alternativer Topologien mit diffraktiven Optiken können Aufschlüsse über neuartige ex-
perimentelle Probleme und die Kontrollierbarkeit solcher Interferometer geben. In Anbe-
tracht der immer weiter steigenden Ausgangsleistungen moderner Lasersysteme ist auch
über den Einsatz von diffraktiv gekoppelten Ringresonatoren als Modenfilter nachzuden-
ken.

Ein theoretisches Modell zum Verständnis des niedereffizienten Einkopplers ist bereits
vorhanden, trotzdem sind noch weitere Experimente denkbar, mit denen die Übereinstim-
mung von Theorie und Experiment überprüft werden können. Experimente an Gittern,
welche bei gleicher Einkopplung η2

1 stark unterschiedliche Werte für die Beugungseffizi-
enz der 2. Ordnung η2

2 aufweisen, könnten genauere Erkenntnisse gewonnen über Zusam-
menspiel von Theorie und Experiment liefern. Stünden Gitter zur Verfügung, die einen
möglichst breiten Bereich zwischen den Extremwerten von η2

2 abdecken, kann auf diese
Weise eine genauere Aussage über die Gültigkeit der Theorie getroffen werden. Die ver-
schiedenen Resonatoren sollten eine stark unterschiedliche Asymmetrie aufweisen, welche
einen genaueren Vergleich mit der Theorie erlaubt.

Ferner besteht eine interessante Fragestellung darin, inwiefern Gitter mit einer asym-
metrischen periodischen Struktur eine sinnvolle Anwendung im Bereich der Gravitati-
onswellendetektoren besitzen. Die bisher betrachteten Gitter verfügen über eine binäre
Struktur, wodurch sie für Licht, welches unter einem 0◦ Winkel einfällt, symmetrisch sind.
Daraus ergeben sich zwangsläufig gleiche Beugungseffizienzen für die +1. und -1. Ordnung.
Für ein Gitter mit unsymmetrischen Profil sind diese Beugungseffizienzen nicht identisch.
Ein solches Gitter weist andere Eigenschaften auf, welche eventuell von Vorteil sind für
die Anwendung in Interferometern.
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Anhang A

Gauss-Strahlen

Im Rahmen dieses Kapitels sollen einige wichtige Gleichungen die zur Beschreibung von
Gauss-Strahlen benötigt werden, eingeführt werden. Desweiteren soll ein kurzer Einblick
in die Modenanpassung gewährt werden. Für eine ausführliche Darstellung siehe [39].

Eine Feldkomponente u erfüllt die skalare Wellengleichung

∇2u+ k2u = 0, (A.1)

wobei k = 2π/λ darstellt. Für Licht welches sich entlang der z-Achse ausbreitet wählt
man den Ansatz

u = ψ(x, y, z) exp (−ikz). (A.2)

Die Funktion ψ ist eine komplexe Funktion, die den Unterschied zwischen Ebenen Wel-
len und einem Laserstrahl ausmacht. Ein Laserstrahl verfügt über eine nichtgleichförmige
Intensitätsverteilung, sowie einer steigenden Ausdehnung des Strahls im Laufe der Propa-
gation. Mit dem gewählten Ansatz erhält man eine Differentialgleichung für ψ

∂2ψ

∂x2
+
∂2ψ

∂y2
− 2ik

∂ψ

∂z
= 0. (A.3)

Hierbei wurde angenommen, daß ψ entlang der z-Achse nur langsam variiert, und somit
die zweite Ableitung ∂2ψ/∂z2 vernachlässigbar sind. Die Lösung dieser Gleichung ergibt
sich unmittelbar zu

ψ = exp
[
−i
(
P +

k

2q
r2
)]
, (A.4)

mit r2 = x2 + y2. Der Parameter P (z) repräsentiert eine komplexe Phasenverschiebung,
die mit der Propagation des Lichts verknüpft ist. Der Parameter q(z) ist der komplexe
Strahlparameter, welcher die gaussförmige Verteilung der Strahlintensität um die optische
Achse, sowie die Krümmung der Wellenfront beschreibt. Setzt man die Lösung (A.4) in
(A.3) ein, und vergleicht die Koeffizienten der Potenzen von r, so erhält man die Bedin-
gungen

∂q

∂z
= 1 (A.5)

und
∂P

∂z
= − i

q
. (A.6)
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Durch Integration der ersten Bedingung erhält man eine Beziehung zwischen den Strahl-
parametern an zwei Ebenen, die einen Abstand z voneinander haben

q1 = q2 + z. (A.7)

A.1 Propagation

Zur Veranschaulichung ist es sinnvoll, den komplexen Strahlparameter q in zwei reelle Pa-
rameter zu zerlegen. Die beiden reellen Parameter w und R sind mit dem Strahlparameter
nach

1
q

=
1
R
− i

λ

πw2
(A.8)

verknüpft. Die Größe R(z) kann verstanden werden als Krümmungsradius der Wellenfront,
die die optische Achse an der Stelle z schneidet. Der Parameter w(z) ist ein Maß für die
Abnahme des elektrischen Feldes mit steigenden Abstand von der optischen Achse. Dieser
Abfall folgt einer Gauss-Verteilung. Der Strahlradius w ist gegeben durch den Abstand
von der optischen Achse, bei dem die Amplitude auf das 1/e-fache seines Maximalwertes
auf der optischen Achse abgefallen ist. Der Gauss-Strahl hat seinen kleinsten Strahlradius
w0 an der Stelle, wo die Wellenfront plan ist. Diese Stelle bezeichnet man als Strahltaille.
An der Strahltaille ist der Strahlparameter q rein imaginär:

q0 = i
πw2

0

λ
. (A.9)

In einem Abstand z von der Strahltaille ist der Strahlparameter nach Gleichung (A.7)
gegeben durch

q = q0 + z = i
πw2

0

λ
+ z. (A.10)

Aus Gleichung (A.8) und (A.10) ergeben sich durch Umformung Gleichungen für R und
w

w2(z) = w2
0

[
1 +

(
λz

πw2
0

)2
]
, (A.11)

R(z) = z

[
1 +

(
πw2

0

λz

)2
]
. (A.12)

A.2 Wirkung dünner Linsen

Eine Linse kann benutzt werden, um einen Laserstrahl mit einem bestimmten Strahlra-
dius und einer bestimmten Wellenfrontkrümmung zu präparieren. Eine optimale Linse
läßt dabei die transversale Feldverteilung unverändert, so daß die Modenordnung erhalten
bleibt.

Eine ideale Linse der Brennweite f verändert den Krümmungsradius einer einlaufenden
Lichtwelle R1 in einen Krümmungsradius R2 unmittelbar hinter der Linse gemäß der
Gleichung

1
R2

=
1
R1

− 1
f
. (A.13)
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Der Strahlradius einer einlaufenden Lichtwelle wird beim Durchgang durch eine Linse nicht
verändert, so daß die Strahlparameter von ein- und auslaufenden Welle die Beziehung

1
q2

=
1
q1
− 1
f

(A.14)

erfüllt.

A.3 Modenanpassung

Das Problem der Modenanpassung besteht darin einen vorhandenen Laserstrahl mit ge-
gebenen Strahlparameter an die Eigenmode eines Resonators anzupassen. Hierzu können
Linsen bzw. Linsenpaare verwendet werden, um den Strahlparameter gezielt zu beeinflus-
sen. Eine schematische Darstellung der Modenanpassung mit einer Linse an einen sym-
metrischen Resonator ist in Abbildung A.1 dargestellt. Bei der Modenanpassung ist die

w1 w2

r1 r2

f

d1 d2

z1 z2

d

Abbildung A.1: Schema der Modenanpassung für einen symmetrischen Resonator

Brennweite der Linse f und ihr Abstand d1 zur Strahltaille w1 so zu wählen, daß die neue
Strahltaille in Position und Größe der Eigenmode des Resonators entspricht. Die optimale
Positionierung der Linse bzw. des Linsenpaares ist oftmals schwierig zu finden. Als prak-
tische Hilfe gibt es diverse Computerprogramme, die Gauss-Strahlen unter dem Einfluß
von Linsen visualisieren. Zur Lösung des Modenanpassungsproblem sind diese Programme
jedoch nur bedingt geeignet, da sie lediglich eine vom Benutzer gewählte Linsenkonfigura-
tion darstellen können. Gerade Lösungen für elliptische Strahlprofile sind auf diese Weise
äußerst mühsam zu finden. Das im nächsten Abschnitt beschriebene Matlab-Skript ver-
folgt einen anderen Ansatz.
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Anhang B

Matlab-Skript zur

Modenanpassung

In diesem Kapitel wird ein Matlab-Skript präsentiert welches zur Lösung des Modenanpas-
sungsproblem genutzt werden kann. Hierzu muss vom Benutzer lediglich der Radius der
Start- und Zielstrahltaille, sowie der Abstand der beiden Strahltaillen voneinander einge-
geben werden. Ebenso wählbar sind die Brennweiten der beiden für die Modenanpassung
verwendeten Linsen. Das Skript berechnet daraufhin alle sinnvollen Positionierung der
beiden Linsen, und gibt die Positionen aus, bei der der Überlapp zwischen tatsächlichem
und gewünschten Strahl maximal ist. Desweiteren wird ein 3-D Graph erstellt, bei dem
der Überlapp zwischen gewünschtem und tatsächlichem Strahl in Abhängigkeit von der
Position beider Linsen aufgetragen ist. Diese Darstellung ist sinnvoll um Konfigurationen
mit verschiedenen Linsen zu vergleichen. Manche Konfigurationen erfordern eine weniger
genaue Positionierung als andere, so daß aus dieser Darstellung eine optimale Lösung abge-
leitet werden kann. Das Skript ist in der Lage sowohl runde als auch elliptische Strahlprofile
zu berechnen. Dazu können herkömmliche, verkippte oder auch Zylinderlinsen verwendet
werden.
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% [ npz1 , npz2 , no l ]=modematch2r
% c a l c u l a t e s the 2 l en s mode matching s o l u t i o n f o r 2 wa i s t s

separa ted by a f i x e d d i s t ance .
% then l oo k s at v a r i a t i o n s in the mode over l ap as t h e s e l en s

p o s i t i o n s are var i ed
% produces 2 contour p l o t s , 1 wi th a f r e e sca l e , the o ther wi th

a f i x e d s c a l e f o r comparing
% to o ther l en s c on f i g u r a t i on s d i r e c t l y .
% I t can handle c y l i n d r i c a l beams .
function [ npz1 , npz2 , no l ]=modematch2 ( f1 , f 2 )

t ic t0=toc ;

% c l e a r
warning o f f

m i n d i s t t o f i r s t l e n s =0.1 ;
wxo=456e−6;%430e−6;
wyo=456e−6;%456e−6;
de l t a =0; w a f t e r =(474e−6) ∗1 . 4 7 ;
w a f t e r y=w a f t e r ;%474e−6;
deg=20; % Kippwinkel Linse
rad=deg∗pi /180 ;

% f1=100e−3;
% f2=200e−3;

f 1 =62.86e−3; f 2 =1.048∗100e−3;
f1y=f1 ;%/cos (20∗ p i /180) ;
%f1=f1 ∗ cos (20∗ p i /180) ;
f2y=f2 ; %∗ cos (20∗ p i /180) ;
f 2=f2 ; %/cos (20∗ p i /180) ;

sep =1.2 ;

w before=wxo ; w beforey=wyo ; i f m i n d i s t t o f i r s t l e n s==0
m i n d i s t t o f i r s t l e n sm=input ( ’What i s the minimum d i s t anc e

from the wais t to the f i r s t l e n s (mm) ? ’ ) ;
m i n d i s t t o f i r s t l e n s=m i n d i s t t o f i r s t l e n sm ∗1e−3;

end i f w before==0
w beforeu=input ( ’What i s the i n i t i a l x−waist s i z e in microns ?

’ ) ;
w be fore=w beforeu ∗1e−6;

end i f w beforey==0
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w beforeu=input ( ’What i s the i n i t i a l y−waist s i z e in microns ?
’ ) ;

w be fore=w beforeu ∗1e−6;
end i f de l t a==0

inp=input ( ’What i s the s epa ra t i on o f the x and y wa i s t s ( zxo−
zyo ) in mi l imete r s ? ’ ) ;

d e l t a=inp ∗1e−3;
end i f w af t e r==0

w af te ru=input ( ’What i s the de s i r ed wais t s i z e in microns ? ’ )
;

w a f t e r=w af te ru ∗1e−6;
end i f f 1==0;

f1m=input ( ’What i s the f o c a l l ength o f the f i r s t l e n s (mm) ? ’
) ;

f 1=f1m/1000;
end i f f 2==0;

f2m=input ( ’What i s the f o c a l l ength o f the second l en s (mm) ?
’ ) ;

f 2=f2m/1000;
end i f sep==0;

sep=input ( ’What i s the de s i r ed wais t s epa ra t i on (m) ? ’ ) ;
end

lambda=1.064e−6;

% do x
q1=i ∗pi∗w before ˆ2/ lambda ; q1x=q1 ; m=0; for k=1:1000;

x12 (k )=m i n d i s t t o f i r s t l e n s+k/1000∗( sep−
m i n d i s t t o f i r s t l e n s ) ; % put l en s 1 at pos1 /1000∗ sep

q2 (k )=q1+x12 (k ) ; % q at l en s 1
q2a (k ) =1/(1/q2 (k )−1/ f1 ) ; % q a f t e r l en s 1
x23 (k )=−real ( q2a (k ) ) ; % po s i t i o n to in t e rmed ia t e wa i s t
w3(k )=sqrt ( imag( q2a (k ) ) ∗ lambda/pi ) ; % inte rmed ia t e wa i s t s i z e
x34 (k )=Modematch engine (w3(k ) , w after , f2 , f2 , 1 . 5 ∗ sep , 0 ) ;% f ind

s i n g l e l en s mode matching s o l u t i o n to de s i r ed waist , %
record separ t ion , s e n s i t i v i t y us ing

i f x34 (k )==0
else

m=m+1;
q4 (k )=q2a (k )+x23 (k )+x34 (k ) ;
q4a (k ) =1/(1/q4 (k )−1/ f2 ) ;
x45 (k )=−real ( q4a (k ) ) ;
w5(k )=sqrt ( imag( q4a (k ) ) ∗ lambda/pi ) ;
z1 (m)=x12 (k ) ;
dz2 (m)=x23 (k )+x34 (k ) ;
dz3 (m)=x45 (k ) ;
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s epa ra t i on (m)=x12 (k )+x23 (k )+x34 (k )+x45 (k ) ;
mval (m)=m;
s e p e r r o r (m)=( s epa ra t i on (m)−sep ) ˆ2 ;

end
end i f m==0

npz1=0;
npz2=0;
no l =0;

else [ min sep err , minindex ]=min( s e p e r r o r ) ; z1x=z1 ( minindex ) ;
z2x=z1x+dz2 ( minindex ) ; z3x=z2x+dz3 ( minindex ) ;

q2x=ABCD( L(−z1x ) ,ABCD(F( f1 ) , ABCD(L( z1x ) , q1x ) ) ) ; q3x=ABCD(
L(−z2x ) ,ABCD(F( f2 ) , ABCD(L( z2x ) , q2x ) ) ) ;
[ radius1 , p o s i t i o n1 ]= wais t ( q1x ) ; [ radius2 , p o s i t i on2 ]= wais t ( q2x ) ;
[ radius3 , p o s i t i o n3 ]= wais t ( q3x ) ; disp ( ’ ’ ) message1a=[ ’ optimum x :

’
num2str(round( f 1 ∗1000) ) ’mm l en s at ’ . . .

num2str(round( z1x ∗1000) ) ’mm, ’ num2str(round( f 2 ∗1000) ) ’
mm l en s at ’ . . .

num2str(round( z2x ∗1000) ) ’mm, IFO at ’ num2str(round(
s epa ra t i on ( minindex ) ∗1000) ) ’mm’ ] ;

disp ( message1a )

% do y
q1=i ∗pi∗w beforey ˆ2/ lambda+de l t a ; q1y=q1 ; m=0; for k=1:1000;

x12 (k )=m i n d i s t t o f i r s t l e n s+k/1000∗( sep−
m i n d i s t t o f i r s t l e n s ) ; % put l en s 1 at pos1 /1000∗ sep

q2 (k )=q1+x12 (k ) ; % q at l en s 1
q2a (k ) =1/(1/q2 (k )−1/ f1y ) ; % q a f t e r l en s 1
x23 (k )=−real ( q2a (k ) ) ; % po s i t i o n to in t e rmed ia t e wa i s t
w3(k )=sqrt ( imag( q2a (k ) ) ∗ lambda/pi ) ; % inte rmed ia t e wa i s t s i z e
x34 (k )=Modematch engine (w3(k ) , w a f t e r y , f2y , f2y , 1 . 5 ∗ sep , 0 ) ;%

f ind s i n g l e l en s mode matching s o l u t i o n to de s i r ed waist ,
record separ t ion , s e n s i t i v i t y us ing

i f x34 (k )==0
else

m=m+1;
q4 (k )=q2a (k )+x23 (k )+x34 (k ) ;
q4a (k ) =1/(1/q4 (k )−1/ f2y ) ;
x45 (k )=−real ( q4a (k ) ) ;
w5(k )=sqrt ( imag( q4a (k ) ) ∗ lambda/pi ) ;
z1 (m)=x12 (k ) ;
dz2 (m)=x23 (k )+x34 (k ) ;
dz3 (m)=x45 (k ) ;
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s epa ra t i on (m)=x12 (k )+x23 (k )+x34 (k )+x45 (k ) ;
mval (m)=m;
s e p e r r o r (m)=( s epa ra t i on (m)−sep ) ˆ2 ;

end
end

[ min sep err , minindex ]=min( s e p e r r o r ) ; z1y=z1 ( minindex ) ;
z2y=z1y+dz2 ( minindex ) ; z3y=z2y+dz3 ( minindex ) ; message2a=[ ’

optimum
y : ’ num2str(round( f1y ∗1000) ) ’mm l en s at ’ . . .

num2str(round( z1y ∗1000) ) ’mm, ’ num2str(round( f2y ∗1000) ) ’
mm l en s at ’ . . .

num2str(round( z2y ∗1000) ) ’mm, IFO at ’ num2str(round(
s epa ra t i on ( minindex ) ∗1000) ) ’mm’ ] ;

disp ( message2a )

q2y=ABCD( L(−z1y ) ,ABCD(F( f1y ) , ABCD(L( z1y ) , q1y ) ) ) ; q3y=ABCD
(

L(−z2y ) ,ABCD(F( f2y ) , ABCD(L( z2y ) , q2y ) ) ) ;
[ radius1 , p o s i t i o n1 ]= wais t ( q1y ) ; [ radius2 , p o s i t i on2 ]= wais t ( q2y ) ;
[ radius3 , p o s i t i o n3 ]= wais t ( q3y ) ;

% per tu r ba t i on ana l y s i s −new unte s t ed

z1min=min ( [ z1x z1y ] )−10e−3; z1max=max( [ z1x z1y ] ) +10e−3;
z2min=min ( [ z2x z2y ] )−10e−3; z2max=max( [ z2x z2y ] ) +10e−3;

% enter e x p l i c i t coord ina t e s f o r contour p l o t
%z1min=.42;
%z1max=.47;
%z2min=1.53;
%z2max=1.56;

de l t a z1=z1max−z1min ; de l t a z2=z2max−z2min ; q i f o=Qo( w after , 0 ) ;
q i f o y=Qo( w af te r y , 0 ) ; s t e p s i z e=2e−3;
i t e r a t i o n s=de l t a z1 ∗ de l t a z2 /( s t e p s i z e ˆ2) +400; t1=toc ; for
j 1 =1: de l t a z1 / s t e p s i z e ;

pz1 ( j 1 )=z1min+j1 ∗ s t e p s i z e ;
z10=pz1 ( j1 ) ;
%disp ( [ ’ c a l c u l a t i o n 1 i s =’ num2str ( round (100∗( j1−1)/( d e l t a z 1

/ s t e p s i z e ) ) ,2) ’% done ’ ] )
for j 2 =1: de l t a z2 / s t e p s i z e ;
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pz2 ( j2 )=z2min+j2 ∗ s t e p s i z e ;
z20=pz2 ( j2 ) ;
q2x=1/(1/( z10+q1x )−1/ f1 )−z10 ;
q3x=1/(1/( z20+q2x )−1/ f2 )−z20 ;
q2y=1/(1/( z10+q1y )−1/ f1y )−z10 ;
q3y=1/(1/( z20+q2y )−1/ f2y )−z20 ;
q4x=q3x+sep ;
q4y=q3y+sep ;
o l ( j1 , j 2 )=Overlap ( q4x , q i f o ) ∗Overlap ( q4y , q i f o y ) ;
i f j 1==1 & j2==1

t2=toc ;
message=[ ’ approximate time f o r t h i s c a l c u l a t i o n : ’

num2str( t1+(t2−t1 ) ∗ i t e r a t i o n s /60 ,2) ’ minutes ’ ] ;
disp ( message )

end
end

end

%ge t max x , y f o r o l
[ max1 , max1ind]=max( o l ) ; [ max2 , max2ind]=max(max1) ;
z2peak=pz2 (max2ind ) ; z1peak=pz1 (max1ind (max2ind ) ) ;
message3a=[ ’ Best matching i s ’ num2str(max2 , 4 ) ’ with ’
num2str(round( f 1 ∗1000) ) ’mm l en s at ’ . . .

num2str(round( z1peak ∗1000) ) ’mm, ’ num2str(round( f 2 ∗1000) )
’mm l en s at ’ . . .

num2str(round( z2peak ∗1000) ) ’mm. ’ ] ;
message3b=[ ’IFO waist i s at ’ num2str(round( sep ∗1000) ) ’mm ( from

x
wais t ) ’ ] disp ( message3a )

z1nmin=z1peak −0.01; z1nmax=z1peak +0.01; z2nmin=z2peak −0.01;
z2nmax=z2peak +0.01; s t e p s i z e=1e−3; for j 1 =1:20;

npz1 ( j 1 )=z1nmin+j1 ∗ s t e p s i z e−z1peak ;
z10=z1peak+npz1 ( j1 ) ;
%disp ( [ ’ c a l c u l a t i o n 2 i s =’ num2str ( round (100∗( j1−1)/20) ,2)

’% done ’ ] )

for j 2 =1:20;
% disp ( [ ’ c a l c u l a t i o n 2 i s =’ num2str ( round (100∗( j1−1+j2

/20) /20) ,2) ’% done ’ ] )

npz2 ( j2 )=z2nmin+j2 ∗ s t e p s i z e−z2peak ;
z20=z2peak+npz2 ( j2 ) ;
q2x=1/(1/( z10+q1x )−1/ f1 )−z10 ;
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q3x=1/(1/( z20+q2x )−1/ f2 )−z20 ;
q2y=1/(1/( z10+q1y )−1/ f1y )−z10 ;
q3y=1/(1/( z20+q2y )−1/ f2y )−z20 ;
q4x=q3x+sep ;
q4y=q3y+sep ;
no l ( j1 , j 2 )=Overlap ( q4x , q i f o ) ∗Overlap ( q4y , q i f o y ) ;

end
end

% p l o t normal ized ax i s and s c a l e
f igure vmin=0.99∗max(max( no l ) ) ; dv=(max(max( no l ) )−vmin ) /10 ;
v=vmin : dv : 1 ; temp=nol (1 , 1 ) ; no l ( 1 , 1 ) =1;
[CS,H]= contour f (1000∗npz2 ,1000∗ npz1 , nol , [ 0 . 9 7 v ] ) ;
ylabel ( [ num2str( f 1 ∗1000 ,3) ’mm l en s po s i t i o n from ’
num2str( z1peak ∗1000) ’mm in mm’ ] ) xlabel ( [ num2str( f 2 ∗1000 ,3) ’mm
l en s po s i t i o n from ’ num2str( z2peak ∗1000) ’mm in mm’ ] ) colorbar
nol ( 1 , 1 )=temp ; t i t l e ( ’ normal ized ax i s and s c a l e ’ )

f igure vmin=0.99∗max(max( o l ) ) ; dv=(max(max( o l ) )−vmin ) /10 ;
v=vmin : dv : 1 ; [CS,H]= contour f ( pz2 , pz1 , ol , [ 0 . 9 7 v ] ) ;
ylabel ( [ num2str( f 1 ∗1000 ,3) ’mm l en s po s i t i o n ’ ] ) ;
xlabel ( [ num2str( f 2 ∗1000 ,3) ’mm l en s po s i t i o n ’ ] ) ; colorbar ;

% compute an average
p l a c ement p r e c i s i on=1e−3; for j 1 =1:20;

npz1 ( j 1 )=z1nmin+j1 ∗ s t e p s i z e−z1peak ;
for j 2 =1:20;

npz2 ( j 2 )=z2nmin+j2 ∗ s t e p s i z e−z2peak ;
gmat ( j1 , j 2 )=exp(−(npz1 ( j 1 )ˆ2+npz2 ( j 2 ) ˆ2) / p l a c ement p r e c i s i on

ˆ2) ;
end

end expec t ed coup l ing=sum( gmat .∗ nol ) /(sum( gmat ) ) ; message4a=[ ’
With

a placement p r e c i s i o n o f ’ num2str(1000∗ p l a c ement p r e c i s i on ) ’mm
the average coup l ing i s ’ num2str( expec t ed coup l ing ) ] ;
p l a c ement p r e c i s i on=5e−3; for j 1 =1:20;

npz1 ( j 1 )=z1nmin+j1 ∗ s t e p s i z e−z1peak ;
for j 2 =1:20;

npz2 ( j 2 )=z2nmin+j2 ∗ s t e p s i z e−z2peak ;
gmat ( j1 , j 2 )=exp(−(npz1 ( j 1 )ˆ2+npz2 ( j 2 ) ˆ2) / p l a c ement p r e c i s i on

ˆ2) ;
end

end expec t ed coup l ing=sum( gmat .∗ nol ) /(sum( gmat ) ) ; message4b=[ ’
With

a placement p r e c i s i o n o f ’ num2str(1000∗ p l a c ement p r e c i s i on ) ’mm
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the average coup l ing i s ’ num2str( expec t ed coup l ing ) ] ;
p l a c ement p r e c i s i on=10e−3; for j 1 =1:20;

npz1 ( j 1 )=z1nmin+j1 ∗ s t e p s i z e−z1peak ;
for j 2 =1:20;

npz2 ( j 2 )=z2nmin+j2 ∗ s t e p s i z e−z2peak ;
gmat ( j1 , j 2 )=exp(−(npz1 ( j 1 )ˆ2+npz2 ( j2 ) ˆ2) / p l a c ement p r e c i s i on

ˆ2) ;
end

end expec t ed coup l ing=sum( gmat .∗ nol ) /(sum( gmat ) ) ; message4c=[ ’
With

a placement p r e c i s i o n o f ’ num2str(1000∗ p l a c ement p r e c i s i on ) ’mm
the average coup l ing i s ’ num2str( expec t ed coup l ing ) ] ;

t3=toc ; disp ( ’ ’ ) message=[ ’ time requ i r ed f o r c a l c u l a t i o n was ’
num2str( t3 /60 ,3) ’ minutes ’ ] ; disp ( message ) disp ( ’ ’ )
disp ( message1a ) disp ( message2a ) disp ( ’ ’ ) disp ( message3a )
disp ( message3b ) disp ( ’ ’ ) disp ( message4a ) disp ( message4b )
disp ( message4c ) warning on

end return

function qnew=ABCD( abcd , qold ) ;
% qnew=ABCD( abcd , qo l d ) ;
%
% computes the gauss ian beam width at the wa i s t
% and the p o s i t i o n from the curren t l o c a t i o n
a=abcd (1 , 1 ) ; b=abcd (1 , 2 ) ; c=abcd (2 , 1 ) ; d=abcd (2 , 2 ) ;
qnew=(a∗qold+b) /( c∗qold+d) ; function M=F( f )

% M=F( f )
%
% re turns ABCD matrix f o r a t h in l en s o f f o c a l l e n t h f
M(1 ,1 ) =1; M(1 , 2 ) =0; M(2 , 1 )=−1/ f ; M(2 , 2 ) =1;

function M=L( l )
% M=L( l )
%
% re turns ABCD matrix f o r propagat ion over an e qu i v a l e n t l e n f t h

o f l
M(1 ,1 ) =1; M(1 , 2 )=l ; M(2 , 1 ) =0; M(2 , 2 ) =1;

% return the p o s i t i o n o f the lens , r e l a t i v e to the f i r s t waist ,
% to modematch two wa i s t s wi th a g iven f o c a l l e n g t h lens , and

wa i s t
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% separa t i on between dmin adn dmax necessary to modematch
function
po s i t i o n=modematch engine ( w before , w after , f , dmin , dmax , lmin )
lambda=1.064e−6;
q1=i ∗pi∗w before ˆ2/ lambda ; % i n i t i a l q parameter

for k=1:100
x12 (k )=lmin+(k/100) ∗2∗ f ; % len s po s i t i o n
q2 (k )=q1+x12 (k ) ; % q−parameter b e f o r e l en s
q2a (k ) =1/(1/q2 (k )−1/ f ) ; % q−parameter a f t e r l en s
x23 (k )=−real ( q2a (k ) ) ; % di s t ance from l en s to the new

wai s t
w3(k )=sqrt ( imag( q2a (k ) ) ∗ lambda/pi ) ; % s i z e o f the new wai s t
error ( k )=(w3(k )−w af t e r ) ; % a measure o f the d i f f e r e n c e

between the new wai s t s i z e and the de s i r ed wa i s t s i z e
end

for k=1:4
[ minerr , minindex ]=min(abs ( error ) ) ;
i f minindex==1 | minindex==100;
else

i f ( x12 ( minindex )+x23 ( minindex )<dmin | x12 ( minindex )+x23
( minindex )>dmax | error ( minindex−1)∗error ( minindex+1)
>0)
error ( minindex )=max(abs ( error ) ) ∗sign ( error ( minindex ) )

;
[ minerr , minindex ]=min(abs ( error ) ) ;
minindex=1;

end
end

end % repea t

i f ( minindex==1 | minindex==100) ;
p o s i t i o n =0; % a l o c a l minimum was not found : matching i s not

p o s s i b l e wi th t h i s l en s .
else

po s i t i o n=x12 ( minindex ) ; % return l en s p o s i t i o n f o r the b e s t
s o l u t i o n

end return

function o l=over lap ( q1 , q2 ) ;
% o l=over l ap ( q1 , q2 ) ;
%
% computes the ove r l ap i n t e g r a l f o r gauss ian beams
% des c r i b ed by q1 and q2 out to 3 gauss ian wid ths
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[ROC1, width1 ]=RW(q1 ) ; [ROC2, width2 ]=RW(q2 ) ;
l im=3∗max( width1 , width2 ) ;
o l=quad( ’ ove r l ap eng in e ’ ,− lim , lim , [ ] , [ ] , q1 , q2 ) ;
o l=abs ( o l /sqrt ( pi∗width1∗width2 /2) ) ; return ;

function uu=ove r l ap eng in e (x , q1 , q2 ) ;
% o l=over l ap ( q1 , q2 ) ;
%
% computes the ove r l ap i n t e g r a l f o r gauss ian beams
% des c r i b ed by q1 and q2

lambda=1.064e−6; k=2∗pi/lambda ; u1=u(x , q1 ) ; u2=u(x , q2 ) ;
uu=u1 .∗ conj ( u2 ) ;

return

function qval=Q( waist , p o s i t i o n ) ;
% qva l=Q( waist , p o s i t i o n ) ;
%
% conver t beam wai s t and po s i t i o n in t o e q u i v a l e n t Q−parameter
qval=1/(− i ∗1 .064 e−6/(pi∗waist ˆ2) )−po s i t i o n ;

function [ROC, width ]=RW(qp ) ;
% [ROC, width ]=RW( qp ) ;
%
% conver t q parameter in t o e q u i v a l e n t ROC and width o f beam
ROC=1/real (1/qp ) ; width=sqrt (−1/imag(1/qp ) ∗1 .064 e−6/pi ) ;

function [ROC, width ]=RW(qp ) ;
% [ROC, width ]=RW( qp ) ;
%
% conver t q parameter in t o e q u i v a l e n t ROC and width o f beam
ROC=1/real (1/qp ) ; width=sqrt (−1/imag(1/qp ) ∗1 .064 e−6/pi ) ;

function [ rad ius , p o s i t i o n ]= wais t ( q ) ;
% [ radius , p o s i t i o n ]=wai s t ( q ) ;
%
% computes the gauss ian beam width at the wa i s t and the p o s i t i o n

from the curren t l o c a t i o n
po s i t i o n=−real ( q ) ; q0=q+po s i t i o n ;
rad iu s=sqrt ( imag( q0 ) ∗1 .064 e−6/pi ) ;
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Zunächst gilt mein Dank Prof. Dr. Karsten Danzmann, der mein Interesse an der Gravi-
tationswellenastronomie geweckt hat und der die Durchführung dieser Arbeit ermöglicht
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