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Einleitung

Die Beschreibung der Materie in der Aligemeinen Relativitdtstheorie
kann mit Hilfe entweder des Modells des Massenpunktes oder des Modells
eines stetig ausgebreiteten Mediums erfolgen. Bei dem gegenwirtigen
Stand der Kenntnisse ist nur die zweite Beschreibungsweise mathematisch
einwandfrei durchfithrbar; denn es ist bisher nicht gelungen, den Begriff
einer ,,Singularitiit des metrischen Feldes, die ein Teilchen darstellt** auch
nur zu definieren, geschweige denn aus einer solchen Definition Folge-
rungen zu ziehen.

Vom physikalischen Standpunkt aus wire das kein entscheidender Ein-
wand, wenn es iiberzeugende Griinde dafir gibe, das erste Modell fir
angemessener zu halten. Das ist aber unseres Erachtens nicht der Fall;
denn die Tirfahrungen, die Einstein zur Aufstellung seiner Theorie
fiithrten, heziehen sich auf makroskopische Vorginge, und ob die Theorie
zum Verstiindnis mikrophysikalischer Elementarprozesse etwas beitragen
kann, ist gegenwiirtig nicht zu entscheiden. (PAuLt bemerkt in der Ein-
leitung zu der 1958 erschienenen Neuausgabe seiner ,,Relativitétstheorie®:
“These differences of opinion are merging into the great open problem of
the relation of relativity theory to quantum theory, which will presumably
occupy physicists for a long while to come. In particular, a clear connec-
tion between the general theory of relativity and quantum mechanies is
not yet in sight.“) In einer makroskopischen Theorie kann aber kein
Zweifel daran bestehen, dafl die hydrodynamische (oder elastomecha-
nische) Beschreibung als die primire und die punktmechanische als
approximativ-vereinfachende anzusehen sind. Die Hydrodynamik muf
daher als ein wesentlicher Bestandteil der Gravitationstheorie angesehen
werden.

Wihrend die formale Ubertragung der speziell-relativistischen Aus-
driicke fir die der Hydrodynamik entsprechenden Knergietensoren und
die Erhaltungssitze (Ersetzung der gewdhnlichen durch die kovariante
Divergenz) schon 1916 von EINSTEIN vorgenommen wurde, ist der Ver-
such, systematisch eine allgemein-relativistische Hydrodynamik zu ent-
wickeln, erst 1937 in einer schonen Arbeit von J. L. Syx¢E unternommen
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worden, dessen Untersuchungen mit einer anderen Methode von
A. Licanerowicz weitergefiihrt wurden; die Krgebnisse des letst-
genannten Verfassers sind in seinem 1955 erschienenen Werk iiber Rela-
tivitiitstheorie dargestellt, Die Arbeiten dieser Autoren haben zu den
vorliegenden Untersuchungen angeregt und bilden deren wesentliche
Grundlage. Beitrige anderer Autoren zu gpezielien Fragen der Hydro-
dynamik wollen wir nicht hier, sondern an den entsprechenden Stellen
dieser Arbeit nennen.

In dieser Arbeit wird versucht, die Mitteilung einer Reihe neuer Lr-
gebnisse mir einer systematischen, die Beitrige verschiedener Autoren von
einem einheitlichen Standpunkt aus zusammenfassenden Darstellung zu
verbinden. Dies scheint um so mehr angebracht, als die Standarddarstel-
lungen der Relativitdtstheorie — mit Ausnahme des oben genannten
Buches von Licnxerowicz — dies wichtige und schone Teilgebiet der
Einsteinschen Theorie bestenfalls streifen® und keine Darstellung existiert,
die die kinematischen, mechanischen, thermodynamischen und gaskine-
tischen Aspekte zusammenhiingend und mit Bezugnahme auf spezielle
Losungen der Feldgleichungen behandelt, wie es hier, natirlich unter
Beschrinkung auf jeweils ausgewihlte Teilfragen, versucht wird. (Die
Behandlung von Einzellssungen insbesondere wird hier nur fiir den Fall
inkohiirenter Materie skizziert, aber die Grundlagen fiir eine entspre-
¢hende Beschreibung der Lisungen mit idealen Flissigkeiten, die spiter
erfolgen soll, werden hier mit entwickelt.)

Im ersten Kapitel werden weder (dynamische) Erhaltungssiitze noch
Feldgleichungen vorausgesetzt; sondern es werden allgemeine geometri-
sche Eigenschaften einer Kongruenz zeitartiger Kurven in einem normal-
hyperbolischen Riemannschen Raum untersucht. '

Nach einer anschaulichen Ableitung der kinematischen Grundgréf3en
der Theorie, die die entsprechenden Untersuchungen von Syxee und
LicuNgrowicz vervollstindigt, werden im zweiten Abschnitt spezielle
Stromungen gekennzeichnet.

Die im dritten Abschnitt entwickelten Tdentitiiten werden im vierten
Paragraphen zur Ableitung von Wirbelsiitzen benutzt; aulerdem werden
stationiire und statische Raum-Zeiten durch die in ihnen méglichen Probe-
korper-Relativbewegungen gekennzeichnet, und es wird ein neues Typen-
kriterium bewiesen.

! Einige wichtige Bemerkungen, aber keine systematische Darstellung enthalten
auch das kiirzlich erschiencne Werk von J. L. Syxe¢e (85), dessen geometrische Dar-

stellung der Relativititstheorie hicr als Vorbild dient, und das Buch von V. A.
Fock (29).

(4)
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Die kinematischen Kennzeichnungen kosmologischer Modelle im fiinften
Abschnitt zeigen die Brauchbarkeit der hydrodynamischen Begriffe und
Sitze fiir die Ableitung bzw. anschauliche Deutung bestimmter Linien-
elemente. Die dort gegebene Herleitung der homogen-isotropen Modelle
ist trotz schwiicherer Voraussetzungen einfacher als die von ROBERTSON
und Warkig, auf die in der Literatur gewdhnlich verwiesen wird.

Das zweite Kapitel beginnt mit einer neuen Variante des Weyl-Pau-
lischen Weges zur Begriindung der Einsteinschen Feldgleichungen. Die
heiden anschlieBenden Abschnitte enthalten fiir die einfachsten Fille die
Ableitung der thermo-hydrodynamischen Grundgesetze; die allgemein-
relativis‘riqohe ., Navier-Stokes*-Gleichung (2.2.4) und die ,,Poisson*-

(ileichung (2.2.10) sind wohl bisher nicht angegeben worden.

Die im vierten Paragraphen gegebene Theorie des idealen ‘Gases unter-
«cheidet sich von der kiirzlich von Syxex 1958 verdffentlichten dadurch,
daB die Boltzmanngleichung an die Spitze gestellt, ein H-Theorem be-
wiesen wird und daraus ,,dynamisch® die Gleichgewichtsverteilungen
vewonnen werden, wihrend Synck (wie frithere Autoren) die Boltzmann-
sche Abzihlmethode (mit einer etwas gewaltsamen Zusatzforderung)
benutzt. Neu ist auBerdem die Bestimmung der reversiblen Stromungen
im Cravitationsfeld (Satz 2.4.3), die kosmologisch von Interesse ist, und
die damit verkniipfte gaskinetische Ableitung des Tolmanschen Gesetzes
iiher den Zusammenhang zwischen Gravitations- (und damit auch Zentri-
fugal-)potential. Zu diesem Teil der Arbeit haben Bemerkungen von
A, H. Taus! und M. Sasak1? angeregt.

Der letzte Abschnitt enthilt allgemeine Aussagen iiber Bewegungeﬁ
druckfreier Materie und eine hydrodynamische Beschreibung der be-
kannten strengen Losungen. Auch dieser Abschnitt enthélt einige neue
Sitze; wesentlicher scheint uns aber die rein geometrische, blol formale
Ansiitze vermeidende Darstellung zu sein, die einfacher als die tibliche ist
und zugleich ein besseres Verstéindnis der betreffenden Sachverhalte er-
moglicht,

Zum AbschluB dieser einle‘tenden Bemerkungen mochte ich hervor-
heben, daB — wie auch diese Arbeit zeigt — ein wirkliches physikalisches
Verstindnis der in ihren Grundlagen so iiberaus iiberzeugenden Einstein-
schen Theorie sich erst jetzt allmihlich anbahnt. Der Wunsch, zu dieser
Klérung einiges beizutragen, hat diese Untersuchung veranlalit.

Vgl (37). 2 Vol. (33).



Bezeichnungen

Gleichheit per definitionem: =, Proportionalitit: ~.
Tensorindizes: a,b, ¢, - -~ = 1,2,3,4; A, u,», - - - = 1, 2, 3.
Symmetrisierung: ( ), z. B. F',, = —%— (Fo -+ F).

. . S - 5 1
Antisymmetrisierung: [ 1, z. B. F,, = 5 By —T,).
Metrischer Tensor: g,,, Signatur -}-4-+—.
Riemanntensor: R,

Riccitensor: R, = R;,, Spur: R = Rl

. . 1
Einsteintensor: G, == R, =5 Jul, G = Gy

Weyltensor (= Konformtensor): €.

Partielle Differentiation nach z°:z. B. F,, .

Kovariante Ableitung nach 2%: z. B. F .5 Fgpia = Foupjjia-

Kovariante Ableitung lings 2(1): Kl/lc“ = kaub%-

Hinweise auf das Literaturverzeichnis: z. B. (3).

Formelhinweise: (2.3.4) bedeutet die vierte Formel im dritten Para-
graphen des zweiten Kapitels.

Einheitenkonventionen : Lichtgeschwindigkeit ¢ == 1, Newtonsche Gra-

ge 1 - . cp s
vitationskonstante 9 = 5n > olso Kinsteinsche Gravitationskonstante

=1,

(6)



Inhalt

Einleitung

Bezeichnungen . . . . . . o . o o o e e e e e e e e e

Kapitel 1. Kinematik
1. Grundbegriffe. Zerlegung des Geschwindigkeitsgradienten .
2. Speziclle Stromungen. Rotverschicbung
3. Differentialidentitéiten fur kinematische Groflen .
4. Wirbelsiitze und Siitze tiber starre Kongruenzen .

5. Kincmatische Kennzeichnungen kosmologischer Modelle

Kapitel 2. Dynamik
1. Die Gravitationsfeldgleichungen. Ahnlichkeitsgosetz . . . . .

2. Krhaltung der Ruhmasse, Energiesatz und Bewegungsgleichung fiir pon.-
derable Materie . . . . . . . . . .o L 000 e .

3. Entropiesatz. Ideale Fliissigkeiten. Isentropische Strémungen .

4. Kinetische Giastheorie. H-Thcorem. Gleichgewichtsverteilungen im Gravi-
tationsfeld

5. Dynamik inkohéarenter Materie

Literatur .

6

e e
-] Lt = O

o
ot

34
39

46



Kapitel 1. Kinematik

1. Grundbegriffe. Zerlegung des Geschwindigkeitsgradienten

Die Geschichte eines stetig ausgedehnten Kérpers wird in der Rela-
tivitdtstheorie durch eine dreidimensionale Schar zeitartiger Kurven, der
Weltlinsen der Materieelemente, beschrieben. Beziiglich eines heliebigen
lokalen Koordinatensystems sei

1

" = ax"(y*, ) (L.L.1)
eine Parameterdarstellung der Schar; die 3* kennzeichnen die Materie-
elemente, ¢ sei die Figenzeit lings deren Weltlinien!. Dann ist

[ date - [ c
0 s e 2 (w,u" = — 1) 1.1.2)
der normierte Tangentialvektor der Kurven, der gewthnlich als Vierer-
geschwindigkeit der Substanzelemente bezeichnet wird.
Wenn

0=20y" (1.1.3)

ayr
die Variation quer zu den Weltlinien und ( )* die kovariante Ableitung
nach s lings der Weltlinien bedeutet, gilt

(0x) = w02, (1.1.4)
denn beide Seiten sind Vektoren, und beziiglich lokal ebener Koordinaten
driickt (1.1.4) die (leichheit gewisser zweiter Ableitungen der Funk-
tionen (1.1.1) aus.

Der Tensor

hy = 8+ utu, (1.1.5)
projiziert in jedem Weltpunkt den Tangential-Vektorraum orthogonal
auf den zu «“ senkrechten dreidimensionalen Unterraum. Der Vektor

6 a" = hyda (1.1.6)

! Der Transformation (1.1.1) entspricht in der klassischen Hydrodynamik der
Ubergang von Lagrangeschen zu Eulerschen Koordinaten.

(8)
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ist also der Ortsvektor des Teilchens (y* -+ dy“) in bezug auf das Teilchen
(y), und seine Fermi-Ableitung

Y s lz,;,"(éix")' (LLT)

ist (definitionsgemil) die Geschwindigkeit des Teilchens (y® -+ 6 y*) relativ
zu dem Teilchen (y*).

Die (absoluten) Beschleunigungen der Substratelemente sind durch das
raumartige Vektorfeld

a = u”'H,,u" (u, " = 0) (1.1.8)

gegeben. (Differentialgeometrisch ist 4 der erste Kriimmungsvektor der
hetr. Kurve.)

Aus den Gleichungen (1.1.4) bis (1.1.8) ergibt sich das Geschwindig-
Jeitsfeld in der infinitesimalen Umgebung eines Materieelementes:

(t

o = uy,6, xb {(1.1.9)

Nach dem Muster der klassischen Hydrodynamik zerlegen wir den
Tensor u* A, der die Transformation &, z* »* bewirkt, in (beziiglich
der Drehgruppe) irreduzible Teile:

- I
uuHrh’h = Ogp + Ouw + P Ghab (L1 '10)

mit
_ — @ __ b b
Oy = Ol = U, 0 = 0, 0,0 =oyu’ =0, (L.1.11)

Die infinitesimale Transformation, die der Vektorraum {6, 2*} in der
Zeit ds erfihrt, zerfdallt nach den beiden vorangehenden Formeln in eine
Drehung «“,6, ", eine drehungsfreie, volumtreue Verzerrung %8, 2’

und eine drehungsfreie /Ihnlicklceitstrcmsformation% 04 a". Die Abstinde
Ol = (g0, 20, 2 = ( 020 #"* benachbarter Teilchen #ndern sich
dabei nach der aus (1.1.7, 9, 10, 11) folgenden Gleichung
(1)
ol

::%0 +ayetd, (e = %—fﬂ, e, " = 1) (1.1.12)
die Richtungen zu den Nachbarteilchen nach
B = (0% + 0% — o.ee"8,) " (1.1.13)

Nach (1.1.12) und ¢", = 0 ist, wenn ~— Richtungsmittelung und §V
das Volumen eines infinitesimalen Substratteilchens bedeutet,

T N C) 9%
b =375 =57 (1.1.14)

{ 9)
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Wie (1.1.13) zeigt, gilt kj¢" = " ¢’ genau dann, wenn ¢* in eine Haupt-
scherungsrichtung fallt. Also erfihrt dasjenige materielle orthogonale
Dreibein, das zu irgend einer Zeit s mit den Hauptscherungsachsen zu-
sammenfillt, in dem Intervall (s, s 4- ds) die durch o, bestimmte in-
finitesimale Drehung!.

Aus der Zerlegungsformel (1.1.10) und den Bedingungen (1.1.11) leitet
man folgende Ausdriicke fiir die Wirbelyeschwindigkeit w,,, die Scherungs-
geschwindigkeit o, und die Expansionsgeschwindigkeil 6 abs:

b

Wy == u[uibl '{'" a[u,uhl » (]!15)
. 1

Oy == u(u,[[[;) _i” u(,,u(,) — '§‘ ()h/(,,, . (I ].16)

0 =y, . (1.1.17)

Statt des Wirbeltensors w,, kann man den Wirbelvektor

1 . 1 . .
t abed abed « 2
o = S Uy Oy = 5 U U (0" = 0) (1.1.18)

einfiihren; w® ist in dem durch «“ bestimmten Ruhraum zu o, dual:
- e d [¢
Ouy = Npeg @ U - (1' ll‘))
Die hieraus folgende Gleichung

@ =0 (1.1.20)

bedeutet nach (1.1.9, 10), dafl »* die Drehachse bestimmt. Der Vektor m
ist nach (I.1.18) raumartig und steht nach (1.1.20) auf der durch den
einfachen raumartigen Bivektor e, bestimmten Ebene senkrecht.

Eine Schar zeitartiger Kurven hat im allgemeinen genau neun (vonein-
ander unabhingige) Invarianten erster Ordnung: Die sechs unabhiingigen
Komponenten der Vektoren 4* und " beziiglich des Eigenvierbeins des
Tensors ¢“,, zwei unabhingige Eigenwerte? von ¢*,, und . Diese Griéflen
bestimmen (bei gegebener Metrik ¢,,) die Kurvenschar in der infinitesi-
malen Umgebung erster Ordnung eines Punktes bis auf homogene Lorentz-
transformationen eindeutig, wie aus der mit (1.1.10) gleichwertigen
Relation

1 . .
uaf}b = Mgy _F Oy { ”3* Oh’uh — U, Uy, (11‘21)

hervorgeht.

* Dabei dreht sich dieses Dreibein i. a. aus den Hauptseherungsrichtungen hinaus.
Eine Ausnahme wird in Korrolar 2 zu Satz 2 in § 4 angegeben.
2 oder algebraisch einfacher o% 0%, und o4, 0%,0°,.

(10)
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AuBler 0 wollen wir wegen spiterer Anwendungen die Skalare

L
3

. I % 1 T 1 +
q e (G, 1), o (0" = (7 (oabw“”)-, o= (—;2— o‘aba“">¥ (1.1.22)

explizit einfithren. Sie sind nichtnegativ und verschwinden nur gleich-
zeitig mit den zugehorigen Tensoren. A

Wihrend die physikalische Bedeutung der durch die Formeln (1.1.12, 14)
beschricbenen Deformation eines Substratelementes durch die axioma-
tisch festgelegte Interpretation der metrischen Fundamentalform
g da*da’ unmittelbar bestimmt ist, enthilt die oben gegebene Definition
der Drehung cine dariiber hinausgehende Konwention: Diese Drehung
bezieht sich auf ein vom Zentralteilchen in dessen Ruhraum mitgefiihrt
gedachtes Fermi-verschobenes Dreibein. (v* = 0 in (1.1.7) bedeutet, da}
4 a" Fermi-verschoben wird.) Wie sich eine solche Drehung dynamisch
bemerkbar macht, kann natiirlich nicht rein kinematisch entschieden
werden.

2. Spezielle Stromungen. Rotverschiebung

Mit Hilfe der im vorigen Abschnitt eingefithrten Begriffe ist es méglich
und im Hinblick auf Anwendungen zweckmiflig, besondere Bezeich-
nungen fiir einige Arten von Stromungen einzufiihren.

Wir sprechen von einer Trigheitsstromung, wenn die Substratelemente
dem ,,Fiihrungsfeld* folgen, d. h. wenn die Materieweltlinien geodétisch
sind % = 0).

Eine wirbelfreie Stromung ist durch o = 0 gekennzeichnet, eine volum-
freue durch 6 = 0.

Wenn infinitesimale Substratelemente bei der Stromung zu sich selbst
ahnlich bleiben, wofiir nach (1.1.12) ¢ = 0 charakteristisch ist, liegt eine
scherungsfrere Stromung (isotrope Expansion oder Kompression) vor,

Wenn eine Stromung volumtreu und scherungsfrei ist, wenn also alle
Abstinde benachbarter Teilchen zeitlich konstant sind, ist die Strémung

Symmetrieeigenschaften einer durch die Kurvenschar K in der Raum-
Zeit W (oder in einem Gebiet von W) bestimmten Stromung werden
beschrieben durch Gruppen? isometrischer (oder konformer) Abbildungen
von W in sich, die K in sich transformieren. Wenn &” erzeugender Vektor
einer eindimensionalen Gruppe G; und «* Tangentialvektor einer Kurven-

! Jarunter sollen hier auch lokale Lie-Gruppen, die sogar am wichtigsten fiir uns
sind, verstanden werden.

(1)
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schar K ist, driickt sich die Invarianz von K unter ¢/; durch
y y .
unfl)‘f' + ul;s)m == () (1.?. |)

aus. Ist K unter einer Isometriegruppe ¢/, invariant und sind die Trajek-
torien von (; in W zeitartig, so heiflt die Stromung stationdr und im
Spezialfall hyperflichennormaler Trajektorion statisch. Wenn K stationiir
und & ~ u® ist, soll die Strémung isometrisch und in dem allgemeineren
Fall, wo & ~ «” und @, konform ist, soll sie konform genannt werden.

Unmittelbar aus den Definitionen gehen folgende Aussagen hervor:
1. Trigheitsstromungen sind durch das Bestehen der Gleichung

Wy = Wuip) (1.2.2)

gekennzeichnet.
(Wir erwithnen diese einfache Feststellung deshalb, weil (1.2.2) das for-

male Analogon der Gleichung o = -rot v aus der klassischen Hydro-

dynamik ist, das also nur eingeschrinkt gilt. Nach (1.1.17) gilt im
. . . s 1
momentanen Ruhsystem eines Substratelementes immer (w’) == 1ot v,

das entspricht inhaltlich der iiblichen Formel.)

2. Kine Stromung ist genau dann wirbelfrei, wenn es (notwendig raum-
artige) Orthogonalhyperflichen zu den Materieweltlinien gibt!, d. h. wenn
(lokal) ein nicht konstanter Skalar ¢ mit

by = — b (¢ Lty = 0) (1.2.3)
existiert 2.

Die Gleichung (1.2.3) ist zugleich kennzeichnend dafiir, daf die durch ¢
langs der Materieweltlinien definierten Zeitskalen im Einsteinschen Sinne
synchron sind3, Nur fiir Tragheitsstromungen stimmt eine solche globale
Zeitkoordinate ¢t mit den Kigenzeiten s iiberein; fiir solche wirbelfreien
Triagheitsstromungen ist u, = -—1, und ¢ eine Losung der Hamilton-
Jacobi-Gleichung

"+ 1 =0 (1.2.4)

fiir freie Teilchen im Gravitationsfeld.
3. Wirbelfreie Stromungen sind genau dann volumtreu, wenn die Ortho-
gonalhyperflichen der Stromlinien minimal sind*. (v, = 0 ist ndmlich

1 SyNGE 1937 (3).

* Wir benutzen, dal u,dx® genau dann einen integrierenden Faktor hat, wenn
UpqUpe) = 0 Ist.

? Diese Synchronisationsbedingung wird gewohnlich nicht kovariant und ohne
Bezugnahme auf ihre weltgeometrische Bedeutung formuliert, vgl. =z B. (1),
S. 259/260.

 LicanrErowrcz 1955 (2).
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die Bedingung fiir das Verschwinden der ersten Variation des Volumens
der zu " orthogonalen Hyperfidche.)

Iine ahnliche, fiir die Geometrie statischer Materiefelder niitzliche Aus-
sage ist.
4, Eine wirbelfreie Stromung ist genau dann starr, wenn ihre Orthogonal-
hyperflichen total geoditisch sind.

(Sei nimlich @ = ¢ und 2%() eine Geoditische @ . Dann ist

, ——
) 1 da.

- (U, 1) == gt 0 = (%b + 5 Oh, — z'tau,,> t“t*, also pflanzt sich die
Figenschaft w, i = 0 lings () genau dann fort, wenn ¢ = 0 = 0 ist.)

5. Konforme Stromungen sind durch
. 1
azO,Gm—Fﬁ%%M:O (1.2.5)
gekennzeichnet. Fiir sie existiert also ein Skalar U mit
. 1 S o
71/”4-3—0@%: Um U :—3"0 . (1-6)

(Die Bedingungen (1.2.5) besagen, dal} ein Skalar U existiert derart, daf}
fiir & = e die verallgemeinerte Killing-Gleichung & = (¢") g
gilt.)

Daraus ergibt sich als Spezialfall:

6. Isometrische Stromungen sind durch

6=0="0, iy =0 (1.2.7)
gekennzeichnet . Fiir sie existicrt also ein ,, Beschleunigungspotential™:
A, = U, - (1.2.8)
((1.2.7) bedeutet, daB ein Killingvektor mit u“ kollinear ist, nimlich
& = eV wit U nach 1.2.8).)

Die Relativbewegung zweier Teilchen gegeneinander und die durch 4,
heschriebene ,,absolute Bewegung* jedes einzelnen duBern sich z. B. in
der Wellenlingendnderung, die i.a. eintritt, wenn das eine dieser Teilchen
monochromatische Strahlung aussendet, die das andere empfingt. Wir
wollen uns (vor allem im Hinblick auf kosmologische Modelle) vorstellen,

daB die Materieelemente des von uns betrachteten Substrates Licht aus-
senden und cmpfangen, und wollen fiir das Licht, das ein Teilchen von

seinen Nachbarteilchen empfangt, %’—1 durch die kinematischen Grifien

der Stromung ausdriicken.

1 SALzZMANN-TAUB 1954 (4).
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Ein Lichtstrahl wird in der geometrischen Optik durch eine geodiitische
. . . dat
Nullinie! z"(») beschrieben: k*

s —— k& s 0, k" = 0. Fir mono-
chromatisches Licht kann und soll k* so gewihlt werden, dal fir einen

]

v

Beobachter mit der Vierergeschwindigkeit " -k, 4" == - ist® Lings
) . y . 2
eines Strahls in unserem Suhstrat ist also nach (1.1.21) (- u, k%)

==y K == (a,l,, + —;— Oh,, — icnu,,> k" . AuBlerdem ist (s. Figur)

B2 = hydatda’ — (u k) do® — (3})2 Aot .

v

b
Damit ergibt sich

1 -1 27 1 . p
‘7 =5-d <-;.) e (o,,,,e"'e" + 5 0) 0l —a,0, a°,

also nach (1.1.12) schlieBlich

di . «
= (00—, 0 2. (1.2.9)
Daraus ziehen wir zwei Folgerungen. Erstens schlielen wir mittels

(1.1.12):
o | . . v
7. Fiir ein Licht empfangendes Substratteilchen ist (—l/— genau dann unab-

hiingig von der Richtung der infinitesimal benachbarten, strahlenden
Teilchen, wenn seine Weltlinie L geodatisch ist und lings L die Scherungs-
geschwindigkeit verschwindet; dann ist
oA 1,
=051, (1.2.10)
Zweitens verbinden wir (1.2.9) mit der Bemerkung 5. und erhalten:
8. In einer konformen Stromung ist 1e™Y lings eines Lichtstrahls kon-
stant?.
Die letzte Feststellung enthilt die Theorie der Rotverschiebung in
stationdren und statischen Feldern und in den Friedmannschen kosmo-
logischen Modellen®. In ersteren ist § = 0, % + 0 und U (definitionsgemi)

! Das Substrat soll den Brechungsindex n == 1 haben. Vel oz B. (5), 8. 16.

® Das folgt auch direkt daraus, daB das Skalarprodulkt aus dem erzeugenden
Vektor einer infinitesimalen Konformtransformation und dem (parallelverseho-
benen) Tangentenvektor einer Nullgeoditischen lings dieser (feodidtischen kon-
stant ist.

* Siehe Abschnitt 5.

(14)
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das skalare Gravitationspotential’, in letzteren ist 6 + 0, & = 0 und eV
nach (1.2.6) proportional zum Kriimmungsradius des Raumes?, wenn in
heiden Fiillen als Weltlinien des Substrats die Trajektorien der zeitartig
wirkenden Isometrie- bzw. Konformgruppe genommen werden.

3. Differentialidentitiiten fiir kinematische GréBen

Die Ableitungen der in 1. eingefiihrten kinematischen Griéfen sind nicht
unabhiingig voneinander, sondern erfiillen gewisse Identititen, in die i.a.
die Kriimmungstensoren der Raum-Zeit eingehen. Diese Gleichungen sind
von Bedeutung fiir die Herleitung von Fortpflanzungs- bzw. Erhaltungs-
gesetzen und fiir die Untersuchung der Beziehungen zwischen Feldglei-
chungen und Kurvenscharen. Wir wollen diese Identitéiten hier allgemein,
d. h. ohne einschrinkende Voraussetzungen iiber die betrachteten Metriken
oder Kurvenscharen, aufstellen.

Zuniichst bestimmen wir die Relativbeschleunigung benachbarter Teil-
chen. Wir definieren sie analog zur Relativgeschwindigkeit +* (s. (1.1.7))
durch

b = hjv" (1.3.1)
und erhalten fiir sie ans (1.1.9) unter Benutzung der Ricci-Identitiit den
Ausdruck . e bd e ae ,

b = (BYqu'w® + by, + 4'%,) 0, 2", (1.3.2)
der die bekannte Formel fiir die geodétische Deviation3 verallgemeinert.

Der erste Term auf der rechten Seite der Gleichungen (1.3.2) bringt
den Einflull der Weltkriimmung (in der Binsteinschen Theorie: des Gravi-
tationsfeldgradienten) auf die Relativbeschleunigung zum Ausdruck. Der
in ihm enthaltene Tensor R, 4" kann wegen der Ricci-Identitit und
(1.1.21) durch crste Ableitungen der kinematischen GréBen w,,, o, 8,
it,, u, ausgedriickt werden:

5 Rt = Oaor + Gy + 5 Pt Oy — g2

1 . v
+50 <uco)a,) U Ty Wy Uy Wy, (1.3.3)

, 1 . .
-+ O Uy -+ K} Ogc[bua,}) — U, (W4 — g Up)) -

Durch Verjiingen erhilt man hicraus R, 4’ und dessen Bestandteile
Ryu'u’, W’ R, w'. Nach Vereinfachung durch partielle Differentiation,

! Diese Definition wird nahegelegt durch (1.2.8) und erweist sich auch kiinftig
als zweekmiBig, Vgl dazu (2.2.10), Satz 2.3.2, Satz 2.4.4 und (32), ch. 2.

? Siehe Abschnitt 5, 3 SyxGE und ScHILD 1952 (6).

(15)
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wobei die in 1. angegebenen Gleichungen (1.1.11, 21, 22) benutzt werden,
ergeben sich die Formeln

R, uu =0 - !

” G0, 200 oY) (1.3.4)

und

) .
- " . 3 - LR/ g o=
KR, — kY (m"’! e ?0‘1‘> A= ("), -0 )W (1.3.5)

Um schiieBlich noch den in (1.3.2) auftretenden Tensor R, "%’ durch
kinematische Groflen auszudriicken, iiberschieben wiv (1.3.3) mit 2" und
vereinfachen den zunichst noch sehr komplizierten Ausdruck durch
Symmetrisieren beziiglich der Indizes «, ¢ und Uberschieben mit Ahf,
was die linke Seite nicht indert. Wir bekommen

R Y — e 2 - b _[_] YRy
By v’ = w,m, = 0P, A= 0,00 A Ry =
(1.3.6.)
b Py g (12 (126" i H0Y

Dabei haben wir eine auch kiinftig niitzliche Hilfsgréfie [ eingefiihrt durch
Lo, ;i((} . 02>r~.§. (1.3.7)

(I ist nur bis auf einen skalaren Faktor bestimmt, der lings der Strom-
linien! konstant ist.)

Wihrend die (leichungen (1.3.4) bzw. (1.3.6) die Ableitungen der
GroBen 6 bzw. o, lings der Stromlinien enthalten, tritt bis jetzt o“ nicht
auf2?, Durch einige Umformungen kann man aber aus der Identitit
R’ u’ =0 und (1.3.3) oder durch direkte Berechnung mittels der

Definition (1.1.18) eine Fortpflanzungsgleichung fiir den Wirbelvektor
ableiten, die verhdltnismifig einfach ist:

& . ,
By (Baly = o' Po’ + 5wy (1.3.8)
oder gleichwertig damit
3 . .
h;ﬁ (13(1)[’)' —— uaw)l:;wb + 5 77(([)(111%“"!% . ( 139)
Fiir den Wirbelskalar ergibt sich daraus

I (L) = 20,0 0" | @, u“" . (1.3.10)

! Stromlinien = Materieweltlinien.

1 DafBl fur 4* keine Fortpflanzungsgleichung gilt, ist klar, weil «", ¢, i lings
einer Kurve beliebig vorgegeben werden koénnen unabhangig von den Nachbar-
kurven,

(16)
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Der Vollstiindigkeit wegen geben wir noch die aus der Definition des
Wirbelvektors folgende, im Hinblick auf die klassische Hydrodynamik
etwas iiberraschende Tdentitiit

1l ., ({3
oy, = 29,0 (1.3.11)
an.

4. Wirbelsiatze und Séatze iiber starre Kongruenzen

Als ecrste Anwendung der im letzten Abschnitt zusammengestellten
Formein wollen wir einige Sitze beweisen, die den Wirbelsitzen der klas-
sischen Hydrodynamik entsprechen.

Wir bezeichnen als Wirbellinien einer Strémung die (raumartigen)
Kurven, die den Wirbelvektor als Tangentenvektor haben; nach (1.1.18)
schneiden sic die Stromlinien orthogonal.

Vorausgeschickt sei der
Hilfssatz. Die Stromlinien sind genau dann geoditisch beziiglich der
Metrik j,, — w?g,, (w > 0), wenn (beziiglich ¢,,)

it, == — Jy, (log w)y, (1.4.1)
ist.

Der Beweis ergibt sich z. B. daraus, dafl (1.4.1) die Eulerschen Glei-
chungen zu dem Variationsproblem

(wa ds =0 (1.4.2)

darstellen. — Nach (1.2.6) gilt (1.4.1) speziell fiir konforme Stromungen.
Wir erinnern ferner daran, daf zwei Vektorfelder &%, #* genau dann
Flichen aufspannen, wenn ihr Kommutator &,n" — 7%, £ (punktweise)
linear von ihnen abhingt. Daraus und aus (1.3.9) folgt der
Satz 1.4.1. Die Strom- und Wirbellinien spannen genau dann Flichen
(,,Wirbelflachen®) auf, wenn
w0 " uy b, =0 (1.4.8)

ist 1.
Die im Satz genannte Kigenschaft bedeutet anschaulich, dafl die
Wirbellinien zu allen Zeiten aus denselben Substratteilchen bestehen.

! Dieser und der folgende Satz hdngen eng mit den von SyNGE (3), LICHNEROWIOY,
(2), Fourrs-BruHAT (7), GODEL (8), SeHUOKING und HECKMANN (9) angegebenen
Wirbelsitzen zusammen.

Abh. Mathem.-naturw., K1 Nr, 11 (17) 54
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Die Bedingung (1.4.3) ist insbesondere fiir Trigheitsstromungen und
allgemeiner fiir Stromungen mit (1.4.1) erfiillt. Aus (1.4.1) folgt nimlich

e (1.4.4)

abed -
elid w

1 .

5 1"
Diese Gleichung erlaubt, die Beziehungen (1.3.8, 9) zu vereinfachen und
zu gchlieflen:
Satz 1.4.2. In einer Stromung mit (1.4.1) gilt die Fortpflanzungs-
gleichung

“wlo) = o wlo®, (1.4.5)
der Vektor swl*«" verbindet (fiir infinitesimales &) benachbarte Teilchen,
und fiir eine (diinne) Wirbelrshre ist die Wirbelstirke wmdF zeitlich
konstant: (wwdF) = 0. (6F sei der Flicheninhalt eines materiellen, zu
w“ senkrechten Querschnitts der Wirbelrohre.)
Korrolar 1. Wirbel kénnen an einer bestimmten Materiestelle weder
entstehen noch vergehen.
Korrolar 2. Die Richtung der lokalen Drehachse ist genau dann langs
einer Stromlinie (im Sinne der Fermi-Verschiebung) konstant, wenn sie
in eine Hauptscherungsrichtung fillt.

Zweitens wenden wir uns starren Strémungen zu. Tiir sie gilt der

Satz 1.4.3. In einer starren Strémung ist u“ lings der Wirbellinien und

R, u'v’ —l— R 4 3w? lings der Stromlinien konstant. Ist auBerdem 2®
ab 2 g

Ricci-Eigenvektor, so ist auch o lings der Stromlinien konstant. Wenn
zusiitzlich (1.4.1) gilt und o + 0 ist, ist die Strémung isometrisch 1.
Beweise: Sei 6 = o = 0. Dann folgt aus (1.1.21), (1.1.20) und (1.1.18)
uy, 0 = 0, also die erste Behauptung. — Aus (1.3.5) und den Definitionen
in 1. folgt

q" = B R, u = 0y + 0y, — 20U’ (1.4.6)
und daraus
Tla + 1q" = — 2(w?) — Py, (1.4.7)
also wegen (1.3.10) (mit 7 = 1 wegen 0 = 0)
Qe+ ,9° = — 3(w?) . (1.4.8)
Um die zweite Behauptung zu beweisen, bendtigen wir auBerdem den

»»Erhaltungssatz* fir den Einsteintensor G, = R, —v%gabR. Wegen

* RAYNER 1959 (10).
(18)
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0 =0 =0 und (1.1.21) gilt 0 = u, G, = (u,G" )Hb + "4, u,. Anderer-
seits ist nach Definition G“u, = ¢* — u"G,u’u’, folglich

(111”” _i Il/”(] - (011(1u W ) (14‘9)

Subtrahiert man hicrvon (1.4.8), so erhilt man die zweite Aussage des
Satzes. — Die dritte Behauptung ergibt sich aus (1.4.8); denn ¢® =0
bedeutet ja, daBl R, u” proportional zu " ist. — Sei schlieBlich auch noch
(1.4.1) erfiillt. Dann zeigt (1.4.6), dal3

o™y, - - (log w), — 20U’ = 0 (1.4.10)
gilt. Die Divergenz hicrvon ergibt wegen o = 0: w“bm(log w)y = 0. Uber-
schieben von (1.4.10) mit (log w),, ergibt also w?w = 0, so0 dal fir w += 0
W = 0 sein muf3. Dann ist aber nach (1.4.1) %, ein Gradient, so dall nach
(2.6) eine isometrische Stromung vorliegt.

Dieser Satz enthilt die merkwiirdige Feststellung, dall ein starrer
Korper in einem speziellen Einsteinraum (R, = 0) seine Winkelgeschwin-
digkeit nicht &ndern kann. Das ist fiir den Spezialfall des Minkowski-
Raumes frith bemerkt und als Argument gegen die Brauchbarkeit des
Begriffs des starren Korpers in der speziellen Relativititstheorie benutzt
worden.

In dem nichsten Satz wollen wir die in (2.6) formal charakterisierten

isometrischen Stromungen durch anschauliche kinematische Kigen-
schaften kennzeichnen:
Satz 1.4.4. Die isometrischen Stromungen sind unter den starren Stro-
mungen dadurch gekennzeichnet, dafl in ihnen der Wirbelvektor lings
der Stromlinien Fermi-verschoben wird und der Beschleunigungsvektor
eines Teilchens stets auf dieselben Nachbarteilchen gerichtet ist:

0=0=0: a4, =0 ho" =0, i =%’ (1.411)

Beweis: Aus (1.3.8) folgt fiir = ¢ = 0 die erste der beiden Aquivalenz-

aussagen (1.4.12)

‘e Y P ) —_ - — Kb - b
by’ == 0 <== iy, = 0 & {u[w;,}] = U, Py Mt p, = ki, — w0, % }

Die zweite Aquivalenz ist richtig, da beide Gleichungen aussagen, daf3
Uyqp) €N einfacher, w, enthaltenden Bivektor ist. Der Wert von p, folgt
durch Uberschieben der Gleichung u[a”b = Uy, Py Mit 4’ untor Benutzung
der Orthogonalititsforderung u,p* = 0 und der Identititen d,u" = 0
und (1.1.21). Aus (1.4.12) ist die Richtigkeit der Behauptung (1.4.11)
abzulesen.

(19) 54*
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Der Satz 1.4.4 enthiilt eine anschauliche und rein kinematische, d. h.
von Feldgleichungen unabhiingige Kennzeichnung stationdirer und speziell
statischer Rawm-Zeiten: Kine Welt ist genau dann stationir, wenn (min-
destens) eine Wolke von Probekérpern sich darin unter dem Kinflup
innerer, nichtgravischer Krifte starr und mit konstanter Winkel-
geschwindigkeit zu bewegen vermag. Kin Probekirper der Ruhmasse m
bewegt sich nimlich nach der Gleichung ma* —= K* (u, N == 0), und wir
kinnen annchmen, daly hei starrer Bewegung die auf ein Teilchen von
den iibrigen ausgeiibte Kraft der GroBe nach konstant ist und ihre
Orientierung zu den Nachbarteilchen sich nicht indert. Statische Welten
sind dadurch gekennzeichnet, daf in ihnen Probekirperbewegungen der
eben beschriebenen Art ohne Drehung méglich sind.

Satz 1.4.5. Die Trajektorien ciner isometrischen Stromung sind genau
dann Ricci-Eigenlinien, wenn ein Skalar V mit!

w, =e 'V, (1.4.13)
existiert. Wenn das zutrifft, gentigt ¥ der Gleichung

Y . (1.4.14)

lia
Beweis: Aus den Definitionen der kinematischen Grofen folgt die Iden-
titiit hyo', 4 o™, = — gy, (0q 4 20,4) , so dall wir aus (1.3.5)
fiir 0 = o = 0 schlieen kénnen:

Uy Byt =0 ¢ > Up Oy = 2% 0,8, = 0 . (1.4.15)

Wenn wir die rechts stehende Gleichung mit «* iiberschieben, die Voraus-
setzung 4, = U), und die daraus nach Satz 1.4.4 folgende Beziehung
ho’ = 0 benutzen und o,u" = 0 beriicksichtigen, erhalten wir aus
(1.4.15) fiir isometrische Stromungen die schirfere Aquivalenz

U By’ = 0> o, + 20,Up ¢+ (ezvcum)ib] =0

und damit die erste Aussage des Satzes. Die zweite Aussage folgt direkt
aus (1.4.13), (1.3.11) und @, = U,

Zum Abschluf dieser Erérterungen beweisen wir noch einen Satz,
der — in Analogie zu gewissen Sitzen aus der Theorie der reinen Gravi-
tationsstrahlungsfelder? — zeigt, da Kurvenscharen mit bestimmten
kinematischen Eigenschaften u. U. nur in Raum-Zeiten existieren kénnen,
deren Konformkriimmungstensoren einem bestimmten Petrov-Typ ange-
horen.

7 sei durch (1.2.8) definiert.
2 Val. dazu JES 1961 (18) und dic dort angegchbene Literatur.

(20)
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Satz 1.4.6. In einer Raum-Zeit W sei K eine wirbel- und scherungstreie
Schar zeitartiger Kurven. Wenn auflerdem K starr oder »* ein Ricei-
Figenvektor ist, sind die Kurven von K Ricei-Eigenlinien, der Konform-
tensor von W hat den Typ T und reclle Kigenwerte, und »“ ist ein Weyl-
Hauptvektor.
Beweis: Sei g == 0 == o == 0. Dann zeigt ein Blick auf (1.3.3), daB
2 gt = y »
Wy By g0 0" = 0 (1.4.16)
ist, und (1.3.5) reduziert sich auf
Wy Ly =0 (1.4.17)
Aus der Definitionsgleichung fiir den Konformtensor €., und den beiden
vorangehenden Relationen ergibt sich
y 1 e . ES gt d . y
Uy Ot = 0 oder —*Cyqu'u’ = H, == 0. (1.4.18)
Das ist aber kennzeichnend fiir die behaupteten Eigenschaften. Wird
andererseits o — o == 0 und (1.4.17) vorausgesetzt, so ist nach (1.3.5)

0, ~ u, also gilt wieder (1.4.16), so dal der Beweis erbracht ist.
Wir bemerken noch, daf} unter den Voraussetzungen des letzten Satzes
B, o — Cyq’u’ mittels (1.3.4, 5, 6) dureh R und kinematische Grolien

ausgedriickt werden kann und daB der Satz eine bekannte Aussage iiber
statische Vakuumfelder! verallgemeinert.

5. Kinematische Kennzeichnungen kosmologischer Modelle

Unter den aus einem vierdimensionalen nomalhyperbolischen Riemann-
raum W und einer in ihn eingebetteten Schar K zeitartiger Kurven
bestehenden Strukturen (W, K) sind diejenigen, die in kosmologischen
"Theorien als Modelle fitr die MaBverhiiltnisse des Kosmos und die (mittlere)
Bewegung seiner Materie benutzt werden, durch hohe Symmetrie aus-
gezeichnet. Wir wollen sic aus moglichst schwachen und anschaulichen
Forderungen ableiten.

Definition. Eine Stromung (W, K) heilt isotrop beziiglich & ¢ K, wenn
cine Gruppe (7 isometrischer Abbildungen von W auf sich existiert mit
den Ligenschaften

a) Die Abbildungen aus ¢ lassen k punktweise fest

b) Die Abbildungen aus ¢ induzieren Permutationen von K

¢) (7 ist transitiv beziiglich der von k ausgehenden, auf k senkrechten

Richtungen.

1 Prrant 1957 (11), JEK 1960 (12).
(21)
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Wenn (W, K) beziiglich & isotrop ist, sind alle aus ¢, und %" kon-
struierten Tensoren invariant unter . Deshalb muB dann lings £k
w =0 =14 =0 und 0" ~ 4* sein; denn sonst wiirden o', o, i, h“"’f)i,,
ausgezeichnete Raumrichtungen bestimmen, was mit ¢) unvereinbar ist !,

Sel (W, K) beziiglich aller & « K isotrop. Dann ist also K cine wirbel-
freie Trigheitsstromung und nach (2.2) u,da" == — d{¢ mit geeignetem
Skalar t. Wegen 0, ~ w, ist 0 = 0(t), also kinnen wir dic in (1.3.7) ein-
gefiihrte Grofle I so withlen, daf} [ == 7(1) ist. Aus a) und b) folgt, dal die
(zu K orthogonalen) Hyperflichen ¢ == const. durch (2 auf sich ahgebildet
werden. Nach ¢) und dem Satz von ScHUR sind diese H yperflichen Riume
konstanter Krimmung K (t). Sie werden durch K wegen ¢ = () konform
aufeinander abgebildet (siehe (1.1.12)); deshalb kann der bis jetzt nur bis
aufeinen konstanten Faktor festgelegte ,, Expansionsradius® I(t)so gewihlt
werden, dafl K ==el72 (¢ == 1 1, 0) ist. Da die metrische Fandamental-
form & nach der Definition (1.1.5) von h,, gleich b datda” — (u,dz")?
ist, folgt weiter, daf3 bei Benutzung eines Koordinatensystems (2) mit
(@) = 0, a1 = ¢ . §

G = P(t) do® —di2, w' — (1.5.1)
ist, worin do? cine (nur von 2’ abhingende) Metrik eincs 3-Raumes kon-
stanter Kriimmung ¢ ist. Die durch (1.5.1) beschrichenen (W, K) sind
isotrop und sogar homogen; es gilt also der
Satz 1.5.1. (W, K) ist genau dann beziiglich aller £ ¢ K isotrop, wenn K
eine wirbel- und scherungsfreie Triagheitsstromung in W beschreibt, die
Orthogonalhyperflichen R, zu K Réume konstanter Kritmmung sind und
die Expansionsgeschwindigkeit lings der R, konstant ist; eine Normalform
fiir (g,,, u*) ist (1.5.1). In einer isotropen Stromung sind die Kurven von
K Ricci-Eigenlinien.

In der Literatur werden die Modelle (1.5.1) gewohnlich nach RoserTs0N 1933 (14)
aus folgenden Postulaten abgeleitet: 1) i = 0 2) w =0 3) Isotropie 4) Homo-
genitit. Dabei wird gelegentlich darauf hingewiesen, daf 4) itberfliissig ist. Unser
naheliegender Beweis zeigt, dafl 1) und 2) und damit dic Kxistenz ciner kosmischen
Zeit (,,Weylsches Postulat, vgl. (14) und (15)) auch aus 3) folgen, und zwar ohne
formale Hilfsmittel aus der Gruppentheorie. Der hier gegebene Beweis kann als
Durchfithrung der von Einsrrix 1950 (16), App. I, skizzenweise gegebenen [her-
legungen aufgefaBt werden.

Es sei noch bemerkt, daf eine isotrope Stromung wegen u, == — £
¢ = Ound ! = I(t) konform ist (vgl. (2.5)) mit [u® als erzeugendem Vektor,

. . . A .
5o dall nach 8 lings eines Lichtstrahls + konstant ist, und daB nach
! Wegen 0%, = 0 hat o, fliir ¢ + 0 (mindestens) cinen zu " orthogonalen nicht.-
entarteten Eigenvektor.

(22)
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(1.1.9, 10) bzw. nach (1.3.2, 6) das lokale Relativgeschwindigkeits- bzw.
Relativheschleunigungsfeld durch
R N P P (1.5.2)

gegeben ist.
- Kinematisch ausgezeichnele Spezialfille dev durch Satz 1 gekennzeich-
neten Modelle sind
A) die statischen (I = 0, > = 0), die (unabhingig von Satz 1) durch
= =0 =0 == 0 (<> u,, = 0) charakterisiert sind,
B) das de Sittersche (« = ,,Steady-State) Modell (I ~ ', & = 0), gekenn-
zeichnet durch stationdre Kxpansion, d. h. 6 + 0 = 6 =K )
(') das Milnesche Modell (¢ == -—1,1 ~ ¢, -5 5" = 0), gekennzeichnet durch
die Flachheit von W.1

Wir wollen nun die einfachsten kosmologischen M odelle mit rotierendem
Substrat kinematisch kennzeichnen.
Satz 1.5.2. 1) (W, K) beschreibe eine Trigheitsstromung mit folgenden
Ligenschaften: (a) In der infinitesimalen raumlichen Umgebung jedes
Substratteilchens sei die Richtung der Drehachse konstant, d. h. es sei

o »0, 2" = 0. (b) Die Drehachse sei eine Hauptscherungsrichtung.
w )y g
Dann it sich (g, «¢) auf die Normalform (1.5.3)

w' = 0f, G =dz? 4y (' 1) det da® —(dt + uy (" dat ) (4 =1,2)

bringen, und diese Normalform ist fir die genannten Eigenschaften kenn-
zeichnend.

2) (W, K) habe die in 1) genannten Eigenschaften, und es sei ¢ = 0.
Dann 1st 0 = 0, in (1.5.3) y,p, = 0, und w ist in den Wirbelflichen
konstant.

3) Ist zusiitzlich zu 2) u* Ricci-Eigenvektor, so ist o konstant (und
damit w,, = 0).

Beweis: 1) Aus @ =0, (b) und Satz 1.4.2 folgt (%I) =0; daraus und aus
(14

(a) folgt (77) p = 0. Danach zerfillt W direkt, d. h. G = d22 + G’ (24, 1)
mit w® = wd;(z = 2%). Wegen «'w, = 0, also #® = 0, sind die natiirlichen
Projektionen der Stromlinien in den 3-Raum (z,t) Geoditische beziig-
lich ¢, also ist (1.3.5) erreichbar. Die Umkehrung ist trivial,

2} Aus der Normalform (1.5.3) ist abzulesen, daf benachbarte Teilchen
mit gleichen x* starr verbunden sind, so daB aus ¢ = 0 wegen (1.1.12)

«)|b

' Ry = 0 wiirde geniigen, da alle Modelle (1.5.1} konform flach sind wegen der
Existenz einer dreidimensionalen Isotropiegruppe, vgl. z. B. JEK, S. 43.

(23)
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= 0 und daraus weiter y ,, == 0 folgt. Nach Satz 1.4.2 wird jetzt o®

langs der Stromlinien parallel verschoben, also ist w4 = 0. AuBerdem
[0

ist nach (1.3.11) 0 = <__~> o= 0, 0", folglich ist o — o (x1).

o
3) Nach Satz 1.4.5 ist jetzt o, - wz, ein Gradient, also o = o (z).
Andererseits war o = o (2"); beides zusammen orgibt o =: const.
Dieser Satz wird uns spiter cine einfache Ableitung des Godelschon
kosmologischen Modells erméglichen.
Beistarrer Trigheitsstrémung sind nach (1.1.9, 10) und (1.3.2, 6) Relativ-
geschwindigkeit und -beschleunigung durch die Formeln

i

vt = "0, b= W0, & — w5 x” (1.5.4)

der elementaren Kinematik gegeben. Nach (2.8) tritt bei solchon Be-
wegungen (auch zwischen endlich entfernten Teilchen) keine Anderung
der Frequenz von Lichtsignalen auf. Der transversale Doppler-Effekt
wird hier — korrespondenzmiBig gesprochen — durch die gravische ,,Rot-
verschiebung® kompensiert. (In der Minkowskiwelt sind starre Stre-
mungen notwendig nicht geodétisch, so dafl die eben beschriebene Kom-
pensation nicht auftreten kann.)

(24)



Kapitel 2. Dynamik

1. Die Gravitationsfeldgleichungen. Ahnlichkeitsgesetz

Die empirisch mit grofer Genauigkeit nachgewiesene, im Rahmen des
Begriffssystems der Newtonschen Mechanik und Gravitationstheorie aber
nur durch eine Hypothese ad hoc formulierbare lokale Aquivalenz von
Trigheits- und Gravitationskraften hat EiNsTEIN zu der Vermutung
gefithrt, dafl diese beiden , Krifte* AuBerungen ein und derselben
Struktureigenschaft der Raum-Zeit-Mannigfaltigkeit sind, fiir die Weyl
die suggestive Bezeichnung Fiahrungsfeld geprigt hat. Die lokale Giiltig-
keit der speziellen Relativititstheorie veranlafit dazu, diese Struktur-
eigenschaft mathematisch durch eine norma]hyperbohsehe Riemannsche
Metrik darzustellen?.

Da einerseits die Materie das Gravitationsfeld erzeugt und die Poisson-
sche (leichung dies erfahrungsgemill gut beschreibt, andererseits in der
neuen Theoric g,, die Zustandsgrofie des Fuhrungsfeldes ist, und weil in
der speziellen Relativititstheorie die mechanischen Eigenschaften der
Materie durch den Energie-Impuls-Spannungstensor T, beschrieben
werden, liegt es nahe anzunehmen:

1) Die Komponenten 7, des Materietensors sind gleich quasi-
linearen Differentialausdriicken zweiter Ordnung in den
Komponenten g, des MaBltensors.

Allein aus dieser sehr allgemeinen Annahme folgt nach einem von Wgyr,
bewiesenen Satz?, dal} die Feldgleichung die Form?

(YH/) + (MG_ A) Jup = _HTub (211)

hat; darin sind A, M und % (4 0) Konstanten der Dimensionen?® bzw.
— 2,0, 0.

! Die hier skizzierte Darstellung der Grandlagen der Einsteinschen Gravitations-
theorie folgt - mit einigen Modifikationen und Erginzungen — WEyL 1921 (18)
und Pavr: 1921 (19). 2 (18), 4. Aufl., Anhang 1.

8 (i, = Kinsteintensor, 8. 8. 6, ¢ = /¢, .

¢ Bezliglich dev Liange; ¢ .= 1, y = g%z-’ vgl, 8. 6.

(25)
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Dicse Gleichung ist in den g,, nichtlinear, d. h. dic Annahme 1)
enthdlt bereits, dall das MaBfeld cinc Wechselwirkung zwischen
materieerfiillten Weltkanilen vermittelt.

Die Symmetrie des Materietensors braucht hier nicht wie in der spe-
ziellen Relativititstheorie als eine unabhiingige Hypothese (Aquivalenz
von Impuls- und Energiestromdichte) eingefiihrt zu werden, sondern
folgt — wenn man das Postulat 1) als implizite Definition von 7T, he-
trachtet — aus dem genannten Weylschen Satz; es gibt nimlich im Rie-
mannschen Raum keinen quasilinearen, invarianten Bivektor 2. Ordnung
der Metrik g,. Die Symmetrie des Materietensors ist in der all-
gemeinen Relativititstheorie einenotwendige Bedingung dafiir, dal
er als Quelle des Mafifeldes im Sinne von 1) auftreten kann.

Aus (2.1.1) folgt — G(1 + 4M) + 44 = T, also ist, weil nicht immer
T = const. ist, 1 4 4M + 0. Daraufhin erhiilt man aus (2.1.1) wegen der
Bianchi-Identitdt die Divergenzgleichung

M
W o . . .
711,111; = (’1}(4 <G ST 4‘”) . (..).l.).)

Fiir den besonders einfachen Fall nur gravisch wechselwirkender Materio
mit der Eigendichte ¢ der Ruhmasse und der Vierergeschwindigkeit « ist
nach den oben skizzierten Grundgedanken der Theorie

T = ou,u, (0> 0) (2.1.3)

¥4

zu setzenl. (2.1.2) ist dann mit dem Gleichungssystem

(0u")y = ep, i, = — ehl(log o), (2.1.4)
iquivalent.

Die bisher eingefiihrten Annahmen fiihren also zu einer Theoric, in dor
sich inkohirente Materie auf Geoditischen der Metrik Jup = 0% ¢4 bo-
wegt (1.4, Hilfssatz) und in der spontan Ruhmassc mit der Produktions-

dichte e¢p = p—i’—TQG entsteht.

Wenn man entweder die Zusatzannahme

2a) Die Ruhmasse nur gravisch wechsclwirkender Materie
bleibt erhalten

oder

2b) Die Stromlinien nur gravisch wechsclwirkender Matorie
sind Geod#tische beziiglich der | natiirlichen Metrik ¢,,

! Siehe dazu die Abschnitte 4 und 5 dieses Kapitels.

(26)



Beitrige zur relativistischen Mechanik kontinuierlicher Medien 817

macht, folgt e = M == 0, und wir erhalten aus (2.1.1) die Einsteinsche
Feldgleichung

G —Agy = —nTy, (2.1.5)
und daraus den sogenannten Erhaltungssatz
7mbe = 0, (2.1.6)

der fiir (2.1.3) wieder auf 2a) und 2Db) als Folgerungen fiihrt.

Da gegenwiirtig kein Anlaf besteht, die einfache Annahme 2a) zu ver-
werfen und unabhingig davon 2b) in der einfachsten Weise der Idee des
Fubrungsfeldes entspricht?, legen wir im weiteren Verlauf dieser Arbeit
die klassische Gleichung (2.1.5) zugrunde.

Die allgemeinere Theorie mit e + 0 kann leicht entwickelt werden und fithrt
fiir lel <1 auf ecine zur Jordanschen ,erweiterten Gravitationstheorie® (25), (2.
und 3. Buch) und zur Hoyleschen kosmologischen Theorie? ghnliche, aber ein-
fachere und, wie uns scheint, vom Standpunkt der lokalen Physik aus besser
begriindete Theorie (s. 0.); wir fithren keine neue Hypothese ein, sondern lassen
nur eines der Axiome der Einsteinschen Theorie, und zwar das mathematisch un-
wichtigste, weg. Ks ist leicht zu sehen, daB diese Theorie mit einem stationiren
Zustand im Sinne des PCP von BoNp1 und Gorp 2 unvereinbar ist. Wir bemerken
noch, daB in der Theorie mit ¢ =+ 0 fiir ein Maxwell-Feld (2.1.6) gilt, so daB die
Theorie der Lichtfortpflanzung ungeandert bleibt.

Durch Betrachtung der zentralsymmetrischen Lisungen® von (2.1.5)
ergibt sich, dafl (bei unserer Einheitenwahl, s. S. 6)

x =1 (2.1.7)

gesetzt werden mufl. Darin kommt zum Ausdruck, daB Materie gra-
visch anzieht und nicht abstoRt.

Das kosmologische Glied Ag,, in (2.1.5) kann man ausschlieBen (4 = 0)
durch jede der folgenden zwei Annahmen:
3a) Die Feldgleichungen enthalten aufler der Lichtgeschwindigkeit und
der Newtonschen Gravitationskonstante keine dimensionsbehaftete Kon-
stante.
3b) Im Vakuum ist (entsprechend der Laplaceschen Gleichung in der
Newtonschen Theorie) die Spur des Tensors, der den relativen Ortsvektor

TVgl. daza M. Fierz 1956 (26).

2 Vgl. Bonnr 1960 (15), HECKMANN-ScHUCKING 1959 (27) und die dort zitierten
Arbeiten.

% oder mittels (2.2.10) oder auch (2.5.1), indem zunsichst » beibshalten und dann
durch Korrespondenz mit entsprechenden Gleichungen der Newtonschen Theorie
festgelegt wird.

(27)
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benachbarten freier Probekérper in deren Relativbeschleunigung trans-
formiert, gleich Null!,

Obwohl wir die Spezialisicrung /A == 0 aus methodischen CGriinden fiie
zweckmiiflig halten, solange nicht bestimmte Erfahrungen auf 4 i+ 0 hin-
weisen, wollen wir doch wegen der mathematischen Allgemeinheit nur
dann A = 0 setzen, wenn diese Kinschritnkung sonst nicht giiltige Sitze
abzuleiten erlaubt.

Nach den Gesetzen der klassischen Hydrodynamik (mit Gravitations-
wechselwirkung) gibt es zu jeder Strémung eine zweiparametrische Schar
dhnlicher Stromungen. Das hiingt eng damit zusammen, daf in die Grund-
gleichungen nur eine dimensionsbehaftete universelle Konstante, die Gra-
vitationskonstante, eingeht, so dal nur eine der drei Grundgréfen Liinge,
Masse, Zeit durch Wahl einer ,,rationellen* Binheit (etwa fiir dic Masse)
eliminiert werden kann. In der Relativititstheorie enthilt schon die
Kinematik eine Konstante, nimlich ¢; man wird also fiir 4 + 0 keine
und fiir 4 = 0 eine einparametrige Schar dhnlicher Stromungen zu einer
gegebenen Stromung erwarten.

Tatsiichlich zeigt die Feldgleichung (2.1.5), da} fir 4 = 0 (und nur
dann) aus jeder Losung (g, 7',,) eine Schar dhnlicher Losungen (7, ’27(,,,)
durch g, = m2g,, T, = T, (m = 0) gewonnen werden kann. Diec Raum-
Zeit W ist nur dann zu W dquivalent, wenn W eine homothetische
Abbildung auf sich gestattet.

Bei eciner Klassilikation strenger Losungen von (2.1.5) mit /1 == 0 ist es danach
sweckmiBig, die Ldsungen nach Scharen untercinander dhnlicher zu ordnen und
als kennzeichnende Daten einer speziellen Losung einen ,,Ahnlichkeitsparamocter
(proportional zu dem obigen m) und solehe Invarianten oder Eigenschaften zu
withlen, die die ganze Schar charakterisieren ®.

Zum Beispiel ist innerhalb der Schar der Schwarzschild-Vakuumfelder der
Gravitationsradius ein solcher Ahnlichkeitsparameter, und die Schar als solche ist
durch die Eigenschaft ,,Kugelsymmetric* gekennzeichnet. Beispicle dafiir, daf die
obige Ahnlichkeitstransformation zu #dquivalenten Welten fithrt, stellen Levi-
Civitas statische zylindersymmetrische Vakuumfolder dar.

2. Erhaltung der Ruhmasse, Energiesatz und Bewegungsgleichung
fiir ponderable Materic

Um festzustellen, ob und in welchem Sinne die Divergenzgleichung
(2.1.6) auch in Gravitationsfeldern (R, + 0) die Erhaltung von Energie

tVel. (1.3.2) fiir & = 0. 3b) ist P1rRANTs Kennzeichnung spezicller Finsteinraume,
s. PIRANT 1956 (28).

? Zu letzteren gehoren etwa der Petrov-T'yvp des Konformtensors und der Struk-

turtensor eincr Isometriegruppe.

(28)
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und Impuls beschreibt, kann man sie! entweder durch Addition eines
Affintensors in eine gewdhnliche Divergenzgleichung verwandeln und so
zwei auller materiellen auch gravische Energien bzw. Tmpulse enthaltende
lokale Krhaltungsbilanzen fir endliche Volumina aufstellen — was be-
kanntlich aus mehreren Griinden bis jetzt nicht zu klaren Einsichten
gefithrt hat — oder eine mittlere Vierergeschwindigkeit u® der Materie
einfiihren und substantielle, auf ein Materieelement bezogene Bilanzen
aufstellen. Das zweite, der Thermo-Hydrodynamik entsprechende Ver-
fahren wollen wir kurz beschreiben 2.

Zuniichst kann man einen symmetrischen Tensor 7T, beziiglich eines
beliebigen zeitartigen Einheitsvektors «* eindeutig so zerlegen:

‘llyub = U, Uy >k phub + 2“((1([1)) + Tyt (221)
mit A, nach (1.1.5),
(]uu” == ), nubub =0, ﬂda =0. (222)

Durch Uberschieben von (2.1.6) mit %, partielle Differentiation und
Benutzung der mittels w, gebildeten, in 1.1 definierten kinematischen
GiroBen leitet man dann die Gleichung

. 1 b ' ‘ .
“ + (/,L + p) 0 + ?nabg , -+ q |lee + g U = 0 (223)

ab. Entsprechend crgibt sich aus dem ,,rdumlichen‘ Anteil der Gleichung
(2.1.6)

. () I A 4
(fu + 79) Uy + h!lb((]’) + P + ﬁbH(‘) + (wab -+ Gab) (I, + _3"09% = 0. (224)

Diese beiden Gleichungen sind bei gegebener Zerlegung (2.2.1) mit der
Relation (2.1.6) gleichwertig.

Die Gileichungen (2.1.5) und (2.2.3, 4) erhalten erst einen konkreten
physikalischen Inhalt, wenn die Art der felderzeugenden Materie ange-
geben wird und die eingefithrten HilfsgroBen dementsprechenden Zu-
standsgleichungen unterworfen werden. '

Fir (makroskopisch betrachtet) stetig ausgebreitete, ponderable Materie
ist es crlaubt anzunehmen, daff fiir eine eindeutig bestimmte Vierer-
geschwindigkeit® «“ der Hauptanteil der Energiedichte x die positive,

! oder dic entsprechende Gleichung fiir die Tensordichte (-— g}tz 74b,

* Wir folgen im wesentlichen Eckart 1940 (20), dessen Ergebnisse wir durch die
Navier-Stockes - Gleichung (2.2.4) vervollstindigen.

*die lokale ,baryzentrische” Geschwindigkeit, vgl. dazu z B. MEIXNER und
Rm1e 1959 (21).

(29)
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erhalten bleibende Eigendichte o der Ruhmasse ist,

. 1 ‘
(eu )y, =0 (¢ vpv =0, v — == spez. Volumen) (2.2.5)

N . . . e L. .
Die (i.a. nur wenig von 1 abweichende) Grifie u - -’:;— ist dann die

spezifische innere Energie. Unter dieser Voraussetzung ist die aus (2.2.3, 5)
folgende Beziehung

d o

1 . ) .
7t e g w4 g a1t =0 (2.2.6)

als die substantielle, thermodynamische Energiebilanz, die Gleichung (2.2.4)
als die Impulsbilanz oder Bewegungsgleichung' und sind die Gréfien p, ¢*
und n,, bzw. als Druck, Energiestromdichie relativ zur Materie (herrithrend
von Transportvorgingen wie Diffusion und Wirmeleitung) und Reibungs-
drucktensor zu bezeichnen.

Diese Gleichungen unterscheiden sich von den entsprechenden nicht-
relativistischen nur um die durch die Trigheit der Energie bedingten, sehr

kleinen Glieder g,4¢ baw. hlg, -+ <m,,,) + ooy | %Oha,,) ¢ und dadurch,
daB in (2.2.4) (u + p) statt o als effektive Dichte der trigen Masse auftritt.

Aus der Definition (1.3.7) von [ und (2.2.5) geht hervor, daf} die Lr-
haltung der Ruhmasse auch in der besonders anschaulichen Form

ol = const. (lings der Stromlinien) (2.2.7)

geschrieben werden kann,
Aus der Definition des Einsteintensors, (2.1.5), (2.2.1) und (2.2.2) folgt

a 1 [/ ' (17 B R
R=3p—p—4d, Ryu s’ =A—5 (u+3p), RR,u =q'.  (2.2.8)

Also sind die Stromlinien der Materic genau dann Ricci-
Eigenlinien, wenn kein Energiestrom relativ zur Materie
stattfindet.

Die letzte Bemerkung und (2.2.8) erlauben eine dynamische Interpre-
tation einiger Aussagen in den Abschnitten 1.4 und 1.5.

Aus (1.3.4), (1.3.7) und (2.2.8) ergibt sich die Gleichung

7 s 1 . .
34 2007 — %) — Y+ a4 3p)—A=0.  (229)

! LiceNEROWICZ (2) hat unter Benutzung der in 2.3 erwithnten Hilfsmetrik fiir
eine Klasse formal definierter Medien eine andere relativistische Bewocgungs-
gleichung vorgeschlagen, die wir fiir physikalisch nicht begriindet halten.

(30)
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Sie zeigt, daB die GroBe — A 4 5 (4 4 3p) — 20? bei starren Stro-
mungen die Quelldichte des Beschleunigungsfeldes ist. Diese Aussage
kann als relativistisches Analogon des GauBschen Satzes

div F = ,__;_0 + 2w? (F = Feldstirke des Gravitations- und Zentri-

fugalfeldes in einem starr rotierenden System) aufgefaBt werden!. Bei
Isometrischen Stromungen erhilt man wegen (1.2.8) die , Poisson‘‘-
Gileichung

Ult = — A b5 (4 + 3p) — 202 (U =0). (2.2.10)

Die Umformung in eine dreidimensionale Divergenzgleichung legt nahe,
(0 + 3p) eV als effektive Dichte der aktiven Gravitationsmasse zu be-
zeichnen 2,

3. Entropiesatz. Ideale Flissigkeiten, Isentropische Strémungen

Eine genaue Beschreibung der Materie erfordert auBer den im vorigen
Abschnitt eingefiihrten Begriffen und Gesetzen weitere thermodynami-
sche Betrachtungen, die hier nicht allgemein ausgefiihrt werden sollen:
wir verweisen fiir die relativistische Thermodynamik irreversibler Prozesse
auf den schénen Handbuchartikel von Merx~er und Reix 1959 (21), die
dort zitierten Arbeiten und auf Just 1958 (22).

Nur ein Beispiel wollen wir im Hinblick auf den nachsten Abschnitt
und wegen der gleich zu behandelnden idealen Fliissigkeiten skizzieren:
Die einkomponentige Flissigkeit3.

Von einer solchen verlangen wir zunéchst die Existenz einer (kalo-
rischen) Zustandsgleichung

U = u(p, v); {2.3.1)
folglich existieren (skalare) Funktionen 7'(p, v) und s(p, ») mit
du +pdv = Tds. (2.3.2)

Damit kénnen wir unter Beriicksichtigung von (2.2.5) den Energiesatz
(2.2.6) in (2.3.3)

08 + (%) lle =™ <qua + %) e =71 E"“jlv'(%”ab”ab + ¢, (%" + (log T)la))

* Fiir den Spezialfall o = 0 vgl. dazu WHITTARER 1935 (30).
tVgl. dazu Prrant 1956 (28). 3 Nach Eckart loc. cit.

(381)
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umformen. Unter der weiteren Annahme 7' > 0 liegt es nahe, T als
Temperatur, s als spezifische Entropie und diese Gleichung als Entropie-
hilanz zu deuten, was — imy Einklang mit den Bedeutungen von =z, a,,
(siehe (1.1.12)), ¢“ und 7' -- zu den phinomenologischen Gleichungen

Ty = Aoy, (A(p,v)  Viskosititskoeffizient), (2.3.4)
Gy == bl (T, + Tig)  (x(p,v) == Wirmeleitfihigkeit) (2.3.5)

fithrt. Der Entropiesatz verlangt, dall die Knlropicerzeugungsdichie 1
nichtnegativ ist, folglich muf}

A0, %0 (2.3.6)
gein. Der Vierervektor
5 gsut + L (2.3.7)

ist als Entropiestromdichie zu bezeichnen. Er erscheint in (2.3.7) in einen
s . . . . o gt
Konvektionsanteil psu” und einen Leitungsanteil 177 aufgespalten und

hat stets nichtnegative Divergenz.

In den Gleichungen (2.2.3, 4) sind die =, und ¢" enthaltenden Glieder
oft sehr klein im Verhiiltnis zu den iibrigen; man wird daher insbesondere
dann, wenn man die (durch die kovarianten Ableitungen implizit beriick-
sichtigte) Wechselwirkung der Materie mit dem Gravitationsfeld studieren
will, diese Glieder vernachlissigen. Das fihrt zur Kinfihrung des Modells
der idealen Flitssigkeit, die wegen (2.3.4, 5) durch

A=0, %x=0 (2.3.8)

definiert wird.
Fiir eine ideale Flissigkeit ist also nach (2.2.1) und (1.1.5)

T = puy, + phy, = (1 -+ p) u,, -+ Py, (2.3.9)
(Da — u*y, und A§ zueinander orthogonale Projektionen sind, ist die
erste Gleichung (2.3.9) die Spektralzerlegung von 77.)
Energie- und Impulssatz vereinfachen sich zu

U - pv =0, (2.3.10)
(-t p) doy + Bgpy =0, (2.3.11)

und fiir eine chemisch homogene ideale Flussigkeit!ist nach (2.3.2) immer
s = const. lings der Stromlinien; (2.3.12)

1 bei chemischen Umwandlungen mufl (2.3.2) durch die (ibbssche Fundamental-
gleichung ersetzt werden, und (2.3.12) gilt i. a. nicht.

(32)
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alle Vorgiinge in ihr verlaufen (adiabatisch-) reversibel. Die Stromlinien
sind nach (2.3.9) und (2.2.5) Ricei-Eigenlinien.
Nach den Regeln der Thermodynamik kann die spezifische Enthalpie

+

1

w == w(s, p) =u + pr = r (2.3.13)

[

als thermodynamisches Potential benutzt werden: durch Elimination von
s aus den Gleichungen

-';{;4: T, %:L (2.3.14)
erhilt man die thermische Zustandsgleichung 7' == T'(p,») und weiter
die kalorische Zustandsgleichung (2.3.1). Nach (2.3.13) und (2.3.14) ist
lings einer Isentropen

w(s, p) = w(s, Py) exp (/ d?o ) . (2.3.15)

H-p

7o
Eine Stromung heildt isentropisch, wenn sogar im ganzen Stromungs-
gebiet s == const. ist!.
Tn einer isentropischen Stromung sind u, p und o paarweise funktional
abhiingig, und nach (2.3.15) und (2.3.13) ist

w  opp’ dw w

T 1 d . 3
dw dp @ _ K P 0. (2.3.16)

Die Bewegungsgleichung (2.3.12) ist also dquivalent zu
Ty = — hZ(IOg w)ib - (1.4.1)

Daraus ist zu entnchmen:

Satz 2.3.1. In einer isentropischen Strémung einer einkomponentigen
idealen Fliissigkeit ist der Druck eine Funktion der spezifischen Enthalpie.
Materietensor, Ruhmassendichte und spezifische Energie sind durch die
Formeln

dp P .
T(rl) = QWU Uy + PIars 2= %f U =W —"(T (231 ‘)

(mit w > 0, :;—Zz > ()) bestimmt. Die Divergenz von T, verschwindet
genau dann, wenn (gu®);, = 0 ist und die Stromlinien in der Hilfsmetrik
Jup = w39, geoditisch sind2 Der Energiesatz (2.3.10) ist infolge der

letzten beiden Gleichungen (2.8.17) identisch erfiillt.

1Vgl. dazu Sarzmany und Taus 1954 (4) sowie Taus 1956 (38).

2 Diese Geodisie hat BrsexHArT 1924 (24) auf anderern Wege erkannt. Wegen
dor formalen Analogie zwischen (1.4.2) und dem Fermat-Prinzip der gecmetrischen
Optik hat Sy~ (8) w, dessen thermodynamische Bedeutung er nicht erwihnt,
als ,,Index‘ der Fliissigkeit bezcichnet.

(=11
<

Abh. Mathem.-naturw. KL Nr, 11 ( 33 )
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Statt der Variablen (w, 4?) und der Funktion plw) kinnen auch' (p, u*) mit
w(p) oder mit? ¢(p) genommen werden; die im Satz gewithlte Darstellung ist aber
wegen (1.4.1) die einfachste. Wir erwithnen noch dic oft benutzte?, aus (2.3. 16, 17)
folgende Darstellung

»
Ty :0(177 + [ —]3) Uty + Pgan (0 == w(py), 0(p) (2.3.18)
o
in der gewéhnlich die unnétige und manchmal unmdigliche Spezialisiorung Po = 0,
% == 1 vorgenommen wird,

Nach Satz 1.4.1 und (1.4.4) spannen die Strom- und Wirbellinien
Wirbelflichen auf (2), und aus Satz 1.4.2 folgt fiir isentropische Stro-
mungen der dynamische Wirbelsatz (1.4.5) (mit der jetzigen Bedeutung
von w); (2.3.15) zeigt den EinfluBl des Drucks auf die Wirbelgeschwindig-
keit.

In einer isentropischen Stromung hat § = 0 zur Folge, daB w lings der
Stromlinien konstant ist, so dall mit (1.4.1) nach Hilfssatz 1.2.6 gilt
Satz 2.3.2. Eine starre isentropische Stromung ist nur in einem statio-

niren Gravitationsfeld méglich (4). &° :% ist dann ein Killingvektor

und U = —log w das (in 1.2.6 definierte und in (2.2.10) auftretende)
skalare Gravitationspotential. Der Wirbelvektor o ist (Fermi-)konstant
lings der Stromlinien (Satz 1.4.4) und geniigt den Gleichungen (1.4.13, 14).

Abschlielend bemerken wir, daf nach Satz 1.4.6 eine wirbel- und
scherungsfreie, isentropische Stréomung nur in einem Gravitationsfeld
méglich ist, dessen Konformtensor vom Typ T ist und reelle Eigenwerte
hat. Das entspricht der Vorstellung, da8 solche Felder keine Gravitations-
wellen, die ja wahrscheinlich immer mit Scherungsbewegungen der mit
dem TFeld wechselwirkenden Materie verbunden sind3, enthalten.

4. Kinetische Gastheorie. H-Theorem.
Gleichgewichtsverteilungen im Gravitationsfeld

In diesem Abschnitt wollen wir die Materie nicht von vornherein als
ein Kontinuum idealisieren, sondern sie durch das Modell einer statisti-
schen Gesamtheit von Teilchen der Ruhmasse m, die nur durch elastische
Sté8e miteinander wechselwirken, beschreiben. Wir nehmen an, dal3 die
Raum-Zeit in ,,physikalisch unendlich kleinen‘ Bereichen, wie sie zur

! Zum Beispiel Syneg (8), LICHNEROWICZ (2).
* Zum Beispiel PauLr (19), Fock (29). ¢ Vgl. dazu (31) und (32), sec. 2—4.8,

(34)



Beitridge zur relativistischen Mechanik kontinuierlicher Medien 825

Definition der Momente der Verteilungsfunktion und vor allem zur For-
mulierung der Boltzmannschen Stofigleichung erforderlich sind, als flach
betrachtet werden kann, obwohl das ,,Gas’ als Ganzes sich in einem
(iravitationsfeld befinden daxf, das dann als das ,,makroskopische Feld
(in Analogie zur Elektronentheorie ausgedriickt) anzusehen ist.

Zur Definition der (Einteilchen-)Verteilungsfunktion F(x, p)! denken
wir uns in dem (beliebigen) Kreignis x ein infinitesimales Raumelement,
charakterisiert durch den (Pseudo-)Vektor dZ, und im Impulsraum?®
eine infinitesimale Zelle an der Stelle p* des Massenhyperboloids

PP’ =—m?, (2.4.1)
zu der dann analog ein dp, gehért. F' ist dadurch definiert, daf
F (2, p) |d2, dp"] (2.4.2)

die Anzahl derjenigen Teilchen ist, deren Weltlinien das Raumelement
d2, schneiden und deren Impulse in der Zelle dp, liegen. Offenbar ist F
ein Skalar.

Fir I gilt die von Sasaxri 1958 (33) relativistisch formulierte Boltz-
manngleichung

]')”Fﬂ - /ff (Fwﬁv "o ],1[,1/) W(p, p/; p//’ p///) dP’ dP"dP" . (2.4:‘3)
Die partielle Ableitung #, ist beziiglich * gemeint bei parallelverscho-

benem p”. Das erste Argument in den F ist immer z, das zweite bzw.
P, P, p, p’; aullerdem ist

dp, = p,dP (2.4.4)

w.e. gesetzt. W (p, p’; p”’, p”’’) beschreibt die Wahrscheinlichkeit fiir Stofle
p, P - p”, p’”’ (mit entsprechenden Spielriumen). Wir setzen voraus:

Wip, p's 9", p"") = W@ ps p”, p") = W' 05 2, ) - (2.4.5)
Fiir das erste Moment
g (x) = [g(p) p'F (x, p) AP (2.4.6)

einer beliebigen Funktion g(p) folgt aus (2.4.3, 5): (2.4.7)

g”‘fu :%//// (g + g; . g// o '(//I/) (F/IF!II__FFI) WdAPdP AP’ dP"”’
Diese T'ransportgleichung gilt sinngemif auch fiir Tensoren g* - statt g.
1Wir lassen bei den Argumenten die Indizes weg; p = (p%) usw.

? Dieser kann mit dem Tangentialraum in x identifiziert werden.
3 Vgl dazu auch Taus 1948 (37).

T3
e
*

(35)



826 P. Jorpax [ J. Errers /| W, Kuxor [ R K. Sachs
Wenn g eine additive StoBinvariante ist, gilt also g, = 0. Daraus
folgt:
1. Die materielle Stromdichte
pu® e / mpdl (u,u’ 1) (2.4.8)
(g = m) geniigt der Kontinuititsgleichung
(ou®), == 0. (2.2.5)
(o ist nach (2.4.2, 4, 8) die Dichte der Ruhmasse in dem durch die mittlere

Vierergeschwindigkeit «" bestimmten lokalen Ruhsystem.)
2. Der Materietensor

T = [p'pFdP (2.4.9)
{g - p") ist divergenzfrei:
| T, = 0. (2.1.6)
Als nichstes definieren wir durch
S wm [ K log Fd L (2.4.10)
die Entropiestromdichte unseres Gases. Es gilt
8, =-—[(1 + log F) F,,p"dP,

woraus man mit derselben Umformung, die zu (2.4.7) fithrte,

8y == / / / / log (%é_) (F7F" — FE'Y WAPAP' AP dP"" (2.4.11)

bekommt. Es gilt also folgende kovariante, relativistische Form des
Boltzmannschen H-Theorems:
Satz 2.4.1. Die Entropieerzeugungsdichte

1
S fle =7 Ui

ist nichtnegativ und verschwindet nur dann in einem Weltbereich, wenn
dort an jeder Stelle log F' eine additive StoBinvariante ist?.

Wenn wir die auf Grund der relativistischen StoBgesetze sehr plausible
Annahme machen, daf (entsprechend dem Gradschen Satz?in der nicht-
relativistischen Theorie) die allgemeine StoBinvariante die Form ¢ + &, "
hat, folgt aus Satz 2.4.1, daB die Gleichgewichtsverteilungen eines rela-

! Deshalb ist in der speziellen Relativitdtstheorie nur dann die ,,Gesamtentropic
zu einer festen Zeit‘‘ ein Skalar, wenn eine Gleichgewichtsverteilung vorliegt.

2 GRAD 1949 (34).
{ 36)
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tivistischen Ctases die Gestalt
Fx, p) = C(x)exp (§,(x) p) (2.4.12)

haben.
Drarans und aus (2.4.8, 9) folgt der
Satz 2621 Bei lokalem Gleichgewicht hat die Verteilungsfunktion
eines idealen Gases die Form
2 o(w)é ,
Fa, p) = =z exp (§u,p") . 2.4.18
- (a,.’ 1)) 47.[,"13]"2(77&){’ 1 (‘Su’u})) ( 41‘;)
Der zugehorige Materietensor ist gleich dem einer idealen Flussigkeit
(2.3.9) mit der Zustandsgleichung

w (;(p_lv)4 o (2.4.14)

worin
G (y) —77 “RAN Ky(y) — /exp (— ycoshz)cosh. (22)dz  (2.4.15)

¢

ist. Der Verteilungsparameter & ist durch
g5}

B

mé = (2.4.16)

2

~

mit Dichte und Druck verkniipft.

Wir stellen nun fest, welche Bedingungen die Boltzmanngleichung
(2.4.3) den Zustandsfeldern o(z), £(%) und %*(z) auferlegt:
Satz 2.4.3. Fine Gleichgewichtsverteilung (2.4.13) ist nur in einem
tationdren Gravitationsfeld méglich, und zwar mufl £* = £u” ein Killing-
vektor, die Stromung also isometrisch sein. Aulerdem mufl im Stré-
mungsfeld

ps

m—)‘ = A = const. (2.4.17)

<ein. Diese Bedingungen sind auch hinreichend.
Beweis: (2.4.3) reduziert sich fiir eine Verteilungsfunktion (2.4.12) wegen
der Viererimpulserhaltung bei Stolen auf die Liouville-Gleichung

pF, =0, (2.4.18)
also ausgeschrieben mit log ¢ = ¢ auf

0P + Eap PP = 0. (2.4.19)

' Syner 1957 (83), § 14, Dort auch weitere Literaturangaben.

(37)
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Diese Gleichung muf} an jeder Stelle « fiiv alle prmit g p" a2 die
im Vorwirtslichtkegel liegen. erfiillt scin. Daraus folgt (z. B. durch Lin-
setzen einiger spezieller Werte fiir die )

Co =0, Ly - 0, (2.4.20)

"

womit wegen (2.4.12, 13, 16) der Satz bewiesen ist. da aus (2.4.20) natiir-
lich auch wieder (2.4.18) folgt.

Der Vergleich dieses Satzes mit dem entsprechenden Satz der nicht-
relativistischen Theorie! zeigt:

Die reversiblen Strémungen eines relativistischen idealen
Gtases sind kinematisch stirker eingeschrinkt als die eines
unrelativistischen; sie sind ndamlich nicht nur scherungsfrei, sondern
auch volumtreu. Man kann in den isotrop expandierenden Modellen der
relativistischen Kosmologic das Substrat also nicht - wic in den ent-
sprechenden Newtonschen Modellen? -— als ein ideales (ias in lokalem
Gleichgewicht auffassens.

Als nichstes wollen wir den Entropieflufl (2.4.10) nach dem Muster der
Gleichung (2.3.7) in einen Konvektions- und einen Leitungsanteil zer-
legen:

bv(l . psu(t ,_%__ é’” (,M”S!( - ()) . (24‘21)

Fiir eine Gleichgewichtsverteilung verschwindet s* nach (2.4.10, 12),
und fiir s erhilt man nach kurzer Rechnung (im Ruhsystem) einen Aus-
druck, der mit « aus (2.4.14) durch &(du 4 pdv) = ds verknipft ist.

Damit ist —:~ = T als Temperatur identifiziert und die Verbindung zur
S
phanomenologischen Theorie im vorigen Abschnitt hergestellt — jedenfalls
fiir den (leichgewichtsfall.
Die Beziehung ¢ = ,Ji,, Satz 2.4.3 und die Bemerkung 1.2.6 ergeben den

Satz 2.4.4. Fiir ein ideales Gas besteht im thermodynamischen (fleich-
gewicht in einem Gravitationsfeld die Beziehung
Te' == const. (2.4.22
zwischen Temperatur 7' und Gravitationspotential U,
Die Beziehung (2.4.22) hat ToLmax (42) fiir ein (phinomenologisch
beschriebenes) isotropes Strahlungsfeld in einem statischen Gravitations-

! BorrzMany 1895 (39), vgl. (36).

* Siehe HECKMANN 1942 (40) und HECKMANY und Seutoring 1956 (41).

* Damit wird eine von HeckyMaxw loc. cit. 8. 50 aufeeworfene Frage jedenfalls
in einem einfachen Fall heantwortet.

(38)
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feld abgeleitet: fiir den allgemeinen stationdiren Fall ist sie in Satz 2.3.2
enthalten, wenn man fiir die dort betrachtete , Flissigkeit“ isotrope
Strahlung nimmt, was zuldssig ist.

Es ist hervorzuheben, dafl in U bei rotierendem Gas auch das Zentri-
fugalpotential enthalten ist; die fiir diesen Fall durch (2.4.22) behaupteten
Temperaturdifferenzen sind von der Groflenordnung derjenigen, die kiirz-
lich von Pouxp und REBrA (43) durch transversalen Dopplereffekt
mittels des MoBbauereffekts gemessen wurden.

Durch Benutzung von Verteilungsfunktionen, die nur so wenig von

(2.4.13) abweichen, dal} noch log F' ~ log I' gesetzt werden darf, kann man
auch noch mittels der Definitionen von ¢* ((2.2.1), (2.4.8, 9)) und s ((2.4.
. 1 . .

21, 10)) bestitigen, dall s* =77 ¢* ist; damit ist dann der phénomeno-
logische Entropiesatz ((2.3.3) mit 5 = 0) als Folge des statistischen H-
Theorems 2.4.1 erkannt. Die phinomenologischen Gleichungen (2.3.4, 5)
hat Sasaxt (loc. cit.) (ohne Benutzung des Entropiebegriffs) statistisch
begriindet; seine Ansiitze scheinen uns aber nicht hinreichend allgemein
ZU sein.

Wir erwithnen noch, dal die von Sy~¢E bei der Behandlung von StoBwellen
in Gasen gemachte Annahme Gber die Zeitrichtung (loc. cit. 8. 54) aus dem
H-Theorem folgt. Es ist aber zu betonen, dafl die Benutzung der Gleichung (2.4.14

bis 16) wegen Satz 2.4.3 strenggenommen bei allgemeinen Strémungen nicht er-
laubt ist.

5. Dynamik inkohirenter Materie

Inkohirente Mulerie ist formal durch den Materietensor
T = ou i, (2.1.3)

definiert. Man erhilt diesen Ausdruck, wenn man in der allgemeinen
Darstellung (2.2.1) den Druck p, die Eigenwerte des Reibungstensors s,
und den Betrag der Energiestromdichte ¢” als vernachlissighar klein im
Verhiiltnis zur Energicdichte y ansieht (und dann u = ¢ setzt wegen
2.2,5)). Wenn man das im vorigen Abschnitt behandelte statistische
Modell der Materie zugrunde legt, zeigen die Formeln (2.4.8, 9) oder die
Verteilungsfunktion (2.4.13), daf} (2.1.3) genau dann zustande kommt,
wenn F' im Tmpulsraum an der Stelle p, == mu, ein scharfes Maximum
hat (Grenzfall T — 0).

In diesem Abschnitt sei (2.1.3) vorausgesetzt.

Fast alle frither ausgesprochenen Sitze lassen sich auf (2.1.3) an-
wenden ; wir stellen einige hier zusammen:

(39)
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1. Die Stromlinien sind Geodiitische: 4 = 0. )

2. Die (Eigen-)YMasse bleibt erhalten: o -« M, M - (.

3. Bei wirbelfreier Stromung existiert eine Zeitkoordinate ¢, die lings der
Stromlinien gleich den miteinander synchronisierten Bigenzeiten ist: die
Hyperflichen ¢ = const. sind geodiitisch parallel.

4. Konforme, nichtstarre Stromungen sind wirbelfrei (s. (1.2.6)).

5. Starre Stromungen sind isometrisch ; " erzeugt dann eine Translations-
gruppe, und o ist harmonisch!.

6. I'iir die Rotverschiebung infinitesimal benachbarter Teilchen gilt die
gewdohnliche Dopplerformel %ﬂ = (01).

7. Strom- und Wirbellinien spannen Flichen auf (s. (1.4.3)).

8. Bei scherungsfreier Bewegung ist (l20") = 0, also o = 0, O =0,

(Mit 2.: Der (Newtonsche) Drehimpuls ciner (aus bestimmten Materie-
. . . %: :

teilchen bestehenden) Kugel vom Radius [ ist ./ — T,)Z M, ) —=0)

9. Die Stromlinien sind Riecilinien: (s. (1.3.5))

e he ' 2 i -
" (m R R 0) -0 (2.5.1)
10. Kriimmungsskalar, Dichte und kosmologische Konstante stehen in
der Beziehung R - — g — 44 (s. (2.2.8)).

11. Es gilt die ,, Expansionsgleichung®2 (s. (2.2.9))

32 4 20— ) 50— =0, (2.5.2)

5

bo| —

12. Die Feldgleichungen (2.1.5) mit (2.1.3) sind gleichwertig mit 9, 11 und
S L g) By - (2.5.3)

(11 entsteht namlich durch Uberschieben der Feldgleichung mit «“a”,
9 mit »*%*, 12 mit k,,h,,.)
Aus 11 folgt der bemerkenswerte

5 x . . . L1 L o
Satz 2.5.13. Wenn Lings einer Stromlinie A+ o= - 0 0% ist (ins-
besondere also fiir @ = 0, 4 = 0) und 6(s) > 0 ist zu einer (Eigen-)zeit s.
dann gibt es ein (endliches) s, < s so, daB3 Lim (082) = 4 oo ist: Zur Zeit

$->8 - 0

$ = 5, hat sich eine singuliire Explosion abgespielt. Bei gegebenem 0 (s)

*d. h. wirbel- und divergenzfrei; s. Satz 1.4.5

? Diese Gleichung ist in cinem spezicllen Koordinatensystem von RAveHAUDHURT
1955 (44) autgestellt worden.

* RAvCcHAUDHURT loc. cit., Koyanr 1956 (15).

{40 )
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wird s —— sy, das ,,Alter der Geoditischen, durch Vergroferung von -
oder 1 erhiht, durch VergroBerung von o oder o erniedrigt.

(l)i(»se Aussagen ergeben sich sofort aus 11, wenn man beachtet, dafl !
die Kritmmung des Graphen der Funktion i(s) und § = 7 isb.

Bei scherungsfreior Stromung, ¢ = 0, kann man wegen 2 und 8 aus 11
eine gewdhnliche Differentialgleichung fiir Z(s) gewinnen. Diese Gleichung
kann einmal integriert werden:

13. Bei scherungsfreier Stromung gilt die vereinfachte IExpansions-
eleichung

o 76 2422 M -

3l2 + Tu-‘—l“"— /1&2 = 10K . (254:)
mit (ings der Stromlinien) konstanten Parametern Q, M und £.

Tn einer wirbelfreien Stromung bedeutet (2.5.3) eine Bedingung fiir die
Kritmmungen der Raumschnitte ¢ = const. (u,da" = —dt). Aus den
Definitionen der GroBen 6, ¢, geht nimlich hervor, dal in diesem Fall

. 1 AN . . .
(i —= O, & == 0) (aa,j - —3~0hab) g "0, z” (bis auf einen konventionellen

Faktor) lings { = const. die zweite Fundamentalform dieses Raum-
schnittes ist, so daf nach Formeln der Differentialgeometrie! die linke:
Seite der Gleichung (2.5.2) auf die Riccitensoren der Raumschnitte zu-
riickgefiihrt werden kann. Es gilt der

Satz 2.5.2. Bei einer wirbelfreien Strémung ist

K(z" ) = % (/l + o -+ o? _#% 62) + 173 (Ba,,) e’ (2.5.5)

die GauBsche Kriimmung derjenigen Fliche F, die in der das Ereignis x*
enthaltenden Orthogonalhyperfliiche R zu den Stromlinien von den (beziig-
lich der induzierten Metrik gebildeten) von z* ausgehenden, auf e in x*
senkrechten Geoditischen erzeugt wird; dabei ist e, u® == 0 (s. Figur).

(Kine Raumdimension ist unterdriickt.)

1 ({leichungen von (Gauss und Copazzr, siche z. B. (46), sec. 43 oder (12),
(1. (2.2.44).

(41)
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Dieser Satz ist ein einfaches Beispiel dafiir, wie in der Kinsteinschen
Theorie die Kriimmung des Ruhraumes der Materic durch deren Ver-
teilung und Relativhewegung bestimmt ist; der zweite Term zeigt, daf3
gestaltindernde Bewegungen der Materic i.a. mit einer Aniso-
tropie der Raumkriimmung verbunden sind?.

Die Gleichung (2.5.2) gilt auch in der Newtonschen Mechanik druck-
freier, nur gravisch wechselwirkender Materie; fiir die Einsteinsche Theorie
typisch ist erst die Bezichung (2.5.5). Die erste Bemerkung weist uns an,
die Gleichung (2.5.4) als Energiesatz zu deuten. Tatséichlich sind in der
Newtonschen Theorie die Expansionsencrgie, Rotationsenergie, innere
potentielle Gravitationsenergie einer aus Substratteilchen bestehenden
(kleinen) Materiekugel vom Radius I bzw. gegeben durch die mit % M

multiplizierten ersten drei Glieder in (2.5.4). Addiert man zu diesen eine

- . . 2 - .
A-Energie der Grilie — = M2A, so besagt (2.5.4) die Erhaltung der
. £, . ) o . .

Energie = Pok dieser Kugel. Dieser mechanische Energicsatz muf}
aber von dem (fur inkohiirente Materie trivialen) thermodynamischen
Energiesatz (2.2.6) unterschieden werden. Der erste hezieht sich auf ein
endlich ausgedehntes System und enthilt dementsprechend einen
Gravitationsanteil, der zweite auf ¢in infinitesimales Substratteilchen,
in dem sich wegen des Aquivalenzprinzips die Gravitation nicht bemerk-
bar macht.

Die fiir eine Materickugel K unter der Voraussetzung ¢ == 0 geltenden dynami-
schen Erhaltungssitze 8 und 13 gelten, obwohl K kein abgeschlossenes System ist.
Bei Ausschopfen von K durch kleinere Kugeln k; verhalten sich die Energien nicht
additiv; die E; besichen sich ja auf relativ zueinander bewegte lokale Inertial-
systeme, und auflerdem wechselwirken die k; dureh Gravitation.

Wir fragen nun nach den kinematisch einfachsten Lésungen
der Gravitationsgleichungen mit inkoh#irenter Materic
A (w =0 =0 = 0) Die einfachste Strémung ist die wirbelfreie und
starre Bewegung; sie ist nach 11 und Satz 2.5.2 nur méglich, wenn
0 = 2/ ist und der Ruhraum der Materie die konstante, positive Kriim-
mung K = / hat, und diese Bedingungen sind nach. 12 und 9 auch hin-
reichend: Einstein-Kosmos.
B (v = ¢ =0, 0 + 0) Die néchsteinfache Méglichkeit ist, daB nur ¢ und
o verschwinden. Dann gelten (2.5.4) und (2.5.5) und ergeben die Fried-
mann-Lemaitre-Modelle. Die Ruhriume haben die konstante Kriim -

1 Fir die Ausnahmen siche Satz 2.5.5.

’ (42)
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. 10 & k . S . .
mung K = 7 (k= -1 1,0). Diese Kriimmung ist also gleich
- : . . T 4 =
der oben definicrten Knergie einer I-Kugel, dividiert durch — —I—O—ngl°.

(DaBl 0 und ¢ in den Ruhrdumen konstant sind, folgt aus (2.5.2) und
(2.5.5).) Die hier entwickelten Sitze und Satz 1.5.1 erlauben, ohne weitere
Rechnung den Schiuf} zu ziehen:

Satz 2.5.31 Die einzigen Welten mit scherungs- und wirbelfreier Be-
wegung inkohirenter Materie sind diejenigen unter den in Satz 1.5.1
gekennzeichneten, iiberall isotropen Modellen, deren Kriimmungsradien
der Friedmann-Lemaitreschen Gleichung (2.5.4) (mit I =R, £ =0,
10K = -— 3k) gentigen 2,

1 Hinblick auf die Anwendung dieser Modelle auf das System der extragalak-
tischen Nebel ist es zweckmilig, die Forderungen o = 0 und & == 0 bzw. zu
ersetzen durch Isotropie der Dichteverteilung?® (/szi(, ==0) und der Rot-
vorschiebung?; daraus folgen ndmlich nach 1.2.2 und 1.2.7 © = 0 und o-= 0.
Beide Eigenschaften sind im Prinzip beobachtbar.

C (0 =0 == 0,.» © 0) Unter den scherungsfreien Strémungen mit Rota-
tion sind diejenigen am einfachsten, die den in Satz 1.5.2 formulierten
Bedingungen geniigen. Fir sie gilt in passenden Koordinaten

(/= dz? | do?— (dt + u,(@®)ydat)?, u' =6, (1.5.3)

wobei do? ==y, ,(«") dz' dz” eine Flichenmetrik ist. Nach (2.5.2) mul3

1 ; - .
—0 = /A + 202, also nach Satz 1.5.2 ¢ = const. und ® = const. sein.

)
Da @ direkte Summe? der z-Geraden und einer V ist, mul} nach (2.5.3)

A - _i)g = () gein. Es folgt also ¢ = 20? = — 24, und da o, konstant

"ist, braucht nur noch die Gleichung k, Rk, = 0 fiir (1.5.3) gelost zu
werden, was z. 3. mit den Hilfsformeln in JEK ((2.3.3), S. 36) leicht aus-
zufithren ist und den Godel-Kosmos® ergibt:
Satz 2.5.4. Der Godel-Kosmos ist die einzige Welt mit inkohdrenter
Vaterie, in der die Bewegung des Substrats scherungsfrei erfolgt und die
Richtung der Drehachse in der infinitesimalen riumlichen Umgebung
jedes Teilchens konstant ist.

Wie der Satz zeigt, ist eine starre, rdumlich konstante Rotation nar fiir
A < 0 mit den Feldgleichungen vertriiglich; die Rotation muf8 dann so

1 Dies hat mit einer anderen Methode RaAycHAUDHURI 1955 (44) bewiesen,

2 Fir A == 0 unterscheidet % die drei Klassen untereinander (im Sinne von
Abschnitt 2.1) dhnlicher Losungen; in jeder Klasse ist M Ahnlichkeitsparameter.

s (JOopeL 1952 (48). ¢ KgLers 1957 (47). 5 Siehe z. B. JEK Kap. 1.4.

v (JoDEL 1949 (17). Siehe dazu auch (47), (49), (30), (31).

(43)
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stark sein, da die Materie nur durch die (gewdhnliche) Gravitation und
die A-Attraktion zusammengehalten werden kann. Verlangt man aber
keine Konstanz von o, so lassen sich fiir /4 = 0 die Stromungsfelder mit
starrer Rotation mit Hilfe der Bemerkungen 5, 8, 9, 11, 12 {berraschend
einfach auf die statischen Lésungen der Vakuumfeldgleichungen R, =+ 0
zuriickfithren. Da das bereits ganz in Sinne der hier benutzten Methode
dargestellt worden ist2, verzichten wir hier auf cine Wiedergabe und
bemerken nur: Tn diesen Losungen ist p == 40?*; ¢ > 0 braucht also nicht
zusitzlich gefordert zu werden. Losungen mit (riumlich) konstanter
Dichte existieren — abweichend von der Newtonschen Theorie, wo aus
0 =g = 0 p == const. folgt?® — nicht?, ebenso existieren keine Losungen
mit kompaktem orientierbarem Raum? Axialsymmetrische Losungen
dieser Art sind — ohne Zuriickfithrung auf Vakuammetriken - frither von
vax Srockum 1937 (54) konstruiert worden. Dieser Autor hat auch die
einzige his jetzt bekannte singularvititenfreic Losung dieser Art, einen
votierenden Zylinder mit daran anschlieBendem statischen (1) Vakuum-
feld, gefunden; Losungen, die singuldre Punkte, Flichen usw. enthalten,
lassen sich in groBer Zahl bilden®. Es ist eine interessante Frage, ob diese
Singularititen durch Einfithrung physikalisch annehmbarer Drucke oder
Anschlufl an Vakuumfelder eliminiert werden konnen.
D (v = 0) Die néichsteinfache Stromung wire eine wirbel- und volum-
treue; nach 11 ist sie hchstens fir 4 = % 0 -+ 20% (> 0) miglich. Losungen
dieser Art sind (auBler fiir o = 0, 5. A) meines Wissens nicht angegeben
worden. Unter den komplizierteren Voraussetzungen o =0, § + 0 = ¢
sind zuniichst die zentralsymmetrischen Strémungen bestimmt und von
mehreren Verfassern ausfithrlich untersucht worden®; im Rahmen dieser
Darstellung wiiren sie mit Hilfe der Sitze 11, 9 und 2.5.2 {ibersichtlich
zu behandeln.

Aus dem Satz 2.5.2, 9 und 11 ergibt sich der
Satz 2.5.5. In einer wirbelfreien Stromung inkohiirenter Materie haben
die Ruhriume des Substrats genau dann konstante Kriimmungen K (#),
wenn der Tensor [3¢,, lings der Stromlinien konstant ist. Fiir solche
Stromungen sind die Einsteinschen Feldgleichungen fquivalent mit 9, 11
(fiir @ = 0) und

o=
et

TR T3

VEHLERS 1957 (47), § 29, Satz 1V, : BHLERS 1959 (52), vgl. auch (53).
3 HecorMANN und ScHUCRING 1955 (41), 1. tEuLers 1957 (47), § 29, Satz 111
s KHLERS 1937 (47), § 29, Satz 1V, ¢ Boxnpi 1947 (55), JusT 1956 (56).
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Die entsprechenden Stromungen sind natiirliche Verallgemeinerungen
der Friedmann-Lemaitré-Modelle; Beispiele dafiir sind (von einer anderen
Iragestellung aus und mit anderer Methode) von ScHUck1NG und HECK-
MANYN bestimmt worden, vgl. (9).

s ist klar, daf zur Kennzeichnung allgemeinerer Strémungen das
Verschwinden oder Nichtverschwinden oder die Konstanz kinematischer
(irofien nicht ausreichend ist, sondern weitere Invarianten herangezogen
werden miissen, und daB fir o + 0 als Raummetrik die durch %,, be-
stimmte Metrik des dreidimensionalen Raumes der Stromlinien genommen
werden muB, wenn der zu Satz 2.5.2 analoge Sachverhalt formuliert
werden soll. Wir wollen diese Fragen hier nicht untersuchen; es kam uns
darauf an, die Einfachheit und Angemessenheit der im Riemannraum
geometrisch formulierten Hydrodynamik fir die Behandlung strenger
Lésungen an den cinfachsten Beispielen darzulegen’.

1 Allgemeinere Losungen, die ridumlich homogen sind, haben HECKMANXN,
Semiogine und OzsvaTH bestimmt; die Arbeiten sind noch unverdffentlicht
(private Mitteilung).
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