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In dieser Arbeit solI eine Methode zur Integration relativistischer Feldgleichungen, 
die ich in einer frfiheren Arbeit 1 auf die EINSTEIXschen, die EINST~IN-~L~XWELL- 
schen und die JoRI)_~Nschen Gleichungen angewandt habe, auf die JORDaN-MAX- 
w~Lxschen Feldgleichungen tibertragen werden. Die Integration wird dadurch 
geleistet, dab die Feldvariablen als voneinander funktional abh~ingig angenommen 
werden. So k6nnen einfache Quadraturen zur Bestimmung dieser Abhfingigkeiten 
yon den Hauptgleichungen abgespalten und diese zugleich vereinfacht werden. 
Die gewonnene L6sungsklasse kann als Analogon der zuerst yon A. PAPAPETROU ~ 
und unabhgngig davon yon S. D. MAJUMDaR a gefundenen L6sung in der erweiterten 
Gravitationstheorie angesehen werden*. Als t3eispiel gebe ich das statische kugel- 
symmetrische elektro-gravisehe Feld, dal3 der REISSNER-*-ORDSTRO~Isehen L6sung 

in der klassischen Relativit~itstheorie entspricht, an. 

I. Die SCHOCKINGsche Transformation ffir e lektromagnet ische  Felder 

Die  V a k u u m f e l d g l e i c h u n g e n  ft~r e l e k t r o r n a g n e t i s c h - g r a v i s c h e  F e l d e r  

in de r  e r w e i t e r t e n  G r a v i t a t i o n s t h e o r i e  lassen sich aus d e m  Var i a t i ons -  

p r inz ip  

6 (R --  ~ + , ~ I F  k~ 

ab le i t en  4. D a r i n  b e d e u t e t  R den  K r f i m m u n g s s k a l a r ,  die S p u r  des 

R l c c I - T e n s o r s  Rik ,  zu  der  na t i i r l i chen  Me t r ik  

Q = gt~z d x k d x z, (2) 

y. die (vef i inder l iche)  G r a v i t a t i o n s i n v a r i a n t e ,  F k z - -  2 ~[k AI] den  MAXWELL- 

schen  Fe lds t~ i rken tensor ,  de r  s ich aus  d e m  V i e r e r p o t e n t i a l  Az ab le i t e t ,  

u n d  ~ eine d imens ions lose  K o n s t a n t e .  V~ b e z e i e h n e t  den  O p e r a t o r  der  

k o v a r i a n t e n  A b l e i t u n g ,  V k = gkt ~ den de r  k o n t r a v a r i a n t e n ;  ~j b e d e u t e t  

g e w 6 h n l i c h e  D i f f e r e n t i a t i o n  n a c h  x~, ~J = gjl ~l. B[ki l= �89 (Bk z - -  BI~) is t  

de r  s c h i e f s y m m e t r i s c h e  A n t e i l  des  Gr613ensystems Bsz. D ie  S i g n a t u r  

* Die Arbeit PAPAPRTROUS wurde praktisch gleichzeitig mit der ~{AJUMDARS 
eingereicht. Die yon mir frfiher betonte Priorit/it M,aJUSIDARS besteht relafiv zu 
mir, nicht zu PAPAPETROU. 

1 ][~I-ILERS, J.:  z. Physik 143, 239 248 (1955). 
'2 PAPAPETROU, A.: Proc. Roy. Ir. Acad. 51, t9t (1947). 
a MAJUMDAR, S.D.: Phys. Rex'. 72, 390 (1947). 

JORDAN, P. : Schwerkraft und ~Veltall, 2. Aufl., S. 164, (7). Braunschweig 1955. 
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yon (2) w~thlen wir mit PAIJLI als ( q - + + - - ) ;  wir setzen die Licht- 
geschwindigkeit und die EINSTEINsche Gravitationskonstante = t. In 
(t) sind ~., g~ und A t zu variieren. 

Die genannten Feldgleichungen vereinfachen sich wie im Falle eines 
reinen Gravitationsfeldes erheblich, wenn man nach SCI~0CKINO ~ yon (2) 
zu der konform abge~tnderten Hilfsmetrik 

~ = z g ~  (3) 

fibergeht. Alle auf die neue Metrik bezogenen Gr613en sollen dutch 
einen Querstrich gekennzeichnet werden. Aus (3) folgt nach bekannten 
Formeln ~ 

R : z(/~' + 3~. e (~-) 3 (4) 
, 2 

und 

F,~F ~ = ~.~ F~z;k~. 

(9) 
und 

~.~ = a~ ( ~  ,,), a~ ( ~  ~,) = 0 (1 O) 
mit 

~ k ~ _  ~ (~) 

5 JORDAN,  P. : a .  &. O .  w 32.  

JORDAN,  P.: a .  a .  O .  w  (45). 

, ~ - ~ , ( 5 )  

(t) ist also ~quivalent mit  

~ + 3 ~ v ~ - ( : +  ~- - - ,  + 2 ~ k ~  j l / - ~ d x = 0 .  (6) 

Wenn wir ~ = d' setzen, ist 

Das Variationsprinzip 

ist also gleichwertig mit (t). Wir setzen ~ 4= 0 voraus. 

(7) kann formal als HA~IILTOI~sches Prinzip ftir ein Feld in der klas- 
sischen EI~sTEI~schen Theorie gedeutet werden; als Feldvariablen sind 
der Skalar u und der Vektor A l anzusehen; die LACRANGE-Dichte ist 

: cX-@ k l  8 k U  Ol'U - -  ~ e 2 u ' ~ r g l s F ~ l F ~ , s  �9 (8) 
4- 

Danach haben wir die Feldgleichungen 
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Die Definition (11) des Energie-Impuls-Tensors ist, falls ~=L] , . " - -~ ,  

L = L (~,, 0e.~,, . . . .  ~kz) _ W steht als Abktirzung fiir die Fetdvariablen --  
ist, mit  der einfacheren Formel  

Tkl = I ' g k l -  2L~k, (12) 

gldchwert ig*.  Setzen wir 

- -  1 -  F.  F r s - G z = F ~ , , , F z  . . . . .  ~ g k z  ~ , (F,,z=F~.,) ('13) 

so liefert (12) 

~z  = --  2 ~ a k'u ~z u. q- ~ #m .at ~" .u ge' q- e" ~'/Tkz. ('14) 

Die Feldgleichungen (9) sehen also so aus: 

- - R e z =  --  2~ Ok~,~ Ozu + e2"Ekl. (15) 

Die LACRANOe-Gleichungen (10) nehmen die Form 

- - I e ~ , , F k z F  ez 0 (t  6)  ( d "  F z )  = 0, ~. F~ u + 7 = 

an. Wenn man s ta t t  A z Gz als Feldgr6Be benutzen will, mug man zu (15) 
und (16), dem Gravitat ionsgesetz und der einen MAXWELLschen Glei- 
chung, noch die andere MaxwEtL-Gle ichung 

aE, Fet~ = 0 ( t 7 )  
hinzunehmen.  

Die zweite G1. (t6) ist im wesentlichen eine Folge der G1. (15), der 
ersten G1. (t6) und  (17). Aus (t5), (17) und der ersten Ol. ('16) Iolgt 
n/imlich 

- I e . ~ , , g ~ F , ) .  o = G ~e = _ 2 a z ,  (c,. V2 u + T 

Daraus en tnehmen wir folgenden Sate: Jede L6sung der Gln. (15), (t7) 
und der ersten G1. (16) geh6rt  genau einer der folgenden Klassen an: 

1.  Es ist u = const und  F~z F ez = 0. Dann 16st (gee, F~z, .u) die trans- 
formierten JoRDazv-MaxwELI.schen Feldgleichungen, und zugleich be- 

friedigt (gez, ~z) mit  / ~ z = e " ~ i  die EINSTEIN-MAXWELLschen Feld- 
gleichungen. 

2. Es ist .u = const und F k z Fez =t- 0. Dann 16st (ge l , /~z,  u) die JORI)AN- 

MAXWELLschen Gleichungen nicht, wohl aber befriedigt (gee, ~z) die 
EltVSTEI>,-h'IAxWELLschen Feldgleichungen. 

* Soweit  ich weiB, t r i t t  die e infache u n d  a l lgemein  gfiltige Fo rme l  (12), die 
marl  le icht  au s  (11) ab le i ten  k a n n  u n d  die m a n  a u c h  in der  speziellen Relat ivi tXts-  
theor ie  ve rwenden  kann ,  in der  L i t e r a t u r  n i ch t  auf.  T kz k a n n  so ohne din1 U m w e g  
fiber den  , , kanon i schen  T enso r "  u n d  anschliel3ende S y m m e t r i s i e r u n g  (BELI.NFANTE) 
b e s t i m m t  werden .  Aus  (t2) folgt, dab  die Spur  des Energ ie tensors  genau  d a n n  
ve rschwinde t ,  w e n n  L in der gk l  h o m o g e n  yore Grade  2 ist  wie beina MAXWELL- 
Feld. Die drei E igenscha f t en  , , T  = 0 " ,  , , L i s t  h o m o g e n  v o m  Grade  2 in den  geL,, 

u n d  , , L  i s t  k o n f o r m i n v a r i a n t "  s ind  also gleichwert ig.  
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3" ES ist U=~const. Dann ]6st (gkl, ~z ,  u) die JORDAN-MAxWELL- 
schen Feldgleichungen. 

Durch diesen Satz wird erstens das Verh~tltnis der L6sungen der 
JORDAN-MAXWELLSchen Theorie zu denen der E I N S T E I N - M A x W E L L s e h e n  

Theorie festgestellt, und zweitens ergibt sich, dab das fiber die klassische 
Theorie hinausftihrende mathematische Problem der erweiterten Gra- 
vitationstheorie in der L6sung der Gln. (t 5), ('17) und der ersten G1. (16) 
besteht. Durch die SCH0CKINGsche Transformation wird also die Anzahl 
der Feldgleichungen wie im Falle reiner Gravitationsfelder um eins 
k, ermindert. 

II. Elektrostatisehe Felder 

Elektrostatische Felder definieren wir durch die Forderungen, dab 
ffir die nattirliche Metrik ( 2 ) u n d  das Viererpotential A~ gelten soll: 

~ogkz = 0, go~=0,  0o~ = 0, ~oA0 = 0, A., = 0. (18) 

x ~ = t soil die Zeitkoordinate, x ~ sollen die Raumkoordinaten bedeuten. 
Griechische Indizes laufen yon 4 bis 3, lateinische yon 0 bis 3- 

Wegen (3) sind diese Bedingungen, soweit sie gkz betreffen, mit  den 
analogen Beziehungen fflr gkz gleichwertig. Ftir die durch gkl best immte 
metrische Fundamentalform Q k6nnen wir also den bei statischen Feldern 
bewghrten Ansatz 

Q =  e-'2~ d i  " - -  e~ ~ dF,  d l  2 ~ 7 ~ d x " d x  ~ (19) 

machen, dl" ist eine positiv definite Metrik des dreidimensionalen 
Raumes, ,Q = Q (x") ein r~iumlicher Skalar. 

Wir wollen die Feldgleichungen (15) und (16) in Tensorgleichungen, 
die sich auf den Raum mit der Metrik dl" beziehen, umschreiben. Dazu 
sttitzen wir uns auf den 

Hil /ssatz :  Ist  ~ = e-  2 ~ d l" - -  e" e d t 2 die metrische Fundamentalform 
eines vierdimensionalen Raumes, s ein Skalar in dem dreidimensionalen 
Raum mit der Metrik dl  2, so bestehen zwischen den RlccI-Tensoren ~'kz 
und P~z die Beziehungen 

Der Beweis soil hier nicht ausgeftihrt werden; er ergibt sich etwa aus 
den Formeln (2) und (t4) meiner Arbeit , ,Exakte L6sungen . . . "L  Aus 
(9) werden dann mit (t4) die Gleichungen 

e '2-~ V~ -(2- = I e=~, ~ , ~  c~ ~ ,  (2t )  
2 

P v . =  - -  2O,,O cq~O + 2~x 3,,u 3~,u + e e(:"--~ a~,~b cq,,~, (22) 

7 EHLERS, J.: z. Physik 140, 394--408 (1955). 
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und die erste der Beziehungen (t6) geht, wenn - - A 0 =  q~ (elektrostati- 
sches Potential) gesetzt wird, tiber in 

~ , , ( ~ c , , - ~  ~ , ~ )  _ 0 .  i23) 
(21), (22) und (23) bilden das vollst~tndige System der elektrostatischen 
Feldgleichungen, bezogen auf den Raum mit der Metrik dZ 2, die durch 

O = e 4,-2_,.) d12 _ e - , , . + 2 o  dr2  (24) 
mit der Weltmetrik verknCtpft ist. 

Aus den Feldgteichungen (21), (22) nnd (23) kann man mit Hilfe 
eines Satzes yon E. HoPF iiber elliptische Differentialgleichungen aug 
Mannigfaltigkeiten u schliegen: 

Sara: Die einzige singularitatenfreie statische L6sung der Jo~ms~- 
Maxwzl_Lschen Feldgleichungen, bei der der Raum kompakt ist oder 
einen einzigen unendlich fernen Punkt  (wit der euklidische Raum im 
Sinne der Potentialtheorie) hat, in dem z ,  q) u n d ~  endtich sind, ist die 
MI?VKOWSKI-Welt *nit x = const und ~ = const. 

Beweis: Nach (23) geniigt q~ einer elliptischen Differentialgleictmng, 
ist also nach E. HoP~ konstant. Daraufhin muB aus demselben Grund 
wegen (21) ~ = const und wegen (22) (Scu0cK~Nascher Satz) .z, = const 
sein. Wegen ~,~ = 0 mug dl  z euklidisch, wegen z/= const und O -  const 
atso (2 MINKows~:Isch sein. 

Dafiir, dab der entsprechende Satz ftir R~tume mit zwei unendlich 
fernen Punkten nicht mehr gilt, werden wir unten ein Beispiel angeben. 

Der Erhaltungssatz far den RIcc>Tensor P~,,, liefert ftir jede L6sung 
y o n  (22) die Gleichung 

0 = P~l~(e z(' '--~ a'~' q}) �9 ~ @ (e ' ( ~ - ~  @ , ~  a ; ~  - -  2 ,F.,~ ~ )  �9 a ~  -}- / (25) 

Daraus ist abzulesen: Wenn (2t), (22) und (23) erffillt sind und ,~ nicht 
konstant ist, gilt auch 

l/du = 1 e ~ ,,__% ~a ~ 5zq~" (26) 
2~ 

AuBerdem folgt aus (25) der 

Sat:,~: \,Venn die drei Skalare D, z~, ~ unabh~ingige Funktionen sind, 
so folgen (21) und (23) aus (22), d.h. diese elektrostatisch-gravischen 

s VgL Lmm'~EROWlCZ, A., Theories relat ivistes  de Ia gravi ta t ion et de l 'electro- 
magnet isme,  Paris  1955, p. 130. Der dor t  angegebene Satz kafm ieicht verall- 
gemeiner t  werden zu folgendem : Is t  l;~ eine zweimai stetig differenzierbare Mannig- 
faltigkeit,  L = ag" g'v ~-}- b" ~, t in  auf I;~ s te t iger  homogener  ell iptischer Differential-  
opera tor  zweiter  Ordnung  und  geniigt die auf I';~ zweimal stetig differenzierbare 
Funk t ion  U der Ungleichung L (U) >_- 0, so ist U --  const  auf  ~{~, wenn  I.;~ en tweder  
kompak t  ist oder  einen unendl ieh  fernen P u n k t  hat ,  in dem U einen endlichen 
Grenzwer t  a nn immt .  LICHNEROW~CZ beweist  ~hnliche Sgtze wie den oben an-  
gegebenen Ifir andere  Feldgleichungen.  
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Felder der erweiterten Gravitationstheorie sind vollst~indig durch die 
G1. (22) bestimmt. 

Wir wollen uns im folgenden mit den L6sungen yon (21), (22) und (23) 
besch~ftigen, bei denen u und q~ nicht konstant und je zwei der drei 
Funktionen f), u, ~b voneinander abMngig sind, wie es z. ]3. bei kugel- 
symmetrischen, zylindersymmetrischen und ebenen Feldern der Fall ist. 
Ftir eine solche L6sung k6nnen wir 

e 2 Ip--, , /= g (r  (27) 

setzen. Dann folgt durch Differentiation yon (27) 

d Q - - d u =  t ~ g ' d q ~  (28) 
2 g 

und durch nochmalige Differentiation und Einsetzen yon (2"1), (23) und 

(26) ffir g die elementare Differentialgleichung g " =  I - -  ~ ,  also muB 
cr 

,,,o :)) (29/ 

sein. Fiahren wir die Hilfsfunktion V durch 

d V =  e ~'('-~ dq)  - -  dO g(a,) (30) 

ein, so gem (23) fiber in die homogene Potentialgleichung 

Vj  V = O . (31) 

v , { ~ =  Aus ,,\ g ] 0 ergibt sich die Hilfsformel 

g' 
v~o = 0 . 0 ~ 0 .  (32) g 

Wegen der oben ausgesprochenen Voraussetzungen besteht auBerdem 
eine Relation 

= / ,  (o) (33) 

aus tier V,,~D = h' V," q~ + h" 8, q~ 8" ~0 Iolgt. In Verbindung mit (22) und 
(32) ergibt sich daraus (h'g)' ~,a also ist h ' g =  � 8 9  Da eine 
Nnderung yon q~ um eine additive Konstante weder die Weltmetrik noch 
das elektromagnetische Feld und die Gravitationsinvariante beeinfluBt, 
k6nnen wir ohne Beschr~inkung der Allgemeinheit C = �89 A setzen: 

Z,'g = ~-- (O + A). (34) 

Daftir k6nnen wir wegen (33) und (30) 

dP- = L (o +A)  dV (35) 
2 
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schreiben. Daraus  und aus (28), (29) und (30) folgt 

\Venn wir (35), (36), (30) und (27) in (22) einsetzen, erhal ten wir 

1 (d q~)'-" I pt , . ,dx.~,dx, ,  __ _ (d-Q)" + o:(du)" + 2.7-, 
2 

((~_ Z l  " ( t -  ~ #"- 

__( 'B d 2 ) (d v)-'. 
z 4 , 

=4" B ~" Es ~ut also mit  a - -  
4 2 

P ,~ .+  2a a,  l." &~. f"- = 0. (37) 

Als Zusammenfassung  dieser Uberlegnngen formulieren wir folgenden 

Satz." Diejenigen L6sungen der Gin. (21), (22) und (23), bei denen u 
und q5 nicht kons tan t  und  j e zwei der drei Skalare O, .u, q~ voneinander  
abhgngig sind, sind vollst/indig bes t immt  durch die Relat ionen 

P , , , +  aa~ , .~Va~,V  O, 

A.a 
g(~b) fl~b" + A ~b + - -  - - 2 a ,  

2 

dq~ 
dV, 

g 

d,og . = ( ;  - e ) #  d r .  

Darin ist 

Aul3erdem mug  

und fiir a = 0  

I i ~ 2~- - -  7 I 

g ( q S ) > 0  und z > 0  

(),! 

(}9) 

(40)  

(42) 

i V = 0  

sein. Die Wel tmet r ik  hat  die Gestal t  

Q = (zag(q~)) l d l e  - -  z g ( q ) ) d l  2. (44) 

\Vir haben  eben schon bewiesen, dab die im Satz angegebenen Olei- 
chungen notwendige Bedingungen fiir L6sungen dieser Art  sin& Sie 
sind auch hinreichend, wie eine einfache Rechnung  zeigt. Dabei  ist 
der SCHOCKINosche Satz zu berticksichtigen, der aussagt,  dab aus (37) 
f{ir a & 0  die homogene Potent ialgleichung ffir V folgt (vgl. FuB- 
note 5). ])as Wesentl iche an dem Satz ist die Aussage, dab man  aus 
jeder L6sung der GI. (37) durch zwei Quadra tu ren  eine L6sung der 

Z. Physik. Bd. I46 34 
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statischen JORDAN-MAxwELLschen Gleichungen erh~lt. Dieses Ergebnis 
erg/inzt einen in meiner ffiiheren Arbeit 9 abgeleiteten Satz. Verbindet 
man die Aussagen jener Arbeit mit unserem jetzigen Ergebnis, so ergibt 
sich die bemerkenswerte Tatsache, dab aus jeder statischen L6sung der 
EINSTEINschen Vakumn-Gravitationsgleichungen durch zwei Quadra- 
turen eine L6sung der JORDAN-MAxwELLschen Gleichungen gewonnen 
werden kann. AuBerdem k6nnen die P.SPAt'ETRou-MAJuMDA~schen 
(s. oben) und die WEYLschen 1~ L6sungen in die erweiterte Gravitations- 
theorie i~bertragen werden. Erstere erh~ilt man flit a = 0 (dl" euklidisch), 
letztere, wenn man dl"  axialsymmetrisch w~ihlt. 

Die Quadraturen (39) und (40) k6nnen wegen (38) elementar aus- 
geftihrt werden unabh~ingig yon der L6sung der Hauptgleichung (37). 
Dabei darf fiber eine additive Konstante in V frei verffigt werden. Es 
ergeben sich folgende F~tlle: 

t .  3 - - A - - O ,  ~ < 0 .  

g ( ~ )  = - -  2a,  ~ = - -  2 a  V,  z = B e  - T r ' ,  B > O. 

2. ~ -o ,  A#o.  
w ' _ 2 a = d , ,  r  , (  ~_;~) g ( q ) ) = A ~ q -  2 ' . 4  ear + 2 a -  , 

1 ' a I A V ) ,  > 0 .  ~" = B e x p ( ~  e a r +  (,A 2 - - T )  B 

In den F~tllen mit fiq=0 ist es zweckm~Big, die Substitutionen 

-+ g} A A 2 A" 2a § 
2/~ '  2 f l -  4fl 2 /~ 

vorzunehmen. Dann wird 
g(~) = ,8 (~b" + A )  (45) 

und 
I/'~A• 

d l o g z  = (  ": --fl)(~[}-4- V 1,(.2/~ - 1 ) ) d Y ,  

was sich wegen (39) zu 

1 1 ( [/"'(2/~ A 2 a ) v )  ' - t ) (  + g  g > o  (46) 

integrieren lfil3t. Es gibt dann noch /olgende F~tlle: 

3 . /~>o ,  .4 = o  
t (~__ 1 

/ 1 Da be im ug  B > 0 ,  { I - - v ) a ~ 0  und V4=0 sein. 

9 EHLERS, J.: Z. Physik 143, 239--248 (1955)- 
~o \VEYL, I-I.: Ann. Phys. 54, 117 (1917); 59 (1919). 
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b 2 

1 

y. = B [cos b VI 1 =-'-,Y exp • 2t~- ~ _ , 

523 

") I . q~= tg(bV) ,  b V - ~ ( . n ~ l ) } ,  

/ 3 > 0 ,  (2fi -- 1) (b2 + 2a f t )>  O. 

5 . ~ > o ,  _4 - (  '<o .  

b ,2, b ~ 

1 { '  } Bi:~i .  bvl ~ 2r ~-2~['(2fl--l)(2afi--b")V, 
B > 0 ,  

b , 2  6. ~ < o ,  A = (~ )  < o .  

b 2 

. / 3 g ~ i  2 (b l . . . .  

q s = _  ~b g0tg (b V),. V ~-, 0, 

(2/3 1) (2a /~  - b") > o .  

~. 8 i r b v l  ~- 

b 
- ~- ~:~ (b 1-) ,  

1 
1 

s,  exp {-[- 2/3 ]"'(1 - - 2  fl)(b':' 2a fl) V}, 

B > O ,  b 2 ~ 2 a f l .  

III. Kugelsymmetrische Felder 

\Vir wollen als Anwendung des letzten Satzes die kugelsymmetrischen 
statischen elektro-gravischen Felder der erweiterten Gravitationstheorie 
bestimmen, also das Analogon der REISS~ER-NORDSTRO~Ischen L6sung. 

Wie ich frtiher (s. FuBnote 9) schon angegeben habe, sehen die 
kugelsymmetrischen L6sungen der differentialgeometrischen G1. (37} 
folgendermaBen aus : 

a = 0: d 12 d r" + i ,2 (d~9" + sin" O d 7"), ] 

t (47a) 
V =  C + D ,  0 < r < z o .  

,.t > 0: d l 2 = d r" + (r 2 m 2) (d~" + sin 2 .0 d c/2), 
(47b) v ~_logC(,,  ,~,, ,1,#-o, I " " [ < " < ~ ,  c > o ,  

2[.'a 

a < O: d l  "z = d r  2 4- (r 2 + m "~) (d@ 2 + sin".t9 d~."), ] 

' (arctg (i},') + C) / (47c) v -  1..._~- . . . .  . , 1 ~ , 4 - o ,  ~ < * ' < ~ .  
34*  
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(47c) ist yon Interesse im Hinblick auf den Satz yon E. HoPI~. Definiert 
man n~tmlich eine relle analytische Mannigfalfigkeit I'V als topologisches 
Produkt der (0, ~v)-Kugel (0 ~-t9 ~,~., ~v rood 2~) und der r-Geraden 
(-- o~ < r  < oc), so wird auf W dureh (47c) eine tiberall regul~tre, positiv 
definite analytische Metrik d l "  erkl~trt, und V ist eine auf W tiberall 
regul~ire L6sung der Potentialgleichung A V =  0 beztiglich der Metrik d l  2 

(W ist in bezug auf d l  "2 ein vollst~indiger RIE~.rANNscher Raum im Sinne 
yon H. Hopl~ und W. RINOW). In den beiden unendlich fernen Punkten 
(r-->oc, r -+ - -oc )  yon W hat V endliche Werte; trotzdem ist V nicht 
konstant. Man kann die durch (47c) gegebene Geometrie dadurch ver- 

anschaulichen, dab man die , , E b e n e " *  . 0 =  ~ l~tngentren auf eine 
2 

Rotationsfl~che im euklidischen R 3 abbildet; es ergibt sich dabei die 

Rotationsfl/iche, die aus der Kurve )' = ~1)~ ( x )  durch Drehung um 
die x-Achse entsteht. ~ I,,~[ 

DaB die in (47b) ftir r--->l m I auftretende Singularit~t (g~ = g~--->0) 
eine echte Singularit~tt ist (nicht wegtransformierbar), folgt daraus, 
dab -- wie man leicht nachrechnet -- ftir r-+] m[ das invariante GAuss- 

sche KrtimmungsmaB der Ebene v ~ = ~ tiber alle Grenzen w/ichst. [Der 
2 

durch (47b) definierte Ramn ist nicht vollst~ndig~. 

Nattirlich kann man (47b), (47c) konform auf Gebiete des euklidi- 
schen R a abbilden; die entsprechenden Formeln sind: 

d l"  = d r  2 + (r 2 ~ m ~ (dO 2 + sin~# d~ ~ ] (48) 

,~2 ,., { d ~- = ( 1 •  4q2.. , 9 +~~ f 

mit 
_ _  ill 2 

r : ~ +  - - .  
4~o 

Im Falle (47b) wird dasXuBere der Kugelr  = I"~l des R 3, im Falle (47c) 
2 

der , ,punktierte" R ~, d.h. der R a ohne den Nullpunkt ~o = 0, winkeltreu 
auf unsere RIE~.LaNNschen R~iume abgebildet. Die R~ume (47b, c) sind 
also beide topologisch verschieden yore euklidischen Raum, aber zuein- 
ander hom6omorph. 

Dutch die lr (47), (44) und die in Abschn. II unter '1.--6. an- 
gegebenen Beziehungen werden die statischen kugelsymmetrischen 
elektro-~avischen Felder der erweiterten Gravitationstheorie explizit 

> besehrieben. Wegen a ~  0 zerf~illt jeder der sechs Typen (auBer t.) in 
drei Unterf~lle, so dab man 16 L6sungstypen bekommt. 

* E i n e  F l f i che  #" i n  e i n e m  RIEMANNSChen R a u m  R hei l3t  ,,Ebene", w e n n  j e d e  
in  F g e z o g e n e  G e o d / i t i s c h e  zugle ic la  e ine  C-eod~it ische i n  R i s t .  
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Wit  wollen hier nicht alle diese L6sungen diskutieren, sondern als 
Beispiele nur  die Fiille mit  fl = 0 (~ = .:,), also t. und 2., behandeln. Dabei 
machen wir davon Oebranch, dab wir in den Endformeln  die Integra-  
t ionskonstanten umbenennen und q~ um eine additive Konstante  ab- 
gndern diirfen. 

'i. In  diesem Fall kann man die k6sung auf die Form bringen: 

Q ~ dr 2 -t- (r z + m 2) (d'~ 2 + sin%9 d~o "~) _ 2 a ~  ' I ' ,' " 
�9 B e x p ( ~ ( a r c t g - - +  C))dr  "a, 

'3 " + c  
, 2 ,  ) )  " 

1 ' a rc tg  r )~- q ) = 2 a a r c t g  r x = B e x p  ~ m + C 

mit  
a > 0 ,  rod=O, B > O ,  - - e o % r  <oo. 

Die Metrik Q ist zweiseitig (r--->~:oc) asymptot isch MI~KOWSKtsch; 
q) und  z sind auf der ganzen Mannigfaltigkeit beschr~inkt. Bet rachte t  
man  den Fl~icheninhalt der Kugeln r ~ const in Abh~ingigkeit yon r, so 
erkennt  man:  Fiir hinreichend groBe I cl existiert genau eine Kugel 
kleinsten F1/icheninhalts, w~ihrend nach beiden Seiten die Flficheninhalte 
monoton  wachsen. Fiir kleine I CI gelangt man bei abnehmendem it[ 
sowohl yon t' = oo als auch yon r ~ -  oo aus zu einer kleinsten Kugel, 
nach deren Dnrchschrei ten der Fl~icheninhalt wieder bis zu einem rela- 
riven Maximum wtichst; in dieser relativ gr613ten Kngel h~ingen b e i d e  
Seiten miteinander  zusammen. 

Ftir C - - 0  ist die Transformat ion r - + -  r eine Bewegung, bei der g~ 
und Y. unge~indert bleiben; die beiden Seiten (r>>0, r<< 0) sind synchro-  
nisiert. Fiir C 4= 0 herrseht keine solche Symmetrie,  und die zwei Seiten 
des Raumes  sind nicht  synchronisiert.  

Die j etzt  bet rachte te  L6sung belegt unsere auf S. 5 t 9 ausgesprochene 
Behauptung,  dab es in der erweiterten Gravitationstheorie statisehe 
elektro-gravische Felder gibt, die nicht  yon Materie erzeugt werden und 
bei denen der R a u m  zwei unendlich ferne Punkte  hat. 

2. a = 0 .  Die L6sung sieht dann so aus: 

dr 2 + r 2 (dt~ ~ + sin ~ t9 dg) 2) 
a ' 3 'C  + D )  1 C 

' 1 "C q_ D ~ 3 C ~ , , e x p f -  ) q -  (.,. + D))dt ' ,  
k 2 A -  \. ~" 4- . ., 

1 ; C  
O = A - e x p  ( r  + D),,. 

mit  
A 4=0, 

Z. Physik. Bd. 146 

" i , C  D ) - -  I c 
~. = B e x p  ( 2 / / .  a e x p  ( , r  -~ , 4 (.~r -}- D)) 

C ~ - 0 ,  B > 0 ,  0 < r < ~ .  
34a 
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Ftir r - ~ o o  ist diese Welt  wieder asympto t i sch  MIXKOWSKIsch. Ftir 
r - ~ 0  ist die L6sung singul~ir. Wenn  C > 0 ist, ha t  man  ftir r - + 0  tota le  
Violet tverschiebung,  I~[--> 0% y.-~ 0% und  die Fl~icheninhalte der Kugeln 
r = const s t reben gegen Null. Is t  C < 0, so ha t  man  totale Rotverschie-  
bung,  q~-->0, z -+oo ,  der Fl~icheninhalt der Kugel  r = c o n s t  w~tchst ftir 
r - + 0  tiber alle Grenzen, also muB eine Minimalkugel  existieren ~ihnlich 
wie in Fall  1. I m  Gegensatz zu t. wird abe t  auch fiir C < 0 der R a u m  
fiir r--->0 nicht  a sympto t i sch  MINKOWSKIsch, sondern er wird immer  
ex t remer  nichteuklidisch. 

2. a > 0 .  J e t z t i s t  

d r  2 + (r 2 - -  m 2) (dr92 + sin219 d92) 
~ ) ~  3 _4 + 

("+  '~' '/~-~ ~ (3 c (" + "' '/~) 8 a A Z C B 3 \ ~ /  e x p  ~. , , ~ /  ,. 

1 8A + 
( r  + n, ,)aA 4 (C "r + m ')A') d t" 

- -  8aA 2 C B , ~  - exp  �9 , , , ~ ]  / w -~ 

J_ A 

= 4 1 " ~  A c " + "~ )A ';" -~ #,Z )4 A 4 , e x p  (C ('~" @ ;,'t ,)A ) , , ~ .  z = B , . ; ,  m. ,  , . ' - - m /  , 

mit  
a > o ,  A + o ,  C > o ,  B > o ,  .z+0, ].*l<r<o~. 

Auch diese Metrik ist fiir r -+oo  asympto t i sch  MINKOWSKIsch und  fiir 
r - + 0  singul~ir. Das  singul~ire Verhal ten ist qual i ta t iv  so wie im voran-  
gehenden Fall. 

2. a < 0. Hierbei  ist 

Q __ d~,2 + 0,2 @ ~2) (d192 + sin2 t9 dcp2) 

- -  - -  a r c t g  ]) 2 a A  2 C B  8 e x p  " A  A . a r c t g  m. q- m / I  

- - ( - - 2 a ) A 2 C B e x p ( ( ~  A ) a r c t g ' : ,  + C e x p  

mi t  
a < 0 ,  A4=0 ,  C > 0 ,  B > 0 ,  m =t=0, - - o o < r < o c .  

Diese L6sung ist qua l i ta t iv  so beschaffen wie die un te r  t. besprochene;  
sie ist zweiseitig a sympto t i s ch  MINKOWSKIsch und singularit~ttenfrei. 


