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In dieser Arbeit soll eine Methode zur Integration relativistischer Feldgleichungen,
die ich in einer fritheren Arbeit! auf die EinsTEINschen, die EINSTEIN-MAXWELL-
schen und die Jorpawschen Gleichungen angewandt habe, auf die JorRDAN-Max-
wEeLLschen Feldgleichungen iibertragen werden. Die Integration wird dadurch
geleistet, daBl die Feldvariablen als voneinander funktional abhéngig angenommen
werden. So konnen einfache Quadraturen zur Bestimmung dieser Abhingigkeiten
von den Hauptgleichungen abgespalten und diese zugleich vereinfacht werden.
Die gewonnene Losungsklasse kann als Analogon der zuerst von A. PapapETROU?
und unabhingig davon von S. D. MajuMmpar?® gefundenen Lésung in der erweiterten
Gravitationstheorie angesehen werden*. Als Beispiel gebe ich das statische kugel-
symmetrische elektro-gravische Feld, daff der REISSNER-NORDSTROMschen Losung
in der klassischen Relativitdtstheorie entspricht, an.

I. Die ScHUCKINGsche Transformation fiir elektromagnetische Felder

Die Vakuumfeldgleichungen fiir elektromagnetisch-gravische Felder
in der erweiterten Gravitationstheorie lassen sich aus dem Variations-
prinzip )

6/94(12—;

o

Zr 2B P —gdx =0 (1)
ableiten®. Darin bedeutet R den Krimmungsskalar, die Spur des
Riccr-Tensors R;y, zu der natiirlichen Metrik

Q=gudxdx, (2)

x die (verdnderliche) Gravitationsinvariante, Fy; = 20, 4,y den MAXWELL-
schen Feldstirkentensor, der sich aus dem Viererpotential 4; ableitet,
und  eine dimensionslose Konstante. [, bezeichnet den Operator der
kovarianten Ableitung, V*=g¢*'F; den der kontravarianten; &; bedeutet
gewdhnliche Differentiation nach xf, & =g/'¢,. Bpyy=1% (B, — By,) ist
der schiefsymmetrische Anteil des GroSensystems B,;. Die Signatur

* Die Arbeit ParapETROUS wurde praktisch gleichzeitig mit der MajuMbDaRrs
eingereicht. Die von mir frither betonte Prioritdt MajuMpars besteht relativ zu
mir, nicht zu PapAPETROU.

1 EHLERs, J.: Z. Physik 143, 239—248 (1955).

2 PAPAPETROU, A.: Proc. Rov. Ir. Acad. 51, 191 (1947).

3 MajuMDAaRg, S.D.: Phys. Rev. 72, 390 (1047).

* JorpaN, P.: Schwerkraft und Weltall, 2. Aufl., S. 164, (7). Braunschweig 1955.
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von (2) wahlen wir mit Pavtr als (+-+-+4—); wir setzen die Licht-
geschwindigkeit und die EinsTEINsche Gravitationskonstante = 1. In
(1) sind %, g;; und A; zu variieren.

Die genannten Feldgleichungen vereinfachen sich wie im Falle eines
reinen Gravitationsfeldes erheblich, wenn man nach ScEUCKINGS von (2)
zu der konform abgednderten Hilfsmetrik

g1 =% ()

iibergeht. Alle auf die neue Metrik bezogenen GréBen sollen durch
einen Querstrich gekennzeichnet werden. Aus (3) folgt nach bekannten
Formeln 8

A A A I 3 Sondn
R=x(R+3uW ()= 3400 “
und
— V-7 8;x%d LIV P —
%]/~—g=]/%g, /?;2%: 1% , F, F* = 2 F,, F*, (5)
(1) ist also dquivalent mit
= = /1 - 3\ B2 dln 22 =\ =
o [(R43xT 5=t +3) ™ + S B Y=gax=0.  (6)

Wenn wir % = ¢ setzen, ist
=5 (1) = = i5
3x ka(7)23(8i158"z1~ Viu), 77267%.
Das Variationsprinzip

. 15 5 U s el = 7. e 30 s
6[(—7R+ o O 14 dk-uv—jez Fk,F’”) —gdx=0 (a-;(&'—%}) (7
ist also gleichwertig mit (1). Wir setzen «4=0 voraus.

(7) kann formal als Hamirtonsches Prinzip fiir ein Feld in der klas-
sischen EinsTEINschen Theorie gedeutet werden; als Feldvariablen sind
der Skalar # und der Vektor A; anzusehen; die LAGRANGE-Dichte ist

Q=g Quou — 27 FyE,. (8)

Danach haben wir die Feldgleichungen

_Z—ekl:fkl—‘%gklf 9
und 3
-Q'u = 8k (’gf‘k”)’ 8k (8(}1:/11) — O ('10)
mit
Agm . 8% (11)
2 Ogrt

5 Jorpan, P.: a.a. O. §32.
6 Jorpan, P.: a.a. O. §11, (45).
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Die Definition (11) des Energie-Impuls-Tensors ist, falls @:i]’jg
L=L{(y, 8w, ..., " — p steht als Abkiirzung fiir die Feldvariablen —
ist, mit der einfacheren Formel

E1=Z§k1—2zgu (12)
gleichwertig*. Setzen wir
Eklszmﬁz'm_%gklimﬁs: (B =F) (13)
so liefert (12)
Toi= — 20 8yu &y - 0 &, u 3" u gy, + #¥ Ey,. (14)

Die Feldgleichungen (9) sehen also so aus:
MEkl=—2fj.@k’Ll.al-M~{-€-2“Ekl. (1
Die LacraNGE-Gleichungen (10) nehmen die Form

P F*y =0, alVfu+ & F,F'=0 (16)

an. Wenn man statt .4, 5, als FeldgréBe benutzen will, muB man zu (15)
und (16), dem Gravitationsgesetz und der einen Maxwerrschen Glei-
chung, noch die andere MAXWELL-Gleichung

. O By =0 (17)
hinzunehmen.

Die zweite Gl (16) ist im wesentlichen eine Folge der Gl. (15), der

ersten Gl (16) und (17). Aus (15), (17) und der ersten Gl. (16) folgt
namlich

O:Vka:—78lzt[al7k ut & F Fs).

Daraus entnehmen wir folgenden Safz: Jede Losung der Gln. (15}, (17)
und der ersten Gl. (16) gehért genau einer der folgenden Klassen an:

1. Es ist u—=const und F,, F*!=0. Dann 18st (g,;, F,;, %) die trans-
formierten JORDAN—NIAXWELLschen Feldgleichungen, und zugleich be-
friedigt (g.,, k,) mit I?k,:e"l?,” die EinstEIN-MaxwELLschen Feld-
gleichungen.

2. Esist u = const und F,; F¥' 4 0. Dann 16st (g,,, F,,, u) die JORDAN-

MaxweLLschen Gleichungen nicht, wohl aber befriedigt (g;, ﬁ ) die
EmnsreiNn-MaxwELLschen Feldgleichungen.

* Soweit ich weiB3, tritt die einfache und allgemein giiltige Formel (12), die
man leicht aus (11) ableiten kann und die man auch in der speziellen Relativitats-
theorie verwenden kann, in der Literatur nicht auf. 7,; kann so ohne den Umweg
iiber den ,,kanonischen Tensor’ und anschliefende Symmetrisierung (BELINFANTE)
bestimmt werden. Aus (12) folgt, daB3 die Spur des Energietensors genau dann
verschwindet, wenn L in der gf! homogen vom Grade 2 ist wie beim MAXWELL-
Feld. Die drei Eigenschaften ,, T =0, ,,L ist homogen vom Grade 2 in den gki*
und ,,L ist konforminvariant” sind also gleichwertig.
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3. Es ist. u==const. Dann l6st (g,;, F,;, #) die JoRDAN-MAXWELL-
schen Feldgleichungen.

Durch diesen Satz wird erstens das Verhdltnis der Losungen der
JorpaN-MaxweLLschen Theorie zu denen der EINSTEIN-MAXWELLschen
Theorie festgestellt, und zweitens ergibt sich, dafl das iiber die klassische
Theorie hinausfiihrende mathematische Problem der erweiterten Gra-
vitationstheorie in der Lésung der Gln. (15), (17) und der ersten Gl (16)
besteht. Durch die ScaUcKiNGsche Transformation wird also die Anzahl
der Feldgleichungen wie im Falle reiner Gravitationsfelder um eins
vermindert. '

II. Elektrostatische Felder

Elektrostatische Felder definieren wir durch die Forderungen, daf}
fiir die nattirliche Metrik (2) -und das Viererpotential 4, gelten soll:

8o 8r1=0, g0y =0, Gpx =0, %Ay =0, 4,=0. (18)

20 =1 soll die Zeitkoordinate, x” sollen die Raumkoordinaten bedeuten.
Griechische Indizes laufen von 1 bis 3, lateinische von 0 bis 3.

Wegen (3) sind diese Bedingungen, soweit sie g,, betreffen, mit den
analogen Beziehungen fiir g, gleichwertig. Fir die durch g,; bestimmte
metrische Fundamentalform () kénnen wir also den bei statischen Feldern
bewidhrten Ansatz '

Q0=e22dP —2%dp, dP=y, dxdy (19)

machen. d7? ist eine positiv definite Metrik des dreidimensionalen
Raumes, 2 =202 (#") ein rdumlicher Skalar.

Wir wollen die Feldgleichungen (15) und (16) in Tensorgleichungen,
die sich auf den Rairm mit der Metrik 4/? beziehen, umschreiben. Dazu
stiitzen wir uns auf den

Hilfssatz: Ist Q =e 22412 — 2242 die metrische Fundamentalform
eines vierdimensionalen Raumes, £ ein Skalar in dem dreidimensionalen
Raum mit der Metrik 42, so bestehen zwischen den Ricci-Tensoren R,
und FB,; die Beziehungen

'l_e('JO:_e4!2 V;ngr EOV:O7 I—eﬂv:‘Pﬂvaqu;Q_}—zaﬂgav‘Q (20)

Der Beweis soll hier nicht ausgefithrt werden; er ergibt sich etwa aus

den Formeln (2) und (14) meiner Arbeit ,,Exakte Losungen ...”"". Aus
(9) werden dann mit (14) die Gleichungen

2? 17;’!.):%82"- 8,08 d, (21)

P, b= 20,008,Q + g dudu+ =9 0o, @, (22)

? EHLERS, J.: Z. Physik 140, 304—408 (1955).
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und die erste der Beziehungen (16) geht, wenn — .4,= @ (elektrostati-
sches Potential) gesetzt wird, tiber in

V(=2 @) =o0. (23)

(21), (22) und (23) bilden das vollstdndige System der elektrostatischen
Feldgleichungen, bezogen auf den Raum mit der Metrik 472, die durch

Q=e "2 qR — 20 (24)
mit der Weltmetrik verkntipft ist.

Aus den Feldgleichungen (21), (22) und (23) kann man mit Hilfe
eines Satzes von K. Hopr tber elliptische Differentialgleichungen auf
Mannigfaltigkeiten ® schlieBen:

Satz: Die einzige singularititenfreie statische Losung der JorRDAN-
Maxwertschen Feldgleichungen, bei der der Rawm kompakt ist oder
einen einzigen unendlich fernen Punkt (wie der euklidische Raum im
Sinne der Potentialtheorie) hat, in dem x, @ und £2 endlich sind, ist die
MinkowsKI-Welt mit » = const und @ = const.

Beweis: Nach (23) gentigt @ einer elliptischen Differentialgleichung,
ist also nach E. Hopr konstant. Daraufhin mul} aus demselben Grund
wegen (21) 22 =const und wegen (22) (ScHUCKINGscher Satz) » = const
sein. Wegen P,,—0 muB d/? euklidisch, wegen u = const und £ = const
also 0 MiNnkowsKIsch sein.

Dafiir, dal der entsprechende Satz fiir Rdume mit zwei unendlich
fernen Punkten nicht mehr gilt, werden wir unten ein Beispiel angeben.

Der Erhaltungssatz fiir den Riccr-Tensor B, liefert fiir jede Losung
von (22) die Gleichung
0=V, (2= P). 5,0 + (PN, DD -2V 2)- 8,0 + 1

+QulViu — 2 8,Q D) 6,1, |
Daraus ist abzulesen: Wenn (21), (22) und (23) erfillt sind und # nicht
konstant ist, gilt auch
Vu=-1 5050 (26)
AuBerdem folgt aus (25) der

Satz: Wenn die drei Skalare 2, #, @ unabhingige Funktionen sind,
so folgen (21) und (23) aus (22), d.h. diese elektrostatisch-gravischen

(25)

8 Vgl. Licuverowicz, A., Theories relativistes de la gravitation et de l'electro-
magnetisme, Paris 1955, p. 130. Der dort angegebene Satz kann leicht verall-
gemeinert werden zu folgendem: Ist ¥, eine zweimal stetig differenzierbare Mannig-
faltigkeit, L = a#’¢,, + b" ¢, ein aut I, stetiger homogener elliptischer Differential-
operator zweiter Ordnung und geniigt die auf V), zweimal stetig differenzierbare
Funktion U" der Ungleichung L (L") = 0, so ist U7 =coust auf I, wenn I}, entweder
kompakt ist oder einen unendlich fernen Punkt hat, in dem U einen endlichen
Grenzwert annimmt. LicENEROWICZ beweist dhnliche Sitze wie den oben an-
gegebenen fir andere Feldgleichungen.
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Felder der erweiterten Gravitationstheorie sind vollstindig durch die
GL (22) bestimmt.

Wir wollen uns im folgenden mit den Ldsungen von (21}, (22) und (23)
beschiftigen, bei denen # und @ nicht konstant und je zwei der drei
Funktionen £2, #, @ voneinander abhingig sind, wie es z.B. bei kugel-
symmetrischen, zylindersymmetrischen und ebenen Feldern der Fall ist.
Fir eine solche Lésung kénnen wir

2 — g () 27)
setzen. Dann folgt durch Differentiation von (27)
i —du="L%40 (28)
2 g
und durch nochmalige Differentiation und Einsetzen von (21), (23) und
(26) fir g die elementare Differentialgleichung g’ =1 — %, also muB
20— _ _ At
AN =B LAP+B  (f=(1— 1) (29)
sein. Fithren wir die Hilfsfunktion ¥ durch
dd
AV =4 P = '
¢ 2@ (30)

ein, so geht (23) iiber in die homogene Potentialgleichung
V;V=o. (31)
>= 0 ergibt sich die Hilfsformel

Aus P, ( 6':(15
W@:%@@W@ (32)

Wegen der oben ausgesprochenen Voraussetzungen besteht auBerdem
eine Relation

Q=1(D) (33)

aus der Q=4O+ k" 0,0 & @ folgt. In Verbindung mit (22) und
(32) ergibt sich daraus (&' g)’=4, also ist A’'g=3+®+C. Da eine
Anderung von @ um eine additive Konstante weder die Weltmetrik noch
das elektromagnetische Feld und die Gravitationsinvariante beeinfluB3t,
koénnen wir ohne Beschrinkung der Allgemeinheit C = } A setzen:

(D+4). (34)

dQ:%4¢+AmV (35)
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schreiben. Daraus und aus (28), (29) und (30) folgt

—p|Pdvr. (36]

= (i
2
Wenn wir (35), (36), (30) und {27) in (22) einsetzen, erhalten wir

. ; S 1 >
LB, dxtds = — (dQP + aldu) + - ([d D)

=[50 SO )P AP - By

[ 4 2|
‘B flz' 717\ 2
={5 =)@
Es gilt also mit a = S E:
= 4 2
P+ 2a8,17¢,1=0. (37

Als Zusammenfassung dieser Uberlegungen formulieren wir folgenden
Satz: Diejenigen Losungen der Gln. (21), (22) und (23), bei denen #

und @ nicht konstant und je zwei der drei Skalare 2, #, @ voneinander

abhiingig sind, sind vollstindig bestimmt durch die Relationen

P,+2a5,VelV=0, (37
g(@):ﬁ@2+:4@+%2~2a, (38
P —ar, (39)
dlogx = (,1 — | @4V (40;
Darin ist

by, oty 20—7 1 s
/3—?(1 c[)_TC—{:!:z' (41

AuBerdem muf3
g{®)>0 und x>0 (42)

und fir ¢ =0
AV =0 43

sein. Die Weltmetrik hat die Gestalt
Q= (z3g(®))’1d12—zg(®)d¢‘2. (44

Wir haben eben schon bewiesen, daf die im Satz angegebenen Glei-
chungen notwendige Bedingungen flir Lésungen dieser Art sind. Sie
sind auch hinreichend, wie eine einfache Rechnung zeigt. Dabei ist
der ScHUCKINGsche Satz zu berficksichtigen, der aussagt, dafl aus (37)
fiir a0 die homogene Potentialgleichung fiir 17 folgt (vgl. FuB3-
note 5). Das Wesentliche an dem Satz ist die Aussage, dall man aus
jeder Losung der Gl (37) durch zwei Quadraturen eine Losung der

Z. Physik. Bd. 146 34
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statischen JorDaAN-MaxweLLschen Gleichungen erhilt. Dieses Ergebnis
ergidnzt einen in meiner fritheren Arbeit® abgeleiteten Satz. Verbindet
man die Aussagen jener Arbeit mit unserem jetzigen Ergebnis, so ergibt
sich die bemerkenswerte Tatsache, dall aus jeder statischen Losung der
EinsTEINschen Vakuum-Gravitationsgleichungen durch zwei Quadra-
turen eine Losung der Jorpan-MaxwerLischen Gleichungen gewonnen
werden kann. Aulerdem kénnen die PAPAPETROU-MAJUMDARSschen
(s. oben) und die WEvLschen'® Losungen in die erweiterte Gravitations-
theorie ibertragen werden. Erstere erhélt man fiir a =0 (/2 euklidisch),
letztere, wenn man 4/? axialsymmetrisch wéhlt.

Die Quadraturen (39) und (40) konnen wegen (38) elementar aus-
gefithrt werden unabhingig von der Lésung der Hauptgleichung (37).
Dabei darf tiber eine additive Konstante in V7 frei verfiigt werden. Es
ergeben sich folgende Fille:

1. f=4=0, « <0.
g (D) = — 2a, D=—2al, %= Be_%w, B>o0.

(@) =AD + T — 20 =0, @:%( A 420 — 2,

z:Bexp(Zil_2 eAV—l—(V a —%> AV), B>o0.

L 42

In den Féllen mit /5’:{:0 ist es zweckmidBig, die Substitutionen

DD - — 5 ﬁ—“—ﬁz—w—xﬂl
vorzunehmen. Dann wird
g(P) =p(P* + 4) (45)
und .
dlogx = (1 —p @il/‘“““ av,

was sich wegen (39) zu
1

%= B(g(gp))ﬁ‘?exp(i % l,/j(zﬁ —1) (4 + %") r) B>0 (46)

integrieren l4Bt. Es gibt dann noch folgende Fille:

3.8>0, 4=0
1 1
( ) ﬁQjZ Iglzz) @:¥/_3‘V>’
1 . —_ .
:B-]I"liﬁexp(—l—l/(1~%) I)
Dabei muBl B>0, (l—‘ﬂ)a>0 und 17==0 sein.

9 EHLERs, J.: Z. Physik 143, 239—248 (1955).
10 Weve, H.: Ann. Phys. 54, 117 (1917); 59 (1919).



Elektrostatische Felder in der erweiterten Gravitationstheorie 323

1 f>0,

Il

(l[;) >0.

[V
| O
o

o . b2 b - T L ‘ E
@) =(@+ ) = iy P= 58OV, SV (20 ) T

1
#=B|cosbT| % exp {i % 18— 1) F 2af) ;}
B>0, (28 — 1) (b2 + 2a )= 0.

B>0 A:~(%)<0
\ b2 b
g@)iﬂ(@z;(%) )_Tsilxi(br) ’ @:_3 dotg(bF), 170,

6. B<o, A#—(%)<O
RCH b2 b
g(cb):—ﬂ((/?) —@): ey P g ROT),
1
x = B|GojbT| \p{i?iﬁl,’u—zﬂ)(bZ—Zaﬁ)T'},

III. Kugelsymmetrische Felder

Wir wollen als Anwendung des letzten Satzes die kugelsymmetrischen
statischen elektro-gravischen Felder der erweiterten Gravitationstheorie
bestimmen, also das Analogon der REISSNER-NORDSTROMschen Losung.

Wie ich frither (s. FuBnote 9) schon angegeben habe, sehen die
kugelsymmetrischen Lgsungen der differentialgeometrischen Gl. (37)
folgendermalen aus:

a=0: dP?=dr 4+ r2{d9?+ sin?I d¢?),
47a)
i e |
a >0 di2=dy* + (#2— m?) (d9? +sin?d d¢?),
V= —logC(i—ﬂ), m==0, |m| <r<se, C>O,} (47b)

2fa
@< 0 dR=dr? 4 (#* + m?) (d9?* + sin?d d ¢?),
[7277—,; (arcto( )+C) M0, —oo< 1< oo} (47¢)

347
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(47c) ist von Interesse im Hinblick auf den Satz von E. Hopr. Definiert
man ndmlich eine relle analytische Mannigfaltigkeit ¥ als topologisches
Produkt der (&, ¢)-Kugel (0 <# <x, ¢ mod 25x) und der 7-Geraden
(— co <<¥ < o0}, so wird auf W durch (47c¢) eine iiberall reguldre, positiv
definite analytische Metrik 4/* erklirt, und V7 ist eine auf 1¥ iiberall
reguldre Losung der Potentialgleichung AV = 0 beziiglich der Metrik d/2
(W7 ist in bezug auf 472 ein vollstindiger RIEMANNscher Raum im Sinne
von H. Hopr und W. Rixow). In den beiden unendlich fernen Punkten
(r—oc0, r—>—o0) von I hat I endliche Werte; trotzdem ist 7 nicht
konstant. Man kann die durch (47c¢) gegebene Geometrie dadurch ver-

anschaulichen, daB man die ,,Ebene’* -ﬁ:% lingentren auf eine
Rotationsfliche im euklidischen R? abbildet; es ergibt sich dabei die
Rotationsflache, die aus der Kurve [;JTI = Gof (ﬁ) durch Drehung um
die x-Achse entsteht. '

DaB die in (47b) fiir »—|m| auftretende Singularitit (gz4= £pp—>0)
eine echte Singularitit ist (nicht wegtransformierbar), folgt daraus,

daB — wie man leicht nachrechnet — fiir —|m| das invariante Gauss-
sche Kriimmungsmal der Ebene § = % itber alle Grenzen wichst. [Der
durch (47b) definierte Raum ist nicht vollstindig].

Natiirlich kann man (47b), (47¢) konform auf Gebiete des euklidi-
schen R? abbilden; die entsprechenden Formeln sind:

= d72 ™ (]:2 i m?) (d92 + sin?§ d ¢?) ] .
— (1 =+ f; )2 (do® + 02 (d9? + sin2 & d¢?)) I
mit
r=g+F ;”o :

Im Falle (47b) wird das AuBere der Kugel r = I”%' des R3, im Falle (47¢cj

der ,,punktierte” R3, d.h. der R3 ohne den Nullpunkt ¢ =0, winkeltreu
auf unsere RiEMaNNschen Rdume abgebildet. Die Rdume (47b, ¢) sind
also beide topologisch verschieden vom euklidischen Raum, aber zuein-
ander homdomorph. '

Durch die Formeln (47), (44) und die in Abschn. IT unter 1.—6. an-
gegebenen Beziehungen werden die statischen kugelsymmetrischen
elektro-gravischen Felder der erweiterten Gravitationstheorie explizit
beschrieben. Wegen a = 0 zerfillt jeder der sechs Typen (auBer 1.) in
drei Unterfille, so dal man 16 Losungstypen bekommt.

* Eine Fliche F in einem RieEMaNNschen Raum R heifit ,,Ebene’, wenn jede
in F gezogene Geoditische zugleich eine Geoditische in R ist.
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Wir wollen hier nicht alle diese Losungen diskutieren, sondern als
Beispiele nur die Félle mit § =0 ({ = }), also 1. und 2., behandeln. Dabei
machen wir davon Gebrauch, dafl wir in den Endformeln die Integra-
tionskonstanten umbenennen und @ um eine additive Konstante ab-
dndern dtirfen.

{. In diesem Fall kann man die Losung auf die Form bringen:

Q _dv 4 (2 m?) (d9? + sin? 19d¢ 2aQBexp (.v-%(‘arctg—;%—{— C)g.)dtz’

LA\

2a? B3 exp () arctv-——kc) )

2
@D = 2a arctggl—, szeXp—%—(arctg - C)
mit
a>o0, w0, B>, — o0 < ¥ <00

Die Metrik @ ist zweiseitlg (r— 4 o) asymptotisch MiNKowsKisch;

@ und x sind auf der ganzen Mannigfaltigkeit beschrdnkt. Betrachtet

man den Flicheninhalt der Kugeln # =const in Abhingigkeit von 7, so

erkennt man: Fiir hinreichend groBe |C|] existiert genau eine Kugel

kleinsten Flacheninhalts, wihrend nach beiden Seiten die Flacheninhalte

monoton wachsen. Fiir kleine |C| gelangt man bei abnehmendem 7|

sowohl von 7 =occ als auch von 7= —cc aus zu einer kleinsten Kugel,

nach deren Durchschreiten der Flicheninhalt wieder bis zu einem rela-

tiven Maximum wichst; in dieser relativ groBten Kugel hingen beide .
Seiten miteinander zusammen.

Fiir C =0 ist die Transformation »— —7 eine Bewegung, bei der @
und x ungedndert bleiben; die beiden Seiten (»>>0, »< 0) sind synchro-
nisiert. Fiir C 40 herrscht keine solche Symmetrie, und die zwei Seiten
des Raumes sind nicht synchronisiert.

Die jetzt betrachtete Losung belegt unsere auf S.519 ausgesprochene
Behauptung, daB es in der erweiterten Gravitationstheorie statische
elektro-gravische Felder gibt, die nicht von Materie erzeugt werden und
bei denen der Raum zwei unendlich ferne Punkte hat.

2. a=0. Die Losung sieht dann so aus:
dar? (dﬁ"—}—sm*z?dtp)

B“exp( exp( +D) -+ - i ( V—}—D))

- BQXP(ZAZ ) L v + D. +
D

1 C : 1
@:X-exp(\7+D/‘, x:Bexp(vaze-

mit
A=0, C=+0, B>0, 0<r<o.
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Fir 7r—>oo ist diese Welt wieder asyvmptotisch MiNnkowskisch. Fiir
r—0 ist die L&sung singuldr. Wenn C > 0 ist, hat man fiir »—0 totale
Violettverschiebung, [@[ —> 00, % —»oc, und die Flicheninhalte der Kugeln
7 =const streben gegen Null. Ist C <0, so hat man totale Rotverschie-
bung, @0, x—oco, der Flicheninhalt der Kugel » =const wichst fiir
#—0 tiber alle Grenzen, also mul eine Minimalkugel existieren dhnlich
wie in Fall 1. Im Gegensatz zu 1. wird aber auch fiir C <0 der Raum
fiir »—0 nicht asymptotisch MiNngowsKIsch, sondern er wird immer
extremer nichteuklidisch.

2. a>0. Jetztist
dr? + (32 — m?) (d9? + sin? d ¢?)

0= LJ,i
gaazc el L™ ‘)“ :
(1’—771,

exp <3C( :iZZL /)4)
s
—sad2CB (I e (c (T ar,

¥ — ¥y — "l

- 4]aAC(y+m): z:B("'J””)H exp(C (LYY

v — S v — 1/
mit
a>0, AZ0, C>0, B>0, m=0, |m|<r<oo.

Auch diese Metrik ist fiir oo asymptotisch Minxowskisch und fiir
70 singulir. Das singuldre Verhalten ist qualitativ so wie im voran-
gehenden Fall.

2. a < 0. Hierbei ist

dv? 4 (v2 - m?) (d 92 + sin? ¥ d ¢?)

0= —2442C B exp((i — T) arotg - 3C exp (4 arctd—z).‘)
— (—2a) 42 CBexp (\(‘ ; > ) arc g+ C exp (4 arctg—‘;%:)j)dtz,
® =2)—~adCexp (:A arctgﬁ—l) )
# = Bexp(:— (4 + j Jarctg - 4 Cexp (d arctg ))
mit

a<0, A=+0, C>0, B>0, m=FE0, —oco<<r<oo.

Diese Losung ist qualitativ so beschaffen wie die unter 1. besprochene;
sie ist zweiseitig asymptotisch Minkowskisch und singularititenfrei.



