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Exakte Losungen der Einstein-Maxwellschen
Feldgleichungen fiir statische Felder.

Von
JURGEN EHLERS.

(Eingegangen am 23. Dezember 1954.)

Die exakten elektro- und magnetostatischen Feldgleichungen werden als Tensor-
gleichungen im dreidimensionalen Raum formuliert und durch eine konforme
Transformation vereinfacht. Es wird ein Ubertragungsprinzip angegeben, das es
erlaubt, jedem MaxweLLschen Vakuumfeld ein EinsTEIN-MaxweLisches Feld
zuzuordnen. Die Beziehung dieses Ubertragungsprinzips zu der kugelsymmetrischen
Losung Re1ssNERs und dem homogenen Feld Levi-CiviTas wird angegeben. Im
Falle axialer Symmetrie werden zwei weitere Ubertragungsprinzipien begriindet;
ein Spezialfall davon ist eine Ergidnzung eines fritheren WevLschen Ergebnisses.

I. Allgemeines tiber elektrostatische Felder in der EINSTEIN-MAXWELL-
schen Theorie. Wir nehmen an, daf3 die Weltmetiik die statische Gestalt

ds? — P da — do? (1)
mit
do?=vy,, dx"d, Yuro=1o=0, y=det|y,, (1a)

hat. (Lateinische Indizes sollen stets die Werte 0, 1, 2, 3, griechische
die Werte 1, 2, 3 durchlaufen. T , bedeute die gewdhnliche, T, die
kovariante Differentiation.) Dann ist?

Gon=0, ®f=—%, GW:(N;W_;_L’}HL, (& =)r"), @

worin die rechts stehenden Ausdriicke sich auf die Raummetrik do2 be-
ziehen. (G,, = Riccr-Tensor. Ubergang von lateinischen zu deutschen
Buchstaben bedeute Multiplikation mit [/—g bzw. |/y.) Im statischen
Fall ist eine Aufspaltung der Welt in Raum und Zeit méglich, und es ist
sachgemil, die allgemeinen Gesetze der EINSTEIN-MAXWELLschen
Theorie, die sich auf die Weltmetrik ds? beziehen, nimlich das Gravi-
tationsgesetz

1
Gy = _7}:(7}1—7&;1?) (3)
und die elektromagnetischen Gesetze
By =0, 37\1:9]%, (4a, b)

1 Siehe z.B. JorpAN, P.: Schwerkraft und Weltall, S. 45, Gin. (38), (42)
Braunschweig 1952.
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von denen (4a) noch durch

F. =@r — Pru (4c)

ersetzt werden kann, als Tensorgleichungen im Raum do¢? zu formulieren.
Elektrostatische Felder definieren wir durch die Forderungen

Poio = 0, @ =20 (5)

an das Viererpotential ¢,. Wir setzen dann fiir den rdumlichen Skalar
— @, einfach @ und nennen ihn elektrostatisches Potential, wihrend wir
E,=E, setzen; E, ist dann ein rdumlicher Vektor, er soll elektrische

Feldstirke heiBen. Mit diesen Definitionen gehen die Gln. (44, ¢) iiber in

E _EM,,:O, Ev: _dj{v (6)

vl

Ferner gilt

F.=0,  Fr=0  Pr=ghoif,=)
also wegen |/—g = f]/;_/:
%uv:O, %Ov:%@v'
Dabei ist zu beachten, dafB3 der Ubergang von Tensoren zu Tensor-
dichten sich aunf der linken Seite der Gleichung auf die Weltmetrik ds2,
rechts aber auf die Raummetrik do? bezieht. Aus (4b) wird deshalb,
wenn wir noch §° = p als Ladungsdichte (eine skalare Dichte in do?) ein-
fiihren?:

yHE, = ZLE;

(% @v)w: _@‘i q§|v>lv=@, )

sowie die Aussage, daB3 der Strom ¢ - 8" verschwindet. Neu gegeniiber
den Gleichungen der gewthnlichen Elektrostatik ist hier nur das Auf-
treten von f, eben darin &ufert sich die Kopplung zwischen elektrischem
und Gravitationsfeld.

Aus (7) folgt durch Integration tiber einen Raumbereich und An-
wendung des Gaussschen Satzes die Darstellung der darin enthaltenen
Ladung als FeldfluB durch die Oberfliche:

6_98 @vdo_—gs;@af (8)

Darin bedeutet do, das Vektorvolumen?, do das invariante Ober-
flichenelement der Oberfliche, do = ]/y do, do*, 9/on die Ableitung in

! DaB diese Definition der Ladungsdichte mit der iiblichen Erklirung der
Gesamtladung abgeschlossener Systeme im Einklang ist, zeige ich im Anhang 1.

2 Zu diesem Begriff siehe z. B. A. S. EppIingron: Relativititstheorie in mathe-
matischer Behandlung, §49. Springer 1925.



396 JURGEN EHLERS:

Richtung der dufleren Normale. Wieder ist das Auftreten von f bemer-
kenswert.

Im folgenden wollen wir uns auf Vakuumfelder beschrinken; fiir sie
gilt nach (7):

(Mz’i Qw)lv: 0. ©)

Um die Ladung eines in ein Vakuumfeld eingebetteten Kdérpers zu
bestimmen, braucht man nach (8) nur eine Hillfliche um diesen Kérper

zu legen und das Integral é 9 142 berechnen; die Unabhingigkeit

dieses Integrals von der gewahlten Hille garantiert (9).
Zur Aufstellung der zu einem elektrostatischen Vakuumfeld gehoren-
den Gravitationsgesetze (3) benotigen wir den Energie-Impuls-Tensor

Tkl:Eeﬁ'Rl+ZLgklE'sFrs‘ (10)
Man berechnet mit W= 7E E? = Energiedichte:
1
T, =0, Tyo =W, Tﬂ,,z——fTEﬂE,,—l—yw,W. (11)

Daraus und aus (2) und (3) ergeben sich die Gravitationsgleichungen

Vo= 5 §W, Gt fu}uv ~ G (FEE ). (12)

Die Bestimmung eines elektrostatischen Vakuumfeldes stellt sich
mathematisch als folgendes Problem dar: Zu bestimmen ist ein drei-
dimensionaler, positiv definiter RieEMaNNscher Raum do?=y,, dx* d x”
und in ihm zwei Skalare ¢ und @ derart, daf3 die Gln. (9), (12) bestehen;
das sind acht nichtlineare partielle Differentialgleichungen zweiter Ord-
nung fiir die acht gesuchten Funktionen y,,,, ¢, @. Als Anwendung gebe
ich in Anhang 2 eine vereinfachte Herleitung der kugelsymmetrischen
Loésung REISSNERs.

I1. Ubertragung der elektrostatischen Gesetze auf den Bildraum
dP=e2¥do? Das fiir schwache Gravitationsfelder naherungsweise giil-
tige Linienelement! legt nahe, statt des ,,natiirlichen Raumes mit der
Fundamentalform do? den Bildraum mit

di2 = ¢2¥ do?, A=y, dx"d, 7 =det|y,,| (13)

einzufiihren. Bezeichnen wir den Ricci-Tensor dieses Bildraumes mit G v
so gehort zu (13) die Transformation

6/41;:G—uu—wlm\u_wm,lplv_j;uv (1)0 Ile ™ "/)‘Qw]g) (14)

1 Vgl. z.B. JorpaN, P, a.a. Q., S.62, Gl (13) mit ¢ = 2/c? 2¥ ~ 1+ 29.
g J (J Yy
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wobei die kovariante Ableitung in 472, d.h. mit 3,,, zu vollziehen ist;
wir verzichten auf die Wiedergabe der etwas mithsamen Rechnung, die
zu (14) fithrt. Ubernimmt man die GroBen @ und E, ungeindert in
den Bildraum und beriicksichtigt, daB Indexverschiebungen jetzt mit
Vurr P*7 statt mit p,,, p*” zu vollziehen sind, so kann man (6), (8), (9),
(11), (12) in die entsprechenden Tensorgleichungen in 472 umschreiben.
Das Ergebnis ist:

Elektrostatische Vakuun.lfeldgleichungen:
(e )y @), =0, E,=—9,; (15)

Gravitationsgleichungen:

¢ 1 v .
621#"/).'”1]#:7:};_?EVE’ e2w(Gyv+2,QP\,uW|r) :—:;\E,uEW (168'} b)

Energie-Impuls-Tensor:
Too=6*W, W=1E, E”= Energiedichte; }
(17)

—e2*T,,=E E,—7%,,W=[auf d]*bezogener'] Spannungstensor.

Ladung im Innern einer im Vakuum verlaufenden geschlossenen
Flache:
= -2y (3 — —2y 0
e=$e 2 do, $e o do. (18)
Offenbar sind die Formeln etwas einfacher, als diejenigen, die sich
auf do? beziehen. Ferner haben die auf den Bildraum bezogenen Aus-
driicke fiir die Energiedichte und den Spannungstensor genau die klas-
sische Form.

Nimmt man die Gradienten |, und @,, als unendlich klein an (schwa-
ches Gravitations- und elektrisches Feld), so wird (16b) in erster Nihe-
rung erfiillt, wenn man (_;W =0 setzt, d.h. wenn der Bildraum euklidisch
ist. Daraufhin geht (16a) in die LapLACEsche Gleichung fiir das klassi-
sche Gravitationspotential £ = c2?y tiber, wihrend aus (15) und (18) die
Gesetze der klassischen Elektrostatik werden. Die Transformation auf
den Bildraum bedeutet also eine solche Umformung der Gleichungen
der EINSTEIN-MAxXwWELLschen Theorie, die die Abweichungen von den

Gesetzen der MaxweLLschen Theorie moglichst klein werden 148t2.

I11. Magnetostatische Felder. Wir wollen analog zu I. Magnetfelder
betrachten, deren Gesetze aber wegen der am SchluB des Abschnittes IT
angegebenen Uberlegungen sogleich im Bildraum 472 formulieren. Dazu

1 Das heiBt: Fithrt man in d/2 lokal CartEsische Koordinaten ein, so sind die
Komponenten — 2% T,, die Spannungen in dem betreffenden Punkt.
2 Man beachte, daB3 do? nicht in erster Ndherung euklidisch ist.
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gehen wir wieder von dem Ansatz
ds? = e2¥ gz — g=2v 42 (19)

fiir die Weltmetrik aus und schreiben (3), (4) in Tensorgleichungen ,,in
4% um.

Magnetostatische Felder definieren wir analog zu (5) durch die
Forderungen

Py =0, P10 =0 (20)

an das Viererpotential. Fiir sie gilt demnach F,, =0, von dem Welt-
tensor I3, bleibt also nur der Raumtensor [;, iibrig, mit dessen Hilfe
wir die magnetische Feldstdrke

H' =4 B F,, (21)
als Vektor in 4/% erklaren'. Aus (4a) wird dann
(), =o. 22)
Bezeichnen wir den aus F,, durch Hinaufziehen der Indizes mit 5 ent-
stehenden Tensor mit F*# (F** bedeutet ja g*¢gt"I7,), so gilt
B =] —gF =] —g g Fy, =0,
=gt g By = Ay By = 2
und (4b) geht iber in
0 =25, (2 &), =9 (23)
Die elektrische Ladungsdichte ist also gleich Null. Die GréBen ¢ 8" =7"

bilden eine Vektordichte in 4/, die Stromdichte. Da (21} gleichwertig
mit e?¥ F* == E*#¢H, ist, konnen wir statt (23) schreiben:

— © el — Hy ) =1 (24)

Im Vakuum ist also H, wirbelfrei, demnach ein Gradient. Verbindet
man das mit (22), so erhilt man in

(6-—21/1 V?%lv)svzo, H,,: _5“ (25>

analog zu (15) die magnetostatischen Vakuumfeldgleichungen.

Ist ein Stromleiter in ein Vakuumfeld eingebettet, so kann man nach
dem Zusammenhang zwischen Feld und Stromstdrke fragen. Die Ant-
wort folgt aus (24) durch Integration tiber eine den Leiter schneidende

1 E%vp bedeute den total schiefsymmetrischen Einheitstensor mit den Kom-
ponenten :[:1/]/7:/ bzw. 0, €47# die zugehorige Dichte.
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Fliche und Anwendung des STOKEsschen Satzes:

1=fi”d0y=%f@””H[umev:%memdsz”=0¢ﬂpdx”.

In
I=c$éH,dx (26)

haben wir das magnetische Analogon zu (18). Berechnet man nach (10)
den Energie-Impuls-Tensor, so erthdlt man die in (17) angegebenen For-
meln, wenn man H, durch F, ersetzt. Daraus und aus dem Vergleich
von (25) mit (15) ist folgendes Ergebnis abzulesen: Die magnetostati-
schen Feldgleichungen lauten genau so wie die elektrostatischen, wenn

man in ihnen die magnetischen GréBen 5, H, durch die elektrischen
D, E, ersetzt. Wir werden deshalb im folgenden die Bezeichnungen @, E,
verwenden und von elektrischen Feldern reden, sofern die Art der Sin-
gularititen, durch die sich beide Feldtypen unterscheiden, das nicht
verbietet [vgl. (18), (26)].

Zum AbschluB der allgemeinen Bemerkungen iber statische Felder
in der EINSTEIN-MAXwWELLschen Theorie mochte ich darauf hinweisen,
daB die getrennte Behandlung elektrischer und magnetischer Felder im
statischen Fall durchaus notwendig ist; die gleichzeitige Anwesenheit
eines elektrischen und eines magnetischen Feldes wiirde ndmlich im
allgemeinen einen nichtverschwindenden PovNTingschen Vektor, also
eine Impulsdichte, zur Folge haben, und das ist mit dem statischen An-
satz (1) wegen der ersten Gl. (2) nicht vereinbar.

IV. Konstruktion und Charakterisierung einer Klasse exakter Losungen
der Gln. (15), (16). Im AnschluB an die Bemerkungen am Ende des
Abschnittes I1 iiber die ndherungsweise Losung der Gln. (15), (16) mit
euklidischem Bildraum wollen wir jetzt folgende naheliegende Frage
stellen: Gibt es exakte Losungen der Gln. (15), (16) mit euklidischem
Bildraum ?

Gibe es solche Losungen, so miilte fiir sie G,,=0 gelten, und es
wire moglich, in 47% CArTEsIsche Koordinaten einzufithren. Daraufhin
wiirden die Gln. (15), (16) so lauten:

((3_21’)@“)[” =0, (27)
e Ay = %D@, (28)
! PPy :;jqjlu@lw (29)

1 Zur Behandlung solcher Felder miite man statt (1) eine ,,stationire’* Metrik
mit ,,seitlichen” Koeffizienten g,, zugrunde legen.
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Offenbar ist die eben gestellte Frage gleichwertig mit der Frage nach
der Losbarkeit der Gln. (27), (28), (29) im euklidischen Raum. Ich
setze zur Abkiirzung

n=- ]/5% (30)

dann folgt aus (29) durch Verjiingung ¢*¥ Dy=y? D®, was mit (28) die
Gleichung e2¥ Ay =¢2¥Dy oder Ay =Dy liefert; umgekehrt folgt aus
dieser Gleichung und (29) wieder (28). Man kann demmnach

Ay=Dy . (31)

zur Bestimmung von y und daraufhin (27), (29) zur Festlegung von @
benutzen. Nun ist

Aemr = (—e )y, = e~ (Dy —Ay),
folglich kann (31) ersetzt werden durch

Ae?=0. (32)
Statt (29) schreiben wir
(ew)m (ew)]v = 772 ¢],u ¢\w
woraus?! folgt:

e =1Fnd, (33)

wenn wir @ so normieren, dal @ gleichzeitig mit ¢ verschwindet (etwa
im Unendlichen bei gewissen Losungen). Mit (33) wird auch (27) erfiillt
wegen (32):

Py, =Fnd,  (D,),="TF % e y),=F %A e~¥=0.

In (32), (33). haben wir die gesuchten Lasungen gefunden. Die Beziehung
zur gewohnlichen Elektrostatik stelle ich so her: Ich setze

1

A R —
134 5nd

=149V,

dann stimmen ¥ und @ fiir |®| <1 niherungsweise iiberein, und wir
kénnen V wegen AV = 0 als das @ entsprechende klassische Potential
auffassen. Die eben gefundenen Ldsungen ergeben sich dann aus dem
Abbildungssatz:

Ist V das Potential eines klassischen elektrostatischen Feldes, also

AV =0, und bildet man @ = rVan’ e ¥ =149V, so befriedigt die
Metvik (19) mit euklidischem di* und mit @ als elektrostatischem Po-

tential die statischen EINSTEIN-MAXWELL-Gleichungen (15), (16), und

1 Tir analytische Losungen.
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man erhilt so genau diejewigen Lisungen jener Gleichungen, fiiy die der
Bildraum euklidisch ist.

Die Berechnung der Ladung nach (18) ergibt fiir die angegebenen
ILésungen genau die klassische Formel:

e:—éﬁe‘“%do:» %‘:da (34)

Die Ladung bleibt bei unserer Abbildung ungedndert.

Nun sei ein klassisches Vakuumfeld mit einem Potential I gegeben,
das auBerhalb eines beschrankten Bereiches singularitétenfrei ist und im
Unendlichen gleichmiBig gegen Null strebt. Dann haben auch die zu-
geordneten Potentiale @ (unsere Abbildung V— @ ist ja zweideutig)
diese Eigenschaften, und die Welten (19) sind im Unendlichen eben.
Daher ist die Frage sinnvoll, welche gravitierenden Massen den durch ¥
bestimmten Feldern zukommen. Aus der im Unendlichen asymptotisch
geltenden Formel

eVl —yr~1+9V,

worin £2=c?y approximativ gleich dem NewroNschen Gravitations-
potential ist?, folgt
Q~FaxiV,

d.h. wenn M die Gesamtmasse, ¢ die Gesamtladung bedeutet:

o= & |f4nf, (35)

oder, wenn nicht wie bisher HEAVISIDE-, sondern konventionelle cgs-Ein-
heiten benutzt werden:

AT 35a)

Damit ist eine Deutung des Vorzeichens in unserer Abbildung ge-
wonnen und festgestellt, daB die spezifische Ladung fiir die hier betrach-
teten Losungen die universelle Konstante W ist. Der Gravitationsradius
ist offenbar

m:j:]E—/z-e. (35b)

Das ist genau diejenige GroBe, die WEYL den Gravitationsradius
der Ladung ¢ genannt hat2.

Fiir die GroBe der Abweichung der EINsTEIN-MAXWELL-Felder von
den entsprechenden EURLID-MAXWELL-Feldern ist die Konstante (30)
von der Dimension eines reziproken elektrischen Potentials maBgebend.
Merkliche Abweichungen der Metrik ds? von der MiNKOwsKischen und

1 Vgl. hierzn FuBnote 1, S. 396.
2 WEvL, H.: Raum, Zeit, Materie, 4. Aufl., S. 237. 1921.
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des EinsTEIN-Potentials @ vom MaxwegLLschen V' treten erst dort auf,
wo V relativ zu einer Stelle mit MiNKowsKI-Metrik und V=0 in die

GroBenordnung von 1 ~102V1kommt.— Eine Ersetzung V—V --const,
die klassisch keine Anderung des Feldes zur Folge hat, dndert sehr wohl
die zugehorigen Losungen @, y, wie man sieht, und zwar bedeutet sie

eine Verlegung derjenigen Stellen, an denen ds? die MINKOWSKIsche
Gestalt hat, an andere Raumpunkte.

V. Bezichung der in IV. angegebenen Abbildung zu den Lisungen
REI1sSsNERs und LEVI-C1viTas. Als Anwendungsbeispiel zu IV. behandeln
wir die Ldsungen, die sich aus dem Potential

ergeben, das sind offenbar die kugelsymmetrischen unter den zu IV.
gehorenden Feldern. Dabei benutzen wir in 472 Polarkoordinaten

Al = dg® + g2 (d@% + sin2 @ dg?). (37)

Dann ist
6_9":1:}:0(77:};4—?31%. (38)

Es miissen zwel Fille unterschieden werden:

1. az= ZF%. Fihrt man statt p die Radialkoordinate 7 ==

o)

_1_71 ©) A; . . =0 o
(1dan) o+ ype und statt x® die Zeitkoordinate % Ty ein, so

liefert unser Ubertragungsprinzip

ds® — (1 FI >2dx<°>* — *Lje_z (40 4 sin*Odg?).  (39)
(1 + 4:7w)
Bei der Bestimmung des zugehdrigen Potentials @ ist zu beachten,

daB die Transformation der Zeitkoordinate die Transformation @ =
(1 +on) P nach sich zieht, da @ = —¢,. Damit erhilt man

&=_° 4a. (40)

Die Losung (39), (40) ist offensichtlich ein Spezialfall des bekannten
zuerst von REISSNER? angegebenen kugelsymmetrischen Feldes, ndmlich
der Spezialfall, in dem die spezifische Ladung den Wert (35) hat.

1 Bei Magnetfeldern: 1 ~10% Gausl - em.

? Reissner: Ann. Physik 58, 106—120 (1916).
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2. = F 2. Jetzt setzen wir L2 — g, schreiben also V:i(i F 1).
n 47 n\e

Dann wird?
ds? = (%)2 A" — (%)2 do* — a2 (4@ + sin? @ dg?), (41)
1 e -1 =H =
Qj_?(:‘:,l a)) HQ [1,7], H@ Hzp 0. (42)

In diesem Fall ist der natiirliche Raum eine einparametrige Schar geo-
ditischer Flichen? p=const, die untereinander und zur euklidischen
Kugelfliche vom Radius | 2| kongruent sind. Die Kraftlinien sind ortho-
gonal zu diesen Flichen und Geoditische in do?, der Feldstdrkenbetrag
ist

1

H= . (43)

Da die Feldlinjen geoditisch parallel sind und der Feldstirkenbetrag
konstant ist, kann man von einem homogenen Feld sprechen. Anderer-
seits ist dieses homogene Feld herleitungsgemil ein entarteter Grenzfall
eines kugelsymmetrischen Feldes.

Durch die Koordinatentransformation

g:aAexp(%m), sin@zlﬁ}ﬂ, tggu:%
gehen (41), (42) iber in

. x(3) 2 2 » " (x(l) da + 2@ dx2)2
ds? = (A exp (7)) d %0’ — [dx dx + W} s (44)

@:%(i1—exp(—x;i)>), H,=H,=0, H3=aiexp(%(:~)). (45)

Dieses Linienelement [und allgemeiner das mit A4 exp ( (a)) n
B exp (— T)) fiir ein homogenes Magnetfeld in x®-Richtung von der

Stirke (43) hat Levi-CiviTa 1917 angegeben3, — Offenbar kann man
auf diese Weise jedes klassische Vakuumfeld in die EINSTEIN-MAXWELL-
sche Theorie bertragen.

VI. Axialsymmetrische Felder. Wir lassen jetzt die Voraussetzung,
daB der Bildraum euklidisch sei, fallen und gehen zu dem allgemeineren
Fall tiber, daB 4% axialsymmetrisch ist. Wie bisher betrachten wir
Vakuumfelder; die felderzeugende Materie macht sich dann nur durch
Singularititen [Quellen gemiB (18) oder Wirbel gemiB (26)] bemerkbar.

1 Wir sprechen hier aus historischen Griinden von einem ,,Magnetfeld.

2 Das sind Flichen, die von geodatischen Linien erzeugt werden.

3 Levi-Crvita: Realta fisica di alcuni spazi normali del Bianchi. Rend. Acc.
Linc. -(5) 26, 1. Hilfte, S. 458 (1917).
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Unter anderen Voraussetzungen (Materie mit passenden Spannungen)
und mit anderer Methode hat WEYL axialsxmmetrische Felder be-
handelt?®.

Wieder gehen wir von dem Ansatz (19) aus und erginzen ihn durch
dl2=e*(dxW L dx®) L 2 dg? mit y=y(xW, x®), r=r(xD, x®). (46)

Entsprechend soll natiirlich jetzt
Y= w<x(1)’ x(2))’ b = @(x(l), x(z)) (47)

sein, so daB E,=0 ist. Nach (16b) mul dann G,,=0 sein, das ergibt
ausgerechnet

7111+ 22 =0, (48)

Man kann deshalb » und eine dazu konjugierte Potentialfunktion #
an Stelle von %, x® einfithren und damit WevLs kanonisches Linien-
element

ds? = e2vd 5O — 2% [2% (d22 + dr?) + 12 dg?] (49)

gewinnen. Lassen wir kiinftig die Striche zur Kennzeichnung gewdhn-
licher Ableitungen fort, verwenden griechische Indizes fiir die Koor-
dinaten 2z, » und setzen

Ahz%(m)v, Dh=hh,  Ah=h,, (50)

so lauten die Gln. (15), (16) in kanonischen Zylinderkoordinaten
(€7 ®,),=0, (51)
e Ay =n2DP, (52)
v (dyy + 22 = 2P O, (53)
¥ (dyy — 2 4 297) = 2P B, (54)
32'”(‘-%'1‘2%%) :2772¢z¢r' (55)

Die GIn. (53), (54) kann man noch miteinander kombinieren, so daf3
man

Ay —Dy=A4A, % (56)

und eine Gleichung fiir y, erhélt; diese kann mit (55) zu der totalen
Differentialgleichung

Y =2y, — P e B, D) dz+ (pf— i — e [} — D) dr (57)

1 WevL, H.: Ann. Physik 54, 117 (1917), ferner Ann. Physik 59 (1919}.
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zusammengefaBt werden. Das Gleichungssystem (51), (52), (56}, (57)
fiir 9, y, @ ist in hohem Grade iiberbestimmt. Diese Uberbestimmtheit
kann aber leicht beseitigt werden. Stellt man ndmlich fiir (57) die

Integrabilitdtsbedingung auf, so kommt
Y Ay =[P, (AP — 20, ) + 9, DP].

Diese Gleichung ist aber eine Folge von (51) und (52). AuBerdem stellt
man nach einiger Rechnung fest, daB die Gl. (56) eine Folge der drei
iibrigen ist.

Ergebnis. Die Bestimmung eines axialsymmetrischen elektrostati-
schen Vakuumfeldes kann so durchgefithrt werden, dal zunichst die
Gleichungen

(e*¥7d,), =0, (51)
e Ay =n?*DP (52)
gelost werden und dann y durch die Quadratur

x=lr{2, v, — e YD, D) dz+ (v — i — e 2 [@] — D)) dr} (58)

berechnet wird.
Die Darstellung (18) der Ladung kann jetzt offenbar vereinfacht
werden zu

e=2nfe Wy (@, dr —D,dz), (59)

wo iiber eine Kurve in der z, »~-Halbebene zu integrieren ist, die zwei
Punkte der Achse =0 verbindet und die ILadungssingularitit bei
Rotation um diese Achse umhiilit.

Es ist bemerkenswert, daBl man eine Teilmenge aller Lsungen von
(51), (52) leicht konstruieren kann; das soll jetzt gezeigt werden. Wir
nennen ein Lésung (P, y) eine A-Losung, wenn die Funktionen @, v
voneinander abhingig sind!. Dafiir ist nach Jacosr die Bedingung

729 — g (60)

d(z,7)
kennzeichnend, d.h. die lineare Abhdngigkeit der Gradienten @,,v,.
Der Fall @ =const liefert reine Gravitationsfelder, diesen Fall wollen
wir hier ausschlieBen. Fir andere A-Losungen ist nach (60) e=2v @,
ein Gradient, wir schreiben

e 2@, =V, oder dP=evdV. (61)

1 Das heilt es bestehe eine Relation F (D, y)=0.
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Wir kénnen V als Parameterfunktion auffassen, von der @ und v
abhingen. Verlangen wir, daB fiir V=0 @=0 sei, so kénnen wir
wegen (61)

v
v — o (V D = av. 62
er=g(V), f gz (62)
setzen. Die GI. (51) geht dann iiber in
AV =0, (63)

und (52) kann wegen
Ay = —(log &)’ AV — (logg)"DV, D®P=g*DV
auf die Bedingung (log g)"" g% = — #? fiir g reduziert werden, woraus noch
g'=ag wmit ag—gi=—p (64)

folgt. Damit ist es gelungen, die nichtlinearen partiellen Differential-
gleichungen (51), (52) im Falle abhingiger Losungen zu reduzieren auf
die Larrace-Gleichung (63), die elementare gewdhnliche Differential-
gleichung (64) und die' Quadratur (62). In diesem Fall nimmt wegen (62)
und (64) auch (58) eine einfache Form an:

x=a[r2V,V,dz+(V} — V) dr}. (65)
Schlieftich gilt fiir die Ladung nach (59), (62):
e=2n[r(V,dr —V,dz). (66)

Wegen (63) und (66) kann V als klassisches elektrisches Potential im
euklidischen Raum der Zylinderkoordinaten z, 7, ¢ aufgefait werden;
(62) bedeutet dann eine Transformation analog zu IV,

Je nachdem, ob =0, & > 0 oder 4 <0 angenommen wird, erhalt
man nach elementarer Rechnung fiir (62):

1. a=0. Dann ist wegen (65) das Linienelement 4% euklidisch,
man erhélt den Ubertragungssatz aus IV.

2. a>0. Es ist

y_Gin(Jav+ad) 4_Ja _ " nd= Ve
emr =S4, Q_F(@ngd Cotg (JfaV -+4)), @Indﬁ-:EY-

3. ¢ <0. Es ist

g—v Sin (f=av+a) , &= V;_} (cotg d —cotg (f—aV+4d)),

sind

sind = fCLf‘-
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Im Gegensatz zu 1. enthalten die Losungstypen 2., 3. einen durch das
klassische Feld nicht bestimmten Parameter a. Seine Bedeutung ergibt
sich, wenn wir — #dhnlich wie in IV. — nach der Gesamtmasse fragen.
Sie 148t sich wieder aus der mehrfach benutzten Naherung fiir das im
Unendlichen schwache Feld (w0, Va2 0) ablesen. Fiir das Verhiltnis
Gravitationsradius/Ladung ergibt sich in beiden Féllen 2. und 3.

m _ Yatop
e T am

Die Formeln 2., 3. sind jeweils durch (65) zu ergénzen.

Anhang 1. Zur Definition der Ladungsdichte. Die exakte Definition
der Gesamtladung eines abgeschlossenen Systems in der EINSTEIN-
MaxweLLschen Theorie lautet?

¢ — [&av,. 67)

Darin ist iiber einen raumartigen Querschnitt des Weltkanals des
Systems zu integrieren, d¥, bedeutet das ,,in die Zukunft gerichtete*
Vektorvolumen des Querschnitts. Spezialisiert man auf statische Koor-
dinaten (1) und wihlt als Querschnitt eine Hyperfliche x® = const, so
ist dV,=0, dVy=d s dx® 4%, also wird

e=[80dxM dx® 44 (68)

woraus abzulesen ist, daf3 3° als rdumliche Ladungsdichte (skalare Dichte)
aufzufassen ist.

Anhang 2. Eine einfache Herleitung der REIsSNERschen Lisung. Die
folgende Herleitung des Feldés eines geladenen Massenpunktes ist inso-
fern einfach, als durch Ausnutzung der Uberbestimmtheit der Differen-
tialgleichung des kugelsymmetrischen Feldes die betreffenden Funktio-
nen durch bloBe Kombination der Feldgleichungen sogar okne Quadratur
(bis auf die triviale Quadratur y"==0, y=const) bestimmt werden. —

Fiir das rdumliche Linienelement

do® = ‘2_2 +2(d02 L sint@de?),  h=h{)

lauten die Gln. (9), (12):

(72% @’)f =0, also  #2 % @' = — ¢ = const, (69)
2 o2
rrhfy =151, (70)
2 K W e
vk 7 nf T AR (71)
—1+h2+7hh'+rh2§:—’7j;2. (72)

1 Siehe z.B. WEvL, H.: a.a. 0., S.244. ~
Zeitschrift fir Physik, Bd. 140. 28
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Differenziert man (70) auf der linken Seite aus und subtrahiert das
Ergebnis von (71), so kommt

i(fi—l')zo, also ?:h’

r \ f 3 h’
also bei passender Wahl des x(®-MaBstabs:
h=f. (73)
Daraufhin liefert (69):
o=21, (74)
"~ und (70), (72) vereinfachen sich zu
2y M E appr_ . ME
(1) = ot also. \1'ff—m -
. 72 &
=12
Daraus ist unmittelbar abzulesen:
2 o2
pe1-22qTr (75)

Damit ist die Weltmetrik sowie das Potential bestimmt.
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