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E x a k t e  L 6 s u n g e n  d e r  E i n s t e i n - M a x w e l l s d m n  
F e l d g l e i c h u n g e n  fiir s ta t i s che  Fe lder .  

Von 

JORGEN EHLERS. 

(Eingegangen am 28. Dezember 1954.) 

Die exakten elektro- und magnetostat ischen Feldgleichungen werden als Tensor- 
gleichungen im dreidimensionalen Raum formuliert und durch eine konforme 
Transformation vereinfacht. Es wird ein ~bert ragungsprinzip angegeben, das es 
erlaubt,  jedem MAXWELLschen Vakuumfeld ein EINSTEIN-MAXWELLsches Feld 
zuzuordnen. Die Beziehung dieses Obertragungsprinzips zu der kugelsymmetrischen 
L6sullg REISSNERS und dem homogenen Feld LEvI-CIVlTAS wird angegeben. Im 
Falle axialer Symmetrie werden zwei weitere I3bertragungsprinzipien begrfindet; 
ein Spezialfall davon ist eine Erg~nzung eines frfiheren WEYLschen Ergebnisses. 

I .  A l lgemeines  i~ber elektrostatische Felder in  der EINSTEIN-MAXWELL- 
schen Theorie.  Wir nehmen an, dab die Weltmetfik die statische Gestalt 

ds ~ : / ~  d x  (~ - -  da  2 ( t )  

mit 
da  s = 7~,~ d x F' d x ~, ~'~ Io = / I  o = 0, 7 = det ] 7~, l (1 a) 

hat. (Lateinische Indizes sollen stets die Werte 0, 1, 2, 3, griechisehe 
die Werte 1, 2, 3 durchlaufen. T..i~ bedeute die gew6hnliche, T../I k die 
kovariante Differentiation.) Dann ist 1 

Co~=0 ,  ~ = - - ~ 1 ~ ,  G , , = 8 , ~ +  /l~'~ ( ~ V ~ f  ~) (2) / ' 

worin die rechts stehenden Ausdrficke sich auf die Raummetrik da 2 be- 
ziehen. (G~, ~ RlCcI-Tensor. ~Tbergang yon lateinisehen zu deutschen 
Buehstaben bedeute Multiplikation mit ] / - -g  bzw. ]/7.) Im statischen 
Fall ist eine Aufspaltung der Welt in Raum und Zeit m6glich, und es ist 
sachgem~tB, die allgemeinen Gesetze der EINSTEISr-MAxwELLschen 
Theorie, die sich auf die Weltmetrik ds 2 beziehen, n/imlich das Gravi- 
tationsgesetz 

-~ ( ~ g~0z T) (3) Gkz = -- \Tkl -- 

und die elektromagnetischen Gesetze 

Fr~,[]l = 0, ~.k! I, = ~, (4a, b) 

1 Siehe z.B. JORDAN, P.: Schwerkraft  und Weltall, S. 45, Gln. (38), (42) 
]3raunschweig t952, 
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yon denen (4a) noch durch 

Fkz = ~01[k -- %iz (4c) 

ersetzt werden kann, als Tensorgleichungen im Raum d~ ~ zu formulieren. 
Elektrostatische Felder definieren wir durch die Forderungen 

~Ooio = o ,  ~ ,  = o ( 5 )  

an das Viererpotential %. Wir setzen dann ffir den r~iumlichen Skalar 
- -  ~o einfach # und nennen ihn elektrostatisches Potential, w~ihrend wir 
F,o = E ,  setzen; E,. ist dann ein r~iumlicher Vektor, er soll elektrische 
Feldst~irke heiBen. Mit diesen Definitionen gehen die Gln. (4a, c) fiber in 

E<v -- E,> = 0, E~ = -- ~bl~. (6) 
Ferner gilt 

also wegen V ~  ~ / V y :  

~ = o, .~o~ = T  ~ 1  ~. 

Dabei ist zu beachten, da.[3 der Ubergang yon Tensoren zu Tensor- 
dichten sich auf der linken Seite der Gleichung auf die Weltmetrik ds ~, 
rechts aber auf die Raummetrik da 2 bezieht. Aus (4b) wird deshalb, 
wenn wir noch 3 ~ = @ als Ladungsdichte (eine skalare Dichte in da 2) ein- 
ffihren 1 : 

sowie die Aussage, dab der Strom c.  ~ verschwindet. Neu gegenfiber 
den Gleichungen der gew6hnlichen Elektrostatik ist bier nur das Auf- 
treten yon/ ,  eben darin/iuBert sich die Kopplung zwischen elektrischem 
und Gravitationsfeld. 

Aus (7) folgt durch Integration fiber einen Raumbereich und An- 
wendung des GAtJssschen Satzes die Darstellung der darin enthaltenen 
Ladung als Feldflng durch die Oberfl~iche: 

~ 1  ~do = - - ~  t ~aSdo e =  7 / ~ 7  " (8) 

Darin bedeutet do. das Vektorvolumen ~, do das invariante 0ber-  
fl~tchenelement der Oberfl~che, do = g~ do, doL a/an die Ableitung in 

1 DaB diese 1)efinition der Ladungsdichte mit der iiblichen Erklgrung der 
Gesamtladung abgeschlossener Sys~aeme im Einklang isle, zeige ich im Anhang I. 

= Zu diesem t3egriff siehe z. 13. A. S. EDDINGTON: Relativitgtstheorie in mathe- 
matischer Behandlung, w Springer 1925. 
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Richtung der 5ul3eren Normale. Wieder ist das Auftreten yon ] bemer- 
kenswert. 

Im folgenden wollen wit uns auf Vakuumfelder beschr~nken; fiir sie 
gilt nach (7): 

Um die Ladung eines in ein Vakuumfeld eingebetteten K6rpers zu 
bestimmen, braucht man nach (8) nur eine Htillfl~tche um diesen K6rper 

zu legen und das Integral -y ~ do zu bereehnen; die Unabh~ingigkeit 

dieses Integrals von der gewS~hlten Hfille garantiert (9). 
Zur Aufstellung der zu einem elektrostatischen Vakuumfeld geh6ren- 

den Gravitationsgesetze (3) benStigen wir den Energie-Impuls-Tensor 

T,~ = Fk,, Nz + } g~z F,~ F ~s. (t0) 

t E,  E ~ = Energiedichte" Man berechnet mit W =  2/3 

1 
T0~ = 0, Too=/2W, Ta~-- /2 E~ ,E~+v~W"  (tt) 

Daraus uric1 aus (2) und (3) ergeben sich die Gravitationsgleichungen 

Die Bestimmung eines elektrostatischen Vakuumfeldes stellt sich 
mathematisch als folgendes Problem dar: Zu bestimmen ist ein drei- 
dimensionaler, positiv definiter RIEMANNscher Raum da 2 = Vv ~ d x ~ d x ~ 
und in ihm zwei Skalare ~ und # derart, dab die Gln. (9), (12) bestehen; 
das sind acht nichtlineare partielle Differentialgleichungen zweiter Ord- 
hung fiir die acht gesuchten Funktionen Va~, ~, ~b. Als Anwendung gebe 
ieh in Anhang 2 eine vereinfachte Herleitung der kugelsymmetrischen 
L6sung REISSNERs. 

II .  Ubertragung der elektrostatischen Gesetze au/ den Bildraum 
dl2= e2~da 2. Das ffir schwache Gravitationsfelder n~herungsweise giil- 
tige Linienelement ~ legt nahe, s tat t  des ,,nattirlichen Raumes" mit der 
Fundamentalform da 2 den Bildraum mit 

dl2 = e2r da2, dl2 = L~ dxl' dx~, ~ = det lS,I (a3) 

einzuffihren. Bezeichnen wir den RIccI-Tensor dieses Bildraumes mit G~,, 
so geh6rt zu (t3) die Transformation 

1 Vgl. z.B. JO~DA~r, P., a . a .O . ,  $.62, G1. (~3) mit  ~=12/c~, E 2 r ~ a  +2W. 
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wobei die kovariante Ableitung in dl ~, d.h. mit Yo~, zu vollziehen ist; 
wir verzichten auf die Wiedergabe der etwas mfihsamen Rechnung, die 
zu (14) ffihrt, fdbernimmt man die Gr6gen O und E~ unge~tndert in 
den Bildraum und berficksichtigt, dab Indexverschiebungen jetzt mit 
y ~ ,  y"~ statt  mit y ~ ,  y ~  zu vollziehen sind, so kann man (6), (8), (9), 
(1 1), (t 2) in die entsprechenden Tensorgleichungen in d l 2 umschreiben. 
Das Ergebnis ist: 

Elektrostatische Vakuumfeldgleichungen : 

(~-'~l/~ O'~)l ~ = 0, E~ = -- Oi~; (t 5) 

Gravitationsgleichungen : 

- ~ E �9 ( 1 6 a ,  b )  I E~E ~, e2W(G~q_2~Ol~Vl,.)=~ i,E~ ' ee~WJ~II"-- ~ 2 

Energie-Impuis-Tensor: 

To 0 = e~ ~ W, W = �89 E, E" = Energiedichte; / 

- -  e 2 ~ T, ~ = E ,  E~ -- ~ ~ W = [auf dl 2 bezogener 1] Spannungstensor. / (t 7) 

Ladung im Innern einer im Vakuum verlaufenden geschlossenen 
Flfiche : 

~o do. (18) 

Offenbar sind die Formeln etwas einfacher, als diejenigen, die sich 
auf de 2 beziehen. Ferner haben die auf den Bildraum bezogenen Aus- 
driicke ftir die Energiediehte und den Spannungstensor genau die klas- 
sische Form. 

Nimmt man die Gradienten ~01~ und qSl~ als unendlich klein an (schwa- 
ches Gravitations- und elektrisches Feld), so wird (t 6b) in erster N~ihe- 
rung elffillt, wenn man Gt~ = 0 setzt, d.h. wenn der Bildraum euklidisch 
ist. Daraufhin geht (16a) in die LAPLACESChe Gleichung ffir das klassi- 
sche Gravitationspotential Q : c2~o fiber, w~ihrend aus (t5) und (18) die 
Gesetze der klassischen Elektrostatik werden. Die Transformation auf 
den Bildraum bedeutet also eine solche Umformung der Gleichungen 
der EINSTEIx-MAxWELLschen Theorie, die die Abweichungen von den 
Gesetzen der MaXWELLschen Theorie m6glichst klein werden l~il3t 2. 

I I I .  Magmtostatische Fdder.  Wir wollen analog zu I. Magnetfelder 
betrachten, deren Gesetze aber wegen der am SchluB des Abschnittes II 
angegebenen f]berlegungen sogleich im Bildraum dl 2 formulieren. Dazu 

1 Das heiBt: Fiihr~ man  in dl  2 lokaI CARTESlsche Koordinaten ein, so sind die 
Komponen ten  - - e2~T~v  die Spannungen in dem betreffenden Punkt .  

2 Man beachte, dab drr 2 nicht in erster N~herung euklidisch ist. 
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gehen wir wieder von dem Ansatz 

ds 2 = e2~  d x (~ - -  e - 2 ~  d l  2 (t9) 

ffir die Weltmetrik aus und schreiben (3), (4) in Tensorgleichungen ,,in 
dl  v '  urn. 

Nagnetostatische Felder definieren wir analog zu (5) dutch die 
Forderungen 

9o = o, 9<0 = o (20) 

an das Viererpotential. Ffir sie gilt demnach For = 0, yon dem Welt- 
tensor Fk~ bleibt also nur der Raumtensor F ~  fibrig, mit dessert Hflfe 
wir die magnetische Feldstarke 

H ~ = �89 e 2~ E ~ ' ~  (2t)  

als Vektor in dl  2 erkl~ren 1. Aus (4a) wird dann 

(e -2~ ~ ) j ~  = 0. (22) 

]3ezeichnen wit den aus/5,~ durch Hinaufziehen der Indizes mit ~a~ ent- 
stehenden Tensor mit _F~v (F z/~ bedeutet ja g~ag~F~) ,  so gilt 

V _  =  - goo = o, 

und (4b) geht fiber in 

o = ~o, ( ~  ~ ) [ ,~  = ~ .  (23) 

I)ie elektrische Ladungsdiehte ist also gleich Null. Die Gr613en c ~ =  i v 
bilden eine Vektordichte ill dl  2, die Stromdichte. Da (2t) gleichwertig 
mit e~~ o ist, k6nnen wir stat t  (23) sehreiben: 

c ~ a a  (Hvl~. _ HA:v) = i ~. (24) 
2 

Im Vakuum ist also H, wirbelfrei, demnach ein Gradient. Verbindet 
man das mit (22), so erh~lt man in 

analog zu (I 5) die magnetostatischen Vakuumfeldgleichungen. 
Ist ein Stromleiter in ein Vakunmfeld eingebettet, so kann man nach 

dem Zusammenhang zwischen Feld und Stromst/irke fragen. Die Ant- 
wort folgt aus (24) durch Integration fiber eine den Leiter schneidende 

1 E . ~ . v t  , bedeute den total  schiefsymmetrischen Einheitstensor mit  den IZom- 
ponenten :~:t/V ~ bzw. 0, ~ v v  die zugeh6rige Dichte. 
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Fl~iche und Anwendung des STOI(Esschen Satzes: 

In 
I = c ~ H~ d x ~ (26) 

haben wit das magnetische Analogon zu (t 8). Berechnet man nach (t 0) 
den Energie-Impuls-Tensor, so mh~ilt man die in (17) angegebenen For- 
meln, wenn man H~ durch E, ersetzt. Daraus und aus dem Vergleich 
yon (25) mit (t5) ist folgendes Ergebnis abzulesen: Die magnetostati- 
schen Feldgleichungen lauten genau so wie die elektrostatischen, wenn 

man in ihnen die magnetischen Gr6Ben #,  H, durch die elektrischen 
~b, E~ ersetzt. Wit werden deshalb im folgenden die Bezeichnungen ~b, E, 
verwenden und yon elektrischen Feldern reden, sofern die Art der Sin- 
gularit~iten, durch die sich beide Feldtypen unterscheiden, das nicht 
verbietet [vgl. (18), (26)]. 

Zum AbschluB der allgemeinen Bemerkungen fiber statische Felder 
in der EINSTEIN-MAXWELLschen Theorie m6chte ich darauf hinweisen, 
dab die getrennte Behandlung elektrischer und magnetischer Felder ira 
statischen Fall durchaus notwendig ist; die gleichzeitige Anwesenheit 
eines elektrischen und eines magnetischen Feldes wfirde n~imlich im 
allgemeinen einen nichtverschwindenden POYNTINGSChen Vektor, also 
eine Impulsdichte, zur Folge haben, und das ist mit dem statischen An- 
satz (t) wegen der ersten G1. (2) nlcht vereinbar 1. 

IV .  Konstruktion und Charakterisierung eiuer Klasse exakter L6sungen 
der Gln. (15), (t6). Im AnschluB an die Bemerkungen am Ende des 
Abschnittes II  fiber die n~herungsweise L6sung der Gln. (t5), (16) mit 
euklidischem Bildraum wollen wir jetzt folgende naheliegende Frage 
stellen: Gibt es exakte L6sungen der Gln. (t 5), (16) mit euklidischem 
Bildranm ? 

G~be es solche L6sungen, so mfBte ffir sie G,~----0 gelten, und es 
w~ire m6glich, in dl 2 CARTESIsche Koordinaten einzuffhren. Daraufhin 
wfrden die Gln. (t5), (~6) so lauten: 

(e-2~bl~)i~ = o, (27) 

e~W Aw ~- ~c2 D(I ), (28) 

= ~ q)it,~Ol~. (29)  e2~ ~vl~P> 2c-0 

1 Zur }3ehandlung solcher Felder miiBte man s ta t t  (1) eine ,,siationgre" Metrik 
mit  ,,seitlichen" t(oeffizienten g0~ zugrunde legen. 
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Offenbar ist die eben gestellte Frage gleichwertig mit der Frage nach 
der L/Ssbarkeit der Gln. (27), (28), (29) im euklidischen Raum. Ich 
setze zur Abk~irzung 

= § t o/ 

dann folgt aus (29) durch Verjtingung e2~D~o =rl 2 D09, was mit (28) die 
Gleichung e2~A ~o -~ e2~D~o oder A 7) = D~o liefert; nmgekehrt folgt aus 
dieser Gleichung und (29) wieder (28). Man kann demnaeh 

A ~ =  D~o . (31) 

zur Bestimmung yon ~o und daraufhin (27), (29) zur Festlegung yon 
benutzen. Nun ist 

A e - ~  = ( - - e - ~  ~pl,)l~ = e - ~ ( D ~  --A~r 

folglieh kann (31) ersetzt werden durch 

A e - ~  = 0,  (32) 
Statt  (29) schreiben wir 

(e~)i. (e~)l ~ = ~ 09j. 09i,,, 
woraus x folgt : 

e~ = t =5 ~ 09, (33) 

wenn wir 09 so normieren, dab 09 gleichzeitig mit ~o verschwindet (etwa 
im Unendlichen bei gewissen L6sungen). Mit (33) wird auch (27) erftillt 
wegen (32)" 

In (32), (33), haben wir die gesuehten L6sungen gefunden. Die Beziehung 
znr gew6hnlichen Elektrostatik stelle ich so her" Ich setze 

e - ~ =  ~ - - t  • ~V ,  

dann stimmen g und ~b far I091<   n~iherungsweise tiberein, und wit 
k6nnen V wegen A V = 0 als das fi0 entsprechende klassisehe Potential 
auffassen. Die eben gefundenen L6sungen ergeben sich dann aus dem 
Abbildungssatz : 

Ist  V das Potential eines klassischen elektrostatischen Feldes, also 

v e-~ = t / c  ~ V, so be/riedigt die V = O ,  und bildd man 09--  t : k  ~ v ' 

Metrik (19) mit  euklidischem dl  2 und n4it 05 als dektrostatischem t)o - 
tential die statischen EiNSTEIN-MAxwEJ~L-Gleichungen (16),  (16),  und 

1 F/it analytische LOsungen. 
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man erhdlt so genau di@nigen L&ungen jener Gleichungen, /iir die tier 
Bildraum euklidisch ist. 

Die Berechnung der Ladung nach (18) ergibt fiir die angegebenen 
L6sungen genau die klassische Formel: 

8c~ d o =  - - ~  8v do. (34) 
e ~ - -  8 - 2 w  On ~ n  

Die Ladung bleibt bei unserer Abbildung unge~tndert. 
Nun sei ein klassisches Vakuumfeld mit einem Potential V gegeben, 

das auBerhalb eines beschr/inkten Bereiches singularitfitenfrei ist und im 
Unendlichen gleichm/igig gegen Null strebt. Dann haben auch die zu- 
geordneten Potentiale ~b (unsere Abbildung V-->~ ist ja zweideutig) 
diese Eigenschaften, nnd die Welten (19) sind im Unendlich~n eben. 
Daher ist die Frage sinnvoll, welche gravitierenden Massen den durch V 
bestimmten Feldern zukommen. Aus der im Unendlichen asymptotiscla 
geltenden Formel 

worin s = c2~v approximativ gleich dem NEwToNschen Gravitations- 
potential ist 1, folgt 

d.h. wenn M die Gesamtmasse, e die Gesamtladung bedeutet: 

e 
4- 41 l, (35) 

oder, wenn nicht wie bisher I-IEAVISIDE-, sondern konventionelle cgs-Ein- 
heiten benutzt werden: 

e 
- < P ] .  (35 a) 

Damit ist eine Deutung des Vorzeichens in unserer Abbildung ge- 
wonnen und festgestellt, dab die spezifische Ladung ffir die hier betrach- 
teten L6sungen die universelle Konstante Viist. Der Gravitationsradius 
ist offenbar 

m = 4- ~ . e .  (35b) 

Das ist genau diejenige Gr6Be, die WEYL den Gravitationsradius 
der Ladung e genannt hatZ 

Ffir die Gr613e der Abweichung der EINSTEIN-MAXWELL-Felder von 
den entsprechenden EuKLII>MAxwEI~L-Feldern ist die Konstante (30) 
yon der Dimension eines reziproken elektrischen Potentials mal3gebend. 
Merkliche Abweichungen der Metrik ds ~ yon der MINKOWSI~Ischen und 

1 Vgl .  h i e r z u  F u B n o t e  t ,  S. 396. 

2 WXYL, H.: Raum, Zeit, Materie, 4. Aufl., S. 237. 1921. 
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des EINSTEIN~Potentials ~b vom M2,XWELLschen V treten erst dort auf, 
wo V relativ zu einer Stelle mit MIxKOWSKI-Metrik und V =  0 in die 

Gr6genordnung yon Z ~ t 027 V 1 kommt.--  Eine Ersetzung V-->V+const, 

die klassisch keine ~nderung des FeIdes zur Folge hat, ~ndert sehr wohl 
die zugeh6rigen LSsungen #,  V;, wie man sieht, und zwar bedeutet sie 
eine Verlegung derjenigen Stellen, an denen ds ~ die MI~KOWSKIsche 
Gestalt hat, an andere Raumpunkte. 

V. Beziehu~g der in  I V .  angegebenen Abbildu~g zu den L&ungen  
REISSNERs und LEvI-CIVITAs. Als Anwendungsbeispiel zu IV. behandeln 
wir die L6sungen, die sich aus dem Potential 

V =  e + ~ (36) 
40zO 

ergeben, das sind offenbar die kugelsymmetrischen unter den zu IV. 
gehSrenden Feldern. I)abei benutzen wir in dl  2 Polarkoordinaten 

dl  2 = do s + Q~ (dO 2 + sin s O d92). (37) 
Dann ist 

f i e  e-~ = "1 :k o : r /+  & b  " (38) 

Es mfissen zwei F~tlle nnterschieden werden: 

t. ~4= : ~ .  Ftihrt man stat t  0 die Radialkoordinate r = 

(1-4-~*~) Q • ~e nnd stat t  x C~ Zeitkoordinate ~{o)_ .(o~ ein, so 

liefert unser {dbertragungsprinzip 

ds 2 = (1 ~ V e I~dx(O)~ _ dr 2 # ( d O  2 + sin2Od~0~). (39) 

, 4 z r r /  

Bei der Bestimmung des zugehSrigen Potentials ~b ist zu beachten, 
dab die Transformation der Zeitkoordinate die Transformation ~ =  
(1 4-c~ ~)~  nach sich zieht, da q ) = -  9o. Damit erh{tlt man 

= ~ + ~. (40) 
4 ~ "  

Die L6sung (39), (40) ist offensichtlich ein Spezialfall des bekannten 
zuerst yon RI~ISSNER 2 angegebenen kugelsymmetrischen Feldes, n~tmlich 
der Spezialfall, in dem die spezifische Ladung den Wert (35) hat. 

t 
1 B e i  M a g n e t f e l d e r n :  - -  ~ 1021 G a u B  - c m .  

r/ 
R E I s s ~ s R :  A n n .  Pb_ys[k  30,  I 0 6 - - ~ 2 0  ( t 9 1 6 ) .  
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Dann wird 1 

In diesem Fall ist der natiirliche Raum eine einparametrige Schar geo- 
d/itischer Fliichen 2 ~ = const, die untereinander und zur euklidischen 
Kugelfl/iche vom Radius [ a[ kongruent sind. Die Kraftlinien sind ortho- 
gonal zu diesen Fl~ichen und Geod~itische in da 2, der Feldstiirkenbetrag 
ist 

H - -  t ~,~l~ " (43)  

Da die Feldlinien geodStisch parallel sind und der FeldstSrkenbetrag 
konstant ist, kann man yon einem homogenen Feld sprechen. Anderer- 
seits ist dieses homogene Feld herleitungsgemSB ein entarteter Grenzfall 
eines kugelsymmetrischen Feldes. 

Dutch die Koordinatentransformation 

e = a A exp ~ - - ] ,  sin O + - -  a , t g  ~ - -  x ( "  

gehen (4t), (42) fiber in 

( (2~)) [ (,,1,,,1 + ,(~' d~,)~] 
d s  2 = A exp ~ dx(~ - -  dx*  dx~ + as _ (x~m + ~(~)~) ' (44) 

/ x(a) \ Dieses Linienelement (und allgemeiner das mit A + 

St~rke (43) hat LEvI-CIWTA t917 angegeben ~. -- Offenbar kann man 
auf diese Weise jedes klassische Vakuumfeld in die EINSTEIN-MAxWELL- 
sche Theorie fibertragen. 

V I .  A x i a l s y m m e t r i s c h e  Fe lder .  Wir lassen jetzt die Voraussetzung, 
dab der Bfidraum euklidisch sei, fallen und gehen zu dem allgemeineren 
Fall fiber, dab d l  ~ axialsymmetrisch ist. Wie bisher betrachten wir 
Vakuumfelder; die felderzeugende Materie macht sich dann nur durch 
Singularit~ten [Quellen gem~B (18) oder Wirbel gemSB (26)J bemerkbar. 

1 Wit sprechen bier aus historischen Grtinden yon einem ,,Magnetfeld". 
Das sind Fl~chen, die yon geod~tischen Linien erzeugt werden. 

a LEvI-CIvITA: Realta fisica di alcuni spazi normali del Bianchi. Rend. Acc. 
Linc..(5) 26, t. HSlfte, S. 458 (t917). 
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Unter  anderen Voraussetzungen (Materie mit  passenden Spannungen) 
und  mit  anderer  Methode hat  WEYL axialsxmmetrische Felder be- 
handel t  1. 

Wieder gehen wir von dem Ansatz (i 9) aus und erg~inzen ihn durch 

dl2=e2Z(dx(1):-/ dx(2)")+ r2d~ 2 mit Z = Z ( X  0), x(2)), r = r ( x  (1), x(2)). (46) 

Entsprechend soll nattirlich je tz t  

,y = ~o (x (1), x(2)), ~ = r (x (1), x (2/) (47) 

sein, so dab E ~ = 0  ist. Nach (t6b) mug dann G , ~ = 0  sein, das ergibt  
ausgereehnet  

rill1 + rr212= 0. (48) 

Man kann deshalb r und eine dazu konjugierte Potent ia l funkt ion z 
an Stelle yon x 01, x (2) einfiihren und  damit  WEYLs kanonisches Linien- 
element 

ds 2 : :  e 2~ dx  (~ --  e - ~  ~e 2z (dz ~ + dr 2) + r 2 dg)~ (49) 

gewinnen. Lassen wir kfinftig die Striche zur Kennzeichnung gew6hn- 
licher Ableitungen fort, verwenden griechische Indizes fiir die Koor-  
d inaten z, r u n d  setzen 

A h ~  ! ( rh~)~ ,  D h ~ h , , h ~ ,  A 2 h ~ h ~ , ,  (50) 
?: 

so lauten die Gln. (15), (t6) in kanonischen Zyl inderkoordinaten 

e 2v' A v, = rl2 D O ,  (52) 

\ / 

e2w(Zl2Z _ Z Cr @ 2~0r~)= 2r/2 e~ '  (54) 

e2W ( - -  Z~z q- 2~~ ~~ = 2~= ~z ~br' r <55) 

Die Gln. (53), (54) kann man noch miteinander  kombinieren, so dab 
m a n  

A w - - D w = A n z  (56) 

und eine Gleiehung fiir Z~ erh~tlt" diese kann mit  (55) zu  der totalen 
Differentialgleichung 

d Z = 2 (W~ W, --  ~'~ e - ~  ~ ~r) dz + (W~ --  W~ --  V ~ e - ~  C~, ~ --  ~ ? )  g~ (57) 

1 WI~YL, ~I.: Ann. Physik 34, t17 (4917), ferner Ann. Physik 59 (t949). 
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zusammengefal3t werden. Das GMchungssystem (5t), (52), (56), (57) 
ffir % Z, q} ist in hohem Grade fiberbestimmt. Diese 1Jberbestimmtheit 
kann aber leicht beseitigt werden. Stellt man n~mlich ffir (57) die 
Integrabilit~itsbedingung auf, so kolnmt 

~o~ z]~o. e 2~ = ~]~ [~b (zl q~ -- 2q~ %) q- ,pzDq)]. 

Diese Gleichung ist aber eine Folge von (51) und (52). AuBerdem stellt 
man nach einiger Rechnung fest, dab die G1. (56) eine Folge der drei 
fibrigen ist. 

Ergebnis. Die Bestimmung eines axialsymmetrischen elektrostati- 
schen Vakuumfeldes kann so durchgeffihrt werden, dab zun~tchst die 
Gleichungen 

= o ,  (51) 

e ~w/1~0 = ~]2 DO} (52) 

ge16st werden und dann ;~ durch die Quadratur 

X = f r { 2 ( % % -  ~2 e-2~ q}, q~,)dz+ (W~ -- ~o~ -- ,~= e -2~ [qs~ -- ~ ] ) d r }  (58) 

berechnet wird. 
Die Darstellung (t8) der Ladung kann jetzt offenbar vereinfacht 

werden zu 
e = 2 ~ f  e -2~ r (qb dr  - -  q~, dz) ,  (59) 

wo fiber eine Kurve in der z, r-Halbebene zu integrieren ist, die zwei 
Punkte der Achse r = 0  verbindet und die Ladungssingulariffit bei 
Rotation um diese Achse umhfillt. 

Es ist bemerkenswert, dab man eine Teilmenge aller L6sungen yon 
(5t), (52) leieht konstruieren kann; das soll jetzt gezeigt werden. Wir 
nennen ein L6sung (q~, ~o) eine A-L6sung ,  wenn die Funktionen q~, ~o 
voneinander" abh~ingig sind 1. Daffir ist nach JAcom die Bedingung 

0 @, ~o) = 0 (60) 
0 (z, r) 

kennzeichnend, d.h. die lineare AbMngigkeit der Gradienten qS, %. 
Der Fall ~b = const liefert reine Gravitationsfelder, diesen Fall wollen 
wir hier ausschlieBen. Ffir andere A-L6sungen ist nach (60) e-2W~b, 
ein Gradient, wir schreiben 

e - ~  q3~ = V~ oder d~b = e2~ d V .  (61) 

1 Das heiBt es bestehe eine Relation F(q3, W)=0. 



~ 0 6  JORGEN EHLERS : 

Wir k6nnen V als Parameterfunktion auffassen, yon der ~b und ~o 
abh~ingen. Verlangen wir, dab ffir V =  0 q~= 0 sei, so k6nnen wir 
wegen (6t) 

V 

f d r  (62) e-~ = g (V), q~ = g~ 

0 

setzen. Die G1. (5t) geht dann fiber in 

A V =  O, (63) 
und (52) kann wegen 

A ~o = -- (log g)'A V -- (log g)"D V, D ~ = g-4 D V 

auf die Bedingung (log g ) " f =  --  ~" ffir g reduziert werden, woraus noch 

g" = a g mit a g2 _ g, 2 = _ ~2 (64) 

folgt. Damit ist es gelungen, die nichtlinearen partiellen Differential- 
gleichungen (5 t), (52) im Falle abh~ingiger L6sungen zu reduzieren auf 
die LaPLAcE-Gleichnng (63), die elementare gew6hnliche Differential- 
gleichung (64) und die'Quadratur (62). In diesem Fall nimmt wegen (62) 
und (64) a uch (58) eine einfache Form an: 

Z = a f r { 2 V ,  Vz dz  + (V~ --  V~ 2) dr}. (65) 

SchlieBlich gilt ffir die Ladung nach (59), (62): 

e = 2~ f r (V, dr  - -  V~ dz).  (66) 

Wegen (63) und (66) kann V als klassisches elektrisches Potential im 
euklidischen Raum der Zylinderkoordinaten z, r, ~ aufgefal3t werden; 
(62) bedeutet dann eine Transformation analog zu IV. 

Je nachdem, ob a = 0, a > 0 oder a < 0 angenommen wird, erh~ilt 
man nach elementarer Rechnung ffir (62): 

t. a = 0 .  Dann ist wegen (65) das Linienelement dl z euklidisch, 
man erh/ilt den 1Jbertragungssatz aus IV. 

2. a > 0 .  E s i s t  

e - ~ _  ~in(V~v+d) ~ = V ~ ( e ~ t ~ d _ e o ~ ( V a v + d ) )  ' ~ i n d - - •  V~ 
|  d ' , /  " 

3. a < 0 .  Es ist 

e_ ~ _ sin (V ~ v+  d) q~ = Vz~ (eotg d - cotg ( V ~ a a v +  d).) 
s in  d ' ~ 2 -  

s i n d =  :[: VZ~ 
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I m  Gegensatz zu 1. enthal ten die L6sungs typen 2., 3- einen durch das 
klassische Feld nicht bes t immten  Pa rame te r  a. Seine Bedeutung  ergibt  
sich, wenn wir - -  ~thnlich wie in IV. - -  nach der Gesamtmasse  fragen. 
Sie l~tBt sich wieder aus der mehrfach benutz ten  N~iherung ffir das im 
Unendlichen schwache Feld (~o ~ 0, V ~  0) ablesen. Ffir das Verh~ltnis 
Gravi ta t ionsradius /Ladung ergibt sich in beiden F/illen 2. und  3. 

e 47~ 

Die Formeln 2., 3. sind jeweils durch (65) zu erg~inzen. 

Anhang 1. Zur Definition der Ladungsdichte. Die exakte  Definit ion 
der Gesamt ladung eines abgeschlossenen Systems in der t~INSTEIN- 
MAXWELLschen Theorie laute t  1 

e = f ~k dVk. (67) 

Darin ist fiber einen raumar t igen  Querschnit t  des Weltkanals  des 
Systems zu integrieren, dV k bedeute t  das ,,in die Zukunf t  ger ichte te"  
Vektorvolumen des Querschnitts.  Spezialisiert man  auf stat ische Koor-  
dinaten (t) und  w~ihlt als Querschnit t  eine Hyperfl~tche x(~ const, so 
ist dV~=0,  d V o = d x  (1) dx  (2) dx  (a), also wird 

e = f 3 ~ d x (1) d x (21 d x (a/, (68) 

woraus abzulesen ist, dab 8 ~ als fiiumliche Ladungsdichte  (skalare Dichte) 
aufzufassen ist. 

Anhang 2. Eine ein/ache Herleitung der REISSNEI~schen L6sung. Die 
folgende Herle i tung des Feldes eines geladenen Massenpunktes  ist inso- 
fern einfach, als durch Ausnutzung der ~3berbestimmtheit  der Differen- 
tialgleichung des kugelsymmetr ischen Feldes die betreffenden Funkt io-  
nen durch blol3e Kombina t ion  der Feldgleichungen sogar ohm Quadratur 
(bis auf die tr iviale Quadra tur  y ' =  0, y =-const) be s t immt  werden. - -  

Ffir das r~iumliche Linienelement 

dr2 @ r 2 (dO ~ + sin 2 0  d~v~), h = h (r) da 2 = ~ -  

lauten die Gln. (9), (12)" 

also 

2 h" /" h'/" 

- -1  q-h  2 + r h h ' + r h  ~ / ' -  / 

x Sielae z.B. WEYL, I-I. : a. a. O., S. 244. " 
Zeitschrift ffir Physik. Bd. t40. 

r2 t ~b' = - -  e = const ,  (69) 

(r~ h / ' ) '  - ~ ~ i  (70) 
h ~2 

,~ h~ ' (71) 

~ ~ (72) ~2 

28 
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Differenziert man (70) auf der linken Seite aus und subtrahiert das 
Ergebnis yon (7t), so kommt 

2 1" I '  h' 
T ( ~ - - ~ ' ) = 0 ,  also / - -  h '  

also bei passender Wahl des x(~ 

h ----- [ .  (73) 
Daraufhin liefert (69): 

_ e (74) 

und (70), (72) vereinfachen sich zu 

~ ,2 also r2 / 1' = m -- - - ,  ( r 2 1  I ' ) '  = ,~ , , , 

- t + p + 2 r / / ' -  ~2~, 

Daraus ist unmittelbar abzulesen: 

] 2 :  t 2ml~2e2  
- W  - T  r ~  (75) 

Damit Jst die Weltmetrik s0wie das Potential  bestimmt. 
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