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Beitrige zur Theorie
der statischen Vakuumfelder in der klassischen und
der erweiterten relativistischen Gravitationstheorie

Von
JURGEN EHLERS
(Eingegangen am 25. September 1955)

Im Anschluf} an eine friihere Arbeit! wird gezeigt, daB die Bestimmung gewisser
Losungen der Vakuumfeldgleichungen in der Einsteinschen, der EINSTEIN-
MaxweLrschen und der Jorpan-THirvschen Theorie im wesentlichen zuriick-
gefiithrt werden kann auf die Berechnung einer bestimmten Klasse dreidimensio-
naler, definiter Riemannscher Riaume, die. differentialgeometrisch gekennzeichnet
werden. Die kugelsymmetrischen Felder sowie die MajuMparschen? und WevL-
schen?® Lésungen sind als Spezialfille darin enthalten. Die MajuMmbDARschen und
die WEvLschen Losungen haben Analoga in der JorRDAN-THIRvYschen Theorie.

I. Einleitung

In einer fritheren Arbeit (s. oben) habe ich zwei Losungsklassen der
EinstEIN-MAXWELLschen Feldgleichungen im statischen Fall behandelt.
Die eine von ihnen enthilt diejenigen axialsymmetrischen Felder, bei
denen das ,,Gravitationspotential”® = }log g,, und das elektrische
Potential @ voneinander abhingig sind: WEvLsche Losungen. Die
andere enthilt diejenigen Losungen, bei denen der durch

Ads?=e2¥ 24 — e 2v 42 (1)

definierte dreidimensionale Raum R mit der positiv definiten Metrik 42
euklidisch ist, wofiir ja

Eyv——:o (Iu;”: '1127 3) (2>

kennzeichnend ist (EM = Riccr-Tensor zu d7?). Es lassen sich dann g
und @ in einfacher Weise durch eine Hilfsfunktion ¥ ausdriicken, die
in R der Potentialgleichung

AV =0 (3)

geniigt (s. Abschnitt IV meiner oben genannten Arbeit). Leider war
mir bei Abfassung dieser Arbeit entgangen, daB diese L#sungsklasse

! Emiers, J.: Z. Physik 140, 394 (1955).
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schon frither von S.D. MAJUMDAR (siche 2) und A. PAPAPETROU*? ge-
funden worden war. In der schénen Arbeit MAJUMDARs, dessen Prioritit
hervorgehoben werden muB, wurde gezeigt: Die genannten Lésungen
sind genau diejenigen, bei denen zwischen @ und y eine Relation der
Form ‘

¥ = 12(d — B)? @

(77 == “2%2—’ % = relativistische Gravitationskonstante, B eine willkiir-

liche Konstante) besteht. Durch Vereinigung dieses Resultates mit der

anderen Charakterisierung (2) ergibt sich also, dafl die Forderung (4) mit
der geometrischen Aussage (2) fiir R dquivalent ist. Nun hat MAJUMDAR
weiter bewiesen, daf die allgemeinste mégliche Abhingigkeit der Funk-
tionen @, ¢ die Form '

PP — B =+ (5)

(a ist eine weitere willkiirliche Konstante) hat, von dieser Art sind die
WEevLschen Losungen. Es liegt daher die Frage nahe, ob sich nicht (2)
so verallgemeinern 14B8t, daB es zu (5) d4quivalent wird wie (2) zu (4). Die
Verfolgung dieser Frage fithrte zu einigen Sitzen, die im folgenden
besprochen werden sollen und mir aus zwei Griinden interessant er-
scheinen:

A. Sie erméglichen eine wesentliche Vereinfachung der Berechnung
der betreffenden Felder, z.B. wird die Berechnung des SCHWARZSCHILD-
Feldes eine fast ebenso leichte Aufgabe wie die Bestimmung des analogen
Newronschen Feldes.

B. Sie stellen eine enge Verbindung zwischen Feldern der EINSTEIN-
schen, der EinsTEIN-MAXwEeLLschen. und der Jorpan-THirRyvschen
Theorie her, so daB man alle drei Typen mit derselben Methode behandeln
kann.

Die Vereinfachung wird erzielt dadurch, daB einerseits die Feld-
gleichungen im Hilfsraum R formuliert werden, andererseits gewisse
FeldgroBen als abhingige Funktionen vorausgesetzt werden.

II. Statische Gravitationsfelder in der EINSTEINschen Theorie
Formuliert man die EinsTEINschen Feldgleichungen

le =0 (6)
als Tensorgleichungen in R [siehe (1)], so erhilt man®
Gpur + 29,9 = 0. (7)

4 PapAPETROU, A.: Proc. Roy. Ir. Acad. 51, 191 (1947).
5 JorpaAN, P.: Schwerkraft und Weltall, 2. Aufl,, S. 211, Gl. (27). Braunschweig

1955.
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Dies ist wohl die einfachste Form, auf die man die Gln. (6) im statischen
Fall bringen kann. Aus (7) folgt® durch Anwendung des Erhaltungs-
satzes des Ricci-Tensors

W= 0. 8)

II1. Elektrostatische Felder in der EINSTEIN-MAXWELLschen Theorie
Jetzt lauten die Feldgleichungen in R 7

Cuv = = 299 + 2777 B By, )
yjl””u = 772 e 2V (1){,, ol (a) s (6_24' @Iv)”,, =0 (b) . ('10)
Nun folgt aus (9)
Gy —30G = —2yhy,+2n? e O @y }
+ 0 (yle Yo —n2e% G ),
also wegen der Identitdt (G — § 64G);, = 0:
(y)lv”v — e ¢IV @Iv) Y — 4 (e=2v le)”v ¢I# —0. (12)

Aus {12} folgt der

Satz 1. Wenn y und @ unabhingig voneinander sind, so folgen die
GIn. (10) aus (9). Die Bestimmung elektrostatischer Felder mit unab-
hingigen p, @ ist also gleichbedeutend mit der Konstruktion drei-
dimensionaler Raume, deren Ricci-Tensor aus zwei Skalaren nach (9)
aufgebaut ist. [Man kénnte y und @ als zwei der Koordinaten wiihlen,
dann wird (9) besonders einfach.]

Wenn ¢ und @ voneinander abhingig sind und wir den trivialen
Fall @ =const (reines Gravitationsfeld, Abschnitt II) ausschlieBen,
kénnen wir

e =g (®) (13)
ansetzen, dann wird
2.2? Yy = 772 g' 'Ql’” w[v — % ,'72 e=2v Pl g,,
also
P =302 OP), g + LRe Y PP D g,

und dann folgt aus (10) g” =2, also der von MAJUMDAR zuerst erkannte

Satz 2. Die allgemeinste mégliche Abhéngtgkeit der Funktionen v, @
lautet

eW+_:]‘E=n2(cD—B)2. (14)

Setzen wir in diesem Falle
e VAP =dI, “(15)

8 Jorpax, P.: a a. O., S.211.
? EnLERrs, J.: Z. Physik 140, 394 (1955),"Abschnitt I, Gln. (15), {16).
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so kénnen wir (9) so umformen unter Benutzung von (14) und der daraus
folgenden Gleichung dy = ?(® — B)dV:
Gy dxtdx’ = —2(dy* —nte” ¥ dD?)
— 2P — B2 —n2e?)dVi=—2adV?

d.h. aus (9) wird

Guy=—2a W, V,,. (16)
(10Db) ist wegen (15) gleichbedeutend mit

V]"”vz(), (17)

und (10a) ist wegen (12) von selbst erfiillt, wenn (16}, (17) erfiillt sind.
Aus (14), (15) folgt weiter elementar (C, d sind Konstanten):

a=0: ¢e¥=49(V+C), Q)—n(V+C)+B (a)
a>0: e V= 4+ @m(]/a V+d),
Va - (b)
= —?@otg(yaVer)JrB, (18)

a<0: e ¥= 1L Lsin([/——_aV—}—d),
Ve (0

D = ——»—;2—“ cotg(]/:;V—{— d)+B

Setzen wir speziell @ =0, so erhalten wir die MAJuMDARschen Losungen,
gegeben durch
Guw =0, AV =o0. (18a)

Ist 2==0, so ist (17) wieder eine Folge von (16), und wir erhalten den

Satz 3. Die elektrostatischen Felder mit abhingigen v, @ und mit
a==0 sind vollstindig bestimmt durch (16), (18b,c).

Ubrigens kann man magnetostatische Felder ebenso behandeln, wie
ich in meiner fritheren Arbeit bemerkte. Schon eher hatte W. BoxNor
einen diesbeziiglichen schénen Satz gefunden, von ihm stammen weitere
Untersuchungen iiber solche Felder®.

IV. Statische Vakuumfelder
in der erweiterten Gravitationstheorie von JORDAN-THIRY

Ist
ds? =g dxtda’ (19)

8 BoNNOR, W. B.: Proc. Phys. Soc., Sect. A 66, 145 (1953); 67, 225 (1954}).
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das natiirliche, d.h. mit MaBstiben und Uhren ausmeBbare Linienele-
ment der Raum—Zeit, so lauten die Vakuumfeldgleichungen jetzt®

Wy =0,
P 4y, % (20)
T L Y
% %

Nach ScuUCKING sind die Gin. (19), (20) dquivalent mit
G =€ —§) wp, (21)

wo G 1 der Ricci-Tensor der Metrik

452 = Ai ds? (o = const) (22)
0
und
;4
u = log o (23)

0

ist. Fiir statische Felder ist definitionsgemi8

XIOZ’MID:O, (24)
und man kann setzen:
A5 = 2V 24— oY (25)
mit
p=p(x). {26)

Die GiIn. (21) mit (24) lauten dann in R:

E!“’ =— 2yt C—}u, U ,(27)
9" = 0. (
Aus (27) folgt analog zu (12)
Wy — (20 — 3) )y, uy, = 0. (29)

Daraus ergibt sich der

Satz 4. Wenn p und » (oder dquivalent damit g,, und x) unabhingige
Funktionen sind, so ist (28) eine Folge von (27), und die statischen Feld-
gleichungen reduzieren sich auf die sechs Gln. (27).

Wir betrachten nun den Fall abhingiger v, #. Es gibt dann erstens
die trivialen Félle #==const oder w=const. u=const fithrt auf die
Einsteinschen Felder, vgl II. yp==const, 0. B.d. A. =0, fithrt zu
folgendem

¢ Jorpan, P.: a.a. O, S. 164, Gl (6).
10 JorpaAN, P.: a.a. 0., S.208.
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Satz 6. Ist R ein dreidimensionaler Raum, V ein Skalar und gilt (16),
so ist
ds?=¢V(c2dr —dP), x=u,e’ (30)
mit '
{=4%—2a (31)
eine Losung der JorDAN-THIRYschen Gleichungen.
Sei nun y nicht konstant und

u=g(y). (32)
Dann gilt (28) und wegen (29) auch
Mlv“v = (). (33)
Daraus folgt mit (32):
ulv — gl ,(p{v, u]vHv — gl w]v”v TI_ g”wlv w[‘v’
also g’ =0. Damit haben wir den zu Satz 2 analogen
Satz 6. Die allgemeinste mogliche Abhingigkeit der Funktionen x, ¢

hat die Form
% =12x%y€2"%  (x,, b Konstanten). (34)

Der Satz 6 ist eine Verallgemeinerung einer Relation, die zuerst im Falle
der kugelsymmetrischen HECKMANNschen Losung aus den betreffenden
speziellen Differentialgleichungen erschlossen wurde, hier siecht man
ihren allgemeinen Grund, und zwar mit einer viel einfacheren Herleitung,
als sie dort im speziellen Fall gegeben wurde.

Setzen wir (34) in (27) ein, so folgt mit (22}, (25) der
Satz 7. Ist R ein dreidimensionaler Raum, V ein Skalar und gilt
(16}, so ist

ds? = @00V 2gp __ 2040V gp2 %= 5y eV (35)
eine Losung der JorpaN-THIRYschen Feldgleichungen mit
a=1-—"5(20-3). (36)

Wir heben hervor, daB hierin eine Losungsklasse enthalten ist, die
der MAjUuMDARschen in der EINSTEIN-MaxwELLschen Theorie entspricht:

Satz 8. Setzt man

bzﬁ (37)

und ist V eine gewohnliche Potentialfunktion,
Av=o, (38)
11 Jomrpan, P.: a.a. 0., S. 173, GL (8).
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so 1st
ds? = 208V 242 _  ,—20+0)V (d % + dy2 + dzz), }
(39)

L

eine Losung der JorpanN-THiryschen Feldgleichungen.

Die bisherige Untersuchung zeigt, dal} jede Losung von (16) elektro-
statische EINSTEIN-MAXWELL-Felder, JorDAN-THIRYsche Gravitations-
felder und fiir a > 0 auch EinsTEINsche Gravitationsfelder liefert, ohne
daB weitere Differentialgleichungen geldst werden miissen. Man wird
deshalb wiinschen, die Riume (16) differentialgeometrisch zu kenn-
zeichnen. Das soll jetzt versucht werden.

" V. Die Krimmung der Riume,
die der Gleichung G,, = — 2a ¥V, V], geniigen

Nach RiEMANN definiert man die Kritmmung eines beliebig dimen-
sionalen metrischen Raumes in Abhingigkeit von der Fliachenrichtung
durch die Gleichung

$Gyjp ST SM

K= .
} Sy K

(40)
K ist das Gausssche KriitmmungsmaB8 einer durch den betreffenden Punkt
in der ,,Richtung*’ S"/* hindurchgelegten geoditischen Fliche**.
Verstehen wir unter 8%, das von MURNAGHAN eingefithrte verall-
gemeinerte KRONECKER-Symbol??, so gilt, wie man leicht bestitigt, die
Identitit
—}G,Ma=G6I—1486. M)

Nun denken wir uns einen dreidimensionalen Raum mit positiv defi-
niter Metrik gegeben. Dann kann man eine Flichenrichtung statt durch
einen Tensor S durch den zugeordneten Normalenvektor

=} E; S, S =FEily (42)

kennzeichnen, wobei E;;; den EppiNGTONschen Permutationstensor?®
bedeutet. Setzt man das in (40) ein und verwendet die Identitdten

El"Eyy = 6411 (43)

und (41), so erhdlt man fiir einen R; die schéne Formel

K= Gs=tu:0wn _ Gown 1o (44)

r r 5
Ny R n, 0 2

* Spannen die Vektoren af, b* die Fliche auf, so ist S/ = aibi— afbt,

** Giche z.B. E1seNHART, L. P.: Riemannian Geometry, S. 791f. Princeton 1949.

12 MurNAGHAN, F.D.: Amer. Math. Monthly 32, 233 (1925).

13 EpDpINGTON, A. S.: The mathematical theory of relattvity, S.107. Cam-
bridge 1923.
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aus der man z.B. die gewShnlich umstidndlicher bewiesene Tatsache
abliest, daB G, = —?—g,s fiir dreidimensionale Riume isotroper Kriim-
- 3
mung kennzeichnend ist *.

Uns interessiert folgender aus (44) folgender Satz:
Saiz 9. Die Riume (16) sind dadurch charakterisiert, daB ihre Rie-
MaNNsche Kriimmung sich in Abhédngigkeit von der Richtung genau so
“mit Hilfe eines Skalars V ausdriicken 148t wie (bis auf die Konstante

—2a) in einem klassischen elektrostatlschen Feld die Normalspannung
durch das Potential:

_ vy 1
K =—2a[[ S} -1 47]. (45)
(?a— = Differentiation in Richtung der Normale #* der-Flichenrichtung,
4,=¢"° 0 0 - = Differentialoperator erster Ordnung)

ax" 0x°

Durch den Satz 9 wird besonders deutlich, wie durch EINSTEIN die
Gravitation ,,geometrisiert’ wird: Die Spannungen in einem starren
euklidischen Raum werden ersetzt durch die Kriimmungen eines schmieg-
samep RIEMANN-Raumes, und zwar ist die Kriimmung [fiir a=1,
vgl. (7)] in Richtung der Kraftlinien (= Orthogonaltrajektorien zu
w—const) minimal und negativ, senkrecht dazu maximal und positiv,
und zwar von gleichem Betrage

Ubrigens folgt aus V"’”,,—O daB #— do, erstreckt iiber eine be-

liebige eine Singularitit umbhiillende Fliche, eine dieser Singularitit
zugehérende Invariante ist. Im Falle eines Gravitationsfeldes (2 =1,
V =1, siehe II} ist

2 ov
o — 6
M ~ P, do (46)
die Masse, im Falle eines elektrostatischen Feldes gemiB Satz 3 ist4

- gS*do (47)

die Ladung, die dieser Singularitdt entspricht.

Man kann die Gl. (16) auch durch ein invariantes rdumliches Varia-
tionsprinzip ersetzen, ndmlich

0f (G +2ad,V)|ydx=0. (48)

Zu variieren sind in einem beliebigen beschriankten Bereich die ¥,, von
Rund V.

* Nach HerGLOTZ (1916) folgt daraus weiter G = const, so daf} es sich um einen
Raum konstanter Kriimmung handelt; damit hat man den ScHURschen Satz fiir
n =73, ohne die Identitit von Biancui benutzt zu haben.

14 EurErs, J.: Z. Physik 140, 394 (1955), Abschnitt II, Gl (18).
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V1. Einige Bemerkungen iiber Losungen der Gl.(16)

Die einfachste Losung von (16) ist natiitlich a=0, 4=
dx2+dy?--dz2, sie. fiihrt auf die Majumparsche Losung und ihr
Analogon in der erweiterten Gravitationstheorie. Fiir a53=0 wird man
zunichst die axialsymmetrischen Losungen suchen. Setzt man

AR = 2207 (422 | dr?) 4- 12 d g2, (49)
s0 liefert eine kleine Rechnung:
Gpp=Gp,=0C,, =0, (50)
und von (16) bleibt nur nach
Xy .
Ay x+ *,[,- =—2aV; ]
o o2
Ay — L =—2al} (Azz-é%—}— W) ! (51}
- & =24 I/Iz.Vln
¥

woraus sofort folgt:
x=afr{2V,V,dz+ W — V) dn, )

av=o, (A=t(lrL+lrE) }

4

(52)

und umgekehrt folgt aus (52) wieder (51). Dabei ist noch (52b) die
Integrabilititsbedingung zu (52a). Mit Satz 3 zusammen haben wir
damit die WevLschen Lsungen auf einem sehr befriedigenden Wege
gewonnen. Zugleich aber liefert uns (52) zusammen mit Satz 5 oder
Satz 7 axialsymmetrische statische Felder der erweiterten Gravitations-
theorie. Das dem WEvLschen kanonischen Linienelement entsprechende
ist entweder (Satz 5)

ds?=¢V2dt — eV (2 + dr¥) — r2eV dg? (53)
oder (Satz 7)
ds? = 200V cage o ~20+0VHa (g2 1L dy?) — o2 6—2(1+b)Vd(pz_ (54)

Natiirlich sind die kugelsymmetrischen Felder in (49), (52} enthalten.
Wir wollen aber noch zeigen, wie man die kugelsymmetrischen Losungen
von (16) sehr einfach direkt bestimmen kann. Dazu benutzenh wir
folgenden

Hilfssatz's. Ist F eine Fliche mit dem Gaussschen Kriimmungs-
maB K und der Metrik do®=y;, dx'dx’(j,1 =1, 2), so gilt fiir den

15 Jorpan, P.: a.a. 0., S.40ff, (2), (6). Der Hilfssatz des Textes ergibt sich

aus dieser Formel und der Tatsache, daBl fiir eine Fliche stets Gp;=-— Kgp; ist
(EisenuarT: Intr to Diff. Geom., 5.149., Princeton 1947).
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Ricci-Tensor des Raumes mit:

At = dr® 4 12 (p) do®: - (55)
‘Crr=2—h};" Erlzc—;rz:()n ‘ .
(56)

Ci={3 )" —K)yy (=)
Setzen wir nun

Al =dr®+ h¥(r) (dO* 4 sin2@dg¢?), (57)
so reduzieren sich offensichtlich die GIn. (16) wegen (56) und K =1 auf
};:I +aV’2=0; (h2)”=2. (58)

Diese elementaren Differentialgleichungen fithren sofort miihelos zu dem
Ergebnis (mit passender Wahl des Nullpunktes von 7):

2>0: AR =dr+ (r— 2m)r(dO® +sin*Odg?),

1 _2m
V= T log(i ~ ) 59
a<0: dl2=qlrz+(rz+m2)(d@2+sin29d<p2),

V= —Larc cotg (L) (m = const).
—a m

Nach II erhdlt man fiir a=1 ohne weitere Rechnung die SCHWARZ-
sCHILD-Ldsung. Dies diirfte der einfachste Wég zur SCHWARZSCHILD-
Losung sein; man braucht lediglich (7) und (56) — Formeln, die ochnehin
auch fiir andere Fragen von Interesse sind — und erhilt sofort (8) und
damit die Losung, ohne ein einziges I'-Symbol, ja sogar ohne die G,,;
zu ds? ausrechnen zu miissen.

Wendet man Satz 3 auf (59) an, so erhélt man die bekannte REISSNER-
sche Losung?® fiir das Feld einer Punktladung, und die Sitze 5 und 7
fithren auf die HeckMANNsche Losung?.

Geht man wieder von (55) aus und setzt do?=d 2+ dy?, also K =0,
so erhilt man ebenso einfach ebene Felder. Man kann leicht sehen, daB
damit die Moglichkeiten, aus (55) Losungen von (16) zu erhalten, er-
schopft sind.

Dr. J. Esvers, Hamburg 19, Bei der Apostelkirche 22

18 Rr1SsNER: Ann. Phys. 50, 106 (1916).
7 JorpaN, P.: a.a. O, S.1721f. HEckMANN, O., P. JorRDAN u. W. FRICKE:
Astrophys. Z. 28, 113 (1951). :



