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Diskrepanzbasierte Regelung
der kontinuierlichen Kristallisation
Discrepancy Based Control of Continuous Crystallization

Stefan Palis, Otto-von-Guericke Universität Magdeburg,
Achim Kienle, Otto-von-Guericke Universität Magdeburg und Max-Planck-Institut für Dynamik komplexer
technischer Systeme

Zusammenfassung Der Beitrag beschreibt einen neuen Re-
gelungsansatz zur Stabilisierung von Kristallisatoren. Es ist
bekannt, dass diese in Verbindung mit einer Feinkornauflösung
zu Instabilitäten und dem Auftreten von unerwünschten Oszil-
lationen neigen. Modelle für Kristallisatoren bestehen meist aus
einer nichtlinearen partiellen Integrodifferentialgleichung, der
Populationsbilanz für die Kristallgrößenverteilung, gekoppelt
mit einer gewöhnlichen Differentialgleichung zur Beschreibung
der flüssigen Phase, was einen rigorosen Reglerentwurf vor
erhebliche Probleme stellt. Deshalb wird im Rahmen dieser
Arbeit auf ein Stabilitätskonzept zurückgegriffen, welches Aus-
sagen über die Stabilität eines Prozesses bezüglich zweier

verallgemeinerter Abstandmaße, den sogenannten Diskrepan-
zen, erlaubt. ��� Summary In this contribution a new
control approach for stabilization of crystallizers is presented. It
is well known that instabilities and undesired oscillations may
occur, when operated with fines dissolution. In general, crystal-
lizer models consist of a nonlinear partial integro-differential
equation, the population balance for the crystal size distribu-
tion, coupled with an ordinary differential equation for the
liquid phase. Therefore, rigorous control design is a challenging
issue. In order to overcome this problem in this contribution a
stability concept is used, which states stability with respect to
two generalized distance measures, the so called discrepancies.

Schlagwörter Populationsbilanzen, Stabilisierung, Kristallisation, Stabilität bezüglich zweier Diskrepanzen ���
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1 Einleitung
Die Kristallisation dient der Gewinnung von Feststof-
fen aus Lösungen. Hierbei ist die Übersättigung die
treibende Kraft für die Keimbildung und das Kristall-
wachstum. Zur Erzeugung einer Übersättigung kommt
es unter anderem durch Verdampfung von Lösungsmit-
tel (Verdampfungskristallisation) oder durch Kühlung
(Kühlungskristallisation).

Bei der Herstellung von größeren Produktmengen
werden Kristallisatoren oftmals kontinuierlich betrie-
ben. Um dabei eine Anhäufung von zu vielen kleinen
Kristallen zu unterdrücken, kann eine Feinkornauflö-
sung verwendet werden. Hierzu werden die in einer
Beruhigungszone oben schwebenden kleinen Kristalle ab-

gezogen und durch erneutes Erhitzen oder Hinzufügen
von Lösungsmittel wieder aufgelöst. Die feststofffreie Lö-
sung kann anschließend dem Prozess wieder zugeführt
werden. Es ist allerdings bekannt, dass bei dieser Be-
triebsweise der gewünschte stationäre Zustand instabil
sein kann, was zu unerwünschten Oszillationen in der
gesamten Partikelgrößenverteilung führt [1–3; 5]. Zur
Lösung dieses Problems, d. h. zur Stabilisierung insta-
biler stationärer Zustände, bietet sich der Entwurf eines
Reglers an. Der Prozess wird in aller Regel durch eine
nichtlineare partielle Integrodifferentialgleichung, die
Populationsbilanz zur Beschreibung der Partikelphase,
gekoppelt mit einer gewöhnlichen Differentialgleichung
zur Beschreibung der flüssigen Phase modelliert. Für Mo-
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dellgleichungen dieser Art finden sich in der Literatur
verschiedene Ansätze:
• Diskretisierung der partiellen Integrodifferentialglei-

chung und Verwendung eines Verfahrens der endlich
dimensionalen Regelungstheorie [3; 7].

• Approximation der Partikelgrößenverteilung mit Hilfe
charakteristischer Funktionenklassen, z. B. Laguerre
Polynom. Anschließend kann unter Verwendung die-
ses Ansatzes die partielle Integrodifferentialgleichung
auf ein endlich dimensionales Momentenmodell re-
duziert werden, für das ebenfalls ein Verfahren der
endlich dimensionalen Regelungstheorie zur Stabili-
sierung verwendet werden kann [4–6].

• Linearisierung der partiellen Integrodifferentialglei-
chung und Berechnung einer Übertragungsfunktion.
Erfüllt die Übertragungsfunktion gewisse Anforderun-
gen, wie z. B. eine endliche Anzahl instabiler Pole, so
können Verfahren der unendlich dimensionalen H∞-
Regelung zur Stabilisierung genutzt werden [10; 11]

Das Problem bei den ersten beiden Verfahren ist, dass
durch das Fehlen einer allgemeinen Lösungstheorie von
partiellen Integrodifferentialgleichungen nur schwer Aus-
sagen über die Güte der endlich dimensionalen Modelle
getroffen werden können. Eine rigorose Stabilitätsaussage
ist daher in aller Regel nicht möglich. Bei der Ver-
wendung des dritten Ansatzes hingegen ist die Stabilität
nur in unmittelbarer Umgebung der Ruhelage garan-
tiert. Darüber hinaus erhält man bei der Verwendung des
Verfahrens von Foias, Özbay und Tannenbaum [11; 12]
einen ebenfalls unendlich dimensionalen Regler, der zur
Implementierung durch einen endlich dimensionalen ap-
proximiert werden muss.

Zur Überwindung dieser Nachteile wird im Rah-
men dieses Beitrags ein Ansatz vorgestellt, der eine
Stabilisierung im Sinne Lyapunovs bezüglich zweier Dis-
krepanzen ρ und ρH , d. h. zweier verallgemeinerter
Abstände, erlaubt. Der Ansatz wurde erstmalig in der
russischen Literatur [20] für Anwendungen aus dem Be-
reich der Festkörpermechanik vorgeschlagen. Er wurde
von den vorliegenden Autoren bereits erfolgreich auf
Granulationsprozesse [8] angewendet. Im Rahmen der
vorliegenden Arbeit wird gezeigt, dass sich der Ansatz
ebenfalls auf verwandte Probleme aus dem Bereich der
Kristallisation anwenden lässt.

2 Modell
Es wird der in Bild 1 dargestellte Kristaller mit Be-
ruhigungszone und Feinkornabzug, wie er u. a. in [4]
beschrieben ist, betrachtet. Hinweise zur verwendeten
Notation findet man in Tabelle 1. Die Konzentration c0

im Zulauf kann über eine vorgeschaltete Verdünnung
eingestellt werden. Der Abzug an feinen Kristallen aus
der Beruhigungszone ṅFein wird über ein regelbares Pum-
pensystem realisiert.

Zur Beschreibung der Zusammensetzung der festen
Phase kann zweckmäßigerweise die Kristallgrößenver-

Bild 1 Kristaller mit Feinkornauflösung.

Tabelle 1 Notation.

μi i-tes Moment, d. h.
∫ ∞

0 LindL
c∗ Konzentration
ṅ∗ Partikelfluss
K∗ Abzugsrate
�∗ Dichte

Indizes

Pr Produktpartikel
Fein feine Partikel
Keime Keime
s Sättigung
F Feinkornauflösung
liq flüssige Phase
fest feste Phase
ges gesamt
nom nominell

teilung verwendet werden, deren Dynamik kann durch
ein Populationsbilanzmodell beschrieben werden. Hier-
bei handelt es sich um eine nichtlineare partielle
Integrodifferentialgleichung, die mit einer gewöhnlichen
Differentialgleichung für die flüssige Phase gekoppelt
ist.

Unter den vereinfachenden Standardannahmen:
• isothermer Betrieb,
• konstantes Volumen,
• ideale Durchmischung,
• unklassifizierender Abzug,
• kein Abrieb und Bruch
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erhält man eine Populationsbilanz für die Partikelgrö-
ßenverteilung n(t, L), wobei L die charakteristische Länge
der Einzelkristalle ist.

∂n

∂t
= –

∂G(c)n

∂L
– ṅPr – ṅFein + ṅKeime . (1)

Hierbei ist G(c) die konzentrationsabhängige Wachs-
tumsrate und ṅPr , ṅFein und ṅKeime sind die jeweiligen
Raten für Produktabzug, Feinkornauflösung und Keim-
bildung. Für das Kristallwachstum G(c) wird ein
längenunabhängiger, übersättigungsproportionaler An-
satz gewählt:

G(c)= k1

(
c – cs

)
. (2)

Der Produktabzug erfolgt unklassierend, d. h. es werden
Kristalle unabhängig von ihrer charakteristischen Länge
mit der Abzugsrate K entnommen.

ṅPr = Kn (3)

Da der Abzug des Feinkornes im oberen Bereich der
Beruhigungszone erfolgt, kann davon ausgegangen wer-
den, dass lediglich Kristalle mit einer maximalen Länge
LF = 1mm dem Prozess mit der Abzugsrate KF entzogen
werden.

ṅFein = KF(1 – σ(L – LF))n= KFnFn (4)

Die Funktion σ ist hierbei die Sprungfunktion. Für die
Keimbildung wird angenommen, dass Keime der Länge
L= 0 gemäß dem Nukleationsgesetz nach Volmer und
Weber [4] erzeugt werden

ṅKeime =

(
1 –

4

3
πμ3

)
k2e

⎛
⎝–

k3(
c
cs –1

)2

⎞
⎠

, (5)

wobei hier μ3 das 3. Moment der Partikelgrößenvertei-
lung n ist, d. h.

μ3 =

∞∫
0

L3ndL .

Unter Verwendung der Gleichungen (1)–(5) erhält man
daher die Populationsbilanz der Feststoffphase:

∂n

∂t
= –

∂G(c)n

∂L
– Kn – KFnFn

+ δ(0)

(
1 –

4

3
πμ3

)
k2e

⎛
⎝–

k3(
c
cs –1

)2

⎞
⎠

. (6)

In Anbetracht des folgenden Reglerentwurfes wird die
Keimbildung nicht, wie üblich, in die Randbedingung
geschrieben, sondern über die Deltafunktion direkt in
die Populationsbilanz integriert. Die flüssige Phase wird
durch die Differentialgleichung für die Lösungsmittel-
konzentration beschrieben.

dc

dt
=

(
c0 – �

)
K(

1 – 4
3 πμ3

) + K
(
�– c

)
–

(
�– c

)
(
1 – 4

3πμ3
) 4

3
π

dμ3

dt
(7)

2.1 Stationäre Lösung
Zur Stabilisierung instabiler stationärer Zustände müssen
diese, da sie als Sollwerte in das Regelungsgesetz ein-
fließen, berechnet werden. Im stationären Zustand gilt
sowohl ∂nstat/∂t = 0 und damit auch dμ3,stat/dt = 0, als
auch dcstat/dt = 0. Die Modellgleichungen nehmen daher
die folgende Form an:

dnstat

dL
= –

K + KFnF

Gstat
nstat +

δ(0)
1 – 4

3πμ3,stat

Gstat
k2e

⎛
⎝–

k3(
cstat

cs –1
)2

⎞
⎠

,

0=

(
c0 – �

)
K(

1 – 4
3πμ3,stat

) + K
(
�– cstat

)
.

Die stationäre Lösung der Konzentration erhält man di-
rekt durch umstellen.

cstat = �+
c0 – �

1 – 4
3πμ3,stat

(8)

Betrachtet man nun den homogenen Teil der stationären
Populationsbilanz:

dnh

dL
= –

K + KFnF

Gstat
nh ,

so erhält man für nh:

nh = C exp

⎛
⎝ L∫

0

–
K + KFnF

Gstat
dL′

⎞
⎠ .

Durch die Methode der Variation der Konstanten erhält
man:

nstat =
1 – 4/3

π
μ3,stat

Gstat
e

–
k3(

cstat
cs –1

)2

e
∫ L

0 –
K+KF nF

Gstat
dL′

(9)

bzw. für das 3. Moment der stationären Lösung:

μ3,stat =

∞∫
0

L3nstatdL . (10)

Zur numerischen Berechnung der stationären Lösung
muss das nichtlineare Gleichungssystem, bestehend aus
Gleichung (8), (9) und (10), gelöst werden.

2.2 Simulationsergebnisse ohne Regelung
Zur Simulation wird die Populationsbilanz für die
Kristallgrößenverteilung Gl. (6) mittels finiter Volumen
Methode längendiskretisiert. Es wird hierzu ein örtliches
Gitter von 1000 Stützstellen im Gebiet von 0 < L < 5 mm
gewählt. Zur Simulation werden die in Tabelle 2 angege-
benen Parameter [4] verwendet.

Bei der vorliegenden Konfiguration erhält man für eine
hohe Abzugsrate in der Feinkornauflösung ein stabiles

147
Bereitgestellt von | Max-Planck-Gesellschaft - WIB6417

Angemeldet | 193.175.53.21
Heruntergeladen am | 26.03.14 09:20



Methoden

Gesamtsystem, d. h. Abweichungen vom stationären Zu-
stand nehmen mit der Zeit ab. In Bild 2 ist dargestellt,
wie für die Anfangsverteilung ninit die Oszillationen in der
Partikelgrößenverteilung n, ihrem 0. Moment μ0 und der
Konzentration c abklingen und ihre stationären Werte
annehmen.

Für kleine Abzugsraten verliert die stationäre Lösung
ihre Stabilität und es tritt ein stabiler Grenzzyklus auf.

Tabelle 2 Simulationsparameter.

� 1,7×103 kg

m3

cs 980,2 kg

m3

K 1

k1 5,065×10–2

k2 7,958

k3 1,217×10–3

ninit 7×10–3 exp(–4L)

Eingangsgrößen ungeregelt

c0 1002 kg

m3

KF 0,7 1
h bzw. 0,07 1

h

Bild 2 Ungeregeltes Systemverhalten bei KF = 0,7 und c0 = 1002.

Wie man in Bild 3 erkennt, zeigt der Prozess in diesem
Fall ungewünschte Oszillationen in der Anzahlverteilung
n, ihrem 0. Moment μ0 und in der Konzentration c.

3 Stabilität und Stabilisierung nichtlinearer
Systeme mit verteilten Parametern

Zur Stabilisierung nichtlinearer Systeme mit verteilten
Parametern wurden in den letzten Jahren verschiedenste
Methoden entwickelt, die jedoch nahezu alle auf der
Lösung der partiellen Differentialgleichung selbst oder
des Fehlersystems, d. h. des Systems im geschlossen Re-
gelkreis, basieren. Meist wird dem Gesamtsystem durch
einen geeigneten Regler ein Verhalten aufgeprägt, wel-
ches sich wieder durch eine partielle Differentialgleichung
mit bekannter stabiler Lösung beschreiben läßt. In den
Arbeiten von Krstic et al. [13–15] zum Backstepping
geschieht dies zum Beispiel durch eine Koordinatentrans-
formation. Während hingegen in den Arbeiten von Bastin
et al. [16–18] die Stabilität unter Verwendung der Lö-
sung, gewonnen durch die Methode der Charakteristiken,
nachgewiesen wird.

Im vorliegenden Fall der Populationsbilanz (1), ei-
ner nichtlinearen partiellen Integrodifferentialgleichung,
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Bild 3 Ungeregeltes Systemverhalten bei KF = 0,07 und c0 = 1002.

besteht allerdings das Problem, dass auf Grund be-
grenzter Eingriffsmöglichkeiten und einer weitgehend
fehlenden Lösungstheorie, eine Transformation auf ein
Fehlersystem mit bekannten Stabilitätseigenschaften im
klassischen Sinne nicht möglich ist. Dieses Problem
lässt sich durch Einführung eines verallgemeinerten
Stabilitätsbegriffes im Sinne zweier verallgemeinerter
Abstandsmaße, den sogenannten Diskrepanzen, auf
elegante Weise Lösen. Im folgenden seien die we-
sentlichen Eigenschaften und Aussagen zur Stabilität
bezüglich zweier Diskrepanzen in Anlehnung an [20–
22] zusammengefasst. Hierbei ist ϕ(. , t) ein Prozess,
d. h. die Lösung des Systems mit verteilten Parame-
tern und damit eine zeitabhängige, verteilte Größe,
und ϕ0 = 0 die auf Stabilität zu untersuchende Ruhe-
lage.

Definition 1. Diskrepanz
Eine Diskrepanz ist ein reelles Funktional ρ = ρ[ϕ(. , t), t]
mit den folgenden Eigenschaften:
1. ρ(ϕ, t) ≥ 0
2. ρ(0, t)= 0
3. Für einen beliebigen Prozess ϕ = ϕ(. , t) ist das reelle

Funktional ρ(ϕ(. , t), t) stetig bezüglich t.

Die Diskrepanz ρ(ϕ(. , t), t) beschreibt hierbei den Ab-
stand zwischen dem Prozess ϕ(. , t) und der Ruhelage ϕ0.
Es kann dazu jedes Abstandsmaß mit den oben genannten
Eigenschaften verwendet werden. Hierbei ist zu beachten,
dass eine Diskrepanz wichtige Eigenschaften einer Me-
trik nicht erfüllen muss. So wird zum Beispiel bei der
Definition der Diskrepanz auf die Symmetrieeigenschaft
d(x, y)= d(y, x) und auf die Erfüllung der Dreiecksun-
gleichung d(x, y) ≤ d(x, z) + d(z, y) verzichtet. Auch muss
eine Diskrepanz nicht die sonst wichtige Eigenschaft der
Definitheit erfüllen, d. h. aus dem Verschwinden der Dis-
krepanz ρ(ϕ, t)= 0 folgt nicht ϕ = 0. Damit stellt die
Diskrepanz eine Erweiterung der im Rahmen der Stabi-
litätstheorie sonst üblichen Abstandsmaße wie Lp– und
Maximumsnormen dar.

Im Rahmen der Stabilitätstheorie im Sinne zweier
Diskrepanzen wird zur Bewertung des Abstandes des
Anfangszustandes ϕ(. , 0) zur Ruhelage ϕ0 eine zweite,
zeitunabhängige Diskrepanz ρ0 eingeführt. An die beiden
Diskrepanzen ρ und ρ0 wird zusätzlich die Bedingung
gestellt, dass die Diskrepanz ρ(ϕ(. , t), t) stetig zum Zeit-
punkt t = t0 bezüglich ρ0 an der Stelle ρ0 = 0 ist, d. h. für
jedes ε > 0 und t0 > 0 existiert ein δ(ε, t0) > 0, so dass aus
ρ0 ≤ δ(ε, t0) folgt, dass ρ < ε.

149
Bereitgestellt von | Max-Planck-Gesellschaft - WIB6417

Angemeldet | 193.175.53.21
Heruntergeladen am | 26.03.14 09:20



Methoden

Definition 2. Stabilität bezüglich zweier Diskrepanzen ρ

und ρ0

Die Ruhelage ϕ0 = 0 ist stabil im Sinne Lyapunovs bezüglich
der beiden Diskrepanzen ρ und ρ0 für alle t ≥ t0, wenn
für jedes ε > 0 und t0 ≥ 0 ein δ= δ(ε, t0) > 0 existiert, so
dass für jeden Prozess ϕ(. , t), für den die Ungleichung ρ0 <
δ(ε, t0) erfüllt ist, folgt, dass ρ < ε für alle t ≥ t0. Wenn
zusätzlich gilt, dass limt→∞ ρ = 0, dann ist die Ruhelage
ϕ0 asymptotisch stabil im Sinne Lyapunovs bezüglich der
beiden Diskrepanzen ρ und ρ0.

Die Grundlage für viele Verfahren der nichtlinea-
ren Regelungstechnik bildet die Stabilitätstheorie nach
Lyapunov [23–25]. So kann z. B. anhand einer
Regelungs-Lyapunov Funktion unmittelbar ein stabilisie-
render Regler berechnet werden. Um nun eine ähnlich
komfortable Situation für die Stabilität bezüglich zweier
Diskrepanzen zu erhalten, muss eine Beziehung zwischen
der Existenz eines Lyapunov-Funktionals V mit noch
festzulegenden Eigenschaften und der Stabilität bezüglich
zweier Diskrepanzen hergestellt werden. Dazu werden
im Folgenden die Begriffe der Positivität und positiven
Definitheit eines Funktionals bezüglich einer Diskrepanz
eingeführt.

Definition 3. Positivität bezüglich einer Diskrepanz ρ

Das Funktional V = V [ϕ, t] ist positiv bezüglich der Dis-
krepanz ρ, wenn V ≥ 0 und V [0, t] = 0 für alle ϕ mit
ρ(ϕ, t) < ∞.

Definition 4. Positive Definitheit bezüglich einer Diskre-
panz ρ

Das Funktional V = V [ϕ, t] ist positiv definit bezüglich der
Diskrepanz ρ, wenn V ≥ 0 und V [0, t] = 0 für alle ϕ mit
ρ(ϕ, t) < ∞ und für jedes ε > 0 ein δ= δ(ε) > 0 existiert,
so dass V ≥ δ(ε) für alle ϕ mit ρ [ϕ, t]≥ ε.

Die Bedingungen an ein Funktional V zur Garantierung
der (asymptotischen) Stabilität bezüglich zweier Diskre-
panzen werden in den Sätzen 1 und 2 zusammengefasst.

Satz 1. Der Prozess ϕ mit der Ruhelage ϕ0 = 0 ist stabil
bezüglich zweier Diskrepanzen ρ und ρ0 genau dann, wenn
ein Funktional V = V[ϕ, t] positiv definit bezüglich der
Diskrepanz ρ, stetig zum Zeitpunkt t = t0 bezüglich ρ0 an
der Stelle ρ0 = 0 und nicht wachsend entlang des Prozesses
ϕ, d. h. V̇ ≤ 0, existiert.

Satz 2. Der Prozess ϕ mit der Ruhelage ϕ = 0 ist genau
dann asymptotisch stabil bezüglich der zwei Diskrepanzen
ρ und ρ0, wenn ein Funktional V = V [ϕ, t] positiv definit
bezüglich der Diskrepanz ρ, stetig zum Zeitpunkt t = t0 be-
züglich ρ0 an der Stelle ρ0 = 0 und nicht wachsend entlang
des Prozesses ϕ, d. h. V̇ ≤ 0, mit lim

t→∞V = 0 existiert.

4 Reglerentwurf
Im Folgenden soll für die kontinuierliche Kristallisation,
beschrieben durch Gl. (6) und (7), eine stabilisierende
Regelung entworfen werden. Die dabei interessierenden
Größen sind die Konzentration des gelösten Feststoffes

c und das nullte Moment der Partikelgrößenverteilung,
das der Gesamtanzahl entspricht.

y =

(
μ0

c

)
Mögliche Stellgrößen sind sowohl die Abzugsrate für die
Feinkornaufösung KF , als auch die gelöste Feststoffkon-
zentration im Zufluss c0.

u=

(
KF

c0

)
Der Regelfehler wird aus den Abweichungen der Regel-
größen (μ0 und c) von deren Sollwerten (μ0,d und cd)
definiert.

e=

(
μ0,d – μ0

cd – c

)
=

(
e1

e2

)
Weiterhin kann davon ausgegangen werden, dass sowohl
die Konzentration c, als auch die Partikelgrößenvertei-
lung n gemessen werden können. Zur Erfassung der
Partikelgrößenverteilung existieren zahlreiche Messsys-
teme, wie z. B. FBRM®, PVM® oder Parsum Sonde.

Zum Entwurf einer stabilisierenden Regelung findet
nun das oben beschriebene Stabilitätskonzept Verwen-
dung. Hierzu wird die Diskrepanz ρ wie folgt definiert:

ρ =
1

2

(
e2

1 + e2
2

)
.

Offensichtlich erfüllt ρ die oben beschriebenen Anfor-
derungen an eine Diskrepanz. Zu beachten ist an dieser
Stelle, dass durch die Verwendung des nullten Momentes
die Diskrepanz ρ wichtige Normeigenschaften wie Ho-
mogenität, Definitheit und auch die Dreiecksungleichung
nicht erfüllt. Zur Gewährleistung der Stetigkeit zum Zeit-
punkt t = t0 an der Stelle ρ0 = 0 wird ρ0 folgendermaßen
definiert:

ρ0 = ρ(t = 0).

Gemäß Satz 2 genügt die Existenz eines entsprechenden
Funktionals V zur Absicherung der asymptotischen Sta-
bilität bezüglich der zwei Diskrepanzen ρ und ρ0. Es wird
daher ein Regelungs-Lyapunov Funktional V wie folgt
definiert:

V = ρ =
1

2
eT e .

Zum Erreichen der asymptotischen Stabilität im oben be-
schriebenen Sinne, müssen die zur Verfügung stehenden
Stellgrößen derart gewählt werden, dass die Zeitableitung
des Regelungs-Lyapunov Funktionals V̇ für alle Zeiten
negativ definit ist und nur im Falle V = 0 verschwindet.

V̇

⎧⎨
⎩

< 0 für V �= 0

= 0 für V = 0 ,
(11)

Bildet man die Zeitableitung V̇ unter Verwendung der
Systemgleichungen (6) und (7), so erhält man die un-
ten aufgeführte Gleichung (12) mit KF und c0 als noch
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verbleibende Freiheitsgrade. Hierbei wurde aus Dar-
stellungsgründen auf die Ersetzung von dμ3/dt durch∫ ∞

0 L3∂n/∂tdL und anschließendes Einsetzen der Popu-
lationsbilanz (6) verzichtet. Für die Zeitableitung des

Regelungs-Lyapunov Funktionals V̇ wird nun gefordert,
dass der Klammerausdruck hinter e1 gleich c1e1 ist und
der Klammerausdruck hinter e2 gleich c2e2 ist, womit sich
für V̇ folgende Form ergibt:

Zeitableitung des Regelungs-Lyapunov Funktionals V

V̇ = eTė

= – eT

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎝

∞∫
0

⎡
⎢⎣–

∂G(c)n

∂L
– Kn – KFnFn + δ(0)

(
1 –

4

3
πμ3

)
k2 exp

⎛
⎜⎝–

k3(
c
cs

– 1
)2

⎞
⎟⎠

⎤
⎥⎦ dL

(
c0 – �

)
K(

1 – 4
3πμ3

) + K
(
�– c

)
–

(
�– c

)
(
1 – 4

3 πμ3

) 4

3
π

dμ3

dt

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎠

= – e1

⎛
⎜⎝–

∞∫
0

(
∂G(c)n

∂L
+ Kn

)
dL +

(
1 –

4

3
πμ3

)
k2 exp

⎛
⎜⎝–

k3(
c
cs

– 1
)2

⎞
⎟⎠–

LF∫
0

ndLKF

⎞
⎟⎠

– e2

(
–�K – (�– c) 4

3π
dμ3
dt(

1 – 4
3πμ3

) + K
(
�– c

)
+

K(
1 – 4

3πμ3

) c0

)
(12)

Regelgesetz:

KF =
1∫ LF

0 ndL

⎡
⎢⎢⎣–c1e1 –

∞∫
0

(
∂G(c)n

∂L
+ Kn

)
dL +

(
1 –

4

3
πμ3

)
k2e

⎛
⎝–

k3(
c
cs –1

)2

⎞
⎠

dL

⎤
⎥⎥⎦ (13)

c0 =

(
1 – 4

3πμ3

)
K

[
c2e2 +

�K + (�– c) 4
3 π

dμ3
dt(

1 – 4
3πμ3

) – K
(
�– c

)]
(14)

V̇ = –c1e2
1 – c2e2

2.

Diese Forderung kann durch die Wahl der Stellgrößen
KF und c0 entsprechend Gl. (13) und (14) erfüllt werden.
Damit sind die Anforderungen an V̇ , d. h. Gleichung
(11), mit c1, c2 > 0 offensichtlich erfüllt, woraus unmit-
telbar die asymptotische Stabilität im Sinne Lyapunovs
bezüglich der beiden Diskrepanzen ρ und ρ0 folgt. Des
Weiteren lassen sich über die beiden noch freien positiven
Konstanten c1 und c2 die jeweiligen Abklinggeschwindig-
keiten für die entsprechenden Regelfehler einstellen. Für
die Zeitableitung des Regelungs-Lyapunov Funktionals
gilt außerdem die folgende Abschätzung:

V̇ ≤ –ceTe= –2cV

mit c=min(c1, c2), woraus die exponentielle Konvergenz
von V folgt.

Der vorgestellte Regler besteht aus zwei Komponenten,
einer Kompensation der Nichtlinearitäten und einer pro-
portionalen Rückführung des Regelfehlers. Damit ergibt
sich die in Bild 4 dargestellte Reglerstruktur.

4.1 Simulationsergebnisse mit Regelung
Zur Verifikation des vorgeschlagenen Regelungsansatzes
werden die stationären Größen für μ0 und c0 im insta-
bilen Bereich als Sollwerte vorgegeben. Hierbei befindet
sich im Kristaller, analog zur Simulation ohne Regelung,
eine mit der Länge abklingende exponentielle Anfangs-
verteilung ninit . Wie man in Bild 5 sieht, werden sowohl
die Regelgrößen, als auch die gesamte Verteilung n sta-
bilisiert. Hierbei konvergiert die Verteilung n gegen ihre
stationäre Lösung nstat .

Bild 4 Regelungsstruktur.
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Bild 5 Geregeltes Systemverhalten.
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Bild 6 Geregeltes Systemverhalten bei zusätzlichen Unsicherheiten (�= �nom + 10%�nom und k2 = k2,nom + 30%k2,nom).
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Die Konvergenzgeschwindigkeit lässt sich über die bei-
den Rückführparameter c1 und c2 vorgeben, wobei bei
ihrer Wahl auf das Einhalten von Stellgrößenbeschrän-
kungen zu achten ist.

In Anlehnung an [4] wurden zur Überprüfung der
Robustheit des vorgestellten Ansatz parametrische Mo-
dellunsicherheiten in � und k2 angenommen.

�= �nom + 10%�nom

k2 = k2,nom + 30%k2,nom

Wie man in Bild 6 sieht wird auch hier eine Stabilisierung
der Regelgrößen und der gesamten Verteilung n erreicht.
Allerdings geht die stationäre Genauigkeit verloren.

5 Zusammenfassung
Im Rahmen dieser Arbeit wurde ein neuer Regelungs-
ansatz zur Stabilisierung von Kristallisatoren vorgestellt.
Die Kernidee ist hierbei, die übliche Forderung nach
punktweiser Stabilität der verteilten Größe n durch die
Forderung nach Stabilität im Sinne zweier Diskrepanzen
abzuschwächen. Diese ist im Allgemeinen nur notwen-
dig, aber nicht hinreichend für punktweise Konvergenz.
Punktweise Konvergenz wurde in Simulationsstudien
nachgewiesen. Eine noch offene Frage ist unter welchen
Bedingungen die Stabilität bezüglich zweier Diskrepanzen
die punktweise Konvergenz impliziert.
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