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Algorithmen zum automatischen Zeichnen von Graphen

Franz J. Brandenburg ~

Zusammenfassung

Das Zeichnen von Graphen ist ein junges aufbliihendes Ge-
biet der Informatik. Es befafit sich mit Entwurf, Analy-
se, Implementierung und Evaluierung von neuen Algorith-
men fiir dsthetisch schone Zeichnungen von Graphen. An-
hand von selektierten Anwendungsbeispielen, Problemstel-
lungen und Lésungsansétzen wollen wir in dieses noch re-
lativ unbekannte Gebiet einfithren und gleichzeitig einen
Uberblick iiber die Aktivitaten und Ziele einer von der DFG
im Rahmen des Schwerpunktprogramms ,Effiziente Algo-
rithmen fiir Diskrete Probleme und ihre Anwendungen® ge-
forderten Arbeitsgruppe aus Mitgliedern der Universitdten
Halle, K6In und Passau und des Max-Planck-Instituts fiir
Informatik in Saarbriicken geben.

Schliisselwdrter: Automatisches Graphenzeichnen, Algo-
rithmen, Planarisierung, Kreuzungsminimierung, Graphen-
editoren

Graph drawing is a new and growing area in Computer
Science. It is concerned with the design, analysis, imple-
mentation and evaluation of new algorithms for aesthetically
nice drawings of graphs. Through the use of some selected
examples of applications, typical problems, and solutions,
we would like to provide an introduction into this still re-
latively unknown field. And we survey activities and goals
of a working group consisting of members of the universi-
ties of Halle, K&ln and Passau and the Max-Planck-Institut
fiir Informatik in Saarbriicken, that is funded by the Ger-
man Science Foundation DFG under the program , Efficient
Algorithms for Discrete Problems and their Applications®.
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1 Was ist automatisches Zeichnen von Graphen?

Vor drei Jahren wandte sich der Berliner Astrophysiker Hol-
ger Beck an die Autorin mit der Frage, ob Informatiker hel-
fen kénnten, Diagramme wie das in Abb. 1 automatisch zu
erstellen. Es handelt sich dabei um ein in [1] publiziertes
chemisches ReaktionsfluBdiagramm, wie sie von Chemikern
in groBer Anzahl produziert werden. In einem zeitrauben-
den Verfahren werden die chemischen Elemente (Knoten)
mit Hilfe einer Standard-Graphiksoftware von Hand mit der
Maus plaziert und die Reaktionen (Kanten) eingezeichnet.
Ist das Resultat nicht {ibersichtlich genug, so werden Kno-
ten verschoben, Kanten verlegt, oder man fangt gleich noch
einmal von vorne an.
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Abb. 1: Computerunterstiitzt gezeichnetes chemisches Re-
aktionsfluidiagramm

Ahnliche Probleme treten in vielen anderen Bereichen
auf, z.B. bei Datenstrukturen, ER-Diagrammen, Flufigra-
phen, Petrinetzen, Schaltplianen oder Skizzen. Es verbleibt



beim Anwender, die Objekte zu plazieren und die Verbin-
dungen zu ziehen. Hier setzt das automatische Zeichnen
von Graphen an. Gesucht werden Algorithmen fiir &sthe-
tisch schone Layouts von Graphen. ,, Asthetisch schon* steht
hier fiir . ibersichtlich* und ,versténdlich” und wird for-
mal durch Asthetikkriterien wie z.B. die Anzahl der Kreu-
zungen oder Knicke von Kanten beschrieben. Erste wahr-
nehmungspsychologische Untersuchungen zur Asthetik und
Verstandlichkeit von Zeichnungen bestitigen die Bedeutung
dieser Kriterien [38]. Dariiber hinaus mifit man die Auflé-
sung von Zeichnungen. Bei vorgegebenem Einheitsabstand
ist dies z.B. die benotigte Flache, die Langen der Kanten
oder die GroSe der Winkel zwischen benachbarten Kanten.
Asthetisch schéne Layouts zeichnen sich durch Kompakt-
heit, eine hohe Uniformitit der Kantenldngen und gleich-
maBige Winkel aus. Die Hervorhebung von Symmetrien ist
bei einigen Anwendungen wiinschenswert. Diese Optima-
litatskriterien sollen unter Einhaltung von vorgegebenen Re-
striktionen, z.B. rechtwinkliges oder kreuzungsfreies Zeich-
nen, erreicht werden. Welches Asthetikkriterium passend ist,
hangt von der Anwendung und dem gewohnten Kontext ab.
Ein Beispiel ist der Wiirfel mit einer planaren, d.h. kreu-
zungsfreien und einer perspektivischen Darstellung (Abb. 2).
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Abb. 2: Eine kreuzungsfreie (a) und eine perspektivische (b}

Darstellung des Wiirfels

Das Problem des Zeichnens von Graphen lafit sich als
kombinatorisches Optimierungsproblem formulieren, in dem
die Zeichnungen vorgegebenen Restriktionen geniigen und
eine Kostenfunktion minimiert wird. Es hat sich heraus-
gestellt, da das Zeichnen von Graphen fast immer NP-
schwierig ist [13], [3]. Uberraschenderweise gilt dies sogar
fiir Bindrbaume, z.B. wenn diese frei mit minimaler Flache
oder der Kantenlinge eins gezeichnet werden sollen, oder
ebenenweise unter bestimmten Isomorphiebedingungen mit
minimaler Breite. Andererseits kann man Baume ohne diese
Bedingungen in linearer Zeit dsthetisch ansprechend zeich-
nen [39], [48].

Die Anfrage von Herrn Beck kam zu einem Zeitpunkt,
als sich bereits eine starke Interessengruppe fiir das Thema
Graphenzeichnen gebildet hatte. Man hat die von Tutte in
seinem 1963 erschienenen Aufsatz initiierte Frage ,How to
draw a graph“ [46] wieder aufgegriffen. Im Jahre 1992 fand
in Rom die erste ,,Graph Drawing* Konferenz statt, gefolgt
von ,Graph Drawing '93“ in Paris, ,Graph Drawing ’94"
in Princeton [44], ,Graph Drawing '95¢ in Passau [6] und
»Graph Drawing *96“ in Berkeley [37].

In Kapitel 2 geben wir einen Einblick in Techniken, die
Gegenstand aktueller Forschung sind und die in verschiede-
nen Varianten in mehreren Softwaresystemen zum automati-
schen Graphenzeichnen eingesetzt werden. In den folgenden
Kapiteln widmen wir uns Fragestellungen, auf die wir uns
im Rahmen eines von der DFG geférderten gemeinsamen
Projekts an den Universitdten Halle, Kéln und Passau so-
wie dem MPI Saarbriicken spezialisiert haben. In Kapitel 3

behandeln wir die Planarisierung von Graphen, in Kapitel 4
die Minimierung von Kantenkreuzungen, in Kapitel 5 die
Vermeidung kleiner Winkel in planaren Graphen und in Ka-
pitel 6 die Entwicklung des in unserem Projekt entstehenden
Systems Graphlet sowie einer Software-Bibliothek, die in
Verbindung mit Graphlet den Anwendern benutzerfreund-
liche Implementierungen der grundlegenden (Kapitel 2) und
aller von uns entwickelten (Kapitel 3-5) und zu entwickeln-
den Algorithmen bereitstellen soll.

In Kapitel 3 stellen wir auch unseren ersten ,Losungs-
versuch® fiir das chemische ReaktionsfluBproblem vor, der
noch , halbautomatisch® erzeugt wurde, aber schliefllich mit
der in Kapitel 6 beschriebenen Software vollautomatisch er-
zeugbar sein soll.

2 Einige Zeichenalgorithmen

Konzentrieren wir uns zunéchst auf den Spezialfall (unge-
richteter) planarer Graphen, das sind Graphen, die ohne
Kanteniiberkreuzungen in der Ebene gezeichnet werden kén-
nen (,planare Zeichnung®).

Die Tatsache, daf8 jeder planare Graph auch geradlinig
planar gezeichnet werden kann, geht auf den Graphentheo-
retiker Wagner [47] zuriick und wurde mehrfach wiederent-
deckt. Ein entsprechender Zeichenalgorithmus wurde von
Tutte [46] angegeben. Dieser liefert fiir 3-zusammenhéangen-
de Graphen sogar eine konvexe Zeichnung, d.h. alle Innen-
flachen und der Gesamtgraph sind konvex. (In einem k-
zusammenhingenden Graphen miissen wenigstens k& Kno-
ten entfernt werden, um den Graphen unzusammenhéngend
zu machen.) Chiba, Onoguchi und Nishizeki [9] zeichnen
2-zusammenhéngende, planare Graphen konvex, soweit es
méglich ist (Abb. 3a). De Fraysseix, Pach, und Pollack [11]
und Schnyder [40] zeigten unabhéngig voneinander, daf je-
der planare Graph mit n Knoten geradlinig auf einem Gitter
der GroBe O(n?) gezeichnet werden kann. Fiir 3-zusammen-
hingende planare Graphen ist sogar eine konvexe Zeichnung
méglich {27], [10] (Abb. 3b). Von Bedeutung ist dabei die
Ganzzahligkeit durch das Gitter und die asymptotisch mi-
nimale Fliche der Gréfle (n — 2) x (n — 2). Die Zeichnungen
lassen sich zudem in Zeit O(n) konstruieren.

Wenn Knicke erlaubt sind, d.h. die Kanten stiickweise
aus geraden Linien zusammengesetzt sind, so konnen wir
z.B. einen einfachen Zeichenalgorithmus von Woods [49] ver-
wenden (Abb. 3c). Ist der Graph 4-gradbeschrénkt, d.h. je-
der Knoten inzidiert mit hochstens vier Kanten, so bieten
sich orthogonale Zeichenverfahren an, die planare Zeichnun-
gen liefern, bei denen alle Kanten aus horizontalen und verti-
kalen Geradenstiicken zusammengesetzt sind. Das Verfahren
von Tamassia [43] minimiert dabei die Anzahl der Kanten-
knicke bei fixer topologischer Einbettung (Abb. 3d). Alle
vier Algorithmen profitieren von der Tatsache, dafl man to-
pologische Einbettungen planarer Graphen in linearer Zeit
bestimmen kann. Entsprechende Algorithmen wurden von
Chiba, Nishizeki, Abe und Ozawa (8] (basierend auf dem
Planarititstest von Booth und Lueker [2]) und von Mehl-
horn und Mutzel [31] (basierend auf dem Planaritétstest von
Hopcroft und Tarjan [20]) entwickelt.

Schon die einfachen Beispiele in Abb. 3 zeigen, daf ins-
besondere die drei erstgenannten Algorithmen nicht notwen-
digerweise gute Zeichnungen liefern. Die Zeichenfliche wird
oft nicht gleichmiBig ausgenutzt, und es werden viele kleine
Winkel erzeugt. Dies macht die Zeichnungen uniibersicht-
lich. Wir kommen darauf in Kapitel 5 zuriick.

Eine weitere Schwierigkeit besteht darin, dafl diese (und
andere) Algorithmen neben der Planaritit weitere Eigen-



() (@

Abb. 3: Verschiedene planare Zeichnungen eines planaren
Graphen

schaften des Graphen wie 2- oder 3-Zusammenhang oder ei-
ne Knotengradbeschriankung voraussetzen. Will man solche
Algorithmen auf nicht planare, nicht 2-zusammenhéngende,
nicht gradbeschriankte Graphen anwenden, so mufl man die-
se Bedingungen kiinstlich durch Hinzufiigen bzw. Entfernen
von Kanten erzeugen und nach der Layoutphase wieder re-
parieren, siche Kapitel 3.

Drei weitere Verfahren wollen wir an einem Beispiel vor-
stellen. Eades und Marks haben zu den Graph Drawing
Symposien GD'94, GD’95 und GD’96 einen ,, Graph Drawing
Contest® organisiert. Es galt, ihre Wettbewerbsgraphen so
schén wie moglich zu zeichnen. Die Einsendungen wurden
von einer Jury bewertet und mit Preisen pramiert [44], [6],
[37]. Solche Wettbewerbe, so spielerisch sie zunachst erschei-
nen mégen, helfen, den Begriff ,,Schénheit* auf verschiedene
Weisen formal zu prazisieren.

Wir wenden uns einem Wettbewerbsgraphen der GD'94
in Princeton zu. Besonders leicht verstdndlich ist die von
Eades [14] eingefiihrte ,,spring embedder Methode, die auf
einem physikalischen Kriftemodell basiert. Die Knoten sto-
Ben sich gegenseitig ab, die Kanten sind Federn, die den Ab-
stofkriften entgegenwirken. Die Idee besteht darin, in die-
sem physikalischen System einen Zustand minimaler Energie
zu bestimmen bzw. zu approximieren. In der Literatur sind
zahlreiche Ansitze vorgestellt worden, diese Grundidee ef-
fizient zu realisieren. In [5] wird ein Uberblick iiber solche
Ansitze mit einer experimentellen Evaluation gegeben. Die
so konstruierten Zeichnungen haben eine ausgewogene Ver-
teilung der Knoten und der Kantenldngen und machen Sym-
metrien in Graphen transparent. Besonders gut ist ihr Ver-
halten bei der Darstellung von dreidimensionalen Kérpern
wie Wiirfel, Ikosaeder, Dodekaeder, etc. Die Zahl der Kreu-
zungen oder gar Planaritdt werden jedoch nicht beachtet.
Abb. 4 zeigt eine .spring embedder* Zeichnung des Wettbe-
werbsgraphen.

Abb. 4: Zeichnung des Wettbewerbsgraphen mit Eades’ Al-
gorithmus

Als nichstes wenden wir eine Adaption einer von Sugiya-
ma, Tagawa und Toda [42] fiir die Zeichnung gerichteter
Graphen vorgeschlagenen Methode auf unseren (ungerich-
teten) Wettbewerbsgraphen an. Die Knoten werden so auf
Schichten verteilt, daf innerhalb der Schichten keine Kan-
ten verlaufen und moglichst wenige Kantentiberkreuzungen
entstehen. Das Verfahren liefert die in Abb. 5 dargestell-
te Zeichnung. Auf die Problematik, daf8 hier NP-schwierige
Probleme mit geeigneten Heuristiken approximativ geldst
werden miissen, kommen wir in Kapitel 4 zuriick.
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Abb. 5: Zeichnung des Wettbewerbsgraphen mit Sugiyama’s
Algorithmus

Eine weitere Methode besteht darin, durch temporares
Léschen von Kanten Planaritit herzustellen, dann etwa ei-
ne der oben erwihnten Methoden zum Zeichnen planarer
Graphen anzuwenden und die geléschten Kanten anschlie-
Bend wieder geeignet einzuzeichnen. Wir wollen Tamassia’s
Algorithmus [43] verwenden und mit minimalen Verénde-
rungen (Anzahl der entfernten Kanten) die Voraussetzungen
fiir seine Anwendung herstellen. Unser Wettbewerbsgraph
ist nicht planar, und manche Knoten haben den Grad sechs.
Man kann zeigen (darauf kommen wir in Kapitel 3 zuriick),
daB8 wenigstens zehn Kanten entfernt werden miissen, um
einen planaren Graphen mit Gradbeschrankung vier zu er-
halten. Wir zeichnen den resultierenden Graphen mit Ta-
massia’s Algorithmus und fiigen die entfernten Kanten unter
gleichzeitigen geeigneten Veranderungen der Knotenpositio-
nen nachtriglich ein. Das Ergebnis ist in Abb. 6 dargestellt.
Diese Zeichnung (von Mutzel und Odenthal) gewann in Prin-
ceton den ersten Preis [44].’

Dies war nur ein kleiner Ausschnitt der bekannten Ver-
fahren zum Zeichnen von Graphen. Eine kommentierte Bi-
bliographie findet man in [13]. Neuere Arbeiten wurden auf
den Graph Drawing Symposien vorgestellt [44], [6], [37].



Abb. 6: Gewinner-Zeichnung des Wettbewerbsgraphen

3 Planarisierung, Augmentierung und Gradbeschrankung

Fiir planare Graphen gibt es eine reiche Auswahl von Zei-
chenverfahren, die jedoch neben der Planaritét in der Regel
weitere Voraussetzungen wie k-Zusammenhang mit k = 2
oder & = 3 und Beschrinkungen des Knotengrades meist
zwischen 4 und 8 erfordern. Das Herstellen dieser Voraus-
setzungen mit minimaler Verdnderung des zu zeichnenden
Graphen (Anzahl hinzugefiigter plus Anzahl entfernter Kan-
ten) durch Augmentierung und Planarisierung 148t sich im
allgemeinen nicht schrittweise erreichen, ohne die Optima-
litat zu verlieren.

Abb. 7: Beispiel fiir die Niitzlichkeit der Kombination von
Planarisierung und Augmentierung

Wir demonstrieren dies in Abb. 7. Wir wollen einen Gra-
phen G planar und 2-zusammenhéngend machen. Ist G der
mittels der durchgezogenen Linien definierte Graph, so miis-
sen wenigstens zwei Kanten entfernt werden, um G zu pla-
narisieren, z.B. ist die Entfernung von a und b optimal.
Zur Herstellung des 2-Zusammenhangs mussen nun wenig-
stens drei Kanten hinzugefiigt werden, d.h. insgesamt fiinf

Veranderungen. Die Entfernung von e und f (zwei Verénde-
rungen) ist eine Optimallésung bei gleichzeitiger Betrach-
tung beider Ziele. Der Graph G ohne die Kante ¢ demon-
striert. daB auch die andere Reihenfolge fehlschlagt. Hin-
zufiigen von c stellt 2-Zusammenhang mit minimalem Auf-
wand her, dann miissen allerdings zwei Kanten, etwa e und
f, entfernt werden, um Planaritdt zu erreichen, d.h. ins-
gesamt drei Veranderungen. Bei gleichzeitiger Betrachtung
beider Ziele reichen aber zwei Verdnderungen: Entferne e
und fiige g hinzu.

Wihrend es leicht ist, einen beliebigen Graphen G =
(V, E) mit Knotenmenge V und Kantenmenge E unter Hin-
zufiigung einer minimalen Anzahl von Kanten 2- bzw. 3-
zusammenhingend zu machen, ist die Bestimmung einer
Kantenmenge minimaler Kardinalitat, deren Entfernung aus
einem gegebenen Graphen zu einem planaren Graphen fiihrt,
NP-schwierig. Deshalb wurden mehrere schnelle Heuristiken
entwickelt, die eine Kantenmenge entfernen, so dafl ein ma-
ximal planarer Subgraph entsteht, dessen Planaritat beim
Einfiigen jeder einzelnen entfernten Kante verloren gehen
wiirde. Man kann zeigen, daf§ die Kardinalitit der entfernten
Kantenmenge erheblich gréfier als die optimale sein kann.
Solche Heuristiken wurden etwa von Cai, Han und Tarjan
[7] (mit Laufzeit O(|E|log |V|)) oder Jayakumar, Thulasira-
man und Swamy [21] (mit Laufzeit O(|V|?) entwickelt.

Selbst fiir Graphen praxisrelevanter Grofie ist es aber oft
méglich, Optimallésungen mit Hilfe eines in [22] vorgestell-
ten Branch&Cut Verfahrens zu finden. Die Beschreibung
dieses Verfahrens sprengt den Rahmen dieser Einfiihrung,
die Idee wollen wir aber hier skizzieren: Nach einem klas-
sischen Resultat von Kuratowski [28] ist ein Graph genau
dann planar, wenn er weder eine Unterteilung des vollstandi-
gen Graphen auf 5 Knoten K noch eine Unterteilung des
vollstindigen bipartiten Graphen K 3 enthalt (Abb. 8). Bei
einer Unterteilung eines Graphen ist es erlaubt, beliebige
zusatzliche Knoten auf den Kanten des urspriinglichen Gra-
phen anzubringen. Die Unterteilungen von A5 und A3 3 hei-
Ben auch Kuratowski-Graphen.

Abb. 8: Unterteilungen der verbotenen Untergraphen

Wir ordnen nun jeder Teilmenge F der Kantenmenge E
eines gegebenen Graphen G = (V| E) einen |E|-dimensiona-
len charakteristischen Vektor x* € {0, 1}£ zu, dessen Kom-
ponenten mit den Kanten e € E indiziert sind und setzen
xF=1fallse € Fund yF =0 falls e # F. Dann sind die
charakteristischen Vektoren aller planarer Subgraphen von
G genau die ganzzahligen Losungen z € RE des folgenden
Ungleichungssystems:

0< z.<1 fur alle € € E,

Z z. <|K| -1 fir alle K C E die die
ek Kantenmenge eines Kuratowski
Subgraphen von G definieren



Fiigen wir die Zielfunktion

maximiere E Te

e€E
und die Ganzzahligkeitsbedingungen
z. ganzzahlig fiir alle e € E

hinzu, so haben wir unser Problem als ganzzahliges linea-
res Optimierungsproblem formuliert, denn die Ungleichun-
gen schlieBen die verbotenen Kuratowski-Subgraphen aus.
Kantenprioritaten kénnen durch Gewichte c. auf den Kan-
ten e € E und der Zielfunktion

maximiere E CeTe
e€E

beriicksichtigt werden. L&8t man die Ganzzahligkeitsbedin-
gungen weg, so entsteht ein lineares Optimierungsproblem,
dessen optimaler Zielfunktionswert eine obere Schranke fiir
die Anzahl der Kanten in einem planaren Subgraphen von
G ist. Durch Hinzufiigen wéiterer Ungleichungen kann man
diese Schranke verschérfen. In [25] wird dargestellt, wie man
solche Relaxierungen mit Hilfe eines Schnittebenenverfah-
rens (,Cut*) 16sen kann und wie die Lésungen solcher Re-
laxierungen als Schranken in einem Enumerationsverfahren
(,Branch*) zur Optimallésung des Planarisierungsproblems
ausgenutzt werden kénnen. Dieses ,,Branch& Cut“-Verfahren
ist so angelegt, daf8 auch gute zuldssige Lésungen (charakte-
ristische Vektoren planarer Subgraphen grofier Kardinalitat)
gefunden werden, so daf8 zu jeder Zeit eine Losung mit einer
aus der oberen Schranke resultierenden Giitegarantie ange-
geben werden kann. So entsteht als Nebenprodukt eine Heu-
ristik, die Lésungen mit sehr hoher Qualitdt im Vergleich zu
einfacheren Heuristiken produziert [25], [34].

Als Herr Beck uns das chemische ReaktionsfluBdiagramm
schickte, hatten wir gerade eine erste Version unserer Pla-
narisierungssoftware fertiggestellt. Wendet man sie auf den
zugrundeliegenden Graphen (Vernachléssigung der Richtun-
gen und Ersetzen von Mehrfachkanten durch Einfachkan-
ten) an, so stellt sich heraus, dafl dieser Graph nicht pla-
nar ist, aber die Entfernung der Kante zwischen CH und
HCO zu einem planaren Graphen fiihrt. Die Implementie-
rung des Hopcroft-Tarjan Algorithmus von Mehlhorn, Mut-
zel und Naher [32] lieferte uns eine topologische Einbettung,
aus der wir (noch halbautomatisch) das neue in Abb. 9 ge-
zeigte Diagramm konstruierten.

Kommen wir nun auf das Problem der optimalen Plana-
risierung unter Zusammenhangs- und Gradbeschrankungen
zuriick. Es ist prinzipiell kein Problem, unseren oben skiz-
zierten Branch&Cut Algorithmus entsprechend zu modifi-
zieren. Dazu vervollstindigen wir unseren Eingabegraphen
G = (V,E) (es sei n := |V]|) durch Hinzunahme aller feh-
lenden Kanten zum vollstandigen Graphen K, = (V, En).
Stoer [41] hat gezeigt, wie man die k-Zusammenhangsbe-
dingungen (analog zu den ,Kuratowski-Bedingungen“) als
Ungleichungen formulieren kann. Fir k-Zusammenhang ist
es hinreichend, zu fordern, da der Graph nach Entfernen
von k — 1 beliebigen Knoten immer noch zusammenhéngend
ist, und das ist der Fall, wenn zwischen jeder Knotenteilmen-
ge im Restgraphen und deren Komplement wenigstens eine
Kante verliuft. Fir Y C V bezeichnen wir mit G \ Y den
Graphen, der aus G durch Entfernung aller Knoten in ¥ und
der zu diesen inzidenten Kanten resultiert. Fiir W C V' \ Y
sei dann dg\y (W) die Menge der Kanten, die in G\ Y’ die

(1]

Abb. 9: Das mit der beschriebenen Methode (noch halbauto-
matisch) gezeichnete chemische Reaktionsfluidiagramm aus
Abb. 1

Knotenmenge W mit ihrem Komplement verbindet. Die Un-
gleichungen lauten dann

>

e€dp \y (W)

ze>1firalle YCV,|Y]=k-1L,WCV\Y.

Gradbeschrankungen sind ganz einfach als Ungleichungen
formulierbar:

e€dp, ({v})
Die Zielfunktion

maximiere E Te — E Te

e€E e€EL\E

z. <l firallev eV

sorgt nun dafiir, da8 viele Kanten aus unserem urspriing-
lichen Graphen G = (V,E) genommen werden, aber nur
wenige der ,neuen“ Kanten.

Es ist zur Zeit noch unklar, welche zusatzlichen Unglei-
chungen nach Weglassen der Ganzzahligkeitsbedingungen
fiir ein Branch&Cut Verfahren geeignet sind. Dies erfordert
umfangreiche theoretische und experimentelle Studien, de-
ren Beschreibung (wie schon bei ,reiner® Planarisierung)
den Rahmen dieser Ubersicht sprengen. Vorlaufige Unter-
suchungen stimmen uns aber recht zuversichtlich [23], [35],
[12].

Wir haben viele Details und ganze Teilprobleme nicht
diskutiert. Z.B. ist es natiirlich leicht, in der abschlielenden

" ,Reparaturphase* kiinstlich hinzugefiigte Kanten aus der

Zeichnung zu entfernen, aber es ist NP-schwierig, kiinstlich
weggelassene Kanten wieder hinzuzufiigen, so dafl moglichst
wenige zusitzliche Kanteniiberkreuzungen entstehen. Man
verwendet zur Zeit iblicherweise Heuristiken, die auf kiirze-
ste-Wege-Berechnungen im dualen Graphen eines planaren
Graphen beruhen. Wir wollen hier nicht auf diese Proble-
matik eingehen.



4 Kreuzungsminimierung

Das am weitesten verbreitete Verfahren zum Zeichnen ge-
richteter Graphen ist das eingangs skizzierte Sugiyama-Ver-
fahren {42]. Hier wird in einem ersten Schritt eine Partitio-
nierung der Knotenmenge in Schichten vorgenommen. In ei-
nem zweiten Schritt wird versucht, Permutationen der Kno-
ten innerhalb der einzelnen Schichten zu finden, die eine
Zeichnung mit wenigen Kreuzungen ergibt.

Abb. 10: Das Sugiyama-Verfahren fiir gerichtete Graphen

Wihrend es fiir die Schichtenfestlegung verschiedene be-
wihrte Verfahren gibt, z.B. die topologische Sortierung bei
azyklischen Graphen, sind die Ansétze fiir das Kreuzungs-
minimierungsproblem bisher unbefriedigend (Abb. 10). Das
Kreuzungsminimierungsproblem iiber k Schichten wird in
der Praxis oft wie folgt behandelt. Man betrachtet jeweils
zwei benachbarte Schichten und versucht, die Anzahl der
Kreuzungen, die innerhalb dieser beiden Schichten auftre-
ten, zu minimieren. Hierbei werden fiir alle Kanten, die die
beiden Schichten traversieren, kiinstliche Knoten eingefiihrt.

Die Knoten der einen Schicht werden fixiert, und man
versucht, die Knoten der anderen Schicht so zu permutie-
ren, daB die Anzahl der Uberkreuzungen minimal ist. Eades
und Wormald [15] haben gezeigt, daf8 dies NP-schwierig ist.
Deshalb wurden in der Literatur diverse Heuristiken fiir die-
ses Problem publiziert.

Betrachten wir das in Abb. 1la gezeigte Beispiel. Die
obere Schicht sei fixiert und es ist unsere Aufgabe, eine Kno-
tenpermutation fiir die untere Schicht zu bestimmen, so daf
die Anzahl der Kanteniiberkreuzungen minimal wird. Fir
ein Knotenpaar i, j der unteren Schicht bezeichne c;; die
Anzahl der Kreuzungen zwischen den mit 7 und j inziden-
ten Kanten, falls ¢ links von j plaziert wird. In unserem
Beispiel ist c2; = 2 und c12 = 4. Unsere Aufgabe kann also
folgendermafen formuliert werden: Finde eine Permutation
= von {1,2,...,n} (n = 8 im Beispiel), die

n—1 n
Z Z Cr(i),m(4)

i=1 j=i+l

(a (b)

Abb. 11: Zwei-Schichten Zeichnungen mit minimaler Kreu-
zungszahl wobei (a) die obere Schicht fixiert ist, (b) beide
Schichten frei permutiert werden konnen

minimiert. Dieses Problem ist bekannt als das Lineare Ord-
nungsproblem, fiir das in [16] der erste publizierte Branch&:-
Cut Algorithmus angegeben wurde. Eine Neuimplementie-
rung dieses Algorithmus versetzte uns erstaunlicherweise in
die Lage, Probleminstanzen von praxisrelevanter Grofien-
ordnung schneller optimal zu 18sen als die meisten der géngi-
gen Heuristiken approximativ, d.h. in weniger als einer Se-
kunde auf einer Workstation [24].

Wie weit hilft uns jedoch die Lésung des vorgegebenen
Problems, um die Anzahl der Kreuzungen in k-Schichten
Graphen zu minimieren? Wir haben experimentell fiir k =
das obige Verfahren mit einem zeitaufwendigen Enumerati-
onsschema fiir die Permutationen in der oberen Schicht ver-
bunden und konnten so Optimalldsungen berechnen, wenn
diese nicht mehr als 15 Knoten enthilt (siehe z.B. Abb. 11b).
Die Rechenzeiten betragen allerdings hier bis zu einer Stun-
de auf einer Workstation. Wenn das letztere Verfahren fiir
grofe Graphen auch nicht praktikabel ist, so erlaubt es uns
doch wenigstens eine experimentelle Evaluation populérer
Heuristiken. Unsere Experimente auf 2-Schichten-Graphen
haben ergeben, daf die durch traditionelle Verfahren erhal-
tene Kanteniiberkreuzungszahl sehr weit (ca. 500 Prozent)
von der minimalen Kreuzungszahl entfernt ist [24]. Hier sind
neue Ideen erforderlich.

5 Winkel in planaren Graphen

Wie schon in Kapitel 2 erwahnt, liefern einige Verfahren zum
Zeichnen von planaren Graphen auf dem Gitter &sthetisch
unschéne Zeichnungen mit zu vielen kleinen Winkeln. Der-
artige Zeichnungen wirken uniibersichtlich. Durch die Ma-
ximierung des kleinsten Winkels soll dem entgegengewirkt
werden. Auch dieses Problem ist NP-schwierig.

Wir formulieren diese Aufgabe wieder als ein Optimie-
rungsproblem. Gleichungen ergeben sich aus der elemen-
taren Beobachtung, daf die Winkelsumme an jedem Kno-
ten 360°, die (Innen-)Winkelsumme in jeder durch k Kan-
ten begrenzten Innenfliche (k — 2)180° und die (Auflen-)
Winkelsumme der durch k& Kanten begrenzten Auflenfliche
(k +2)180° ist. Diese Gleichungen reichen jedoch nicht aus,
denn sie sind z.B. auch dann erfiillt, wenn die berechneten
Winkel an den in Abb. 2a diagonal gezeichneten Kanten
statt (45°,45°,135°,135°) etwa (30°,60°,120°,150°) sind,
aber der Graph ist dann mit den berechneten Vorgabewin-
keln nicht zeichenbar. Falls jedoch die Winkel passen, so re-
duziert sich das Problem auf die Berechnung der Léngen
der Kanten. Bei triangulierten Graphen geniigt es dann,
die Lange einer Kante festzulegen, d.h. die Skalierung. Die
Zeichnung selbst ist eindeutig bestimmt. Im allgemeinen Fall
kann man die kiirzesten Kantenldngen mit einem linearen
Programm maximieren und dadurch gute Zeichnungen kon-
struieren.



Vorgabewinkel zwischen benachbarten Kanten lassen sich
gut dazu verwenden, eine gegebene planare Zeichnung zu
verbessern und das Layout zu verschénern. Dies gelingt mit
einer Erweiterung der in Kapitel 2 erwahnten ,spring em-
bedder” Methode. Wir betrachten die Kanten eines gezeich-
neten Graphen einerseits als elastische Federn, die weit ent-
fernte Knoten anziehen und nahe beieinanderliegende Kno-
ten abstoflen. Andererseits sind Kanten starr und sollen ge-
maf der vorgegebenen oder vorberechneten Winkel in eine
bestimmte Richtung gedreht werden. Dann wirken sie als
Hebel an ihren Endknoten. Die so entstehenden Krafte iiber-
lagern sich. Das Gesamtsystem versucht, ein Kraftegleichge-
wicht herbeizufithren. Durch zusétzliche Restriktionen wird
die Planaritat der Zeichnungen garantiert. Die bisherigen
Experimente mit diesem Verfahren liefern gute Ergebnisse.
Die unschénen Zeichnungen mit den Verfahren von de Frays-
seix et al. [11] oder Chrobak und Kant [10] werden auseinan-
dergefaltet und bringen dort nicht erkennbare Symmetrien
zum Vorschein [4]. [17].

6 Systeme zum Zeichnen von Graphen

Neben chemischen ReaktionsfluBdiagrammen gibt es zahlrei-
che andere Herausforderungen an die Algorithmenentwick-
lung zum Zeichnen von Graphen, denen wir uns stellen miis-
sen. Es gibt schon jetzt mehrere bereits etablierte Koopera-
tionen mit der Industrie (iibersichtliche automatische Erstel-
lung von Organisations- und Produktions-Ablaufdiagram-
men) oder im universitiren Bereich (Visualisierung von Re-
geln im ,Data Mining“, Erstellung von Harris-Matrix Dia-
grammen in der Archiologie). Neben den in den Kapiteln
3-5 beschriebenen algorithmischen Fragestellungen widmen
wir uns in unserem DFG-Projekt auch den hiermit verbun-
denen neuen Aufgaben. Den interessierten Anwendern ist
natiirlich nicht mit der Veréflentlichung wissenschaftlicher
Aufsitze wie den hier zitierten gedient. Sie brauchen kon-
krete Unterstiitzung in Form von benutzerfreundlicher Soft-
ware.

Systeme zum Zeichnen von Graphen erfordern Graphen-
editoren und Layoutalgorithmen in einer integrierten Umge-
bung. Esist das Hauptziel unseres DFG-Projekts, einen Gra-
pheneditor und eine Software-Bibliothek von Layoutalgo-
rithmen bereitzustellen. Durch die Integration beider Kom-
ponenten in ein Gesamtsystem sollen die Anwender gute
neue Werkzeuge zur automatischen Erstellung ihrer Layouts
erhalten, ohne sich um algorithmische Details kiimmern zu
miissen. Der modulare Aufbau der Software-Bibliothek wird
es erlauben, neue Layoutsoftware in das System zu integrie-
ren, wobei auf geeignete bereits entwickelte Datenstrukturen
und Algorithmen zuriickgegriffen werden kann.

Die Realisierung eines Grapheneditors stellt hohe An-
spriiche an die Entwickler. Editoren fiir Graphen sind deut-
lich komplexer als normale Editoren fiir Texte oder Graphi-
ken. Dies liegt an der relationalen Abhangigkeit, die durch
die Kanten zum Ausdruck kommt. Diese Abhéangigkeit miis-
sen die Editoren beriicksichtigen. Kanten sind an Knoten
gebunden und Beschriftungen an Knoten, Kanten oder so-
gar Flachen, die von Knoten und Kanten eingerahmt wer-
den. Bei Bewegungen oder Léschungen von Knoten miissen
die damit zusammenhingenden Kanten bzw. Beschriftun-
gen entsprechend mitbewegt bzw. geloscht werden. Knoten
miissen sich durch verschiedene Graphikprimitive darstel-
len lassen, z.B. als Rechtecke, Kreise oder benutzerdefinier-
te Icons. Die Darstellung der Kanten erfolgt durch Linien in
gewissen Stilen, Strichstdrken und Farben. Kanten miissen
an ihre Endknoten angepafit werden. Man méchte Graphen

zoomen oder animieren. Weitere Basisanforderungen sind in
[18]. [29] zusammengestellt.

Es gibt sehr viele Grapheneditoren. Allein auf den Sym-
posien iiber Graph Drawing 1994. 1995 und 1996 wurden
iber 20 Systeme prasentiert. Die meisten dieser Systeme
sind fiir eine spezielle Anforderung erstellt worden. Allge-
meine Anforderungen an Portabilitat, Erweiterbarkeit und
Flexibilitat werden oft nicht angemessen berticksichtigt. (Es
ist nicht das Ziel dieses Aufsatzes und auch auflerhalb unse-
rer Moglichkeiten, hier eine Auflistung oder gar Bewertung
der existierenden Grapheneditoren und dartiberhinaus der
Systeme zum Zeichnen von Graphen zu geben.) Die einzel-
nen Systeme unterscheiden sich stark in der Machtigkeit und
den Moglichkeiten des Editierens und automatischen Zeich-
nens von Graphen. Keines der bekannten Systeme erfiillt alle
Basisanforderungen. Der Standard-Grapheneditor ist (noch)
nicht auf dem Markt! In eine neue Richtung soll das im Rah-
men des DFG-Projekts zu entwickelnde Graphlet-System
zusammen mit einer ,,Layout-Bibliothek® gehen. Graphlet
beinhaltet einen Grapheneditor und ein Interface zu Layou-
talgorithmen.

Um die Implementierung von Graphenalgorithmen und
Oberflichen zu vereinfachen, stellt Graphlet die Program-
miersprache GraphScript zur Verfiigung. Algorithmen kén-
nen direkt in GraphScript geschrieben werden oder iiber ei-
ne Schnittstelle in GraphScript eingebunden werden. Graph-
Script integriert Algorithmen und Benutzerinteraktionen. so
daB z. B. die Animation von Algorithmen nur einen geringen
Zusatzaufwand erfordert. Die Verwendung von Tcl/Tk zur
Implementierung der. Benutzerschnittstelle garantiert weit-
reichende Portabilitat. Graphlet ist fiir UNIX und Microsoft
Windows verfiigbar.

Die Software-Bibliothek der Layout-Algorithmen ist auf
LEDA [33] als algorithmischer Basis aufgebaut. LEDA (,a
Library for Efficient Data types and Algorithms*) stellt in
C++ objektorientierte Realisierungen von Datentypen und
Algorithmen bereit, die es erlauben, gleichzeitig elegante
und effiziente Software fiir kombinatorische und geometri-
sche Aufgaben zu erstellen. Zu der bestehenden reichhalti-
gen Sammlung grundlegender Datenstrukturen und Algo-
rithmen (wie Prioritdtsschlangen, Worterbiicher, etc.) wer-
den fiir unser Projekt wichtige Komponenten hinzugefigt,
wie z.B. st-Numerierungen, PQ-Baume oder duale planare
Graphen.

Die Branch& Cut Algorithmen unserer Layout-Bibliothek
werden in ABACUS [45], [26] implementiert. ABACUS (,A
Branch And CUt System*) stellt in C++ einen objektori-
entierten Rahmen zur eleganten und effizienten Realisierung
von Branch&Cut Algorithmen bereit. Neben der in Kapi-
tel 3 beschriebenen Planarisierung und der in Kapitel 4
beschriebenen Kreuzungsminimierung gibt es in unserem
DFG-Projekt weitere Anwendungen von ABACUS im Zu-
sammenhang mit alternativen Verfahren zur Kreuzungsre-
duktion [36] oder auch der Bestimmung maximaler azykli-
scher Subgraphen, die in gewissen Zeichenalgorithmen fiir
gerichtete Graphen eine zentrale Rolle spielen.

Aufbauend auf LEDA und ABACUS werden die in der
Software-Bibliothek zusammengefafiten Layout Algorithmen
zum automatischen Graphenzeichnen implementiert. Umge-
kehrt erhalten LEDA and ABACUS via Graphlet und der
Software-Bibliothek eine komfortable Benutzeroberflache fiir
die Manipulation von Graphen und die Animation von Algo-
rithmen. Ein kompaktes Spezialwerkzeug zum Zeichen von
Baumen, das wir insbesondere zur Animation von Branch&-
Cut Algorithmen verwenden, wurde im Rahmen des DFG-
Projekts bereits fertiggestellt [30].



Da es kein standardisiertes Dateiformat fiir Graphen mit
Layoutattributen gibt, arbeiten wir in unserem DFG-Projekt
in Abstimmung mit Vertretern der internationalen ,Graph
Drawing Community® an einem geeigneten Vorschlag [19].

Die Deutsche Forschungsgemeinschaft unterstiitzt unsere
Arbeiten im Rahmen des Schwerpunktprogramms , Effizien-
te Algorithmen fiir Diskrete Probleme und ihre Anwendun-
gen* sowohl bei unseren theoretischen Arbeiten, als auch
bei der konkreten Software-Erstellung. Am Projekt betei-
ligt sind Arbeitsgruppen an den Universitdten Halle (Naher,
Alberts), Kéln (Jiinger, Lange, Leipert) und Passau (Bran-
denburg, Bachl, Himsolt, Stiibinger, Wetzel) und am Max-
Planck-Institut fiir Informatik in Saarbriicken (Mehlhorn,
Mutzel, Hundack, Ziegler). Weitere Informationen sind in

http://www.gmd.de/SCAI/dfg/e-version/projects.html

zu finden. Dort ist auch beschrieben, wie man sich die im
Rahmen des Projekts entstandene Software beschaffen kann.
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