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Ein sehr anwendungsnahes Forschungsgebiet,
bei dem viele NP-schwere Optimierungspro-
bleme auftauchen ist das automatisierte Zeich-
nen von Diagrammen bzw. Graphen. Hier-
bei sind Objekte zusammen mit ihren Relatio-
nen gegeben, deren Strukturen méglichst iber-
sichtlich bildlich dargestellt werden sollen. So
sind zum Beispiel in chemischen Reaktions-
diagrammen die chemischen Elemente zusam-
men mit ithren moglichen Reaktionen gegeben.
In einem Bild veranschaulicht lassen sich die
Wechselwirkungen untereinander viel leichter
erkennen.

Das Sprichwort “Bilder sagen mehr als tau-
send Worte” trifft auch fiir viele andere An-
wendungsbereiche zu, wie zum Beispiel der
Veranschaulichung von Relationen in Daten-
banken, Animation von Programmen, Zeich-
nen von PERT-; ER- oder Fluldiagrammen.
Anwendungen tauchen im wirtschaftswissen-
schaftlichen Umfeld genauso auf wie im chemi-
schen, physikalischen oder dem informations-
technischen Bereich.

In den meisten Féllen werden diese Diagramme
mit der Hand angefertigt. Zunehmend verldfit
man das traditionelle Handwerkszeug “Zirkel
und Lineal” und verwendet Computerprogram-
me, die das Zeichnen selbst sehr erleichtern.
Selbst das computerunterstiitzte Zeichnen von
Diagrammen bleibt jedoch eine zeitraubende
Angelegenheit.

Mit wachsender Gréfle der zu zeichnenden Dia-
gramme kommt sehr schnell die Uberschau-
barkeit abhanden, so dafl es immer seltener
gelingt, diese Diagramme “iibersichtlich” zu
zeichnen. Doch selbst bei relativ kleinen Dia-
grammen ist dies schon oft der Fall.

Das in Abbildung 1 gezeigte Reaktionsfluidia-
gramm hat uns Holger Beck, ein Astrophy-
siker der Technischen Universitit Berlin zur
Verfiigung gestellt, der sich mit der Chemie
in den Hiillen von Sternen beschiftigt. In
der Praxis hat sich gezeigt, dafl es schwierig
ist, selbst fiir diese relativ kleinen Diagramme,

geschrieben am 30.03.95 fiir das Jahrbuch 1995
der Max-Planck-Gesellschaft

eine iibersichtliche, moglichst iberkreuzungs-
arme Darstellung zu finden.

Abb. 1: computerunterstiitzt gezeichnetes chemisches

Reaktionsfluflidiagramm.

Ein Programm, das automatisch die struktu-
relle Information auswertet und das Diagramm
“schon” und “dsthetisch” zeichnet, wire hier
wiinschenswert.

Historisch aus dem CAD (Computer Aided De-
sign) entstanden, hat sich das Gebiet des Au-
tomatisierten Zeichnens von Diagrammen und
Graphen inzwischen zu einem selbstindigen
und lebendigen Forschungsgebiet entwickelt.
Seit 1993 gibt es eine speziell zu diesem The-
mengebiet jihrliche internationale Konferenz,
deren Teilnehmerzahl stetig steigt, wobei ein
hoher Prozentsatz der Teilnehmer (ca. 20% im
Jahr 1994) aus der Industrie kommt.

Die Methoden zum automatisierten Zeichnen
allgemeiner Diagramme kann man in drei Klas-
sen einteilen. FEin Verfahren, das auf einem
physikalischen Kriftemodell beruht, eine Me-
thode, die auf einer Zerlegung des Diagrammes
in mehrere Schichten beruht und ein Verfahren,
das die Vorteile “planarer Graphen” ausniitzt.
Das letztere Verfahren zusammen mit den da-
bei auftretenden Problemen werden wir hier
detailliert erldutern. Doch zunédchst wenden
wir uns der Frage zu, inwieweit bereits Systeme
zum automatisierten Zeichnen zur Verfiigung
stehen.

Die bisherigen Systeme zum automatischen
Zeichnen von Diagrammen basieren meistens
auf einem der beiden erstgenannten Verfahren,
da diese sehr einfach zu verstehen und zu im-



plementieren sind. Die Qualitit der weltweit
erreichten Zeichnungen gibt noch viele Mangel
zu erkennen. Es wird noch viel Forschung inve-
stiert werden miissen, bis wirklich marktfahige
Programme zum automatisierten Zeichnen ent-
wickelt worden sind.

Abb. 2: Zeichnung mit dem Schichtenverfahren.

Abbildung 2 zeigt eine automatisch generierte
Zeichnung des in Abbildung 1 gezeigten che-
mischen Reaktionsdiagramms. Die Zeichnung
wurde mit dem in Passau von Michael Him-
solt und Franz-Josef Brandenburg entwickelten
“GraphEd” System gezeichnet. Als Zeichen-
verfahren wurde das Schichtenmodell gew&hlt.
Da “GraphEd” keine Mehrfachkanten erfassen
kann, wurde je nur eine Linie zwischen zwei
Objekten gezeichnet. Eine andere Moglichkeit
liegt darin, das physikalische Kriftemodell zu
wéahlen. Das Ergebnis ist in Abbildung 3 zu
sehen.

Abb. 3: Zeichnung mit dem physikalischen Modell.

In Kooperation mit Franz-Josef Brandenburg,
Michael Himsolt (Universitidt Passau), Michael
Jiinger (Universitdt zu K6ln) und Stefan Niher
entwickeln wir im Rahmen des Schwerpunkt-
programms “Effiziente Algorithmen” ein Sy-
stem, das alle genannten Verfahren zum Zeich-
nen von Graphen zur Verfiigung stellen wird
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und zusitzlich viele Zeichenverfahren fir spe-
zielle Diagramme enthalten wird. Dariiber hin-
aus wird es fiir den Benutzer erweiterbar sein,
so daf} jeder ohne weiteres seine eigenen Ver-
fahren hinzufiigen kann. Dies wird erleichtert
durch die vorhandene Schnittstelle zu LEDA,
die am Institut zusammen mit Stefan Niher
entwickelte Software-Bibliothek effizienter Da-
tenstrukturen und Algorithmen.

Das in Passau entwickelte Vorgingersystem
“GraphEd” enthélt bereits teilweise die gefor-
derten Funktionen und wird bereits vielfdltig
in Wirtschaft, Industrie und Universitidt einge-
setzt.

Mit dem neu entwickelten System wird es
moglich sein, die Zeichnungen der verschiede-
nen Zeichenverfahren innerhalb desselben Sy-
stems zu vergleichen. Um Aussagen iiber die
Qualitdt der Zeichnungen machen zu konnen,
brauchen wir Kriterien fiir eine “schéne” Zeich-
nung. Solche objektive Kriterien sind zum Bei-
spiel, eine ausgewogene Verteilung der Objekte
und Linien in der Zeichnung, eine kleine An-
zahl von Uberkreuzungen der Linien oder eine
kleine Anzahl von Knicken in den Linien.
Auflerdem wiére es wichtig, eine Bibliothek ty-
pischer Diagramme zu haben, anhand derer
die verschiedenen Zeichenverfahren ausgewer-
tet werden kdénnen. Eine solche Diagramm-
Bibliothek wollen wir in Kooperation mit Ste-
phen North (AT&T Bell Laboratories, New
Jersey), Michael Himsolt (Universitit Passau)
und Thomas Lange (Universitit zu Koln) er-
stellen.

Wie schon angekiindigt, werden wir jetzt das
Zeichenverfahren, das die Vorteile der “plana-
ren Graphen” ausniitzt, zusammen mit den da-
bei auftretenden mathematischen Problemen
genauer erliutern.

Dazu gehen wir auf eine abstraktere Form von
Diagrammen iiber. Diagramme k&énnen als
Graphen modelliert werden. Ein Graph ist
eine Menge von Knoten (Objekten bzw. Punk-
ten) und Kanten (Linien), wobei eine Kante
jeweils zwei Knoten verbindet. Die Kanten
kénnen gerichtet (wie in Abbildung 1) oder
auch ungerichtet sein. Nun steht uns die
ganze wunderschéne mathematische Theorie
der Graphen, insbesondere die der planaren
Graphen, zur Verfiigung.

LaBt sich der Graph auf solche Weise in die
Ebene zeichnen, daf sich keine der Linien iiber-
kreuzen, so spricht man von einem planaren
Graphen. Da die Theorie planarer Graphen



in unserer Forschung einen wesentlichen Anteil
hat, werden wir eine kurzen Einblick in diese
Theorie geben.

Die erste Referenz auf planare Graphen gibt
es 1736 mit dem beriihmten Satz von Leon-
hard Euler, der besagt, dafl die Anzahl der
Kanten in einem planaren Graphen héchstens
die dreifache Anzahl der Knoten minus sechs
sein kann. Doch die Theorie der planaren Gra-
phen wurde erst 1930 von Kazimierz Kuratow-
ski begriindet. Er konnte nadmlich zeigen, dafl
ein Graph genau dann planar ist, wenn er we-
der eine Unterteilung vom vollstindigen Gra-
phen auf 5 Knoten (d.h. jedes Knotenpaar ist
miteinander durch eine Kante verbunden) noch
eine Unterteilung vom vollstindigen zweigeteil-
ten Graphen auf 3 x 3 Knoten (d.h. jeder der
drei Knoten in der einen Menge ist mit jedem
der anderen Menge mit einer Kante verbunden)
enthilt. Bel einer Unterteilung eines Graphen
ist es erlaubt, beliebige zusédtzliche Knoten auf
den urspriinglichen Kanten anzubringen. Ab-
bildung 4 zeigt jeweils eine Unterteilung der
beiden verbotenen Untergraphen.
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Abb. 4: Unterteilungen der verbotenen Untergraphen.

Beide Graphen spielten schon vorher in ver-
schiedenen mathematischen Rétseln eine zen-
trale Rolle. Wer kennt nicht das Ritsel, das
Dudeney 1917 in seinem beriihmten Réitsel-
buch in eine moderne Form brachte:
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Abb. 5: Das Ratsel Gas—Wasser—Strom.

Jedes der Hauser A, B und C soll Wasser, Gas
und Strom bekommen. Kénnen die Leitungen
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so gelegt werden, ohne daf sie sich tiberkreu-
zen? Eine etwas kniffligere Version entsteht,
wenn man zuldft, dafl die Hiuser jeweils an
beliebige Orte plaziert werden kénnen.

Die Tatsache, daf} sich die verbotenen Unter-
graphen nicht iiberkreuzungsfrei in die Ebene
zeichnen lassen, war wohl schon linger be-
kannt. Die Riickrichtung jedoch, daf§ dies die
beiden einzigen verbotenen Untergraphen sind,
ist doch sehr iiberraschend. Kazimierz Ku-
ratowski hat durch diese Arbeit die topologi-
sche Graphentheorie wiederbelebt, die seit der
Griindung durch Leonhard Euler fast 200 Jahre
lang keinerlei Beachtung fand.

Fiir die Klasse planarer Graphen existieren ei-
nige Zeichenverfahren, die viele der objektiven
Kriterien fiir eine “schéne” Zeichnung erfiillen.
Erlaubt man keine Knicke der Kanten, dann
kann man garantieren, dafl sich der Platzver-
brauch einer iiberkreuzungsfreien Zeichnung
héchstens quadratisch zur Anzahl der Kno-
ten verhilt. Ein anderes Verfahren garantiert,
daf} fast jede Fliche, die durch die Linien des
in die Ebene gezeichneten Graphen begrenzt
wird, konvex gezeichnet wird. Ist die Anzahl
der benachbarten Knoten eines Knotens klei-
ner gleich vier, so existiert ein Verfahren, das
nur horizontale und vertikale Linien zeichnet
und dabei (bei gegebener planarer Einbettung)
die totale Anzahl der Knicke in den Linien mi-
nimiert.

Um diese speziellen Verfahren auch fiir allge-
meine (nicht-planare) Graphen ausniitzen zu
kénnen, versucht man, eine minimale Anzahl
von Kanten aus dem gegebenen Graphen zu
entfernen, so daf§ der resultierende Graph pla-
nar ist.

Nun stehen zwei Moglichkeiten zur Auswahl.
Eine Moglichkeit ist, den planaren Graphen
mit den oben genannten Methoden zu zeich-
nen und danach die entfernten Kanten in die
Zeichnung wiedereinzufiigen. Dies kann auto-
matisch oder interaktiv geschehen. In den mei-
sten Fillen sind die in der Praxis auftretenden
Graphen “fast” planar, d.h. die Anzahl der zu
entfernenden Kanten ist sehr klein (zwischen 1
und 7).

Eine zweite Moglichkeit besteht darin, vor dem
Zeichnen die entfernten Kanten nun wieder in
den Graphen einzufiigen, so dafl die Anzahl
der Uberkreuzungen méglichst gering wird.
Jede auftretende Uberkreuzung von Kanten
wird danach durch kiinstliche Knoten ersetzt,
d.h. die beiden kreuzenden Kanten werden



durch einen neuen Knoten und vier Kanten
ersetzt. Der so kiinstlich planarisierte Graph
kann nun mit den speziellen Verfahren fiir pla-
nare Graphen gezeichnet werden. Diese Me-
thode, nicht-planare Graphen zu zeichnen, be-
inhaltet viele Schritte, die im folgenden detail-
lierter erldutert werden.

Planarisierung. Zunichst muf} eine kleinste
Kantenmenge bestimmt werden, deren Entfer-
nung zu einem planaren Graphen fithrt. Die-
ses Problem ist dquivalent mit dem Problem
in einem gegebenen nicht-planaren Graphen
einen grofiten planaren Untergraphen zu be-
stimmen. Das grofite planare Untergraphen-
problem ist seit vielen Jahren als schweres Pro-
blem bekannt, d.h. es ist kein effizientes Verfah-
ren zur Bestimmung grofiter planarer Unter-
graphen bekannt und es wird auch bezweifelt,
daB ein solches existiert (im komplexititstheo-
retischen Sinn ist das Problem NP-schwer).
Hier ist es uns in Zusammenarbeit mit Mi-
chael Jiinger (Universitit zu Koln) gelungen,
ein Verfahren zu entwickeln, das fiir Graphen
moderater Gréflenordnung mit hoher Wahi-
scheinlichkeit tatsdchlich einen grofiten plana-
ren Untergraphen bestimmt. Die Idee dieses
Verfahrens sei hier nur sehr kurz erliutert.
Zunichst wird der Menge aller planaren Unter-
graphen des gegebenen Graphen die Menge der
Ecken eines hochdimensionalen Polyeders zu-
geordnet. In mathematischer Feinarbeit wer-
den dann die strukturellen Eigenschaften die-
ses Polyeders untersucht. Die Kenntnisse iiber
die Struktur des Polyeders werden algorith-
misch in sogenannten Schnittebenentechniken
ausgenutzt.

So konnten wir nachweisen, dal die verbote-
nen Untergraphen in Kazimiersz Kuratowski’s
Arbeiten eine wesentliche Rolle in diesem Poly-
eder spielen. Aber auch die Euler’sche Formel
fiir planare Graphen findet sich in dem Poly-
eder wieder. Zugleich fanden wir einige For-
meln, die die Konzepte von Euler und Kura-
towski verallgemeinern.
Schnittebenenverfahren werden seit wenigen
Jahren, zum Teil sehr erfolgreich, in der Op-
timierung, so zum Beispiel fiir das Handlungs-
reisendenproblem, eingesetzt.

Mit unserem in Kooperation mit Stefan Thie-
nel und Michael Jinger (Universitdt zu Koln)
implementierten Verfahren gelang es uns, die
grofiten planaren Untergraphen von vielen in
der Literatur vorgegebenen Instanzen zum er-
sten Mal zu bestimmen.
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Topologische Einbettung. Um den erhal-
tenen planaren Graphen nun auch iiberkreu-
zungsfrei zeichnen zu kénnen, mufl zunichst
eine topologische Einbettung erstellt werden.
Eine topologische Einbettung ist eine Liste al-
ler Knoten zusammen mit einer geordneten Li-
ste der Nachbarknoten per Knoten, so dafl eine
ebene (kreuzungsfreie) Darstellung des Gra-
phen mit genau dieser Ordnung existiert.

Das Problem, eine topologische Einbettung ei-
nes planaren Graphen zu erstellen, ist verhalt-
nismifBig leicht. In der Literatur werden im
wesentlichen zwei verschiedene Verfahren ge-
nannt, deren Laufzeit proportional zur Anzahl
der Knoten, also in schnellstméglicher Zeit,
ist. Einer davon, derjenige, der auf dem Pla-
naritidtstest von Hopcroft und Tarjan beruht,
wird jedoch nur ungeniigend skizziert. Da
die eigentliche Problematik sehr komplex und
nicht dargestellt ist, kommt es immer wieder
zu Milverstindnissen, die falsche Implementie-
rungen dieses Algorithmus nach sich ziehen. In
verschiedenen Arbeiten zeigen wir (Kurt Mehl-
horn und Petra Mutzel) die Problematik auf
und geben detaillierte Verfahren an, die eine
topologische Einbettung eines gegebenen pla-
naren Graphen mit Hilfe des Planarititstests
von Hopcroft und Tarjan zu berechnen.
Implementierungen beider Verfahren zeigen,
dafl wir nun zum Beispiel die topologische Ein-
bettung von Graphen mit 30000 Knoten und
64000 Kanten in weniger als 50 Sekunden auf
einem PC berechnen kénnen.
Augmentierung. Der durch Planarisierung
erhaltene Graph soll nun gezeichnet werden.
Viele Zeichenverfahren erfordern zweizusam-
menhidngende planare Graphen als Eingabe,
d.h. zwischen jedem Knotenpaar miissen min-
destens zwel knotendisjunkte Wege existieren.
Ist der urspriinglich gegebene, nicht-planare
Graph zweizusammenhdngend, dann koénnte
man anstatt der beschriebenen Planarisierung
versuchen, gleich einen grofiten zweizusam-
menhdngenden planaren Untergraphen zu be-
stimmen, der jedoch alle Knoten enthalten
sollte. Dieses Problem gehért zu den “schwe-
ren” Problemen (im Sinne der Komplexitits-
theorie). Selbst wenn der gegebene Graph
zweizusammenhingend ist, ist die Existenz ei-
nes spannenden zweizusammenhdngenden Un-
tergraphen nicht garantiert. Es bleibt die
Moglichkeit, neue Kanten zu dem gegebenen
Graphen hinzuzufiigen, so dafl der Graph zwei-
zusammenhingend wird. Wir sollten jedoch



beim Einfiigen der Kanten darauf achten, daf§
der resultierende Graph danach planar bleibt,
falls der Eingabegraph planar war.

Das Problem, die minimale Anzahl von Kan-
ten zu einem gegebenen planaren Graphen hin-
zuzufiigen, so daBl er planar bleibt und zwei-
zusammenhingend wird, heifit planare Aug-
mentierung. Auch fiir dieses Problem wird es
mit hoher Wahrscheinlichkeit keinen effizien-
ten Algorithmus geben, d.h. im komplexitats-
theoretischen Sinne ist es NP-schwer. Bisher
ist noch keines der in der Literatur angegebe-
nen Probleminstanzen beweisbar zur Optima-
litdt geldst worden. Der Erfolg der Schnittebe-
nentechniken fiir das Problem, einen gréften
planaren Untergraphen zu bestimmen, gibt je-
doch Anlal zur Hoffnung, dafl es auch fiir die-
ses Problem gelingen kénnte, Probleminstan-
zen moderater Groflenordnungen bereits in na-
her Zukunft 16sen zu kénnen.

Statt nun zuerst einen gegebenen nicht-plana-
ren Graphen zu planarisieren und diesen dann
zu augmentieren, ist es von Vorteil, beide
Schritte gleichzeitig durchzufithren. Gegeben
ein Graph, wir suchen nach einem planaren
zweizusammenhingenden Graphen, der dem
gegebenen so dhnlich wie moglich ist, d.h. es
darf eine minimale Anzahl von Kanten entwe-
der entfernt oder neue Kanten hinzugefiigt wer-
den. Dieses neue Problem, das wir (Michael
Jiinger und Petra Mutzel) auf der “Graph Dra-
wing’94” | der jihrlichen internationalen Kon-
ferenz iiber das Automatisierte Zeichnen von
Graphen, vorschlugen, stieff dort auf reges In-
teresse.

Diese drei Probleme, das planare Augmen-
tierungsproblem, das zweizusammenhingende,
grofite planare Untergraphenproblem und das
neu eingefiihrte Ahnlichkeitsproblem, kénnen
ein und demselben Polyeder zugeordnet wer-
den. Strukturelle Untersuchungen dieses Po-
lyeders fithren also automatisch zu einer Ver-
besserung der Losbarkeit aller drei Probleme.
Erste theoretische sowie praktische Ergebnisse
liegen bereits vor.

Nach erfolgter planarer Augmentierung kann
der neue, planare und zweizusammenhingende
Graph gezeichnet werden, wobei die hinzu-
gefiigten Kanten in der Zeichnung unterdriickt
werden.

Kreuzungsminimierung. Die zunichst ent-
fernten Kanten sollen nun wieder in die Zeich-
nung bzw. in die topologische Einbettung ein-
gefiigt werden, so daBl die Anzahl der sich
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kreuzenden Linien minimiert wird. Wir be-
zeichnen dieses Problem als “eingeschrinktes”
Kreuzungsminimierungsproblem, da die Ein-
bettung eines Teils der Kanten bereits fest-
gelegt ist. Das uneingeschrinkte Kreuzungs-
minimierungsproblem ist eines derjenigen gra-
phentheoretischen Probleme, iiber die sehr viel
publiziert wird, deren Ergebnisse jedoch noch
sehr gering sind. Bisher ist es nur fiir sehr
spezielle Graphklassen gelungen, die minimale
Anzahl der Kreuzungen von Kanten zu bestim-
men. Selbst fiir einfache Graphklassen, wie
zum Beispiel fiir vollstindige Graphen ist nur
eine Vermutung bekannt. Der Beweis dieser
Vermutung steht schon seit iiber 30 Jahren aus.
Wir hoffen, mit Schnittebenenverfahren zu-
mindest fiir spezielle Graphenklassen auch hier
etwas beitragen zu konnen, befinden uns je-
doch gerade noch in den Anfingen unserer
Forschung. Fiir das kreuzungsminimale Wie-
dereinfiigen der zunichst entfernten Kanten
miissen wir uns bisher mit Ndherungsverfahren
begniigen.

Abb. 6: Das mit der beschriebenen Methode (noch
halbautomatisch) gezeichnete chemische Reaktionsdia-

gramm von Abbildung 1.

Die einzelnen Schritte dieser Methode sind bis-
her nur zum Teil implementiert. Abbildung 6
zeigt, wie das in Abbildung 1 gezeigte chemi-
sche Reaktionsdiagramm nach den beschriebe-
nen Schritten aussehen kénnte (Mutzel).



