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Begriffe

Mikrostruktur: Gesamtheit aller Gitterfehler, die sich nicht im 
thermodynamischen Gleichgewicht befinden (Haasen)

Pfad: Prozeßgeschichte; meßbar nicht durch Prozeßparameter, sondern
durch mikrostrukturelle Zustandsparameter (i.d.R. keine Analogie zu
thermodynamischen Zustandsgrößen, Vorsicht bei Differentiation)

Textur: Volumengewichtete Gesamtheit aller Kristallorientierungen in 

einer Probe

Materialeigenschaften: Makroskopische Reaktionen einer Probe auf 
makroskopische Anregungen

Konstitutive Gesetze: Quantitativ gefaßte Relationen zwischen 
makroskopischen Anregungen und makroskopischen Reaktionen 
(Feldgrößen, z.B. Hooke, evtl. auf Basis der Mikrostruktur)

Konstitution: Thermodynamik der Phasen

Isotropie: Richtungsunabhängigkeit (Tropos (gr.): Richtung)

Anisotropie: Richtungsabhängigkeit (Morphologie, Toplogie, Textur, etc.)

Fließort: Gesamtheit aller Spannungszustände, bei denen plastisches (zusätz-
lich zu elastischem) Fließen auftritt
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Eigenwerte, Eigenvektoren
Raabe, ac_transformation_spannung_1
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Grundgleichungen
Raabe, ac_grundgleichungen_1

Unbekannte:
6 Elemente des lokalen Spannungstensors

     
bei Plastizität i.d.R. reduzierbar aufgrund Unabhängigkeit von 

Anmerkung: bei Plastizität auch immer Elastizität (!),  Einfluß auf Spin 
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3 Elemente des lokalen Verzerrungsratenvektors
    

Materialkonstanten im konstitutiven Gesetz (elastisch,  plastisch)

Pfadabhängige Evolution der Textur (Kristallkinematik)

Materialkonstanten im Gesetz für die Evolution der Mikrostruktur
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Grundgleichungen:
3 Bedingungen für lokales Kräftegleichgewicht

0     
Plastizität: Fließbedingung (v. Mises,  Hill,  Kristallfließort,  etc.)

Konstitutive Gesetze: Relationen zwischen Verzerrung und Spannung 
   (Hooke,  Fließregel,  Fließgesetz)
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Deviator, Gleichgewicht
Raabe, ac_deviator_1
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Leistungsdichte und Fließort
Raabe, ac_energie_1
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Kristallkinematik
Raabe, ac_kinematik_1

Verschiebungsvektor (Inkrement): d
Geschwindigkeitsvektor: v =

Verschiebungsgradiententensor (Inkrement): d =

Geschwindigkeitsgradiententensor: v = =

(Geschwindigkeitsgradienten-,Verschiebungsratengradienten-,oder
Verzerrungsraten - tensor)

Geschwindigkeitsgradiententensor (Kristallkoordinaten): v

für ein Gleitsystem : v = =

Verschiebungsgradiententensor (Inkrement) (Kristallkoordinaten): d

für ein Gleitsystem : d = d =
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Kristallkinematik
Raabe, ac_kinematik_1
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Mittelwertbildung:    = d     = d
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Beispiele, Anisotropie
Raabe, ac_beispiele_2
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Beispiele, Anisotropie
Raabe, ac_beispiele_1
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Einkristallfließort
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Tensorschreibweise
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Einkristall-Fließort, krz, (001)[100]
Raabe, ac_1k_fliessort_rechnung_1

/τkrit

/τ
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it
/τ

kr
it

krz, kfz,
Schnitt

krz, 24 Systeme,
Schnitt

/τkrit

/τ
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it

/τkrit

krz, 48 Systeme,
Schnitt
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Einkristallfließort

• plastische Spannungen existieren nur auf der Oberfläche des Fließortes

• Der Fließort repräsentiert alle möglichen plastischen Spannungszustände

• diskrete Formulierung, keine geschlossene analytische Form (Näherung?)

• Satz von Hyperebenen-Gleichungen (Matrixnotation)

• konvex (Bishop-Hill)

• 5-D oder 6-D  (D=„Dimension“=Anzahl unabhängiger Komponenten)

• von Mises Kriterium (Freiheitsgrade)

• unterscheide Projektion von Schnitt

• Fließort geschlossen? Bruchspannung, physikalische Asymmetrie

• Kristallgitterfehlerkinematik (aij), Gitterfehlerkinetik (τkrit)

• Form und Größe

• plastisch Anisotrop (Abweichung zu von Mises Fließort)

• Reduzierung der Anisotropie durch höhere Anzahl von Gleitsystemgruppen

• Symmetrie des Fließortes evtl. geringer als die des Kristalls (τkrit ±, Vers.kern)

• Existenz von Hyperebenen-Konusbereichen

• Fester Satz von Konuskonfigurationen (Bishop-Hill)

• Innere Einhüllende (Dext kann zufällig senkrecht zu einer Hyperebenen sein)

• Taylor-Bishop-Hill: Dext häufig in Konus, Dext selten senkrecht auf Facette

• Sachs: σext endet häufig auf Facettenebene, σext zeigt selten in Konus

• Wie findet man die richtige Zusammensetzung von Dint=f(n,b,γ) im Konus?

• Evolution von Form und Größe des Fließortes anisotrop

Anmerkungen zum Einkristallfließort

Raabe, ac_einkristallfliessort_2
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Matrixnotation
Raabe, ac_sym_2

• σ, D und ε sind symmetrische Tensoren zweiter Ordnung

• 6 unabhängige Komponenten

• Einführung orthogonaler normierter Basistensoren p

• Basistensoren nicht grundsätzlich Eigentensoren von Tensoren vierter Ordnung

• umschreiben als 1x6 Matrix (Pseudo-Vektor, kein Tensor erster Ordnung)

• Voigt, Westergaard, Tresca, Mises, Canova; Kocks

• elastische Konstanten sind dann 6x6 Matrizen

• für Plastizität reduzierbar auf 5 unabhängige Deviatorkomponenten

• Transformationsregeln gelten für Tensoren, nicht für Pseudo-Vektor

• Winkelbestimmung

• Spannung und Dehnrate in Matrixform sind konjugiert (Leistungsdichte)

Anmerkungen zur „Vektor“- bzw. Matrixnotation
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Polykristallfließort
Raabe, ac_polykristall_fliessort_3
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Taylor Theorie, Bishop-Hill Theorie
Raabe, ac_taylor_bishop_hill_1
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Spannungs/Dehnratenraum
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Dehnrate: Trennung von Betrag  und Richtung  
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Kristallfließort
Raabe, ac_fliessort_dualität_1

Schmid - Gesetz
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Bishop - Hill - Gesetz
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Einkristallfließort
Raabe, ac_fliessort_details_2
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Einkristallfließort
Raabe, ac_fliessort_details_1
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Fließorte in 3D Darstellung
Raabe, ac_3d_fliessorte_2

{ } { }( )
Schnitt durch einen krz / kfz Fließort 

110  111  (krz) bzw. 111  110  (kfz)  Gleitung
für einen Spannungstensor der Art (Annahme)
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Fließorte in 3D Darstellung
Raabe, ac_3d_fliessorte_1

{ } { }( )
Schnitt durch einen kfz / krz Fließort 

110  111  oder 111  110  Gleitung  
für einen Spannungstensor der Art
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Polykristallfließort
Raabe, ac_polykristall_fliessort_2
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Polykristallfließort
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Mehrfachgleitung, Konus - (Eck-, Vertex-) Fall
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Raabe, ac_polykristall_fliessort_1

Beispiel: Dehnratenvorgabe D0,ext(a)
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Isotroper Kontinuums-Fließort
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von Mises Fließortfunktion

Raabe, ac_isotrop_1
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Von Mises Fließort

• plastisch isotrop

• analytisch-empirische Hypothese zur Berechnung einer Vergleichsspannung

• Reduzierung eines Tensors auf einen Skalar 

• Funktion nur des Betrages der Eigenwerte (Hauptnormalspannungen)

• Unabhängig von den Eigenvektoren (Richtungen der Eigenwerte)

• plastische Spannungen existieren nur auf der Oberfläche des Fließortes

• kleinere Spannungen beanspruchen Material nur elastisch

• größere Spannungen existieren nicht im Material (Fließort muß „mitwachsen“)

• unabhängig vom hydrostatischen Spannungsanteil

• kf aus 1-achsigem Versuch

• Potential- (Energie-) funktion

• geschlossen

• konvex

• spezielle Form allgemeinerer Klasse von Fließortfunktionen

• Symmetrie des Fließortes entspricht Tensorsymmetrie

• 3-D (D=„Dimension“=Anzahl unabhängiger Komponenten)

• kein Hyperebenen Konus

• Funktion entspricht Fließort (keine Einhüllende)

• Evolution von Form und Größe des Fließortes isotrop

Anmerkungen zum von Mises Fließort

Raabe, ac_isotrop_2
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Anisotroper Kontinuums-Fließort

Hill Fließortfunktion

Raabe, ac_anisotrop_1
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Anisotroper Kontinuums-Fließort

Hill Fließortfunktion

Raabe, ac_anisotrop_1
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von Mises Hill
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Anisotroper Fließort

• analytisch-empirische Hypothese zur Berechnung einer Vergleichsspannung

• plastisch anisotrop 

• Reduzierung eines Tensors auf einen richtungsabhängigen Skalar

• bei Anisotropie eine Funktion aller Spannungs- (bzw. Deviator-)komponenten

• plastische Spannungen existieren nur auf der Oberfläche des Fließortes

• kleinere Spannungen beanspruchen Material nur elastisch

• größere Spannungen existieren nicht im Material (Fließort muß „mitwachsen“)

• unabhängig vom hydrostatischen Spannungsanteil

• kf aus 1-achsigem Versuch allerdings in verschiedenen Richtungen

• Potential- (Energie-) funktion

• geschlossen

• konvex

• spezielle Form allgemeinerer Klasse von Fließortfunktionen

• Asymmetrie Hill-Fließort: Probenkoordinatensystem, Mikrostruktursymmetrie

• 5-D oder 6-D (D=„Dimension“=Anzahl unabhängiger Komponenten)*

• keine Hyperebenen-Konusbereiche (keine Facetten)

• Funktion entspricht Fließort (keine Einhüllende)

• Evolution von Form und Größe des Fließortes möglicherweise anisotrop

Anmerkungen zum Hill‘schen Fließort

Raabe, ac_anisotrop_2

*Anm.: nur 3 Traktionen bzw. Eigenwerte (!), aber es müssen zusätzlich 
die 3 Eigenvektoren berücksichtigt werden; bei anisotroper Plasti-
zität ist das Materialverhalten von der Höhe und Richtung der 
Beanspruchung abhängig. 
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Anisotroper Kontinuums-Fließort

Anisotrope Fließortfunktionen nach Barlat, Karafillis, Boyce
auf der Basis der isotropen Fließortfunktion nach Hershey und Hosford

Raabe, ac_barlat_1
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L: linearer Transformationsoperator
σ: Spanungstensor
s:  Materialabhängiger Anisotropietensor
p:  Anisotropie-Transformationsmatrix
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Überlagerung von Spannungen
Raabe, ac_innere_Spannung_1
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Vergleich, Textur
Raabe, ac_textur_vergleich
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Verfestigung in Fließortdarstellung
Raabe, ac_verfestigung_1

Proportionale Verfestigung
Selbstähnliches Anwachsen des Fließortes,
proportionale Größenänderung des Fließortes,
nur eine Art von Gleitsystemen mit einer identischen
kritischen Schubspannung, gleiche Festigkeitszunahme
auf allen Systemen (nicht isotrop, da dτ~τ)

Verfestigung unter Erhaltung der Fließortform

Kinematische Verfestigung
Translation des Fließortes ohne Gestaltänderung,
nur denkbar bei inneren Spannungen

Anisotrope Verfestigung
Nicht-selbstähnliches Anwachsen des Fließortes,
unproportionale Größenänderung des Fließortes,
die latenten Systeme verfestigen stärker, als die 
aktiven System

Verfestigung durch mechanisch bedingte Änderung der Fließortform

Isotrope Verfestigung
Nicht-selbstähnliches Anwachsen des Fließortes,
unproportionale aber isotrope Größenänderung des 
Fließortes, die Festigkeitszunahme auf den unter-
schiedlichen Ssytemen ist unabhängig von der 
Anfangsfestigkeit


