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ABSTRACT

Eine der effizientesten Methoden in der quantitativen psy-
chologischen Forschung ist die Analyse sequentiell erhobener
univariater beziehungsweise multivariater Daten mittels zeit-
reihenanalytischer Techniken. Zur Beschreibung der Dynamik
multivariat erhobener Daten eignet sich hier insbesondere
das aus der Systemanalyse bekannte Zustandsraununodell, in
dem die Entwicklung eines Vektors latenter Variablen über
die Zeit sowie dessen Zusammenhang mit einem Satz von Obser-
vablen unter Berücksichtigung stochastischer Störeinflüsse
formal erfaßt wird.

Im ersten Teil der Arbeit wird das Kaiman Filter als dyna-
misches Schätzverfahren für den Vektor der latenten Varia-
blen sehr ausführlich nach der Methode der minimalen Varianz
abgeleitet, so daß Grenzen und Leistungsfähigkeit dieses Ver-
fahrens deutlich werden. Bei der Ableitung werden zeitabhän-
gige Modellparametermatrizen zugelassen, jedoch werden diese
als bekannt vorausgesetzt beziehungsweise müssen gegebenen-
falls in einem vorgeschalteten Identifikationsschritt be-
stimmt werden.

An einem kleinen Beispiel mit synthetischen Daten wird der
Einfluß von Annahmen über die Kovarianzmatrizen der Stör-
größen und über Anfangswerte auf den Verlauf der Schätzwerte
diskutiert. Als Gütekriterium für die Schätzung kann in jedem
Schritt des rekursiv arbeitenden Verfahrens die Schätzfehler-
varianz berechnet werden. Als weitere wesentliche Einfluß-
größe wird anschließend die Wahl der Abstände der Beobach-
tungszeitpunkte diskutiert.

Die Anwendung des Kaiman Filters war in der sozialwissen-
schaftlichen Literatur bisher auf psychophysiologische und
psychophysikalische Daten beschränkt.

Es wird hier im zweiten Teil der Arbeit eine substanzwissen-
schaftliche Anwendung auf Interaktionsdaten vorgestellt, die
auf der Kodierung von Videoaufnahmen basieren. Das Beispiel
wurde so gewählt, daß eine zusätzliche Identifikation von
Modellparametermatrizen entfällt, da andernfalls die Effekte
von Parameteridentifikation und rekursiver Schätzung der
latenten Variablen nicht mehr getrennt werden können.

Da entwicklungspsychologische Abläufe insbesondere unter dem
Einfluß stochastischer Beiträge als irreversible Prozesse zu
verstehen sind, ergibt sich methodisch die Notwendigkeit für
nichtlineare Modellansätze und Schätzalgorithmen, die über
den linearen Ansatz des Kaiman Filters hinausgehen. Es wird
daher am Ende der Arbeit ein Ausblick auf nichtlineare Model-
le gegeben und ein kleines, psychologisches Anwendungsbei-
spiel mit stationärer Lösung angegeben.

Key words: Zustandsraumbeschreibung, Kaiman Filter, Inter-
aktionsanalyse , nichtlineare Modelle
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i. Einleitung

"Die Persönlichkeit ist weniger ein abgeschlossenes Pro-

dukt als ein fortschreitender Prozeß. Sie besitzt zwar

einige stabile Züge, ist aber fortlaufenden Änderungen

unterworfen ... Idiomatische Struktur wird weitgehend

vernachlässigt, indem man nach allgemein gültigen

Gesetzmäßigkeiten sucht." (ALLPORT 1958, S. 27 ff.;

zitiert nach PETERMANN & HEHL (1979, S. 2)).

Diese von ALLPORT bereits 1958 getroffene Feststellung

behält ihre Aktualität auch in bezug auf die jüngsten

Aufgabenbestimmungen der Entwicklungspsychologie. Hier

ist bei der Beschreibung und Erklärung ontogenetischer

Verhaltensänderungen eine der Hauptaufgaben die Untersu-

chung intraindividueller Variabilität.

BALTES, REESE & NESSELROADE (1977) fassen daher die Ziel-

setzung moderner Entwicklungspsychologie folgendermaßen:

"Entwicklungspsychologie befaßt sich mit der Beschreibung,

Erklärung und Modifikation intraindividueller Veränderun-

gen im Verhalten über den Lebenslauf hin und mit den

interindividuellen Differenzen in der intraindividuellen

Veränderung."

Hiermit ist in der Entwicklungspsychologie ein Kompromiß

im Idiographiestreit geschaffen, indem individuumzen-

trierte Forschung als Antezedenz allgemeinerer entwick-

lungspsychologischer Aussagen fungiert.

Richtungsweisend für eine quantitative Einzelfallanalyse

sind die Arbeiten von CATTELL (1943, 1946 und 1951), in

denen die faktorenanalytische O-Technik und P-Technik

in Anlehnung an die statistischen Methoden begründet

wird, die zur Aufbereitung interindividueller Beobach-

tungsdaten verwendet werden. Insbesondere kommt die

P-Technik zeitreihenanalytischen Methoden sehr nahe, da
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hier zu verschiedenen Zeitpunkten an einer Testperson

beziehungsweise Stichprobe/Population erhobene Daten mit-

einander korreliert werden und die Koeffizienten der resul-

tierenden Korrelationsmatrix über die Ähnlichkeit einzel-

ner Testleistungen in Abhängigkeit vom Zeitpunkt ihrer

Erhebung informieren.

Dies gestattet Verlaufsanalysen, zum Beispiel den Nach-

weis, daß' sich die faktorielle Struktur.von Testleistungen

bei wiederholter Durchführung ändert, was möglicherweise

Ausdruck entwicklungspsychologischer Wandlungen ist.

Bei einer solchen, rein korrelationsstatistischen Vorge-

hensweise ergeben sich jedoch zwei grundsätzliche Pro-

bleme (vgl. HUBER 1973, S. 23): das Problem der Schein-

korrelation und das der Meßwiederholung.

Den Einfluß von Scheinkorrelationen auf die Interpretier-

barkeit von Ergebnissen einer Korrelationsanalyse zeigt

ein Beispiel aus der soziologischen Forschung (zitiert

nach SCHLITTGEN & STREITBERG 1984, S. 445),

Bei einer Untersuchung in schwedischen Landkreisen wurden

die Kindergeburten pro 1 .000 gebärfähiger Frauen und die

Anzahl der jährlich beobachteten Störche aufgezeichnet.

Es zeigte sich, daß sowohl die Kindergeburten als auch

die Anzahl der Störche im Laufe der Jahre rückläufig waren

bei gleichzeitig konstant hoher Korrelation zwischen den

beiden beobachteten Größen. Tatsächlich ist die gefun-

dene hohe Korrelation auf den Einfluß der Verstädterung

zurückzuführen, die sowohl die Geburtenrate als auch

die Zahl der Störche reduziert.

An diesem Beispiel wird deutlich, daß neben den Beobach-

tungen, die das eigentliche Untersuchungsobjekt betreffen,

auch externe Einflüsse bei der methodischen Behandlung

von Entwicklungsverläufen berücksichtigt werden müssen.



- 3 -

Im Rahmen moderner Methoden zur dimensionalen Struktu-

rierung von Kovarianzmatrizen bei Längsschnittstudien,

wie sie zum Beispiel durch lineare Strukturmodelle gege-

ben sind (JÖRESKOG 1979), können solche externen Einflüsse

systematisch in multivariater Form berücksichtigt werden.

In bezug auf methodische Einzelfallanalysen bedeutet dies,

daß nur solche psychologischen Verfahren in Betracht

kommen, die es gestatten, Personen-Bedingungen-Kombina-

tionen zu analysieren, was über das Niveau reiner Korre-

lationstechniken hinausgeht und einen - wenn auch sehr

allgemein gehaltenen - psychologischen Modellansatz vor-

aussetzt.

Das zweite oben angesprochene Problem, das der Meßwie-

derholung, besteht darin, daß einerseits aus zeitlich auf-

einanderfolgenden Beobachtungen Rückschlüsse auf das

beobachtete Objekt gezogen werden sollen, andererseits

aber die Einzelbeobachtungen als zufallskritisch zu be-

handeln sind.

Die in der klassischen Testtheorie übliche Strukturierung

(GULLIKSEN 1950) von Beobachtungswerten in "wahren Wert"

und "Meßfehler" muß im Falle der längsschnittlichen Ein-

zelfallanalyse über die Beobachtungsintervalle als Analy-

seeinheit differenziert vorgenommen werden. Ausgehend von

den Grundannahmen der klassischen Testtheorie in der

Fassung von LORD & NOVICK (1968) schreibt TACK (1979,

S. 55) in einem Aufsatz zur maßtheoretischen Begründung

psychometrischer Verfahren in der Einzelfallanalyse:

"Einer der wohl wichtigsten Grundgedanken dieses Ansatzes

ist, daß nicht mehr von 'wahren Werten1 und 'Meßfehlern1

schlechthin die Rede ist, sondern, daß diese jeweils für

bestimmte Analyseeinheiten definiert werden ... Entspre^-

chend ist auch immer dann, wenn man von 'Meßfehlern' oder

daraus abgeleiteten Konzepten (wie etwa Reliabilität,

Schätzfehler usw.) redet, genau zu spezifizieren, auf

welche Art von Analyseeinheiten man sich dabei bezieht."
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Einer der bekanntesten und ältesten Ansätze in der Zeit-

reihenanalyse , in dem versucht wird, dieser Forderung ge-

recht zu werden, ist die Theorie des optimalen Filters von

WIENER (1949), die in die mathematische Psychologie in

Form der Transfermodelle Eingang gefunden hat (REVENSTORF

1979; NORMAN 1981; GREGSON 1983; MÖBUS & NAGL 1983).

Hier werden die Meßfehler in Abhängigkeit vom Beobachtungs-

zeitpunkt und der Beobachtungsdauer berücksichtigt und me-

thodisch so behandelt, daß ihr Einfluß auf die aktuelle

Schätzung des "wahren Wertes" minimiert wird; in neueren

Anwendungen der Wienerschen Filtertheorie zur Meßwert-

prognose (DRÖSLER 1978) wird der Prognosefehler in Abhän-

gigkeit vom Prognoseintervall spezifiziert,

Zusätzlich zu den Meßfehlern muß jedoch bei der mathema-

tischen Modellbildung zur Simulation von Verlaufsdaten ein

Prozeßfehler spezifiziert werden, der zufällige Variatio-

nen in den für das Modell charakteristischen Größen zu-

läßt.

Solche Prozeßfehler werden in Transfermodellen im allge-

meinen nicht explizit berücksichtigt, hier wird lediglich

ein "Güterkriterium11 für die ermittelte Transferfunktion

in Form der Kohärenzfunktion angegeben (vgl- zum Beispiel

GOTTMAN 1979a).

Der Aspekt der Feklanpassung eines Modells findet jedoch

Berücksichtigung in linearen Strukturmodellen, die in die

Gleichungen für die latenten Variablen, die die zugrunde-

liegende Quelle für die Variation und Kovariation der

Beobachtungswerte bilden, stochastische Beiträge explizit

einbeziehen (JÖRGESKOG & SÖRBOM 1977). Zur Schätzung der

latenten Variablen und gleichzeitigen Identifikation der

Modellparameter wurde von JÖRESKOG & SÖRBOM (1978) das

Schätzverfahren LISREL entwickelt, das auch für Längs-
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schnittstudien unter Berücksichtigung aller stochastischen

Beiträge eingesetzt wird.

Obwohl mit diesem Verfahren systematisch ein optimaler

Schätzwert für die latenten Variablen im Sinne eines

Maximum-Likelihood-Kriteriums für eine bestimmte Anzahl

von Beobachtungszeitpunkten bestimmt wirdf fehlt dem LISREL-

Algorithmus bei Anwendung auf Längsschnittdaten der prozes-

suale Charakter. Dies bedeutet, daß bei der Schätzung der

latenten Variablen die Beobachtungen zu verschiedenen

Zeitpunkten in den Gleichungen als gleichberechtigt behan-

delt werden, während der Simulationsfehler, der sich gegen-

über den neu erhobenen Daten aus der Schätzung der laten-

ten Variablen ergibt, nicht zur Schätzwertverbesserung her-

angezogen wird.

Dynamische Schätzverfahren, die diese Methode zur Schätz-

wertverbesserung berücksichtigen, wurden auf dem Gebiet

der Systemanalyse entwickelt. Die Basis für diese Verfahren

bildet die Zustandsraumbeschreibung linearer Systeme, die

in ihrer Form den linearen Strukturmodellen sehr ähnlich

sind (vgl. zum Beispiel ZADEH & DESOER 1963).

Zustandsraumbeschreibungen gehen davon aus, daß die zeit-

liche Veränderung der beobachtbaren Eigenschaften des be-

trachteten Systems auf die Variation eines prinzipiell

nicht direkt beobachtbaren Zustandsvektors zurückgeführt

werden kann. Zur dynamischen Schätzung des Zustandsvektors

wurde von KALMAN (1960) und KALMAN & BÜCY (1961) ein re-

kursiver Algorithmus abgeleitet, der für jede neu erhobene

Messung den Systemzustand unter Ausnutzung der Schätzfehr-

ler aus vorangegangenen Messungen optimal im Sinne der

minimalen Fehlervarianz bestimmt.

Dieser Algorithmus hat in der Systemtheorie weite Ver-

breitung gefunden und wurde bereits zur Auswertung

physiologischer Datenverläufe angewendet (HEATH 1984).
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Die methodischen Grundlagen zur Anwendung rekursiver

Algorithmen auf psychologische Längsschnittdaten wurden

im Rahmen des Modellvorhabens zur postgradualen Förderung

in Entwicklungspsychologie erarbeitet (TÖLKE 1984a). Die

enge methodische Verwandtschaft der hierbei untersuchten

systemtheoretischen Modellgleichungen mit linearen

Strukturgleichungsansätzen legt eine Interpretation

längsschnüttlich erhobener Daten als das Ergebnis eines

zugrundeliegenden psychologischen Prozesses nahe (TÖLKE

1984b; 1984c und 1985c; OUD & VAN DEN BERCKEN 1984),

Ziel der vorliegenden Arbeit ist es, aufbauend auf den

in der Systemtheorie entwickelten Methoden einen

dynamischen Schätzalgorithmus für latente Variablen in

linearen Strukturmodellen abzuleiten, der den oben ge-

nannten Anforderungen an eine mathematisch-statistische

Methode zur längsschnittlichen Einzelfallanalyse gerecht

wird (siehe auch TÖLKE, 1985'd). Besonders berücksichtigt

werden soll hierbei der Entwicklungsaspekt der Daten-

folgen, das heißt vorangegangene Schätzfehler und jeweils

aktuell erhobene Datensätze sollen zur Verbesserung des

Schätzwertes für die latente Struktur zum aktuellen

Beobachtungszeitpunkt herangezogen werden.

Zu diesem Zweck werden in Kapitel II zunächst die metho-

dischen Voraussetzungen diskutiert und anschließend die

einzelnen Schritte zur Berechnung der optimalen Schätz-

werte für die latenten Variablen abgeleitet. Schließlich

wird das Schätzverfahren an einem einfachen Beispiel mit

synthetischen Daten demonstriert.

In Kapitel III werden Möglichkeiten zur Identifikation der

Modellparameter in linearen Strukturmodellen im Rahmen

von LISREL sowie von Transferansätzen diskutiertf

Der Satz von Interaktionsdaten, auf den der rekursive

Schätzalgorithmus in Kapitel IV angewendet wird, wurde
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einer Arbeit von GOTTMAN (1979b) entnommen, die sich

wiederum auf eine Untersuchung von GOTTMAN, HARKMAN &

NOTARIUS (1977) bezieht.

Zum Schluß soll schließlich nochmals auf die Debatte zur

idiographisehen versus nomothetischen Psychologie einge-

gangen werden. HUBER (1973, S. 19) schlägt in Anlehnung an

ALLPORT (1962) vor, diese Begriffe durch "morphogenetisch"

beziehungsweise "dimensional" zu ersetzen, was in bezug

auf die Art der mathematischen Modellbildung einen bemer-

kenswerten Akzent setzt. Während lineare Strukturmodelle

eindeutig als dimensional zu klassifizieren sind, impli-

ziert "morphogenetische Modellbildung", daß qualitativ

neue Strukturen im psychologischen Prozeßablauf beschreib-

bar sein müssen. In dem noch jungen Forschungsgebiet der

Synergetik (HAKEN 1983a und b) wird aufgezeigt, wie durch

den Einsatz nichtlinearer Modelle morphogenetisch neue

Strukturen mathematisch beschrieben werden können.

In Kapitel V wird ein kurzer Ausblick gegeben, wie der

dynamische Schätzalgorithmus aus Kapitel II auf nicht-

lineare Systeme übertragen werden kann.

Wie die Formation von Verhaltensstrukturen innerhalb einer

sozialen Gruppe durch nichtlineare Modellbildung beschrie-

ben werden kann, wird auf der Basis experimenteller Un-

tersuchungen von BALTES u.a. (1983) zum Verhalten von

Pflegepersonal in Altenheimen demonstriert.
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II. Ableitung eines rekursiven Schätzalgorithmus

II.1 Systemtheoretische Ansätze zur Zeitreihenanalyse

in Zustandsraumdarstellung

Bei der systemanalytischen Beschreibung der Entwicklung

einer multivariaten Zeitreihe y(t) und ihrer Wechsel-

wirkung mit eijier zweiten multivariaten Zeitred.he u(t)

geht man von der Vorstellung aus f daß die Wechselwir-

kung oder im Falle nur einer betrachteten Zeitreihe der

"Motor" für die Entwicklung vollständig durch einen Satz

von Variablen beschrieben werden kann, der der direkten

Beobachtung nicht zugänglich ist.

Man geht also von folgender Betrachtung aus:

u2(t)

up(t)

Wechselwirkungs-

prozeß

(t) , . . . f

(t)

Die eigentliche Wechselwirkung wird also durch den

n-diraensionalen Zustandsvektor x(t) gekennzeichnet,

der in noch zu definierender Weise mit den m- bzw.

p-dimensionalen meßbaren Größen %(t) und u(t) zusammen-

hängt.

Für Systeme erster Ordnung (das heißt es treten nur ein-

fache Ableitungen im Modell auf) setzt man diesen Zusam-

menhang mathematisch folgendermaßen an:
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x±(t) = fjL(x1 (t)/#..#xn(t);u1 (t) ,....#u (t) ;t) ;i = 1,...,

Yj(t) = g • (x1 (t) , /xn(.t) ;u1 (t) r . . . Fu (t) ;t) ; j = 1 , . . . ,

(II.1.1)

Ein für die Praxis wichtiger, weil methodisch handhab-

barer Spezialfall ist, daß f_ und cj lineare Funktionen

sind. Dann lauten die Zustandsgieichungen:

x(t) = A Ct) x(t) + B(t) u.(t) (II.1.2a)

= C(t) x(t) + D(t) u(t) (II. 1.2b)

m

A, B, C und D sind hierbei Matrizen; das System heißt

zeitinvariant, wenn diese Matrizen nicht von der Zeit

abhängen. Zumeist wirkt u(t) nicht direkt, sondern nur

indirekt über den Zustandsvektor ein und umgekehrt, das

heißt es, wird im allgemeinen D(t) = 0 gesetzt. Die Matri-

zen B und C definieren den Zusammenhang der beobachte-

ten Zeitreihen u.(t) und y_(t) mit dem zu untersuchenden

Zustandsvektor, während A die Dynamik des Systems be-

schreibt.

Auf Probleme und Methoden zur Identifikation dieser, das

Modell festlegenden Matrizen wird in Kapitel III einge-

gangen.

In diesem Kapitel wird davon ausgegangen, daß diese Para-

metermatrizen vollständig bekannt seien.
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II.2 Ableitung des zeitdiskreten Modells

Bei der Beschreibung und Modellsimulation psychologischer

Vorgänge in ihrem zeitlichen Ablauf ist allgemein eine

zeitdiskrete Betrachtungsweise angebracht, da in einem

überwiegenden Anteil der Untersuchungen Daten nicht konti-

nuierlich erhoben werden können. Ziel dieses Abschnittes

ist es daher, das Differentialgleichungsmodell erster Ord-

nung (II.1.2) zu diskretisieren.

Da keine eindeutigen Diskretisierungsvorschriften für den

Differentialquotienten dx/dt vorliegen, soll hier die

Diskretisierung der Differentialgleichungen (II.1.2)

über die formale Lösung vorgenommen werden. Hierzu

wird die Differentialgleichung in der folgenden Form

aufgeschrieben:

(11,2.1)

Dies ist eine sogenannte inhomogene Differentialgleichung

mit der Inhomogenität B(t) u(t).

Ihr ist eine entsprechende homogene Differentialgleichung

zugeordnet:

-h ( t ) = 2 (II.2.2)

Die Lösungen der homogenen Differentialgleichung (II.2»2)

geben die Eigendynamik des betrachteten Prozesses an, das

heißt sie beschreiben, wie sich der Zustand des Systems

ohne äußere Einflüsse im Laufe der Zeit verändert.

Ist t der Anfangszeitpunkt der Beobachtung und xCt-J

der Systemzustand zu diesem Zeitpunkt, so kann der Zu-

standsvektor des Systems ohne äußere Einflüsse zur Zeit
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t rein formal durch Anwendung einer "Übergangsmatrix11

*(t,t0) auf den Anfangszustand gewonnen werden:

xh(t) = £(t#t0) x(tQ) (II.2.3)

wobei die eigentliche Dynamik des Prozesses, das heißt

die Art und Weise, in der sich x(tn) :

in der Matrix $ zusammengefaßt wurde.

die Art und Weise, in der sich x(tn) zu x(t) entwickelt,

Die Einwirkungen B(t) u(t) der externen Einflüsse u(t)

auf den Zustandsvektor unterliegen ebenfalls der

Eigendynamik des Systems. Es läßt sich zeigen, daß

eine spezielle Lösung x von (II.2.1) durch fortlaufende

Anwendung der entsprechenden Übergangsmatrizen, beginnend

mit dem Zeitpunkt t , auf den Beitrag der externen Ein-

flüsse zum Zustandsvektor zum jeweiligen Zeitpunkt tf > t

konstruiert werden kann:

t
x (t) = / $(t,t!) B(t') u(tf) dt1 (II.2.4)

t ~

Diese Lösung beschreibt die durch externe Einflüsse u(t)

"erzwungene" Veränderung des Systemzustandes.

Wie aus der Theorie der gewöhnlichen Differentialglei-

chungen (zum Beispiel ERWE 1961; KAMKE 1961) bekannt ist,

setzt sich die allgemeine Lösung der Zustandsdifferential-

gleichung (II.2.1) additiv aus der allgemeinen Lösung der

zugehörigen homogenen Gleichung (.11,2*2) und einer spe-

ziellen Lösung von (II.2.1) zusammen, das heißt die all-

gemeine Lösung der Zustandsdifferentialgleichung besteht

aus einem von außen erzwungenen Anteil und der eigenen,

freien Veränderung des Zustandsvektors:

t
x(t) = $(t,t^) x(tn) + / <Ht,t

f) B(t') u(t') dt1

(.11.2.5)
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Bemerkenswert ist, daß die beobachteten Daten ^(t) nicht

in die formale Lösung für den Zustandsvektor eingehen.

Sie können vielmehr durch die Lösung x(t) simuliert wer-

den :

C(t) £(t,t0) x(tQ) +

t
/ C(t) $(t,tf) B(tf) u(tf) dt1 + D(t) u(t)

(II. 2.6)

Die Lösung (II.2.5) der Zustandsdifferentialgleichung

hat rein formalen Charakter, da die Übergangs- beziehungs-

weise Transitionsmatrix £(t,t') zunächst nicht bekannt

ist. Im allgemeinen, zeitvariablen Fall kann für $> auch

kein geschlossener Ausdruck angegeben werden.

Im Fall eines zeitinvarianten, linearen Systems jedoch,

bei dem die Parametermatrizen A, B, C und D nicht mehr

zeitabhängig sind, gilt (ATHANS, DERTOUZOS, SPANN &

MASON 1974) :

jHt,t') =£(t-tf) =e ~ # ( t " t f ) (II.2.7)

wobei die Exponentialfunktion der Matrix A über die

Potenzreihendarstellung der Exponentialfunktion definiert

ist:

(At)1 t2

e£
r = £ — = 1 + At + A A — + ... (II.2.8)

i=0 i! 21

Für den Fall, daß A eine Diagonalmatrix ist, kann $_

sofort hingeschrieben werden:
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A =

O

O
n

->

0

* at
0 e n

Andernfalls läßt sich die Matrix A durch Ähnlichkeits-

transformation auf Diagonalgestalt bringen:

D = F~1 A F

wobei D eine Diagonalmatrix mit den reellen oder konju-

giert-komplexen Eigenwerten von A ist und F aus den Eigen-

vektoren von A zusammengesetzt ist.

Im weiteren soll kein expliziter Gebrauch von der Transi-

tionsmatrix gemacht werden, sie soll lediglich zur Ablei-

tung der diskretisierten Form des Simulationsmodells für

das Übertragungssystem herangezogen werden.

Es soll nun angenommen werden, daß sich die Werte der

externen Einflüsse u(t) nur zu den diskreten Zeitpunkten

t , t1, t2, ...f ändern, dazwischen aber konstante Werte

annehmen. Diese Zeitpunkte t , t-, t^, ..•/ zu denen auch

die Meßwerte erhoben werden, brauchen nicht äquidistant

zu sein, es soll lediglich t,+1 > t,, k = 0, 1, •••,

gelten. Die so modifizierten Werte für die äußeren Ein-

flüsse sollen mit u(t) bezeichnet werden und sind fol-

gendermaßen definiert:

û(t) = u(tk) für tk £ t < t k + 1 ; k = 0, 1, 2, ...

Ein Beispiel für eine solche Diskretisierung des kon-

tinuierlichen Verlaufes einer eindimensionalen Eingangs-

größe u(t) ist in Abbildung 2.1 dargestellt.
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u(t)

tk+1 tk+2

Abbildung 2.1: Diskretisierung des kontinuierlichen Ver-

laufs einer eindimensionalen Eingangsgröße

Bei der Auswahl der Beobachtungs-bzw. Meßzeitpunkte muß

jedoch darauf geachtet werden, daß zwischen den einzelnen

Zeitpunkten keine wesentlichen Änderungen im Kurvenver-

lauf "übersehen" werden. Es können hierfür keine allgemein

verbindlichen Regeln angegeben werden, sondern die Wahl

der Beobachtungszeitpunkte muß dem betrachteten Einzel-

fall angepaßt werden. Im Spezialfall der äquidistanten

Meßzeitpunkte kann als Kriterium für die Meßintervallänge

das Abtasttheorem von SHANNON (vgl. zum Beispiel GÖLDNER

1983) herangezogen werden.

Um zu den diskretisierten Gleichungen zu gelangen, wird

zunächst der Zustandsvektor x(t) gemäß Gleichung (II. 2.1.)

zu den diskreten Zeitpunkten to, t-, t-, •../ bestimmt.

Dazu ersetzt man in der formalen Lösung (II.2.5), die

für beliebige Zeitpunkte t und tQ mit t >_ t Q gilt, t Q

durch t, und t durch t, - :

-k+1
I(tk+1,t')B(f )u(f )df
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Da die Eingangsgrößen u(t) im Intervall zwischen zwei

Beobachtungszeitpunkten nun als konstant vorausgesetzt

werden, können sie aus dem Integral herausgezogen werden

tk

Mit der abkürzenden Schreibweise k statt t, und den

folgenden Definitionen:

A(k) := *(

B(k) := / l(tk+1,t
f) B(t') dt1

k = 0, 1 , 2,

erhält man schließlich die Vektordifferenzengleichung:

= A(k) x(k) + B(k) u(k) (II. 2.9a)

Da auch die Meßwerte y(t) nur zu den diskreten Zeitpunkten

t , t*, ty, ••• vorliegen, gilt auch hier gemäß Gleichung

(II.1.2b) eine entsprechend diskretisierte Gleichung, die

in Analogie zum LISREL-Modell als Meßmodell bezeichnet

werden kann (JÖRESKOG & SÖRBOM 1977):

y(k) = C(k) x(k) + D(k) u(k) (II. 2.9b)

Die Gleichungen (II.2.9a, b) stellen damit eine

kretisierte Approximation der Zustandsdifferential-

gleichungen (11.1.2a, b) für ein lineares Übertra-

gungssystem dar.

Für die Parametermatrizen wurden hier die gleichen Bezeich

nungen gewählt wie im kontinuierlichen Fall.
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Da im weiteren jedoch nur noch diskrete Systeme behandelt

werden, ergibt sich hieraus allerdings keine Verwechse-

lungsgefahr.

Ein wesentlicher Punkt, der bei der Anwendung von Zustands-

raummodellen beachtet werden sollte, ist die Beobachtbar-

keit des Zustandsvektors. Ein Zustandsvektor heißt beob-

achtbar, wenn er aus den Systemgleichungen eindeutig be-

stimmt werden kann. Methodisch kann dies anhand der Beob-

achtbarkeitsmatrix festgestellt werden, die in der Sy-

stemtheorie folgendermaßen definiert ist (vgl. zum Beispiel

SCHWARZ 1979):

M(k,k,J = Z $T(kf,k) CT(kf) C(kf) *(k',k)

(T kennzeichnet den transponierten Vektor.)

Falls diese Matrix regulär ist, können die Zustände

x(k ) , ... . , x(k) aus den Zustandsgieichungen eindeutig

bestimmt werden.

Die Beobachtbarkeitsmatrix verändert natürlich ihre Struk-

tur mit -zunehmender Anzahl k der Beobachtungszeitpunkte.

Hierfür kann eine Rekursionsgleichung angegeben werden:

M(k+1,V ) = (A~ 1(k)) T M(k,JO A^1(k) + CT(k+l)
— u — — \J — —

mit Anfangswert:

M(kQ,k0) = C
T(k0) C(kQ)

Eine eindeutige Bestimmung des Zustandsvektors ist bei

stochastisch gestörten Systemen, wie sie in den folgen-

den Abschnitten diskutiert werden, zwar nicht möglich,

jedoch gibt die Beobachtbarkeitsmatrix für das zugehörige
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deterministische System Aufschluß über die Eindeutigkeit

der Zustandsschätzung, insbesondere, da der im folgenden

abzuleitende Schätzalgorithmus auch Werte für den Zu-

standsvektor liefert, wenn der Zustand im oben beschrie-

benen Sinne nicht beobachtbar ist. Diese Schätzungen sind

dann als " Ausgleichslösungen * zu verstehen, die mit mini-

maler Fehlervarianz an die Beobachtungen angepaßt sind.

In der Systemtheorie werden die Zustandsgieichungen eines

linearen Übertragungssystems zusammen mit dem Anfangsvek-

tor x(ko^ â e r Z u s t a n â s d i f f e r e n t i a l g l e i c h u n g in Form eines

Strukturbildes dargestellt. Ein solches Strukturbild für

die hier betrachteten Zustandsgleichungen zeigt Abbil-

dung 2.2.

Abbildung 2.2; Lineares Obertragungsmodell
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Dieses Strukturbild symbolisiert den Mechanismus, nach dem

sich die Zeitreihe y(k) aufgrund von Änderungen und Ent-

wicklungen des nicht direkt beobachtbaren Zustandsvektors

x(k) und unter Einfluß externer Eingangsgrößen u(k) aus-

bildet.

Die Gleichungen (II.2.9a, b) repräsentieren einen rein

deterministischen Entwicklungsablauf, das heißt es werden

keine Störgrößen berücksichtigt.

Ziel einer psychologischen Modellbildung ist es, solche

Störungen explizit zu berücksichtigen und zu jedem Zeit-

punkt k ein möglichst genaues Wissen über den inneren Zu-

stand x(k) des Systems zu erhalten.
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II.3 Voraussetzungen zur Behandlung stochastischer

Systeme

Zur weiteren Behandlung des systemanalytischen Modells

(II.2.9a, b) sollen nun einige Modifikationen angebracht

werden. Diese dienen einerseits einer realistischeren Be-

schreibung psychologischer Abläufe durch das mathematische

Modell, andererseits wird die Systembeschreibung so abge-

ändert, daß die folgenden, eher formalen Betrachtungen

möglichst kurz gehalten werden können. Erweiterungen des

Modells sollen durch leicht durchzuführende Änderungen der

in den folgenden Abschnitten abzuleitenden Formeln behan-

delt werden können.

Im einzelnen sollen die folgenden Modifikationen vorgenom-

men werden:

(i) Eine direkte Beeinflussung der Meßgrößen y(k) durch

die äußeren Einflüsse u(k), wie sie in Abbildung 2.2

durch den direkten, mit D bezeichneten Zweig symbo-

lisiert sind, soll im Weiteren nicht betrachtet wer-

den. Sämtliche Wechselwirkungen dieser externen Ein-

flüsse u(k) mit den resultierenden Meßwerten y(k)

sollen über den Zustandsvektor x(k) und dessen zeit-

liche Entwicklung stattfinden. Formal bedeutet dies,

daß der Term D(k) u(k) im Meßmodell (II.2.9b) unbe-

rücksichtigt bleibt.

(ii) Das bisher beschriebene mathematische Modell enthält

keine Störgrößen und ist daher rein deterministisch.

Es ist somit zur Modellbildung für empirische Frage-

stellungen in der Psychologie nicht geeignet. Es sol-

len daher in beiden Modellgleichungen vektorielle,

stochastische Störgrößen ausdrücklich berücksichtigt

werden. Hierbei wird die Störgröße in der Gleichung

für den Zustandsvektor und die äußeren Einflußgrö-

ßen (II.2.9a) als Prozeßfehler bezeichnet, da dieser
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sowohl Fehler in den das System von außen beein-

flussenden Eingangsgrößen u(k) als auch Fehler in

der Beschreibung der Veränderung des Zustands-

vektors x(k) , das heißt dynamische Störer, be-

rücksichtigt. Die Störgrößen in der zweiten

Modellgleichung (II,2.9b) sind dagegen reine

Meßfehler, die zum Beispiel im Datenerhebungs-

instrument begründet liegen können.

Der Vektor der Prozeßfehler weicht wesentlich von

den normalen, bekannten Meßfehlern ab, weil er

eine Störung des dynamischen Systems ist. In den

meisten Untersuchungen wird daher nur ein deter-

ministisches Prozeßmodell ohne Prozeßfehler mit

Meßfehler angenommen.

(iii) Zur Vereinfachung der folgenden formalen Schritte

wird nur ein System ohne externe Einflüsse betrach-

tet. Dies bedeutet jedoch keine Einschränkung in

bezug auf die Anwendbarkeit des abzuleitenden

Schätzverfahrens auf den Fa,ll, daß externe Ein-

flüsse vorliegen. Hiervon überzeugt folgende

Überlegung: Da stochastische Beiträge in den

externen Einflüssen dem Prozeßfehler zugeschlagen

werden können, kann der Beitrag der externen

Einflüsse u(k) als exakt bekannt vorausgesetzt

und durch rein deterministische Zustandsglei-

chungen beschrieben werden. Bezeichnet man diesen

Beitrag zum Zustandsvektor mit X n W u n^ z u d e n

durch das Modell simulierten Daten mit YQ(k), so

gilt:

= A(k) x^(k) + B(k) u(k)

= C(k)



- 21 -

Subtrahiert man diese deterministischen Beiträge

von den Zustandsgieichungen (II.2.9a, b) unter

Berücksichtigung der stochastischen Beiträge aus

(ii), so erhält man die Zustandsgieichungen:

] = A(k) [x(k) - x^k)] + v(k)

[y(k) - y^k) ] = C(k) [x(k) -

die keine externen Einflüsse mehr enthalten.

Die zentrierten Zustandsgrößen [x(k) - x^(k)] können
— —unun geschätzt werden und anschließend um x^

korrigiert werden, was bei gegebenem Erwartungswert

für den Anfangszustand x^(*k ) durch wiederholte An-

wendung der Matrizen A(k) möglich ist:

In der Praxis lassen sich, wie in Abschnitt II.6

gezeigt wird, die externen Einflüsse im rekursiven

Schätzalgorithmus eleganter berücksichtigen als

hier beschrieben.

Nach Maßgabe dieser Modifikationen wird daher bei den fol-

genden, rein methodischen Überlegungen ein reduziertes,

stochastisch gestörtes, vektorielles Beschreibungsmodell

für den zeitdiskreten Fall betrachtet:

x(k+1) = A(k) x(k) + v(k) (II.3.la)

y(k) = C(k) x(k) + w(k) (II,3.1b)

mit
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x(k) = n-dimensionaler Zustandsvektor, der für
die diskreten Zeitpunkte k optimal zu
schätzen ist

Y = m-dimensionaler Vektor stochastisch
gestörter Meßwerte

A(k) = (m x n)-Parametermatrix, die die Dynamik
des Modells beschreibt

C(k) = (n x m)-Gewichtsmatrix, die den Zusammen-
hang der Meßwerte mit den Zustandsvariablen
festlegt

v(k) = Prozeßfehler, der Störungen in der Dynamik
des Systems beschreibt

w(k) = Meßfehler, der zum Beispiel im Datenerhebungs-
instrument begründet liegen kann

In diesem Kapitel werden die Parametermatrizen A und C

als gegeben und bekannt vorausgesetzt. Es soll jedoch

hier schon darauf hingewiesen werden, daß in der Psycholo-

gie gerade die Festlegung dieser Parametermatrizen ein er-

hebliches Problem darstellt, da man es hier mit offenen

Systemen zu tun hat. Schätzung und Prognose über die zu-

künftige Entwicklung des internen Zustandes x des beob-

achteten Systems sind erst dann möglich und sinnvoll,

wenn über eine Reihe von multivariaten Beobachtungen

die das mathematische Modell bestimmenden Matrizen A

und C geschätzt wurden. Auf Methoden zur Identifikation

des mathematischen Modells wird ausführlich im Kapitel III

eingegangen.

Um zu einem Schätzwert für den Zustandsvektor x zu ge-

langen, müssen einige Annahmen über die Störgrößen und

ihren Zusammenhang mit dem Zustandsvektor und den gemes-

senen Daten getroffen werden.



- 23 -

Ähnlich wie in faktorenanalytischen Ansätzen (REVENS-

TORF 1980) oder in strukturanalytischen Modellen

(JÖRESKOG & SÖRBOM 1977) werden die Voraussetzungen über

die Stör-, Zustands- und Meßgrößen spezifiziert:

(V1) Die betrachteten Vektoren seien biasfrei:

E(x(kQ)) - 0

E(w(k)) - 0

E(v(k)) = 0

(V2) Die Kovarianzmatrizen der "weißen" Störgrößen

v(k) und w(k) seien gegeben, symmetrisch und

positiv semidefinit:

E(v(k)vT(D) = Q(k) 6kl

E(w(k)wT(l)) = R(k) 6kl

(6, - = Kroneckersymbol = 1 für k = 1 und
0 für k # 1)

Eine Störgröße wird als "weiß" bezeichnet, wenn

ihre zu verschiedenen Zeitpunkten gemessenen

Werte unkorreliert sind; im Fall einer Gauß-

sehen Verteilung der Störgröße bedeutet dies

zusätzlich, daß diese, zu verschiedenen Zeit-

punkten erhobenen Werte auch unabhängig vonein-

ander sind.

(V3) Der Anfangszustand x(kQ), die Prozeßfehler v(k)

und die Meßfehler w(k) seien gegenseitig un-

korreliert:
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E(x(kQ)v
T(k)) = 0

E(x.(kn)w
T(k)) = 0

E(v(k))wT(k)) = 0

(V4) Die Kovarianzmatrix des Zustandsvektors im An-

fangszustand, das heißt bei k = kn, sei bekannt;

P(kQ) =

= E((x(ko)-E(x(ko)) (x(ko)-E(x(ko))
T) =

= E(x(ko)x
T(ko)) (Biasfreiheitl)

Die Aufgabe für den im Folgenden abzuleitenden Algorith-

mus besteht nun darin, im Beobachtungszeitpunkt k für den

Zustandsvektor x (k), der der direkten Beobachtung nicht

zugänglich ist, einen linearen, erwartungstreuen Schätz-

wert x(k), auf der Basis der multivariaten Meßwertfolge

^(kQ) , ... . , ̂ (k) anzugeben. Als Optimalitätskriterium

für die Schätzung soll hierbei angenommen werden, daß

der Schätzfehler

x(k) = x(k) - x(k) (II.3.2)

in seiner Varianz zu minimieren ist.

Die Kovarianzmatrix des Schätzfehlers sei - bei erwar-

tungstreuer Schätzung, das heißt bei E(x(k)) = E(x(k)) -

definiert durch

£(k) := E(x(k)xT(k)) (II.3.3)

Die "in (V1) beschriebene Voraussetzung der Biasfreiheit

des Zustandsvektors x(k:) und des Datenvektors ^(k) wird

in Abschnitt II.6 wieder aufgehoben. Dies ist nötig,
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wenn, wie oben bereits erwähnt, der zusätzliche Einfluß

von Umweltfaktoren u(k) explizit berücksichtigt wird*

Die Voraussetzungen (V2) und (V3) sind bei methodischen

Betrachtungen durchaus üblich und meßmethodisch bei sorg-

fältiger Vorgehensweise in der Auswahl der Meßvariablen

auch realisierbar.

Die Voraussetzung (V4) ist eine relativ starke Vorausset-

zung, da hier Annahmen über den zunächst unbekannten Zu-

standsvektor getroffen werden. Bei den bisher üblichen

Schätzverfahren für ähnliche dynamische Modelle (zum Bei-

spiel PHILLIPS 1973) müssen gute Startwerte für den Zu-

standsvektor vorausgesetzt werden, da hier expliziter Ge-

brauch von der Transitionsmatrix gemacht wird und es

sich daher nach Gleichung (II.2.7) um ein nichtlineares

Schätzproblem handelt. Diese Schwierigkeit soll in dieser

Arbeit vermieden werden, indem zu jedem neuen Zeitpunkt

die Schätzwerte durch Berücksichtigung der Meßmodellglei-

chung (II.3.1b) korrigiert werden und dadurch die Vor-

aussetzung (V4) etwas "entschärft" wird.
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II.4 Eine Methode zur Schätzwertverbesserung

Die einfachste Methode zur Schätzung des Zustandsvektors

im Beobachtungszeitpunkt k aufgrund der vorangegangenen

Entwicklung besteht in der Ausnutzung der Zustandsdiffe-

renzengleichung (II.3.1a), derzufolge aus den Schätzwer-

ten x(k-1) und der Parametermatrix A(k-1) die Schätzwerte

x für den aktuellen Beobachtungszeitpunkt k sofort abge-

leitet werden können:

x(k) .= A(k-1 ) x(k-1)

Der Prozeßfehler kann hier nicht berücksichtigt werden,

da er nicht explizit bekannt ist.

Diese Vorgehensweise hat zwar den Vorteil, daß die Ein-

flüsse der reinen Meßfehler w vermieden werden, nachtei-

lig ist jedoch, daß das zeitliche Verhalten des Schätz-

fehlers (II.3.2) ausschließlich von der Dynamik des Zu-

standsvektors abhängt.

Diese Verfahrensweise entspricht der von PHILLIPS (1972)

angewandten Methode zur Lösung des von ihm vorgeschlage-

nen stochastischen Differentialgleichungssystems im kon-

tinuierlichen Fall.

Bei dem hier betrachteten zeitdiskreten Fall erfüllt der

Schätzfehler demnach das folgende lineare Gleichungs-

system:

x(k) = A(k-1) x(k-1) + v(k-1)

Die neu hinzugekommenen Meßwerte ^(k) werden bei einem

solchen Ansatz somit in keiner Weise berücksichtigt, was

sich bei der mathematischen Simulation durch nichtstatio-

näre Gleichungen (das heißt, die Parametermatrizen sind
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zeitabhängig) in starker Oszillation der Gewichtsmatrix

C(k) und/oder in einer nur sehr langsamen Stabilisierung

der Schätzfehler bemerkbar machen kann.

Dieser Nachteil kann durch die Methode der Meßwertrück-

führung (Feedback-System) mit Hilfe einer "Korrektur-

matrix11 K behoben werden. Der Schätzwert für den Zustands

vektor wird hierbei mit dem Fehler der geschätzten Meß-

größen %(k) - £(k) auf der Basis des Zustandsvektors für

den davorliegenden Beobachtungszeitpunkt korrigiert. Für

die geschätzte Meßgröße gilt der Ansatz:

= C(k) Ä(k) = C(k)

Der Beitrag des Meßfehlers bleibt unberücksichtigt, da

er nicht explizit bekannt ist.

Der tatsächliche Meßwert für den Beobachtungszeitpunkt k

liegt aber schon vor, so daß die Diskrepanz zwischen vor

handenem Meßwert y(k) und geschätztem Meßwert $_Ck) zur

Korrektur des aktuellen Schätzwertes &(k) herangezogen

werden kann. Ein geeigneterer Ansatz für den geschätzten

Zustandsvektor zum aktuellen Beobachtungszeitpunkt k ist

daher der folgende:

+ K(k) • (y(k) -• C(k) A(k-l) x (k-1 ) )

(II,4.1)

Die Korrekturmatrix K ist hierbei eine im Prinzip zunächst

noch frei wählbare Matrix. Sie soll so gewählt werden, daß

die Varianz des Schätzfehlers minimal wird» Diese Korpek^

turmatrix muß natürlich zu jedem Beobachtungszeitpunkt neu

berechnet werden und bestimmt damit auch das zeitliche Ver-

halten des Schätzfehlers, das durch folgende Rekursions-«

gleichung gegeben ist:
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x(k) = [A(k-1) - K(k) C(k) A(k-1)] x(k-1) +

+ K(k) [C(k) v(k) + w(k) ]

Mit dem Ansatz (II.4.1) ist es somit möglich, die Dynamik

des geschätzten Zustandsvektors durch geeignete Wahl der

Korrekturmatrix K so zu beeinflussen, daß der Schätzfeh-

ler x(k) möglichst schnell abklingt oder sich zumindest

möglichst schnell stabilisiert.

Die Funktion der Korrekturmatrix ist es, den Einfluß der

Prozeß- und Meßfehler auf die Schätzung des Zustandsvek-

tors zu minimieren. Ist der Anfangszustand exakt bekannt

und verschwinden die Fehlerkovarianzmatrizen, so wird K

zur Nullmatrix.

In den folgenden Abschnitten wird ein rekursiver Algorith-

mus abgeleitet, der einerseits eine systematische Synthese

der Matrix K für jeden Beobachtungszeitpunkt ermöglicht

und damit andererseits eine optimale Schätzung des Zu-

standsvektors erlaubt. Die statistischen Eigenschaften

der multivariaten Prozeß- und Meßfehler werden hierbei

zur Aufstellung der Korrekturmatrix benötigt.



- 29 -

II.5 Ableitung eines rekursiven Gleichungssystems

für den Zustandsvektor

Das gewünschte Rekursionsgleichungssystem soll auf zwei

verschiedene Weisen hergeleitet werden, wobei unterschied-

liche Annahmen über die Kovarianzmatrizen der Meßfehler

beziehungsweise die Zahl der zur Verfügung stehenden Be-

obachtungen zur Aufstellung der ersten Schätzung für den

Zustandsvektor getroffen werden.

Die erste, etwas heuristischere Methode ist eine rekur̂ -

sive Gauß-Markov-Schätzung, während die zweite Methode

der Ableitung auf dem Verfahren der minimalen Varianz be-

ruht. Diese zweite Betrachtungsweise ist etwas allgemei-

ner und umfaßt auch die ersten Meßzeitpunkte, bei denen

die Gesamtzahl der Beobachtungen noch kleiner als die

Zahl der zu schätzenden Zustandsvariablen ist.

Sowohl die Methode der Gauß-Markov-Schätzung als auch

das Verfahren der minimalen Varianz zur Lösung stocha-

stisch gestörter Gleichungssysteme sind weitgehend be-

kannt (zum Beispiel BRANDT 1981), sie sollen jedoch in

dem folgenden Unterabschnitt noch einmal in einer für die

anschließenden methodischen Betrachtungen geeigneten Weise

abgeleitet werden.
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II.5.1 Gauß-Markov-Schätzung und die Methode der

minimalen Varianz

Zur Bereitstellung der entsprechenden formalen Zusammen-

hänge sollen in diesem Abschnitt losgelöst vom system-

theoretischen Simulationsmodell die Gauß-Markov-Schätzung

und der Schätzwert minimaler Varianz für ein stochastisch

gestörtes Gleichungssystem abgeleitet werden. Das Glei-

chungssystem sei gegeben durch:

d =

m11 m

m11 m

1n
•

In
«••1

X1

x n

•

s

M X + £

(II.5.1)

Hier ist x der Vektor der n Unbekannten, j5 ein 1-dimen-

sionaler Vektor von Störgrößen und d der 1-dimensionale

Vektor der gegebenen Daten.

Die Anzahl 1 der zu lösenden Gleichungen kann hierbei

kleiner, gleich oder größer als die Anzahl n der Unbe-

kannten sein; die Matrix M sei eine bekannte (1 x n)-Ko-

effizientenmatrix.
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Die unterschiedliche Dimensionalität des Datenvektors d

und des Lösungsvektors x ist insbesondere bei der mathe-

matischen Modellbildung für psychologische Prozesse wich-

tig. Der Fall 1 > n beschreibt eine datenreduzierende

Vorgehensweise, das heißt aus einer Vielzahl beobachteter

Kriterien wird eine reduzierte Zahl wesentlicher Einfluß-

faktoren geschätzt. Andererseits kann aber auch der Fall

n > 1 von methodischem Interesse sein, wenn nämlich zum

Beispiel aus der Beobachtung nur eines Kriteriums über

längere Zeit hinweg auf eine mehrdimensionale interne

Struktur geschlossen werden soll (vgl. Transfermodelle).

Ähnlich wie im Abschnitt II.3 sollen hier für den gesuch-

ten Lösungsvektor, den Datenvektor und den Vektor der

Störgrößen die folgenden Voraussetzungen spezifiziert

werden:

(51) Die betrachteten Vektoren seien biasfrei:

E(x) = 0

E(d) = 0

E(£) = 0

(52) Die Kovarianzmatrix der Störgröße £5 sei gegeben:

E <sj>T) = S

(53) Lösungsvektor und Störvektor seien unkorreliert:

E(x£T) = 0

(54) Die Kovarianzmatrix des Lösungsvektors sei

bekannt:

E(xxT) = P
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Diese Voraussetzungen entsprechen weitestgehend den Vor-

aussetzungen (V1) bis (V4) aus Abschnitt II,3, wenn man

berücksichtigt, daß hier keine Zeitabhängigkeit betrach-

tet wird.

Die Bedingungen (S1) bis (S4) bilden daher einen Spezial-

fall der Voraussetzungen für das mathematische Simula-

tionsmodell zu einem speziellen Zeitpunkt k und machen

damit die Überlegungen dieses Abschnittes direkt anwend-

bar für die weitere Ausarbeitung des systemanalytischen

Modells.

Für den gesuchten Schätzvektor & der Lösung des Gleichungs-

systems (II.5.1) sollen die folgenden Bedingungen gel-

ten:

(a) Die Lösung soll in einem linearen Zusammenhang mit

dem gegebenen Datenvektor stehen.

(b) Die Lösung soll erwartungstreu sein.

(c) Die Komponenten der Schätzfehler x. = x. - x. sollen

minimale Varianz haben.

Die Bedingung (a) für den Schätzwert x hat folgende formale

Gestalt:

x = c + H d

wobei der n-dimensionale Vektor c und die (n x 1)-Matrix H

zunächst noch nicht spezifiziert sind.

Der konstante Vektor c läßt sich aber aus Bedingung (b) -

Erwartungstreue - bestimmen, denn diese Bedingung lautet

formal:

E(x) = c + H E(d) = E(x)
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Da nach Voraussetzung (S1) sowohl der Datenvektor d als

auch der Lösungsvektor x biasfrei sein sollen, folgt so-

fort , daß der konstante Vektor c identisch verschwinden

muß, so daß für den Schätzwert der folgende lineare Zu-

sammenhang gilt:

x = H d

Die Koeffizientenmatrix H wird nun durch die Vorschrift

festgelegt, daß die Varianz der Komponenten der Schätz-

fehler minimal wird:

2 !
E(x.) -—~» Minimum ; i = 1,,..,n

Bezeichnet man die Zeile i der Koeffizientenmatrix H mit

H(i), so lassen sich die Varianzen der Komponenten des

Schätzfehlers folgendermaßen ausdrücken:

E(x|) = E((xi-Äi)
2)

= E((x±-B(±)ä)
2) =

= E(xJ-2x.H(i)d + (H(i)d)2) • =

= E(x?) - 2E(x.dT) H(i)T + H(i)E(ddT)H(i)T

2_ JL— — — —— —

(II.5.2)

Eine notwendige Bedingung dafür, daß die Erwartungswerte

der Quadrate der Schätzfehlerkomponenten extremal werden

(hier insbesondere: minimal), ist diejenige, daß ihre

partiellen Ableitungen nach den freien Parametern ver-

schwinden. Als freie Parameter tauchen in Gleichung

(II.5.2) die Zeilen der Koeffizientenmatrix H auf, das

heißt der Gradient der Erwartungswerte nach den Zeilen

der Koeffizientenmatrix muß verschwinden:
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— - — E(xf) = O1 ; i = 1,...,n
SH(i)

Durch Gradientenbildung auf der rechten Seite von (II.5.2)

erhält man die Gleichung:

-2E(x±ä
T) + 2H(i)E(ddT) = QT

oder anders ausgedrückt:

ECx^7) - H(i)E(ddT) = 0T (II. 5.3)

Da diese Bedingung gleichermaßen für alle Zeilen

i = 1, . .., n der Koeffizientenmatrix H gilt, lassen

sich diese Gleichungen zusammenfassen zu der folgen-

den Matrixgleichung:

(ii.5.4)

Dieses lineare, algebraische Gleichungssystem für die

Koeffizientenmatrix H ist somit eine notwendige Bedingung

dafür, daß die Fehlervarianzen der einzelnen Komponenten

des gesuchten Lösungsvektors x einen Extremwert annehmen,

Hinreichend für das Vorliegen eines Minimums ist die zu<~

sätzliche Bedingung, daß die zweiten partiellen Ablei-
2

tungen der Erwartungswerte E(x.) nach den Zeilen i der

Matrix H eine positiv definite JVfàtrix bilden.

Zusätzliche Gradientenbildung auf der linken Seite von

(II.5.3) nach den Zeilen H(i) liefert damit die Bedingung:

2
E(xp = positiv définit ; i = 1,...,n

d(E(±))2
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beziehungsweise nach Zusammenfassung aller Komponenten;

E(ddT) = positiv définit (11.5,5)

Die Bedingung (11.5,5) ist hinreichend dafür, daß die in

(II.5.4) zu berechnende Matrix H einen Lösungsvektor x

des Gleichungssystems (II.5.1) mit minimaler Fehlervarianz

liefert. Da (II.5.5) die Invertierbarkeit der Kovarianzma-

trix des Datenvektors sicherstellt, ist diese Bedingung

außerdem notwendig und hinreichend dafür, daß (II.5.4)

eindeutig nach H aufgelöst werden kann.

Die Gleichung (II.5.4) ist auch noch in einem anderen

Zusammenhang interessant. Sie stellt nämlich die diskre-

tisierte Form der Wiener-Hopfsehen Integralgleichung dar

(vgl. PAPOULIS 1977) und ist damit die Grundlage für die

Lösung stochastisch gestörter Transfermodelle, Solche

Transfermodelle werden bei der cross-spectral-analysis

von GOTTMAN (1979a) studiert, wobei die Modellgleichungen

durch Laplace-Transformation in den Frequenzbereich ge-

löst werden. Die von GOTTMAN (1979a) intensiv verwendete

Kohärenzfunktion läßt sich sehr leicht aus einer geeig-

neten Formulierung der Gleichung (11,5,4) ableiten,

Eine wichtige Beziehung des Fehlervektors zu dem gegebenen

Datenvektor ergibt sich durch Umformung der Gleichung

(11.5,4):

E ^ T > " ä E(ddT) = E((x-Hd)dT) =

= E(xdT) = 0 (II.5f6)

Diese Beziehung besagt, daß die Kreuzkovarianz zwischen

Schätzfehlern und gegebenen Daten verschwinden muß, oder

mit anderen Worten, daß die Fehler orthogonal zu den

Daten sind.
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Da x und d als biasfrei vorausgesetzt wurden, besagt diese

Orthogonalitätsrelation auch, daß Fehler und Daten unkorre-

liert sind.

Ebenso erhält man durch einfaches Nachmultiplizieren der
T

Gleichung (II.5.6) mit H , daß die Fehler und die Schätz-

werte unkorreliert sind:

E(xxT) = 0 (II.5.7)

Für die Kovarianzmatrix des Schätzfehlers läßt sich damit

schließlich der folgende Ausdruck angeben:

E(xxT) = E(x(x-x)T) = E(xxT) =

= E((x-Hd)xT) = E(xxT) - H E(dxT)

Nachdem nun notwendige und hinreichende Bedingungen zur

Berechnung der gesuchten Koeffizientenmatrix H zur Be-

stimmung des optimalen Schätzwertes für x (im Sinne der

minimalen Fehlervarianz) angegeben wurden, sollen im Wei-

teren explizite Bestimmungsgleichungen für die Matrix H

unter Ausnutzung der in den Voraussetzungen (S1) bis (S4)

spezifizierten Kovarianzmatrizen £3 und P abgeleitet werden,

Hierzu betrachtet man noch einmal die Kovarianzmatrix von

Lösungsvektor x und Datenvektor d:

ITI rn rn rn rn

EUd1) = E (x (x-'-M1 + s ) ) = P M1

und die Kovarianzmatrix des Datenvektors:

E(ddT) = E((Mx+£) (xTMT+sT)) == M P MT + S

Setzt man diese Kovarianzmatrizen in (II.5.4) ein, so

erhält man folgende Identität:
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H (M P M T + S) = P M T (II.5.8)

Die Matrix M ist (1 x n)-dimensional, £ ist (n x n)-dimen-

sional und Ŝ  ist (1 x 1)-dimensionl, so daß insgesamt der

Klammerausdruck eine (1 x 1)-dimensionale Matrix dar-

stellt. Liegen nun weniger Daten als Unbekannte vor, wenn

also 1 <_ n, so ist die soeben abgeleitete Matrixidentität

am besten geeignet, die gesuchte Koeffizientenmatrix zu

bestimmen:

H = P M T (M P M T + S)""1 (II.5.9)

Die in (II.5.9) zu invertierende Matrix ist (1 x 1)-dimen-

sional, das heißt für den Fall, daß nur eindimensionale

Datenvektoren aufgezeichnet werden, besteht die Inversen-

bildung aus einer reinen Division. Für den erwartungs-

treuen Schätzwert minimaler Varianz des Lösungsvektors

der Gleichung (II.5.1) ergibt sich somit:

x = P M T (M P M T + £3)~1 d (II. 5.10)

Falls die hier zu invertierende Matrix nicht regulär ist,

kann die Pseudoinverse nach PENROSE (1955) gebildet

werden.

Die Angabe eines Schätzwertes für die Lösung des Glei-

chungssystems ist natürlich nur dann sinnvoll, wenn zu-

sätzlich der Schätzfehler angegeben werden kann. Dieser

berechnet sich zu:

E(xxT) = P - H M P =

(II.5.11)

Hierbei ist der Mindestwert der Summe der Fehlervarianzen

durch die Spur der Matrix in (II.5.11) gegeben.
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Der in der Praxis weit häufigere Fall wird jedoch der sein,

daß mehr Daten zur Verfügung stehen als unbekannte

Parameter zu bestimmen sind. Für diesen Fall läßt sich

ein zu (II.5.10) mathematisch äquivalenter, jedoch von

der Rechenökonomie her günstigerer Ausdruck ableiten.

Aus formalen Gründen muß hier allerdings zusätzlich vor-

ausgesetzt werden, daß die Kovarianzmatrix P der unbekann-

ten Parameter x und die Kovarianzmatrix !3 der Störgrößen s_

regulär (das heißt invertierbar) sind.

Zunächst werden einige Matrixidentitäten benötigt» Da im

Ausdruck für die Kovarianzmatrix des Schätzfehlers,

E(xxT) = P - H M P,

sowohl die Kovarianzmatrix selbst als auch die Kovarianz-

matrix P des Lösungsvektors symmetrisch sind, muß die

Symmetrie auch für den dritten Ausdruck in dieser Gleichung

gelten:

m m

H M P = P M H

Eine ähnliche Symmetriebeziehung gilt, wenn man in der

oben angegebenen Beziehung P durch £3 ersetzt. Dies läßt

sich durch Ausmultiplizieren der Gleichung (IIf5.8) und

anschließende Multiplikationen von links mit M zeigen:

M (H M P) M T + M H S = M P M T

Da der erste Term dieser Gleichung aufgrund der gerade

abgeleiteten Symmetriebeziehung symmetrisch ist, und

der Term rechts vom Gleichheitszeichen per Konstruktion

symmetrisch ist, folgt die gewünschte Symmetriebeziehung;

T T
M H S = S H M
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Ausgehend von (II.5.8) führen wenige, einfache algebra-

ische Schritte unter Ausnutzung der soeben abgeleiteten

Symmetriebeziehungen zu einer weiteren Bestimmungsglei-

chung für die Koeffizientenmatrix H:

P M T = H M P M T + H S =

T T T= P M H M + H S =

= P MT S~1 M H S + H S

Multiplikation mit P und sT von links beziehungsweise

von redits ergibt den zu (II,5,8) äquivalenten Zusammen-

hang:

T • — 1 — 1 T —1

(M S M + P ) H = M §

Hierbei ist M eine (1 x n) -dimensionale, sT eine ( 1 x 1 ) -

dimensionale und P eine (n x n)-dimensionale Matrix.

Insgesamt ist der Klammerausdruck in dieser Gleichung

also (n x n)-dimensional*

Für den Schätzwert minimaler Varianz findet man mit dieser

Beziehung den zu (11.5,10) äquivalenten Ausdruck:

fc = (MT S"1 M + P~ 1)~ 1 MT S"1 d (IIf5,12)

Im Gegensatz zu (II.5.10) ist hier die zu invertierende

Matrix im Klammerausdruck (n x n)-dimensional, was beson-

ders für den Fall n << 1 von großer rechentechnischer Be-

deutung ist.

Auch für diese Form des Schätzwertes muß natürlich wieder

eine Fehlerkovarianzmatrix angegeben werden:
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E(xxT) = P - H M P = ( i : - H M ) P =
T> _1 _1 _1 m —1

= (I - (M S ' M + P ') M1 S M) P
HP — 1 —1 —1 T —1 —1

= (M S M + P ) ( (M1 S J M + P J )

-MTS~1M)P =

= (MT S""1 M + P " 1 ) " 1

(II.5.13)

Als Spezialfall der Schätzung minimaler Varianz (II.5.12)

erhält man die Gauß-Markov-Schätzung, wenn die folgenden

Spezialisierungen vorgenommen werden:

(a) Die Kovarianzmatrix des gesuchten Vektors x wächst

über alle Grenzen: £ -> °° beziehungsweise 3? = 0 .

Dies bedeutet, daß die Streuung der Komponenten x.

des unbekannten Vektors unendlich groß wird, das

heißtr es liegen keinerlei a-priori-Kenntnisse

über die Komponenten x. vor,

(b) Der Rang der Koeffizientenmatrix M des Gleichungs-

systems (II.5.1) muß gleich 1 sein, das heißt, die

vorliegenden 1 Daten müssen linear unabhängig von-

einander sein.

Einsetzen der Bedingung (a) in die Schätzgleichung (II.5.12)

liefert den Gauß-Markov-Schätzwert für den Lösungsvektor:

x = (MT S~1 M ) " 1 M T S~1 d (II.5.14)

Die Kovarianzmatrix der Schätzfehler für die Gauß-Markov-

Schätzung ergibt sich mit Hilfe der Bedingung (a) ent-

sprechend aus (II.5.13):

E(xxT) = (MT S""1 M r 1 (11,5,15)
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II.5.2 Die Rekursionsgleichungen als rekursive

Gauß-Markov-Schätzung

Die im vorigen Abschnitt hergeleiteten Gleichungen zur

Schätzung des Lösungsvektors eines stochastisch gestör-

ten , linearen Gleichungssystems sollen nun auf das re-

duzierte systemanalytische Modell (II.3.1) zur Beschrei-

bung psychologischer Prozesse angewandt werden.

In diesem Abschnitt werden für diesen Zweck die Gauß-

Markov-Formeln herangezogen.

Wie im letzten Abschnitt bereits erläutert, soll hierbei

keinerlei a-priori-Information über die Anfangswerte der

unbekannten Parameter x vorliegen, das heißt Bedingung (V4)

aus Abschnitt II. 3 wird durch £(k0) •> °° erfüllt. Zusätz-

lich muß aus technischen Gründen zur Ableitung des rekur-

siven Algorithmus die Bedingung (V2) aus Abschnitt II.3

dahingehend verstärkt werden, daß die Kovarianzmatrix R

der Meßfehler regulär sein muß.

Es sei hier jedoch schon darauf hingewiesen, daß die In-

verse dieser Kovarianzmatrix bei der endgültigen Formu-

lierung der Rekursionsgleichungen nicht explizit auftaucht;

sie wird lediglich für einige Zwischenrechnungen benötigt.

Zudem ist diese Forderung aus meßtheoretischen Gründen

nicht sehr kritisch/ da im Allgemeinen die beobachteten

Kriterien ^(k) nicht fehlerkovarianzfrei sein werden und

damit die Matrix R in der Praxis in den meisten Fällen

invertierbar ist.

Die erste Aufgabe bei der fortlaufenden Schätzung des Zu-

standsvektors x(k) ist die Bestimmung seines Anfangswertes

im ersten Beobachtungszeitpunkt kQ.
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Hierzu müssen, beginnend mit dem Zeitpunkt kn, so viele

Beobachtungen abgewartet werden, bis insgesamt mehr Einzel-

meßwerte y.(k) aus der multivariaten Meßreihe ]£(k) vor-

liegen als Zustandsgrößen im mathematischen Simulations-

modell (II. 3.1.) berücksichtigt werden.

Erst nachdem dieser Fall eingetreten ist, kann eine erste

Schätzung des Zustandsvektors x vorgenommen werden.

Zunächst wird nun also die Methode zur Aufstellung des

ersten Schätzwertes erläutert.

Da der Vektor %(k) der Meßwerte als m-dimensional und der

Zustandsvektor x als n-dimensional angenommen wird, ist

die Anzahl 1 der abzuwartenden Beobachtungen durch fol-

gende Ungleichung festgelegt:

l#m > n .

Der erste Schätzwert x(k, ) wird nun mit Hilfe der Transi-

tionsmatrix und der formalen Lösung (II.2.5) für den Zu-

standsvektor in diskretisierter Form aufgestellt.

Die formale Lösung der zeitdiskreten Zustandsdifferenzen-

gleichung hat die Gestalt:

k-1
x(k) = $(k,kn)x(kn) + E *(k,i+1)v(i); k > kn

i=k

oder, wenn man die folgenden Eigenschaften der Transitions-

matrix ausnutzt:

(k,kQ) = i(kQ,k)



- 43 -

erhält man für die formale Lösung in zeitdiskreter Form:

k-1
x(ko) = *(kn,k)x(k)

(II.5.16)

Diese letzte Gleichung drückt also den Zustandsvektor

zum Zeitpunkt der ersten Beobachtung ko durch die Zu-

standsgrößen x(k) zu späteren Beobachtungszeitpunkten k

aus. Sie ist damit das methodische Hilfsmittel zur Rück-

wärtsextrapolation des ersten möglichen Schätzwertes

für den Zustandsvektor und dient zur Eliminierung der

ersten 1 Zustandsvektoren im Gleichungssystem zur Be-

^immung des ersten Schätzwertes bei der rekursiven Gauß

Markov-Schätzung. Dieses Gleichungssystem nimmt unter

Ausnutzung der Gleichung (II.5.16) die folgende Gestalt

an:

C(ko)x(kQ) +w(kQ) ^(koJjMk^k-^x^) +s(kQ)

£ ( k o ^

=C(k1)x(k1)
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Diese Gleichungen werden zu einer Vektorgleichung zusam-

mengefaßt, wobei die Störgrößen noch explizit angegeben

werden können:

s =

k-1
C(k_) Z w(k )— u

k-1
C(kn+1)

i=ko+1
w(kn+1)

Der Datenvektor ist gegeben durch:

d =

und die Koeffizientenmatrix hat die Gestalt:

M =
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In vektorieller Notation lautet damit das Gleichungssystem

zur Bestimmung des ersten Schätzwertes im Beobachtungs-

zeitpunkt k, :

d = M x(k±) + s (II.5.17)

Gleichung (II.5.17) hat damit die gleiche formale Gestalt

wie Gleichung (II.5.1) und der erste Schätzwert für den

Zustandsvektor läßt sich nach den Ableitungen des vori-

gen Abschnittes mit Hilfe der Gauß-Markovschen

Formel (II.5.14) berechnen.

Es sei jedoch darauf hingewiesen, daß hier ausdrücklich

Gebrauch von der Transitionsmatrix gemacht wurde. Diese

kann jedoch systematisch nur bei zeitinvarianten Systemen

berechnet werden, das heißt, wenn die Matrizen A und C

zu jedem Beobachtungszeitpunkt identisch sind. Bei zeit-

variablen Systemen, das heißt bei "alternden11 Modellbe-

schreibungen, ist die Berechnung der Komponenten von

$(k.,k.) recht aufwendig, da Produkte der Form
— i 3
A(kn) • A(ko+1) • ... • A(k-j) gebildet werden müssen.

Gleichzeitig mit dem ersten Schätzwert x(k,) muß die

Fehlerkovarianzmatrix

£(kx) = E(x(k1)x
T(k1)) (II.5.18)

erstmalig berechnet werden.

Mit fortschreitender Beobachtung kommt in jedem neuen Meß-

zeitpunkt ein neuer Satz von Messungen jr hinzu. Nun soll

aber nicht jedes Mal der komplizierte Rechenvorgang, der

zur Erlangung des ersten Schätzwertes in Gleichung (II.5.17)

beschrieben wurde, wiederholt werden, sondern der neue

Schätzwert x und die neue Varianz P sollen durch eine

relativ einfache Korrektur aus den alten Werten erzeugt

werden. Es wird daher eine rekursive Vorgehensweise ange-

strebt.
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Um die gesuchte Rekursionslösung zu finden, soll im Wei-

teren vorausgesetzt werden, daß x und P zum Beobachtungs-

zeitpunkt k bekannt seien.

Der bekannte Schätzwert x(k) wird zunächst gemäß der Zu-

standsdif f erenzengleichung (II.3.1a) extrapoliert, wobei

der unbekannte, biasfreie Prozeßfehler v(k) unberücksich-

tigt bleiben soll:

x*(k+1) = A(k) x(k) (II.5.19)

Da in diese Extrapolation der letzte, optimale Schätzwert

für den Zustandsvektor eingeht, enthält der extraplierte

Zustandsvektor x (k+1) al

das zu erwartende x(k+1).

Zustandsvektor x (k+1) alle bisherigen Kenntnisse über

Die Extrapolation (II.5.19) kann in diesem Sinne eben-

falls als optimal vorausgesetzt werden.

Der Zusammenhang zwischen extrapoliertem Zustandsvektor

und "wahrem" Zustandsvektor zum Zeitpunkt k+1 ergibt

sich, wenn x(k) in (11.5,19) durch x(k) - x(k) ersetzt

wird und für A(k)x(k) anschließend der entsprechende Wert

gemäß der Zustandsdifferenzengleichung eingesetzt wird:

x*(k+1) = x(k+1") - (A(k)x(k)+v(k) )

Die Summe der auf der rechten Seite dieser Gleichung neben

x(k+1) auftretenden "Fehler" hat die folgende Kovarianz-

matrix:

P*(k+1) = E((A(k)x(k))+v(k))(xT(k)AT(K)+vT(k)))

Dieser Ausdruck für die Fehlerkovarianzmatrix des extra-

polierten Zustandsvektors läßt sich mit Hilfe der folgen-

den Argumentation vereinfachen.
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Da x(k) von der Musterfolge £(k0), ' X<k) abhängt, die

ihrerseits wiederum nur von den Folgen x^n^ , -..# x(k)

und w(ko), ..., w(k) abhängt, sind x(k) und v(k) nach

den Voraussetzungen (V1 ) bis (V4) aus Abschnitt II.3 un-

korreliert. Andererseits sind x(k) und v(k) aufgrund der

gleichen Voraussetzungen ebenfalls unkorreliert, so daß

insgesamt die Kreuzkovarianz zwischen x(k) und v(k) ver-

schwindet. Demnach ergibt sich für P (k+1) der folgende

vereinfachte Ausdruck:

P*(k+1) = A(k) AT(k) Q(k) (II.5.20)

Dies ist der Ausdruck für die Kovarianzmatrix des Extra-

polationsfehlers, der im rekursiven Algorithmus weiter-

hin benötigt wird.

Um eine Gauß-Markov-Schätzung für den Zustandsvektor

x(k+1) im neuen Beobachtungszeitpunkt k+1 zu erhalten,

wird der extrapolierte Vektor mit dem Vektor der neu er-

hobenen Meßwerte zu einem Verbundsystem zusammengefaßt:

x*(k+1) -A(k)x(k) - v(k)

oder in der gewohnten Matrixschreibweise:

M

Damit ist wieder die in Gleichung (II.5.1) festgelegte

Form eines stochastisch gestörten Gleichungssystems er-

reicht und es kann eine erneute Gauß-Markov-Schätzung

für den BeobachtungsZeitpunkt k+1 vorgenommen werden. Vor-

aussetzung hierfür ist jedoch, daß die Kovarianzmatrix

der Störgröße £ bekannt ist. Die Kovarianzmatrix des

oberen Teils des neuen Störvektors wurde bereits durch

P (k+1) berechnet; die Kovarianzmatrix des unteren Teils
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von s^ im Verbundsystem, also w(k+1) ist voraussetzungsgemäß

durch Bedingung (V2) im Kapitel II. 3 als R(k+1) gegeben.

Die Kreuzkovarianzen zwischen w(k+1) und x(k) beziehungs-

weise v(k) verschwinden gemäß Voraussetzung (V3). Damit

ist die Kovarianzmatrix des Störvektors:

P*(k+1)

0

= S

Die Gauß-Markov-Schätzung für den neuen Zustandsvektor

x(k+1) kann nun mit Hilfe von (II. 5.14.) explizit ange-

geben werden:

MT S 1 d (II.5.21)

wobei die Fehlerkovarianzmatrix laut (II.5.15) gegeben

ist durch:

P(k+1) = (MT S"1 M)

Um eine der Gleichung (II.4.1) entsprechende Form für den

Schätzwert mit Korrekturmatrix K zu erhalten, sind noch

einige Umformungen vorzunehmen.

Insbesondere werden die folgenden Ausdrücke berechnet:

MT S~

*~1

= (P*

0

(k+1)fC
T(k+1)R"1(k+1))

0

R 1(k+1)

(II.5.22)
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M S ' M = (P ,CT(k+1)R

1(k+1) + CT(k+1)R~1 (k+1 )C (k+1) =

= P 1(k+1)

MT S 1 d = (k+1),CT(k+1)R

(II.5.23)

x*(k+1)

(II.5.23)

Setzt man diese Ausdrücke in die Schätzgleichung (11.5.21}

ein, so ergibt sich der folgende explizite Ausdruck für

den neuen Schätzwert:

x(k+1)=P(k+1) (P*~1 CT(k+1)R"1

^Bezeichnet man nun die Koeffizientenmatrix vor dem Vektor

^(k+1) in diesem Audruck wiederum als Korrekturmatrix

K(k+1) und ersetzt die nun durchgängig auftretenden Argu-

mente k+1 der Übersichtlichkeit wegen wieder durch k, so

erhält man durch leichte algebraische Umformungen mit

Hilfe von (II.5.23) das folgende System von Gleichungen:

x(k) = K(k) - C(k) x*(k))

K(k) - P*(k) CT(k) (C(k) P*(k) CT(k)

Damit sind alle Gleichungen für den rekursiven Algorithmus

zur Gauß-Markov-Schätzung des Zustandsvektors mit Korrektur

durch die neuen Meßwerte abgeleitet.

Im folgenden Abschnitt werden die benötigten Gleichungen

noch einmal zusammengestellt.
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II.5.3 Zusammenfassung der Rekursionsgleichung

als Gauß-Markov-Schätzung

Zur besseren Übersicht sollen in diesem Abschnitt noch

einmal alle Schritte zusammengestellt werdenf die zur

rekursiven Schätzung des Zustandsvektors für die Modell-

gleichung (II.3.1) nach der Gauß-Markov-Methode benötigt

werden.

Bevor der Rekursionsalgorithmus angewandt werden kann,

müssen folgende Bedingungen erfüllt sein:

Das mathematische Modell muß die Voraussetzungen (VI) bis

(V4) aus Abschnitt II.3 erfüllen.

Zum Beobachtungszeitpunkt k^ werden die ersten Messun-

gen y(kQ) erhoben. Es werden so viele Beobachtungen abge-

wartet, bis die Gesamtzahl der Einzelmeßwerte y.(k) größer

oder gleich der Zahl der Komponenten des Zustandsvektors

ist.

Anschließend wird der erste Schätzwert &(k-) und der erste

Wert der Fehlerkovarianzmatrix ^(k. ) gemäß den Gauß-

Markovschen-Regeln bestimmt.

Diese beiden Größen stellen die Startwerte für den Rekur-

sionsalgorithmus dar.

über den Anfangswert des Zustandsvektors sei hier speziell

vorausgesetzt, daß er unendliche Streuung habe:

=2

Das systemanalytische Simulationsmodell ohne Berücksich^-

tigung externer Einflüsse hat die folgende Gestalt;
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x(k+1) = A(k) x(k) + v(k) (II. 5.25a)

= C(k) x(k) + w(k) (II.5.25b).

In den ersten beiden Schritten der Schätzung werden mit

der Parametermatrix A(k), die die Dynamik des Systems

festlegt, und der Kovarianzmatrix Q(k) der Prozeßfehler,

der zum Beobachtungszeitpunkt k vorliegende Schätzwert

x(k) sowie seine Fehlerkovarianzmatrix zum nächsten Be-

obachtungszeitpunkt extrapoliert :

x*(k+1) = A(k) x(k) (II.5.26)

sowie die Fehlerkovarianzmatrix der Extrapolation bestimmt:

P*(k+1) = A(k) p(k) AT(k) + Q(k) (II. 5.27)

Im nächsten Schritt wird die bestmögliche Korrektur-

matrix K berechnet:

= P*(k+1)CT(k+1) ^ T "1

( 1 1 . 5 . 2 8 )

und der ex t rapol ie r te Schätzwert (II.5.26) wird mit den

neu erhobenen Daten ^(k+1) aufgebessert:

x(k+1) = x*(k+1) + K(k+1)(x(k+1)-C(k+1)x*(k+1))

(11.5.29)

Damit ist der neue, verbesserte Schätzwert berechnet.
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Der letzte Schritt liefert schließlich die Kovarianz-

matrix des korrigierten, neuen Schätzwertes, die wieder-

um als Startwert für die folgende Schätzung zum Beobach-

tungszeitpunkt k+2 benötigt wird:

P(k+1) = P*(k+1) - K(k+1) C(k+1) P*(k+1)

(II.5.30)

Die Elemente der Hauptdiagonalen von I?(k+1) geben ein

Maß für die Güte der Schätzung ab.
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II.5.4 Die Rekursionsgleichung als minimale

VarianzSchätzung

Die bisherige Ableitung der Rekursionsgleichungen als

Gauß-Markov-Schätzung war zwar die konzeptuell einfach-

ste Betrachtungsweise, sie hat jedoch den Nachteil, daß

die erste Schätzung des Zustandsvektors und die anschlie-

ßende Rekursion erst dann einsetzen können, wenn mehr als

n Einzelbeobachtungen y.(k) vorliegen.

Das Schätzverfahren der minimalen Varianz erlaubt es

dagegen, sofort auf der Basis der ersten Beobachtungs-

werte X^^O eine Schätzung für x(kQ) vorzunehmen. Dies

kann natürlich nur unter einer zusätzlichen Vorausset-

zung geschehen, das heißt es muß ein zusätzliches Maß an

a-priori-Information über den Anfangszustand vorhanden

sein.

Es soll demnach hier vorausgesetzt werden, daß im Gegen-

satz zur Gauß-Markov-Schätzung die Kovarianzmatrix des

Zustandsvektors im ersten BeobachtungsZeitpunkt k end-

lich ist. Ansonsten sollen die Voraussetzungen (VI) bis

(V4) aus Abschnitt II.3 gelten.

Im ersten Schritt der Ableitung soll nun zunächst der

Schätzwert minimaler Varianz für den Anfangszustand x^n^

bestimmt werden.

Für alle weiteren Testzeitpunkte wird wieder ein Rekur-

sionsverfahren angewandt, mit dem ein gegebener Schätz-

wert bei der Erhebung neuer Meßwerte derart verbessert

wird, daß der korrigierte Schätzwert wiederum die kleinst-

mögliche Fehlervarianz aufweist.

Es wird sich herausstellen, daß der identische Algorithmus

wie in Abschnitt II.5.3 entsteht, wobei der Unterschied

hauptsächlich in den geänderten Anfangsbedingungen und im

vorverlegten Startzeitpunkt besteht.
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In mathematischer Hinsicht hat das Verfahren der minima-

len Varianz noch zwei weitere Vorteile:

(a) Die Kovarianzmatrix R(k) der Meßfehler braucht nicht

mehr als regulär vorausgesetzt zu werden.

(b) Die Optimalität der Extrapolation (II.5.19) des

Zustandsvektors im rekursiven Algorithmus kann

streng nachgewiesen werden.

Bei der ersten Datenerhebung liegt der Vektor der multi-

variaten Meßwerte Z^kn^ v o r :

= C(kQ) x(kQ) + w(kQ)

mit

Da in dieser Gleichung sowohl der Datenvektor ;̂ (k ) als

auch die Koeffizientenmatrix £(ko) und die Kovarianz-

matrizen R(kn) und £(kn) der Meßfehler und des Anfangs-

zustandes als bekannt vorausgesetzt werden, sind die Be-

dingungen (ST) bis (S4) aus Abschnitt II.3 erfüllt und

es kann die Formel zur Schätzung der Lösung eines stocha-

stisch gestörten Gleichungssystems mit minimaler Varianz

der Fehler (II.5.10) angewandt werden:

x(kQ) = K(kQ) Z(k 0) (II.5.31)

mit

K(kQ) = P(ko)C
T(kQ) (C(kQ)P(k0)C

T(k0)

(II.5.32)
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Wie in Abschnitt II.3 bereits in der Gleichung (II.5.11)

abgeleitet, berechnet sich die Kovarianzmatrix der Schätz-

fehler für den Anfangszustand zu:

P(kQ) = P(kQ) - K(kQ) C(k0) P(kQ) (II. 5.33)

Die Berechnung aller folgenden Schätzwerte für den je-

weils nächsten Beobachtungszeitpunkt erfolgt induktiv.

Die multivariate Meßwertfolge £(ko) ' •••' Z ^ möge da-

her vorliegen und bereits zum Schätzwert &(k) verarbeitet

worden sein. Dieser Schätzwert sei optimal im Sinne der

minimalen Varianz.

Eine notwendige und hinreichende Bedingung für die Schät-

zung mit minimaler Fehlervarianz ist Gleichung (11,5.6),

das heißt der Schätzfehler zum Zeitpunkt k muß ortho-

gonal zu den bis zum Zeitpunkt k erhobenen Meßwerten sein:

E((x(k) - x(k)) £T(k)) = 0

E((x(k) - &(k)) £ (kQ) = O

(11,5.34)

Laut Induktionsvoraussetzung sollen diese Gleichungen zum

Beobachtungszeitpunkt k bereits erfüllt sein. Mit Hilfe

einer ähnlichen Beziehung soll nun der optimal extras

polierte Zustandsvektor x (k+1) für den nächsten Beob-

achtungszeitpunkt gesucht werden. Er soll daher das fol-

gende Gleichungssystem erfüllen:



- 56 -

x*(k+1) £T(k)) = 0

x*(k+1) £T(k-1)) = 0

- x*(k+1) £T(kn)) = 0

(II.5.35)

Der neue Schätzwert für den BeobachtungsZeitpunkt k+1

kann berechnet werden, sobald die neuen Daten ^(k+1) z u r

Verfügung stehen.

Das Orthogonalitätskriterium für diesen neuen Schätzwert

lautet:

= 0

= 0

_ _ > X (k0
} ) = 2

(II.5.36)

Zur Bestimmung des optimalen Extrapolationsvektors x (k+1 )

vergleicht man die Bedingungen (II.5.34) und (II.5.35).

Der Vergleich wird erleichtert, wenn man in (II.5.35) den

Zustandsvektor x(k+1) gemäß der Zustandsdifferenzenglei-

chung:

= A(k) x(k) + v(k)

ersetzt.
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Da der Prozeßfehler v(k) mit keinem der Datenvek-

toren y(k ), ..., Y(k) korreliert, kann er im Ausdruck

für die Erwartungswerte gestrichen werden, so daß fol-

gende Bedingungen übrigbleiben:

E((A(k)x(k) - x*(k+in ZT(k)) = 0

E((A(k)x(k) - x*(k+D) XT(k-1)) = 0

E((A(k)x(k) - x*(k+1)) XT(k0)) = 0

(11,5.37)

Diese Bedingung läßt sich offenbar durch die folgende

Wahl für den extrapolierten Zustandsvektor erfüllen:

x*(k+1) = A(k) x(k) (11,5,38)

denn hiermit kann die Matrix A(k) nach links aus dem Er-

wartungswert herausgezogen werden und es verbleibt das

bereits als gültig vorausgesetzte Gleichungssystem

(II.5.34).

Die Form der Extrapolation (II.5.38) ist zwar identisch

mit der in (II.5.19) angegebenen, jedoch wird hier im

Gegensatz zur Gauß-I4a,rkov~Schätzung die Optimalität dieser

Extrapolation streng nachgewiesen.

Der Fehler bei dieser Extrapolation ergibt sich folgen-

dermaßen:

- x*(k+1) = A(k) x(k) + y(k.) - A(k) ic(k) =

x(k) + v(k)
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Seine Kovarianzmatrix hat die Gestalt:

P*(k+1) = E((x(k+1) - x*(k+1))(x(k+1) -x*(k+1))T)

= E((A(k) x(k) + v(k)) (A(k) x(k) + v(k))T)

Da der Prozeßfehler v(k) mit dem Schätzfehler x(k) nicht

korreliert ist, bleibt der folgende Ausdruck:

P*(k+1) = A(k) P(k) AT(k) + Q(k) (11,5*39)

Damit ist der Ausdruck für die optimale Extrapolation zu-

sammen mit dem Extrapolationsfehler abgeleitet.

Als nächstes muß der neue Schätzwert für den Beobachtungs-

zeitpunkt k+1 berechnet werden, welcher auf der durch die

neuen Meßwerte y(k+1) verbesserten Extrapolation basiert.

Hierzu soll die für minimale Fehlervarianz notwendige und

hinreichende Bedingung (II.5.36) herangezogen werden. Es

soll auch hier wieder - wie im Fall der optimalen Extra-

polation - ein passender Ausdruck für &(k+1) gefunden

werden, der diese Orthogonalitätsbeziehungen erfüllt.

Ein ähnlicher Ansatz, wie er bereits bei der Gauß-Markov-

Schätzung angewandt wurde, soll auch hier eingesetzt

werden:

= x*(k+1) +K(k)(y(k+1) -C(k+1) x*(k+D)

(11,5.40)

Zur Überprüfung der Bedingung (II.5.36) muß wiederum der

Ausdruck für den Schätzfehler gebildet werden. Man er-

setzt daher y(k+1) in (II.5.40) durch den entsprechenden

Ausdruck C(k+1)x(k+1) + w(k+1) aus der Modellgleichung

und erhält damit für den Schätzfehler:
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= U-K(k+1)C(k+1)

(II.5.41)

Es ist nun zu prüfen, ob dieser Ausdruck die Orthogona-

litätsbeziehungen (II.5.36) erfüllt.

Hierzu soll die erste Gleichung in (II.5.36) zunächst

außer Acht gelassen werden.

Der neue Meßfehler w(k) ist mit den alten Daten nicht

korreliert, so daß der letzte Summand im Ausdruck für

den neuen Schätzfehler (II.5.41) nichts zu den betrach-

teten Erwartungswerten beiträgt.

Das Produkt der beiden Klammern auf der rechten Seite

von (II.5.41), korreliert mit den Daten ̂ (k)t •••# Z^ko^

verschwindet ebenfalls, da die Bedingung (II.5.35) mit

dem neuen, extrapolierten Zustandsvektor x (k+1) aus

Gleichung (II.5.38) inzwischen erfüllt ist.

Damit sind die Orthogonalitätsbeziehungen (II.5.36) bis

zum BeobachtungsZeitpunkt k erfüllt.

Die erste Gleichung in (II.5.36) wird nun verwandt, um

die fehlende Korrekturmatrix K zu bestimmen.

Diese Matrix ist im Prinzip frei wählbar und wird hier

gerade so gewählt, daß die erste Gleichung in (II.5.36)

erfüllt ist und damit auch der neue Schätzwert wieder

minimale Fehlervarianz hat.

Setzt man Gleichung (II.5.41) in die erste Beziehung von

(II.5.36) ein, so erhält man:
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E ( ( (3>K (k+1 )C (k+1 ) ) (x (k+1 ) -x* (k+1 ) ) -K(k+1)w(k+1 ) )

•(xT(k+1)CT(k+l)+wT(k+1))) = 0

Zur weiteren Auswertung dieser Beziehung muß man beach-

ten, daß die Größen x(k+1) und x*(k+:i) nicht mit w(k+1)

korreliert sind. Die Kreuzkovarianz zwischen

x(k+1) - x*(k+1) und x(k+1) wird mit Hilfe der folgenden

Beziehung:

E(xxT) = E (xxT) (II.5.42)

"5fr •&

die man auf x (k+1) anwendet, ersetzt durch P (k+1).

Durch einfache algebraische Umformungen erhält man:

)P*(k+l)CT(k+1) - K(k+1)R(k+1) = 0

Daraus folgt durch Umformung und Auflösung nach K:

= P*(k+1)CT(k+1) ^ T

(II.5.43)

Dies ist der gesuchte Ausdruck für die Korrekturmatrix

zur Verbesserung des neuen 3chätzwertes durch die neu

erhobenen Daten.

Schließlich ist es für den rekursiven Algorithmus und

zur Einschätzung der Güte des Schätzwertes noch notwendig,

die Kovarianzmatrix für den Sch^tzfehler zu ermitteln* Un-

ter Ausnutzung der Beziehung (II.5.42) wird dies erreicht

durch Nachmultiplizieren der Gleichung (II.5.41) für den
TSchätzfehler mit x (k+1) und Erwartungswertbildung auf

beiden Seiten. Der Ausdruck für den Schätzfehler lautet

dann:
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(II.5.44)

Damit sind alle Elemente der rekursiven Schätzgleichungen

nach der Methode der minimalen Fehlervarianz abgeleitet.

Alle benötigten Gleichungen zur Aufstellung des optimalen

Schätzwertes werden im folgenden Abschnitt noch einmal

kurz zusammengefaßt.
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II.5.5 Zusanunenfassung der Rekursionsgleichungen als

Schätzung minimaler Fehlervarianz

Der lineare erwartungstreue Schätzwert minimaler Varianz

für den Zustandsvektor x des zeitlich diskreten, stocha-

stisch gestörten Systems:

x(k+1) = A(k) x(k) + v(k) (II.5.45a)

= C(k) x(k) + w(k) (II.5.45b)

ist zu bestimmen, wobei die multivariate Meßwertfolge

^(k ) t . .., Y.^) un<^ a-priori-Kenntnisse gemäß (V1 ) bis

(V4) aus Abschnitt II.3 vorhanden sind und die Kovarianz-

matrix P(k ) des Anfangszustandes endlich ist.

Zur Bestimmung des Schätzwertes werden vier Schritte be-

nötigt:

1. Schritt: Berechnung der optimalen Extrapolation von k

auf k+1 und der Kovarianzmatrix des Extra-

polationsfehlers

x*(k+1) = A(k) x(k) (II.5.46)

P*(k+1) = A(k) P(k) AT(k) + Q(k) (II.5.47)

2. Schritt: Berechnung der Korrekturmatrix zur Verbesserung

der Extrapolation durch neu erhobene Daten

(C(k+1)P*(k+1)CT(k-f1)

(II.5.48)

Falls die hier zu berechnende inverse Matrix

nicht existiert, kann auch die Pseudoinverse

(PENROSE 1955) verwendet werden.
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3. Schritt: Berechnung des korrigierten Schätzwertes:

S (k+1 ) =x* (k+1)+K(k+1 ) (̂ (k+1.) -C (k+1 ) x* (k+1 ) )

(11.5.49)

4. Schritt: Berechnung der Kovarianzmatrix des neuen

Schätzfehlers :

P (k+1 ) =p* (k+1)-K(k+1)C(k+1 ) P* (k+1 )

(11.5.50)

Die Schätzung kann direkt mit dem ersten Beobachtungs-

zeitpunkt k beginnen. Für diese erste Schätzung werden

die folgenden drei Anfangsschritte durchgeführt:

(A1) Berechnung der ersten Korrekturmatrix

K (kn) =P (kn) C
T (kn) (C (kn) P (kn) C

T (kn) +R (kn) ) ~
1

(II.5.51)

(A2) Berechnung des ersten Schätzwertes

x(k0) = K(kQ) x(
k
o) (II.5.52)

(A3) Berechnung der Kovarianzmatrix des ersten Schätz-

fehlers

P(k0) = P(kQ) - K(ko)C(ko)P(kQ) (II.5.53)

P(kQ) war die Kovarianzmatrix des Anfangszustandes x^
k

und drückt die diesbezügliche a-priori-Information aus

Die lineare, erwartungstreue Schätzung minimaler Varianz

ist, wie ein Vergleich mit der Gauß-Markov-Schätzung zeigt,

die Verallgemeinerung vom Fall £(kn) -+ °° auf beliebige,

endliche Werte dieser Matrix.
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Ähnlich wie in Abbildung 2.2 läßt sich der Ablauf des

Schätzalgorithmus diagrammatisch darstellen.

Abbildung 2.3 zeigt das entsprechende Diagramm für den

soeben beschriebenen rekursiven Algorithmus.

Das Diagramm verdeutlich, wie die nicht direkt beobacht-

bare Entwicklung des Zustandsvektors, der den Verlauf

der Meßreihe ^(k) bestimmt, gerade über diese Daten mit

Hilfe der Korrekturmatrix K an das Schätzverfahren ge-

koppelt ist.
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beobachtetes System• beobach

x*"(k+1)

x(k)

Abbildung 2.3: Systembeschreibung mit Korrekturmatrix

ohne externe Einflüsse
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II.6 Nicht zentrierte Anfangswerte und die Berücksich-

tigung externer Einflüsse

Bisher wurde vorausgesezt, daß die Zufallsprozesse x

und ^(k) den Erwartungswert Null für alle k haben. Sobald

E(x(k )) von Null verschiedene Werte annimmt, geht die

Biasfreiheit der gesamten Prozesse verloren.

Dasselbe gilt, wenn außer den stochastischen Störgrößen

v(k) noch die Meßwerte exogener Einflüsse - zum Beispiel

die Interaktion mit einer zweiten Person - u(k) m i t M e ß ~

fehlem ^(k) in das Simulationsmodell einbezogen werden.

Faßt man die zusätzlichen Meßfehler m(k) mit dem Prozeß-

fehler y(k) zusammen, so enthalten der Zustandsvektor x(k)

und die Meßwerte ĵ (k) deterministische, bekannte Anteile

und die Formel für den Schätzwert x(k) muß entsprechend

modifiziert werden.

Diese Situation wird durch das folgende, erweiterte mathe-

matische Modell beschrieben:

= A(k) x(k) + ä^ H(k^ + v(k)

(II.6.1a)

= C(k)x(k) + w(k) (II. 6.1b)

Der Erwartungswert des Anfangszustandes sei nun nicht mehr

biasfrei, sondern gegeben durch E(x(kn)) = c[f wobei die

Elemente von £ beliebige, endliche Werte annehmen können.

Die Folge der Eingangsgrößen u(k^), ..., u(k) sei exakt

bekannt und im übrigen gelten die Voraussetzungen (V1) bis

(V4) aus Abschnitt II,3 (wobei (V1) entsprechend zu modi-

fizieren ist) .
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Gesucht ist wieder ein linearer, erwartungstreuer Schätz-

wert für den Zustandsvektor x mit minimaler Fehlervarianz.

Mit den aus Abschnitt (II•5) bekannten Ergebnissen für das

freie System lassen sich die externen Einflüsse nun leicht

berücksichtigen. Da die stochastischen Beiträge zu u(k)

bereits im Prozeßfehler v(k) mitberücksichtigt wurden,

kann formal der Einfluß von u(k) auf das System durch ent-

sprechende Zustandsgieichungen ohne Störbeiträge separat

behandelt werden.

Wird der Beitrag der externen Einflüsse zum Zustandsvek-

tor mit x^k) und der Beitrag zu den durch das System

simulierten Daten mit ^(k) bezeichnet, so gelten fol-

gende Gleichungen :

A(k) xQ(k) + B(k) u(k) (II. 6.2a)

= C(k) X Q O O (II.6.2b)

Diese Ausdrücke können von den stochastischen Zustands-

gleichungen (II.6.1) abgezogen werden und man erhält die

Gleichungen für das zentrierte System, das die reine

Eigendynamik des Prozesses beschreibt:

= A(k) [x(k) -

= £(k) [x(k) -

Hierfür gelten wieder die Ergebnisse aus Abschnitt (II.5)

und es kann eine Gleichung zur rekursiven Schätzung von

x1(k) = [x(k) -

aufgeschrieben werden.

J + V

(II.

w(k)

(II.

(k)

6.3a)

6.3b)
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Wird zu dieser Schätzgleichung wieder der Ausdruck

(II.6.2a) addiert, so ergibt sich eine Schätzgleichung

für den stochastischen Zustandsvektor x(k).

Dieser Vorgang soll in diesem Abschnitt formal durchge-

führt werden.

Hierzu wird die Gleichung (II.5.52) für den ersten Schätz-

wert des Zustandsvektors für die zentrierten Variablen

5L und Y. ~ Z Q formuliert:

â-,(kQ) = K(kQ) (Z(kQ) - Y O O C Q ) )

Hinzufügen von x^(k ) auf beiden Seiten liefert den Schätz

wert für x(k ):

V + K(kQ)(Z(k0) - C ^

(II. 6.4)

Für die weiteren Beobachtungszeitpunkte betrachtet man die

alte Schätzgleichung (II.5.49) und eliminiert den extra-

polierten Zustandsvektor x (k+1) mit Hilfe von (II.5.46):

(k) +

(z(k+1)""Yo(
k+1)"C(k-f1)A(k)xl (k))

Addiert man hierzu die deterministische Modellgleichung

(II.6.2a) für x^Jk+1), so erhält man

den nicht zentrierten Zustandsvektor:

(II.6.2a) für x^Jk+1), so erhält man den Schätzwert für
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= A(k) x(k) + B(k) u(k) +

+ K(k+1)(^(k+1)-C(k+1)xo(k+1)-C(k+1)A(k)x1(k)

Auf der rechten Seite dieser Gleichung wird nun noch

x-^k+D durch die entsprechende Modellgleichung ersetzt

und die Terme mit x„ und x1 werden zusammengefaßt:

x(k+1) = (A(k)x(k) + B(k)u(k)) +

(A(k)x(k)+B(k)u(k)))

(II.6.5)

Ein erneuter Vergleich mit der ursprünglichen Schätzglei

chung (II.5.49) zeigtr daß die Form der Schätzgleichung

und hierbei insbesondere der Einfluß der Korrekturmatrix

K erhalten geblieben sind. Lediglich der extrapolierte

Schätzwert ist übergegangen in:

x*(k+1) = A(k) &(k)+B(k) u(k) (II. 6.6)

Diese Form der Extrapolation.ist auch intuitiv sofort

verständlich.

Nachzuweisen bleibt hier noch die Erwartungstreue des

Schätzwertes (II.6.5). Hierzu werden die Gleichungen für

die Fehler des extrapolierten Zustandsvektors und des

augenblicklichen Schätzwertes gebildet.

x(k+1) - x*(k+1) = A(k) x(k) + v(k) (II.6.7)

mit dem Anfangswert

x(kQ) - x*(kQ) = x(
k
0
) " -2 (II. 6.8)
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Mit der Gleichung (II.6.5) und der Schätzgleichung

(II.5.49) für den Zeitpunkt k erhält man für den Schätz-

fehler:

x(k) = x(k) - x(k) =

= x(k)-x*(k)-K(k) (C(k)x(k)+w(k)-C(k)x*(k))

oder

x(k) = (l-K(k)C(k))(x(k)-x*(k))-K(k)w(k)

(II.6.9)

Durch Bildung der Erwartungswerte der Gleichungen

(II.6.7), (II.6.8) und (II.6.9) und Schluß von k auf

k+1 findet man, daß die Extrapolationsfehler und die

Schätzfehler für alle Zeitpunkte k den Erwartungswert

Null haben, unabhängig davon, wie groß cj und u sind. Die

Schätzung ist daher erwartungstreu.

Die Kovarianzmatrix des Extrapolationsfehlers hat nach

Gleichung (II.6.7) die Form:

P*(k+1) = A(k) P(k) AT(k) + Q(k)

Sie entspricht der alten Gleichung (II.5.47) und hat den

Anfangswert £(kQ).

Für die Kovarianzmatrix des Schätzfehlers findet man aus

Gleichung (II.6.9) den Ausdruck:
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K(k+1)R(k+1)KT(k+1) =

(C(k+1)P*(k+1)CT(k+1)+R(k+1))KT(k+1)

(II.6.10)

Wählt man die Korrekturmatrix K wie in Gleichung

(II.5.48), so heben sich die beiden letzten Summanden

dieser Gleichung auf und der Rest ergibt den minimalen

Wert der Fehlervarianz wie" in Gleichung (II.5.50).

Dieser letzte Ausdruck für P(k+1) eignet sich auch zur

Untersuchung der Qualität der Schätzung des Zustandsvek-

tors bei suboptimaler Wahl der Korrekturmatrix.

Das Ablauf diagramm für den rekursiven Algorithmus in An-

wesenheit externer Einflüsse ist in Abbildung 2.4 darge-

stellt.
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r v(k) x(ko) v.(k)

u(k)

x(k+1I

I

|y(k)

I
l beobachtetes System I

11?(\)
x*(k)

Abbildung 2.4: Beschreibung eines linearen Systems mit

externen Einflüssen mit Hilfe von

Zustandsrückführung
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II.7 Vorhersagemethode mit dem rekursiven Algorithmus

Zur Zustandsvorhersage soll der Einfachheit wegen zunächst

wieder ein biasfreier Anfangszustand x(ko) vorausgesetzt

werden und es sollen im ersten Schritt keine externen Ein-

flüsse u(k) berücksichtigt werden, so daß die Vektoren

x(k) und ^(k), k > ko, ebenfalls den Erwartungswert Null

haben.

Gesucht werden soll jetzt der lineare, erwartungstreue

Schätzwert minimaler Fehlervarianz für den Zustandsvektor

x(j) / J > k/ auf d e r Basis der vorliegenden Daten x(k
o) '

..., ̂ (k), wobei k den gegenwärtig letzten Beobachtungs-

zeitpunkt bezeichnet.

Der gewünschte Schätzwert werde mit x(j/k) bezeichnet und

muß als Schätzwert minimaler Varianz wiederum einen Satz

von Orthogonalitätsbedingungen erfüllen:

= 0

= 2

(II.7.1)

Der um einen Beobachtungszeitpunkt extrapolierte Schätz-

wert ist bereits in Gleichung (II.5.46) berechnet worden!

x(k+1/k) := x*(k+1) = A(k) :
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Um noch weiter in die Zukunft zu extrapolieren, muß x(j),

j > k, mit Hilfe der formalen Lösung in Analogie zu

(II.5.16) ausgedrückt werden:

i=k+1

(II.7.2)

Die gegebenen Daten % in (-II.7.1) hängen nur von x(ko),

v(ko), ... v(k-1) und w(ko), ... w(k) ab; sie sind daher

mit den Störgrößen v(k+1), ..., v(j-1) in der Summe in

(II.7.2) nicht korreliert.

Setzt man die Lösung (II.7.2) für x(j) in (II.7.1) ein,

so kann aufgrund dieser Argumentation die gesamte Summe

im Erwartungswert weggelassen werden und man erhält:

E(($(jfk+1)x(k+1) - x(j/k)) £
T(k)) = 0

= 0

/(kQ)) = 0

(II.7.3)

Diese Bedingung läßt sich offenbar durch die Wahl

x(j/k) = £(j,k+1) x*(k+1) (II.7.4)

erfüllen, denn damit kann die Transitionsmatrix vor die

Erwartungswertbildung gezogen werden und es verbleibt

die bereits gültige Beziehung (II.5.35), mit der die Opti-

malität des ersten extrapolierten Schätzwertes (II.5.46)

nachgewiesen wurde.
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Setzt man also kein zeitvariables System voraus, sondern

betrachtet die Parametermatrizen A, B und C als konstant,

so läßt sich die Transitionsmatrix systematisch berechnen

und eine Extrapolation auf beliebig ferne Beobachtungs-

zeitpunkte ist möglich.

Bei Extrapolation um mehr als einen Beobachtungszeitpunkt

geht natürlich der große Vorteil des rekursiven Algorith-

mus verloren, da nun kein Feedback mit neu erhobenen Daten

mehr stattfinden kann.

In die Qualität der extrapolierten Schätzwerte geht nun

sehr stark die Güte der Parametermatrizen und die Güte

der vorhergegangenen Schätzungen ein.

Natürlich lassen sich auch nicht verschwindende externe

Einflüsse und nicht zentrierte Anfangsbedingungen berück-

sichtigen. Allerdings müssen zur optimalen Vorhersage die

Werte der gegenwärtigen und zukünftigen Umwelteinflüsse

u(k), ..., u(j~1) bekannt sein.

Da dies oft nicht der Fall ist, ist auch hier das Ergebnis

zur Vorhersage um ein Beobachtungsintervall besonders in-

teressant, denn es ist bereits in (II.6.5) enthalten als

extrapolierter Zustandsvektor:

x*(k+1) = A(k) (x*(k)+K(k) (̂ (k)-C (k)x* (k) ) )+B(k)u (k)

(II.7.5)

Durch einige nicht sehr schwierige algebraische Umformungen

erhält man ebenfalls unmittelbar eine Differenzengleichung

für die Kovarianzmatrix P des Extrapolationsfehlers:
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P*(k+1) = A(k)P*(k)AT(k) - A(k)P*(k)CT(k)

(C(k)P*(k)CT(k)+R(k))"1 C(k)P*(k)AT(k)+Q(k)

(II.7.6)

mit dem Anfangswert P (k_) = P(kQ).

Gleichung (II.7.6) kann genutzt werden, um die Güte der

Extrapolation mit fortschreitenden Betrachtungszeitpunk-

ten zu kontrollieren.
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II. 8 Ein Beispiel zur Demonstration der Funktionsweise

des Schätzalgorithmus an synthetischen Daten

Zur Veranschaulichung des Verfahrens der optimalen Zu-

standsschätzung soll nun das einfache Beispiel der Schät-

zung eines konstanten "wahren" Wertes aus einer Reihe

fehlerbehafteter Daten diskutiert werden (vgl. EYKHOFF

1974; TÖLKE & VON EYE 1984c).

Prozeßmodell und Meßmodell nehmen in diesem Spezialfall

die folgende Gestalt an:

x(k-M) = x(k) + v(k) (II.8.1a)

y(k) = x(k) + w(k) (II.8.1b)

(Anmerkung: Die Prozeßmatrix A entartet hier zu einem

einfachen Faktor 1. In zeitkontinuierlicher Form lautet

das Prozeßmodell: x(t) = 0. In diesem Fall entspricht

die Prozeßmatrix A dem Faktor 0!)

Für die stochastischen Beiträge werden die folgenden

Voraussetzungen getroffen:

E(v(k)) = 0; E(v(k)v(l)) = Q 6kl (II.8.2a)

E(w(k)) = 0; E(w(k)w(l)) = R 6kl (II.8.2b)

E(v(k)w(l)) = 0 (II.8.2c)

Da im vorliegenden Beispiel lediglich skalare Größen

auftreten, nehmen die vier Rekursionsschritte aus Ab-

schnitt (II.5) eine sehr einfache Gestalt an:
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1 . x*(k+1) = x(k)

P*(k+1) = P(k) + Q

(II.8.3a)

(II.8.3b)

2. K(k+1) = P*(k+1)/(P*(k+1) + R)

3. x(k+1) = x(k) .+ K(k+1) (y(k+1) -

(II.8.3c)

(II.8.3d)

A. P(k+1) = (1 - K(k+1)) P*(k+1)

Durch die Vorgabe eines Startwertes x(0) mit Varianz

P(0) = P(0) sind die Varianzen P(k) und P*(k) sowie

die Korrekturmatrix K(k) für jeden Zeitpunkt k voll-

ständig festgelegt. Der zeitliche Verlauf dieser Größen

wird durch die a priori Kenntnis über x(0) beeinflußt.

Folgende beide Fälle sollen hier unterschieden werden:

(a) Es liegt keine a priori Kenntnis über den Anfangs-

schätzwert x(0) vor.

(b) Der Anfangswert x(0) ist exakt bekannt.

Wählt man konkret als Beispiel für den "wahren" Wert

x = 0 und für die Fehlervarianzen die Bedingung Q = R,

so erhält man für die zeitliche Entwicklung der Größen

P, P und K, die die Qualität der Schätzung bestimmen,

folgende Werte:

Fall a: k

0

1

2

3

A
5

P*"C-k;
-

00

2.000

1.667

1.625
1.619

I

w

w

w

w

K(k)

-

1.000
0.667

0.625

0.619
0.618

P(k)
00

W

0.667

0.625

0.619
0.618

w

w

w

w
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Fall b: k

0

1

2

3
A
5

P*(k)
-

1 .000
1 .500
1 .600
1 .615
1.618

w

w

w

w

w

K(k)

-

0.500

0.600

0.615
0.618
0.618

P(k)

0

0.500

0.600

0.615
0.618
0.618

w

w

w

w
w

Der Korrekturfaktor K(k) ist bereits nach wenigen Itera-

tionen konstant, so daß der Schätzalgorithmus zeitinvari-

ant wird. Den Verlauf der Varianz des Schätzfehlers zeigt

Abbildung 2.5« Diese Varianz ist ein Maß für die "Sicher-

heit" der Schätzung und stabilisiert sich von den Anfangs-

varianzen oo bzw. 0 rasch bei einem asymptotischen Wert.

Dieser asymptotische Wert läßt sich aus der Stationaritäts-

bedingung für P(k) ableiten:

P(k) = P(k-1) = P (II.8.

Mit Hilfe der Beziehungen (ll.8.3a-f) findet man:

R P(k-1) + Q + R (II.8.5)

(? + Q)R = P„ R + P J L + 0.)

+ Q Pœ - Q R = 0,

(11.8.6)

(11.8.7)

woraus P berechnet werden kann
oo

Es wird nun als Beispiel die Schätzung des "wahren"

Wertes x = 0 aus einer Folge von Beobachtungen diskutiert,

die mit "weißem" Rauschen überlagert sind. Von besonderem
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P(k)

Abixiidunq 2.5: Yerlauf der Schätzf ehl ervari anz
oh_ne VorwTssen liber den AnfangsscFiätzwert (Fall a)
und bei exakter Kenntnis des Anfangswertes (Fall b)
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Interesse ist hier der Einfluß der unterschiedlichen

Annahmen über das a priori Wissen über die Schätzgröße x.

Zunächst wird x(0) = 10 gewählt, das heißt es liegt eine

grobe Fehlschätzung des Anfangswertes vor. Dies wird durch

eine große Schätzfehlervarianz (P(0) = 1000) berücksich-

tigt, das heißt es besteht sehr große Unsicherheit über

den geschätzten Anfangswert.

In Abbildung 2.6a sind acht mögliche Realisierungen von

Schätzwertverläufen angegeben, die auf unterschiedliehen

Datenverläufen mit den oben angegebenen Anfangsbedingungen

beruhen. Die Abbildung vermittelt einen Eindruck, in wel-

chem Rahmen die Schätzwerte schwanken können, was auch in

Abbildung 2.6b durch den Verlauf der zugehörigen Standard-

abweichungen für den Schätzalgorithmus wiedergegeben wird.

Geht man wieder von der gleichen fehlerhaften Anfangsschät-

zung für x(0) wie oben aus, setzt aber nun eine kleine

Schätzfehlervarianz (P(0) = 3) für den Anfangswert voraus,

so ergeben sich die in Abbildung 2.7 dargestellten Ver-

hältnisse. Hier sind wieder im Teil (a)acht mögliche Reali-

sierungen von Schätzverläufen angegeben, während Teil(b)

den Verlauf des Erwartungswertes mit den zugehörigen, durch

die Standardabweichungen gegebenen Vertrauensgrenzen angibt,

Durch die unzulässig geringe Fehlervarianz des Anfangswer-

tes liegt der "wahre" Wert über weite Strecken des betrach-

teten Intervalls nicht innerhalb der Vertrauensgrenzen und

der Schätzverlauf nähert sich dem "wahren" Wert nur sehr

langsam.

Die beste Anpassung des Schätzwertverlaufes an den "wahren"

Wert erhält man natürlich, wenn man eine korrekte Anfangs-

Schätzung x(0) = 0 vornimmt und eine kleine Fehlervarianz

(P(0) = 3) zuläßt, wie Abbildung 2.8a,b zeigt.
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(a.)

2 •

1 -

- 1 •

- 2 •

2 "

1 •

- 2 -

A E(X) tif

f
Atxhildung 2.6: Schätzung fxei falschem Startwert

und großer Anfangsfehleryarianz.

(a) verschiedene Realisationen

(b) Verlauf des Erwartungswertes mit zugeh-öri gern

Standardabweichung sinterval1.
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(a)
2 '

1 •

- 1 •

- 2 '

(b)
2 .

1 '

- 1 •

- 2 '

\ \ \ E(x) ± l[f

Abbildung 2.7: Schätzung bei falschem Startwert
und kleiner Anfangsfehlervarianz,
(a) verschiedene Realisationen
' / Verlauf des Erwartungswertes mit zugehörigem

Standardabwei chungsintervall.
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(a)
2 •

1 ..

- 1 •

- 2 •

O)
2 •

J .

- 1 •

- 2 •

E(.xJ t l/T

Abbildung 2 ,8 : Schätzung rait richtigem Startwert
und k le iner Anfangsfehlervarianz.
(a) verschiedene Realisationen

(b) Verlauf des Erwartungswertes mit zugehörigem
Standardabwei chungsi n terva l l •



- 85 ~

Bei praktischen Anwendungen ist daher eine möglichst gute

Anfangsschätzung vorteilhaft, wenn eine gute Qualität der

Schätzung schon nach wenigen Beobachtungen erwünscht ist;

falls eine gute Anfangsschätzung nicht erreicht werden kann,

sollte bei Anwendung des rekursiven Schätzverfahrens eine

möglichst große Anfangsfehlervarianz gewählt werden.
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II.9 Bemerkungen zum Abstand der Meßzeitpunkte

In bezug auf die verwendete Art des Modellansatzes (zeit-

kontinuierlich beziehungsweise diskret) lassen sich fol-

gende, für den Einfluß des Abstandes der Meßzeitpunkte

relevanten Fälle unterscheiden:

(a) Das Zustandsraummodell wird zeitdiskret mit zeitvaria-

blen Parametermatrizen angesetzt.

In diesem Fall muß ein Schätzverfahren vorliegen, das

es erlaubt, die Parametermatrizen für jeden Beobach-

tungszeitpunkt zu bestimmen. Hierzu käme zum Beispiel

eine dynamisierte LISREL-Version in Frage.

Der Abstand der Beobachtungszeitpunkte hat keinen

Einfluß auf die Schätzung des Zustandsvektors, da

die Parametermatrizen stets neu bestimmt werden.

(b) Das Zustandsraummodell wird zeitdiskret mit konstanten

Parametern angesetzt. Hier ist es, um eine zuverläs-

sige Schätzung für den Zustandsvektor zu erzielen, tat-

sächlich notwendig, äguidistante Beobachtungszeitpunkte

zu wählen.

(c) Es wird ein zeitkontinuierliches Beschreibungsmodell

zugrundegelegt, das aber nur zu diskreten Zietpunkten

beobachtet wird.

Allgemeine Aussagen über den Einfluß des Abstandes

der Beobachtungszeitpunkte auf die zeitdiskreten Be-

obachtungen sind hier nur möglich, wenn die Parameter-

matrizen des zeitkontinuierlichen Modells als zeit-

unabhängig angenommen werden.

Da viele Prozesse tatsächlich zeitkontinuierlich ablaufen

und nur zeitdiskret beobachtet werden, soll hier der Fall

c) näher untersucht werden.
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Die zeitkontinuierlichen Zustandsgieichungen lauten:

§ + v(t)
(II.9.1a)

y(t) = C . x(t) + w(t) (II.9.1b)

Hier wird durch den Index "cont" angedeutet, daß es sich

um die Parametermatrizen des zeitkontinuierlichen Modells

handelt.

Die diskretisierten Parametermatrizen erhält man dann mit

Hilfe der Transitionsmatrix $:

-cont # {tk+i""tk) / T T n o,= e (II.9.2)

Wie bereits in Abschnitt (II.2) beschrieben, erhält man

die diskretisierten Parametermatrizen A.. , B-.. f C - .
--ciis —aïs —dis

durch folgende Rechnung:

= e- c o n t * (tk+1~tk)
e

(II.9.3a)

d t' dl-9.3b)

(II.9.3c)

Selbst wenn also für das kontinuierliche Modell konstante

Parametermatrizen A ..,' B ., C^ o n t angenoiranen werden,

können die diskretisierten Parametermatrizen dennoch zeit^

abhängig seinf wenn nicht-äquidistante Beobachtungszeit-

punkte (t]c+-i~
t]c £

 tk+2""tk+1^ zugrundegelegt werden.
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Diese diskretisierten Parametermatrizen können aber immer

leicht berechnet werden, wenn die Parametermatrizen für

das kontinuierliche Modell bekannt sind.

Die Berechnung der diskreten Parametermatrizen bei vor-

gegebenem zeitkontinuierlichen Modell soll nun an einem

Beispiel demonstriert werden. Hierzu wird ein einfaches

Zustandsraummodell mit zwei Zustandsgrößen, einem skalaren

externen Einfluß und einer skalaren Beobachtungsgröße an-

genommen .

Die Modellgleichungen lauten:

u(t) + v(t)
x.,(t)

x 2 ( t )

0

1

y(t) = (o

0

0

1)

X1

X 2

~x

l 2

( t )

( t )

( t )

( t )

1

0

+ w(

Das Zustandsraummodell ist anwendbar zur kontinuierlichen

Trendanalyse, wobei x.. den Trend, x2 die aktuellen Beob-

achtungen und u externe Trendeinflüsse bezeichnen.

Der Übergang zum diskretisierten Modell sieht folgender-

maßen aus :

*dis(k) = * 'V = e

(tk+1~tk) + -cont

(tk+i"
tk)

1 0

G 1

0 0

1 0
(tkf1"tk)
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Für t,,..-t, =const. ist auch A,. zeitunabhängig; jedoch

nicht bei nicht-äquidistanten Beobachtungszeitpunkten!

Für B,. (k) ergibt sich in diesem Beispiel nach (II.9.3b)

-k+1
r
:k

dt 1 =

-f
dt1 =

/
t,

1 dt1

-k+1
(t k + 1-f) d f

I ^+1 dt' " i tl dt>
rk rk
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Für äguidistante Beobachtungszeitpunkte mit zum Beispiel

tk = 1 wird B^igCk)
 = (Q 5)'

 a l s o auch zeitunabhängig

Für nicht-äquidistante Testzeitpunkte bleibt B,. jedoch

zeitabhängig. C,. ist klar nach (II.9.3c).

Ebenso wichtig wie die Bestimmung der diskretisierten

Parametermatrizen aus den Parametern für das kontinuier-

liche Modell ist die Berechnung der Kovarianzmatrix Q.. (k)

der Prozeßfehler v, da diese Kovarianzmatrix wesentlich

in den Schätzalgorithmus eingeht.

Die diskretisierten Prozeßfehler erhält man natürlich

wieder mit Hilfe der Transitionsmatrix $:

v,is(k) = / i <tk+1,f > v ^ df

wobei für den kontinuierlichen Prozeßfehler die Kovarianz

matrix gegeben ist durch:

E <Xcont(t).v*ont(t')) = Q c o n t • 6 (t-f)

Q sei zeitunabhängig, das heißt es liege stets gleiche

Varianz und Korrelation der Meßfehler vor.

Für die diskretisierte Kovarianzmatrix erhält man:

rp

= E

/ E

vcont <fc") i T ^k'+i't") dt" d t =
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"k+1

£ (tk+rf) df

Für das spezielle Beispiel soll für den Prozeßfehler

v . angenommen werden:

—cont

wobei f eine skalare Zufallsvariable mit vorgegebener

Varianz & sei.

Dann berechnet sich Q zu:

—cont

1

0
• ç2 • (i o) =

E (f2) E(0)

E(O) E(0)

=

=

f

0

0

•

o"

0

(f 0)) =

Damit ergibt sich für die diskretisierte Kovarianzmatrix

des Prozeßfehlers 0,. im vorliegenden Beispiel:

k+1

*

"k+1
/
t, k+1 -t1

o

1

*2 o

0 O

1 tk+1-f

O 1
dt1 =
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Tc+1
/ dt ( t k + r f ) dt

( t k + r f ) dt' <tk+1-f ) dt

-t
ft -t

Damit gilt auch für die Kovarianzmatrix Q des Prozeßfeh-

lers r was schon für die Parametermatrizen A und B gait:

Spezifiziert man das mathematische Modell kontinuierlich

mit konstanten Parametern und konstanter kontinuierlicher

Kovarianzmatrix des Prozeßfehlers, so sind die entsprechen-

den Matrizen bei diskretisierten Beobachtungen und nicht-

äguidistanten Beobachtungszeitpunkten zeitabhängig.

Für die Kovarianzmatrix R des Meßfehlers gilt das gleiche

wie für die Parametermatrix C: die Übertragung auf den

diskretisierten Fall ist unkritisch.

Will man ein mathematisches Modell für nicht-äquidistante

Beobachtungszeitpunkte entwerfen, so bietet sich damit

folgende Vorgehensweise an:

(a) Formuliere das Modell zeitkontinuierlich mit konstanten

Matrizen A, B, C, Q und R;

(b) schätze die Parametermatrizen A, B, C für den kontinu-

ierlichen Fall (Q und R werden als Schätzfehler durch

andere Betrachtungen spezifiziert);
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(c) berechne die diskretisierten Parametermatrizen A., (k),

Bj. (k), On. (k) für den jeweils betrachteten Beobach-

tungszeitpunkt k (natürlich bei Kenntnis des Abstandes

der Beobachtungszeitpunkte!);

(d) schätze den Zustandsvektor x(k) mit dem diskretisier-

ten rekursiven Algorithmus.
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III, Modellidentifikation

Bei der mathematischen Modellbildung in der Psychologie

ist in den meisten Fällen mit einer doppelten Fragestel-

lung zu rechnen. Es muß einerseits die Form des für die

untersuchte Fragestellung zu spezifizierenden Simulations-

modells festgelegt und ein Weg zur Berechnung der Simula-

tionslösung erarbeitet werden, andererseits ist aber ein

mathematisches Modell nur sinnvoll einsetzbar, wenn even-

tuelle offene Parameter des Modells durch Datenerhebungen

oder psychologische Hypothesen identifiziert werden können,

Für die in dieser Arbeit interessierende Fragestellung

der dynamischen Beschreibung von Entwicklungsprozessen

unter expliziter Berücksichtigung von Umwelt- und Stör-

einflüssen wurde die erste Aufgabe der Spezifikation der

Modellgleichungen und optimalen Schätzung für den Zustands-

vektor im vorangehenden Kapitel gelöst.

In diesem Kapitel soll auf das "inverse Problem" eingegan-

gen werden:

Ausgehend von der Gültigkeit der Modellgleichungen

(II..6.1a, b) und multivariaten Beobachtungen ^ und u sind

die Elemente der Parametermatrizen A, B und C zu schätzen.

Erst nach diesem Identifikationsschritt sind Schätzung

und Prognose mit Hilfe der Gleichungen (11.6,10) und

(II.6.5) für die Entwicklung des Zustandsvektors x möglich.

Folgende Klassen von Parametern können unterschieden

werden (JÖRESKOG & SÖRBOM 1977):
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(a) Feste Parameter, das heißt Parameter, die auf einen

bestimmten, numerischen Wert festgelegt sind;

(b) Parameter mit Nebenbedingungen, das heißt Parameter,

die in festem formalen Zusammenhang mit anderen, freien

Parametern stehen;

(c) freie Parameter, die mit Hilfe der Messungen geschätzt

werden müssen.

In vielen pyschologischen Anwendungsfällen besteht durch

zusätzliche Untersuchungen die Möglichkeit, zumindest

einen Teil der Parametermatrizen zu identifizieren. Dies

gilt insbesondere für die Regressionsmatrizen B und C in

(II.6.1a, b ) , die den Zusammenhang der meßbaren Größen

u und Y_ mit den unbekannten, latenten Variablen herstel-

len.

Die Bestimmung der Matrixelemente dieser Regressionsmatri-

zen könnte zum Beispiel durch eine vorgeschaltete Faktoren-

analyse geschehen, was natürlich sowohl methodisch als

auch experimentell einen erheblichen Mehraufwand bedeutet.

Geht man von einem stationären Model aus (das heißt die

Parametermatrizen sind nicht explizit zeitabhängig), so

wäre diese Analyse einmalig durchzuführen und der Aufwand

gegebenenfalls noch zu rechtfertigen.

Dient das Simulationsmodell nicht einer explorativen, son-

dern einer konfirmativen Untersuchung, so bestehen schon

aufgrund psychologischer Vorüberlegungen Annahmen über An-

zahl und Art der zu schätzenden latenten Variablen. In dier-

sem Fall kommen auch leichter handhabbare Methoden zur

Identifikation der Regressionsmatrizen B und C in Betracht.

Denkbar ist hier die Interpretation der Komponenten dieser

Parametermatrizen als ein IVIaß für Nähe der inhaltlichen

Belegung der latenten Variablen zu den ausgewählten Indi<-

katoren.
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Für die dynamische Matrix A kommt eine direkte Identifika-

tion durch Zusatzexperimente praktisch nicht in Frage, da

durch diese Matrix der strukturelle Teil des Simulations-

modells festgelegt wird, der sich der direkten Beobachtung

entzieht.

2
Hier ist eine Einschränkung der Anzahl der insgesamt n

Strukturparameter bei n latenten Variablen denkbar durch

Einführung von Nebenbedingungen und eventuell durch nume-

rische Fixierung einiger Parameter durch psychologische

Hypothesenbildung, die jedoch stark am untersuchten Ein-

zelfall orientiert sein muß.

Beispiele für eine solche Vorgehensweise geben SINGER &

SPILERMAN (1976) und PHILLIPS (1972) für bestimmte Sp.ezial-

fälle des Modells (11*6.1) beziehungsweise für den konti-

nuierlichen Fall.

Selbst wenn es aber gelingt, die Anzahl der zu identifi-

zierenden Systemparameter durch Nebenbedingungen und zu-

sätzliche Messungen zu reduzieren, verbleibt doch noch ein

Satz offener Parameter, der aus den Messungen zu schätzen

ist.

Es sollen im Weiteren zwei Methoden etwas näher erläutert

werden, die zur Identifikation der Systemparameter in

Frage kommen: Das LISREL-Verfahren und der Koeffizienten-

vergleich mit den Komponenten der Transfermatrix.

Die erste dieser beiden Methoden ist ausführlich bei

JÖRESKOG & SÖRBOM (1977) dargestellt, während auf die

zweite bei BELLMAN & ASTROM (1970) und bei HART & MULHOL-

LAND (1979) eingegangen wird.

Beide Identifikationsmethoden werden im Zusammenhang mit

dem bereits zitierten Beispiel von PHILLIPS (1972) in

einer Arbeit von MÖBUS & NAGL (1983) diskutiert.
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III.1 Parameteridentifikation mit LISREL

In Verallgemeinerung von einfachen Simplex-Modellen, wie

sie von GUTTMAN (1954) für die Entwicklung eindimensiona-

ler Daten beschrieben wurde, wird von JÖRESKOG & SÖRBOM

(1977) ein Ansatz zur Längsschnittanalyse multivariater

Daten untersucht. Sie verwenden das folgende mathematische

Modell für zeitdiskrete Beobachtungen;

= C(k) x(k) + w(k) (111,1.1)

x(k) = A(k) x(k-1) + B(k) s + v(k) (III.1.2)

mit k = kQ+1, ko+2f ...

u = M s + d (III.1 .3)

und der Anfangsbedingung;

x(kn) = B(kn) s + v(kn) (III.1.4)

Hierbei bezeichnet ^(k) die multivariate Folge der Meßwerte,

die durch die gemeinsamen Faktoren x(k) und die Störein-

flüsse w(k) generiert wird.

Die Dynamik der Meßwertfolge wird bestimmt durch die Ent-

wicklungsgleichung (III.1.2) für den Zustandsvektor x# die

wiederum durch den Prozeßfehler v(k) gestört ist und den

Einfluß von Umweltfaktoren s enthS.lt«

Diese Umweltfaktoren charakterisieren bei JÖRESKOG &

SÖRBOM (1977) eine Menge von beobachtbaren, mit Meßfehlern

d behafteten "Hintergrundvariablen1' u, definiert in Gleir

chung (III.1.3), die allerdings nicht zeitabhängig sind.
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Die Hintergrundvariablen sollen in diesem Modell konstante,

charakteristische Bedingungen beschreiben, unter denen die

Variablen ^(k) gemessen werden. Sie können zum Beispiel

verschiedene Versuchspersonen oder Versuchsbedingungen un-

terscheiden.

Zur Schätzung der Parametermatrizen A, B und C werden die

LISREL-Gleichungen aus einer endlichen Zahl von Daten-

sätzen aufgebaut.

Die Gleichungen des Meßmodells lauten für das Beispiel

mit vier betrachteten Zeitpunkten:

c(ko+D

C(kQ+3)

x(kQ)

x(ko+1)

x(kQ+2)

x(kQ+3)

w(k0)

w(ko+l)

w(kQ+2)

w(kQ+3)

u = M s + d

(III.1.5a)

(III.1.5b)
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und die Strukturgleichung ist gegeben durch:

I

Â(ko+1)

0

0

0

I

-Â(ko+2)

0

0

0

I

-Ä(k +3)

0

0

0

JE

x(k0)

x(ko+1)

x(kQ+2)

x(k +3)

B(ko+1)

B(ko+2)

B(ko+3)

*—

v(kQ+1)

£<V2»

v(kQ+3)

(III.1.6)

Die Parameteridentifikation geschieht dann durch Vergleich

der Momentenmatrix der Meßgrößen, die zum Vektor

zusammengefaßt werden mit der theoretischen Struktur der

Momentenmatrix, die sich aus (III. 1.5) und (III. 1.6) er-

gibt.

Der soeben beschriebene Ansatz von JÖRESKOG & SÖRBOM hat

große formale Ähnlichkeit mit den in Kapitel II beschrie-

benen Systemgleichungen. Führt man nämlich zeitabhängige

Hintergrundvariablen u(k) ein (diese werden im letzten
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Kapitel externe Einflüsse genannt), betrachtet Gleichung

(III.1.2) jeweils um einen Beobachtungszeitpunkt verscho-

ben und führt zugleich die folgenden Identifikationen

durch:

d := 0

M := I

A(k) := Ä

B(k) :=

v(k) :=

so ergeben sich die alten Systemgleichungen (II.6.1a, b) :

= A(k) x(k) + B(k) u(k) + v(k) CH.6.JaO

= C(k) x(k) + w(k)

Nach dieser Uminterpretation lassen sich nun mit Hilfe der

Beziehungen (III.1.5) und (III.1.6) nach Abwarten einer

geeigneten Anzahl von Messungen die Parameter des Modells

durch Anwendung eines LISREL-Programms bestimmen (JÖRESKOG

& SÖRBOM 1978 und 1981).
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III.2 Parameteridentifikation mit Hilfe der

Transferfunktion

Die Transferfunktion zwischen zwei beobachteten Zeitreihen

läßt sich ebenfalls zur Identifikation der Parametermatri-

zen des mathematischen Modells (11.3.1a/ b) heranziehen,

jedoch nur unter gewissen Einschränkungen und nur, wenn

externe Einflüsse vorliegen.

Um das Prinzip zu erklären, seien zunächst univariate Um-

welteinflüsse u und Meßwerte y vorausgesetzt, während die

Zustandsgrößen x mehrdimensional sein können. Zusätzlich

sei das mathematische Modell zeitinvariant und determini-

stisch, das heißt die Parametermatrizen sollen nicht ex-

plizit von der Zeit abhängen und es sollen keine Störgrößen

berücksichtigt werden.

Es sind also die folgenden Modellgleichungen zu unter-

suchen:

x(k+1) = A x(k) + b u(k) (III.2.1a)

y(k) = cT x(k) (III.2.1b)

Die Zeitreihen u(k) und y(k) lassen sich als Input und

Output eines linearen, zeitinvarianten Übertragungssy-

stems interpretieren, wobei das Übertragungssystem durch

die Transferfunktion charakterisiert werden kann.

Der Input-Output-Zusammenhang ist gegeben durch die

Gleichung:

k
y(k) = E g(k-i) u(±.) (Ill 12,2)

i = k0

wobei g(k) die Übertragungsfunktion bezeichnet (vgl. BOX

& JENKINS 1976).
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Eine elegante Methode zur Berechnung der Übertragungsfunk-

tion ergibt sich durch Laplace-Transformation der Glei-

chung (III. 2.-2) .

Beim Vorliegen diskreter Beobachtungen mit festem Beobach-

tungsintervall genügt auch die z-Transformation, die einen

Spezialfall der Laplace-Transformation darstellt*

Bezeichnet man die transformierten Größen für y, u und g

mit Y(s), U(s) und G(s), wobei s eine komplexe Variable

darstellt, so geht Gleichung (III ..2.2) nach entsprechender

Transformation über in:

Y(s) = G(s) *U(s) (111,2.3)

Da zunächst nur univariate Zeitreihen betrachtet werden

sollen, läßt sich G(s) durch einfache Quotientenbildung

berechnen und nimmt dadurch die Form einer gebrochen-

rationalen Funktion in s an:

_ Y(s) _
Ü T i y

bQ + b-jS + ... + bn-1s
n""1 + bns

n

aQ + aiS + ... + a n^s
n" 1 4- ans

n

(III.2.4)

(Der Koeffizient a kann durch Erweiterung der gebrochen-

rationalen Funktion stets auf den Wert 1 gebracht werden.)

In den Simulationsgleichungen (III.2.ja) und (III.2.1b)

wird für den Zusammenhang der beiden betrachteten Zeit̂ -

reihen eine Struktur angenommen, die weder in ihrer Form

noch in ihren Parametern eindeutig definiert ist»
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Die Form der Gleichungen resultiert aus anwendungsorien-

tierten Überlegungen, in denen ein nicht direkt beobacht-

barer Zustandsvektor und seine zeitliche Entwicklung be-

rücksichtigt wird.

Diese Form ist zwar keineswegs eindeutig bestimmt, reflek-

tiert aber bestimmte psychologische Grundannahmen und ist

daher fest gewählt.

Die Werte der Elemente der Parametermatrix A und die Para-

metervektoren b und £ sind dagegen prinzipiell uneindeu-

tig. Dies erkennt man durch Multiplikation der Gleichung

(III.2.1a) mit einer quadratischen, invertierbaren Matrix M:

M x(k+1) = M A M~1 M x(k) + M b u(k)

y(k) = c M~1 M x(k)

Die Parametermatrix M A M~ , die Parametervektoren M b,

£ M und der Zustandsvektor M x(k) beschreiben nun die

gleichen Zeitreihen y(k) und u(k), können aber gegenüber

dem System (III.2.1b) völlig andere Werte annehmen.

Aufgrund dieser Uneindeutigkeit ist es daher sinnvoll,

sich auf bestimmte Normalformen für die Parametermatrizen

zu einigen. Im Einzelfall kann dann jeweils eine Trans-

formationsmatrix M gesucht werden, die die Besonderheiten

des betrachteten Spezialfalls berücksichtigt.

In der Systemtheorie unterscheidet man im Wesentlichen drei

Normalformen:

1. Die Steuerungsnormalform:

In diesem Fall haben die Parametermatrizen folgende

Gestalt:
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0

o

1

o

0

1

o

o

o 0 G

-ao -a

b = [0,0,...,0,7]

1

-an-1.

c =

Durch die spezielle Gestalt des Vektors b gehen die

Werte u(k) direkt in den Zustandsvektor ein.

Da in der Systemtheorie der Zeitreihe u(k) eine gewisse

"Steuerungsfunktion" auf die beobachtete Zeitreihe y(k)

zugeschrieben wird, wird diese Normalform Steuerungs-

normalform genannt.

2. Die Beobachtungsnormalform

Die Parameter sind in der folgenden Form gegeben:

0 0

1 0

0 1

0 -a0

O -a.

0 -a.

0 1 -an-1

E n T(b -b a ) / . •. , (b 1-b a .. ) ,O n n n-i n n-1 I

CT =
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Da hier eine Zustandsvektorkomponente direkt beobach-

tet werden kann, heißt diese Normalform Beobachtungs-

normalform.

Zwischen den Koeffizienten-"Matrizen" der Regelungs-

normalform und denen der Bobachtungsnormalform besteht

ein sehr enger Zusammenhang.

Es gilt:

TA = A
*. -B -S

5B

Dieser Zusammenhang darf aber nicht darüber hinwegtäu-

schen, daß die Zustandsvariablen in beiden Fällen eine

völlig voneinander verschiedene psychologische Bedeu-

tung haben.

3. Jordansche Normalform

Diese Normalform geht von einer anderen Darstellung

der Übertragungsfunktion G(s) aus:

G(s) = r + Z V

0 v=1 s~sv

(III.2.5)

Die Darstellung (III.2.5) ist mathematisch völlig

äquivalent zu (III.2.4) und kann stets aus dieser

Darstellung berechnet werden.
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Mit den so eingeführten Residuen r und Polen s er-

hält diese Normalform die folgende Gestalt:

0

0

s.

0

0

0 0
n

'r n]

Der konstante Anteil rn in der Übertragungsfunktion

bewirkt, daß eine direkte Einwirkung von u(k) auf y(k)

möglich ist unter Umgehung des Zustandsvektors x(k).

Entscheidet man sich für eine dieser Normalformen, so ist

die vollständige Identifikation des univariaten Modells

(III.2.1) gegeben.

Bei einer explorativen Untersuchung ist die Anzahl der

Zustandsvariablen x.(k) nicht vorher festgelegt, Sie er-

gibt sich dann aus der Ordnung des Zähler̂ - und Nenner-

polynoms von G(s).

Die Ordnung dieser komplexen Polynome ist - bei Anwendung

der z-Transformation - höchstens gleich der Anza,hl der

verarbeiteten Beobachtungen.

Man kann bei explorativen Untersuchungen die Dimension des

Zustandsvektors daher nur sukzessive festlegen; Ein zeit-
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invariantes System vorausgesetzt, ist diese Dimension

gleich dem Grad der Polynome in G(s), bei dem sich die

Übertragungsfunktion stabilisiert.

Da nach dieser Methode die Identifikation der Systempara-

meter sehr schnell durchführbar ist, können auch zeit-

variable Systeme behandelt werden, indem man eine "glei-

tende" Berechnung der Übertragungsfunktion zum Beispiel

nach folgendem Schema durchführt:

Die Übertragungsfunktion für die ersten 1 Beobachtungen

wird berechnet aus den Beobachtungswerten y(k ), ...,

y(k +n) und u(k ), ... u(k +n). Nach 1 Beobachtungsinter-

vallen wird die Übertragungsfunktion erneut berechnet aus

den Daten y(k +1), ..., y(k +l+n) und u(k +1), ...,

u(k +l+n). Im Extremfall kann 1 = 1 gewählt werden.

Bei multivariateh Zeitreihen y(k) und u(k) ist die Vor-

gehensweise erheblich schwieriger.

Hier wird die Transferfunktion zur Transfermatrix und

kann nicht mehr durch einfache Quotientenbildung bestimmt

werden. Zudem sind die Elemente der Transfermatrix nicht

eindeutig bestimmt.

Die der Beziehung (III.2.3) entsprechende Gleichung ist

Y(s) = G(s) U(s) ,

wobei Y(s) und U(s) ein p- beziehungsweise q-di,mensionaler

Vektor ist und G(s) eine (p x q) -dimensionale Matrix ist,

Eine mögliche Form für die Matrix G(s) ist:
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G(s) =±

(s)

yp(s)

u1 (s)

yp(s)
_ _

(111,2.6)

Da im multivariaten Fall Normalformen, wie sie für den

univariaten Fall oben angegeben wurden, nicht ohne weite-

res eingeführt werden können, erfolgt die Identifikation

hier auf anderem Wege.

Für das mathematische Modell (II.1.2) war im Abschnitt II

bereits die formale Gestalt der übertragungsmatrix abge-

leitet worden.

Vernachlässigt man die direkten Einflüsse der Zeitreihe u(k)

auf die Zeitreihe y(k), so hat die Transfermatrix die fol-

gende Struktur:

G(s) = C (s I - A)-1 B (III.2.7)

Die praktische Berechnung der einzelnen Matrixelemente in

diesem Ausdruck für G(s) läßt sich relativ leicht durch-

führen mit Hilfe des LEVERIER-Algorithmus (GANTMACHER

1958).
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Die Parameteridentifikation kann nun durch Koeffizienten-

vergleich der Zähler- und Nennerpolynome der einzelnen

Matrixelemente von (III.2.6) und (III.2.7) erfolgen.

MÖBUS & NAGL (1983) haben diese Methode auf ein Beispiel

angewandt, bei dem u(k) univariat und y(k) zweidimensional

war. Es ist zu beachtenf daß in diesem Fall die Elemente

der Transfermatrix im Prinzip eindeutig aus den Daten ge-

wonnen werden können. MÖBUS & NAGL (1983) nutzen den

Koeffizientenvergleich von (III.2.6) und (III.2.7) jedoch

nicht zur direkten Bestimmung der Systemparameter, son-

dern nur zur Bestimmung ihres Identifikationsstatus, das

heißt sie weisen in ihrem Beispiel lediglich nach, daß

alle Systemparameter im Prinzip durch einen solchen

Koeffizientenvergleich eindeutig bestimmbar sind.

Die eigentliche Identifikation führen sie durch eine An-

passung der Modellrechnungen an die gemessenen baten nach

der Methode der kleinsten Quadrate durch.

Die Problematik dieser Identifikationsmethode bleibt bei

MÖBUS & NAGL (1983) unerwähnt, soll hier aber kurz er-

läutert werden:

Die Dimension des Zustandsvektors x legt in Gleichung

(III.2.6) die Grade der Zähler- und Nennerpolynome der

Elemente von G(s) fest. Diese müssen mit den "experimen-

tell" bestimmten Polynomgraden in Gleichung (III.2.7)

nicht immer übereinstimmen.

Dieses Problem kann auf drei verschiedene Weisen angegan^-

gen werden:

1. Man paßt die "experimentell" bestimmten 'Matrixelemente

den "theoretisch" bestimmten Ma,trixelementen an, indem

man bestimmte Polynomkoeffizienten Null setzt und da-

durch zusätzliche Bedingungen für die Systemparameter

erhält, die allerdings widersprüchlich sein können.
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Man betrachtet eine solche Anzahl von Zustandsvariab-

len x-(k), daß eine Übereinstimmung der Polynomgrade

in jedem Fall gewährleistet ist. Dies kann jedoch -

insbesondere bei konfirmativen Untersuchungen - zu

psychologisch-inhaltlichen Schwierigkeiten führen.

3. Man betrachtet eine solche Anzahl von Messungen, daß

die durch z-Transformation gewonnenen Übertragungs-

funktionen mit den Matrixelementen in Gleichung

(III.2.6) kommensurabel sind. Hierbei müssen jedoch

zeitvariable Parametermatrizen ausgelassen werden, die

über die oben beschriebene "gleitende" Berechnung be-

stimmt werden.

Die Parameteridentifikation mit Hilfe von Übertragungs-

funktionen ist damit nur unter Vorbehalten anwendbar.
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IV. Die Analyse der Dynamik einer dyadischen Interaktion

mit Hilfe rekursiver Parameterschätzung

Der Datensatz, an dem der rekursive Schätzalgorithmus

demonstriert werden soll, wurde einer Arbeit von GOTTMAN

(1979b) entnommen, die sich wiederum auf eine Untersuchung

von GOTTMAN, MARKMAN & NOTARIUS (1977) bezieht.

Der Datensatz basiert auf kodierten Videoaufnahmen des

Gesprächs eines Ehepaares (klinisches Paar Nr. 27 in

GOTTMAN (1979b)) über ein Geldproblem.

Bei der Kodierung der Videoaufnahmen wurden der verbale

Inhalt der jeweiligen Äußerungen eines Partners, die non-

verbale Mitteilung während dieser Äußerungen und das non-

verbale Verhalten des jeweiligen Zuhörers beurteilt.

Für jede dieser drei Komponenten der Interaktion wurden

acht Kodierungen des Couples Interaction Scoring Systems

(CISS) eingesetzt, wobei die Interraterreliabilitäten für

die inhaltlichen sowie affektiven Kodierungen stets über

80 Prozent lagen.

Aus den für jeden Partner multivariat erhobenen Daten

wurde für jeden Partner für jede Beobachtungseinheit ein

univariater, kumulativer Interaktionsindex extrahiert,

der ein Gesamtmaß für die Positivität beziehungsweise

Negativität des jeweiligen Interaktionsbeitrages in dem

betreffenden Beobachtungsintervall abgibt.

Die kumulativen Interaktionsindizes wurden nach einem

Punktesystem aus den Kodierungen für jeden Partner gewon-

nen, wobei die univariaten Skalen so konstruiert wurden,

daß sie das "qualitativ wahrnehmbare Interaktionsverhal-

ten" in den Videoaufnahmen widerspiegeln. GOTTMAN, MA.RKMAN

& NOTARIUS (1977, S. 467) beschreiben dies folgendermaßen:
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"It is our experience that the graphs go along with our

clinical reactions to the videotapes. For example, in

watching the tape of one couple, we sensed a distinct

shift in the interaction at roughly the same point at

which the cumulative point graph changed slope. Although

this is not surprising, since we constructed the point

system to fit our intuitions about communication in couples

It does represent a face valid, albeit anecdotal, check.11

Als Beobachtungseinheit wurden in Anlehnung an die Defini-

tion von WEISS, HOPS 6 PATTERSON (1973) "floor switches"

gewählt, das heißt die abgeschlossene Mitteilung einer

Kommunikationseinheit unter Berücksichtigung des nonver-

balen Verhaltens des jeweiligen Interaktionspartners.

Die auf die oben angegebene Weise ermittelten univariaten

Datenverläufe sind in Abbildung 4*1 dargestellt. Hier

sind die Interaktionsindizes der Ehepartner über 14-1 "floor

Switches" aufgetragen (vgl, auch Anhang 1).

Der Interaktionsindex ist für beide Partner fast überall

negativ, und tatsächlich bezeichnete das Paar die eigene

Ehe nicht nur als unbefriedigend, sondern lieferte bei

Anwendung des Locke-Wallace Marital Relationship Inventory

(MRI) auch niedrige Testwerte.

Während bei GOTTMAN (1979b) die kumulativen Interaktions-

indizes lediglich zu einem "topographischen" Überblick

herangezogen werden, soll hier mit Hilfe eines einfachen

Modellansatzes der Versuch unternommen werden, anhand

dieser Indizes die Dynamik des zugrundeliegenden Inter-

aktionsgeschehens zu erfassen.

Um zu einer mathematischen Modellbildung für diesen In-

teraktionsprozeß zu gelangen, werden die beiden Inter-

aktionsindizes des Ehepaares für jeden "floor switch" als
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Achsenabschnitte in einem zweidimensionalen Zustands-

raum aufgefaßt (Abbildung 4.2) .

In dieser sogenannten Zustandsebene wird der Gesprächs-

verlauf als Trajektorie beschrieben, wobei die Nummer

des "floor switches" entlang dieser Trajektorie gemessen

wird; die Durchlaufrichtung der Trajektorie ist durch

Pfeile gekennzeichnet. Da einige Paare von Interaktions-

werten während des Gesprächsverlaufs mehrfach angenommen

werden, wird die Trajektorie streckenweise auch mehrfach

durchlaufen. Die eindeutige Zuordnung eines bestimmten

Punktes der Trajektorie zu einem bestimmten "floor switch"

ist daher nicht immer möglich. Der Vorteil dieser Darstel-

lungsweise liegt jedoch darin, daß der Gesamtverlauf der

Trajektorie auf einen mathematischen Beschreibungsansatz

für den Interaktionsprozeß schließen läßt.

Die Form der vorliegenden Trajektorie legt einen system-

theoretischen Ansatz zur mathematischen Beschreibung der

zugrundeliegenden Datenverläufe nahe, da sie leicht in

eine der charakteristischen Klassen von Prozeßabläufen

einzuordnen ist.

Je nach Verlauf ihrer Trajektorie im Zustandsraum (Abbil-

dung 4«3) lassen sich lineare Systeme in die folgenden

drei Klassen unterteilen (vgl. zum Beispiel EYKHOFF 1974):

1. Asymptotisch stabile Systeme, das sind solche Systeme,

deren Zustand sich mit fortschreitender Zeit immer

weniger verändert, bis schließlich ein konstanter

Zustand erreicht wird;

2. stabile Systeme, das sind Systeme, deren Zustandsbahnen

geschlossen sind, das heißt alle auftretenden Zustände

werden periodisch durchlaufen,

und schließlich
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3. instabile Systeme, bei denen die Komponenten des Zu-

s.tandsvektors mit fortschreitender Zeit immer größere

Werte annehmen.

Die Interaktionsindizes der Ehepartner beschreiben somit

in der Zustandsebene (Abbildung 4.3) ein asymptotisch

stabiles System beziehungsweise Interaktionsverhalten.

Für diskrete Beobachtungszeitpunkte läßt sich die vorlie-

gende Trajektorie durch ein Differenzengleichungssystem

beschreiben, das formal die Gestalt eines 2-Wellen-2-

Variablen-Modells für Panel-Daten hat:

y-jCk+1) = S-, -, y-,(k) +.S12 y2(k) + w-, (k) + d1

y2(k+1) = y2(k) + w2(k)

bzw. in vektorieller Formulierung:

(IV.1a)

(IV.1b)

y2(k+D
=

S11 S12

_S21 S22 y 2 (k)

+
w^k)

w2(k)

+

(IV.2)

oder in abgekürzter Schreibweise:

w(k)

(IV.3)
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(a)

Trajektorie eines
asymptotisch stabilen
Systems

(b)

Trajektorie eines
stabilen Systems

(c)

Trajektorie eines
instabilen Systems

Abbildung 4-»3: Typische Trajektorien linearer Systeme
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S..; i,j = 1,2; sind zeitunabhängige Modellparameter.

Durch die zeitabhängien Residuen w- und Wp werden sowohl

Fehler bei der Kodierung als auch zufällige Einflüsse auf

das Interaktionsverhalten berücksichtigt. Durch die konstan-

ten Parameter cL und dp wird berücksichtigt, daß die Mittel-

werte der Interaktionsindizes nicht verschwinden*

Im vorliegenden Beispiel wurden die sechs Parameter S--5

i,j = 1,2; und cL f dp aus den Daten nach der Methode der

minimalen Varianz geschätzt und zur Aufstellung eines

stationären Simulationsmodells herangezogen.

Die Schätzgleichungen für die zeitunabhängigen Parameter

lauten:

y-,(D
y 2d)

y-,(U0)

y2(U0)

y2(o)
o

0

y,(o)
o

y2(o)

1

0

y1(139) y2(139) 0 0 1 0

0 0 y1(139) y2(139) 0 1

'12

5 2 1 i

22

oder abgekürzt:

M x (IV.5)

Der Vektor j£ der geschätzten Parameter ist gegeben durch:

(MT M)" 1 (IV.6)
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Gleichung (IV.6) liefert die folgenden Schätzwerte:

X =

s
S
A

S
A

S

11

12

21

22
A
d1

d 2

0.9668

0.0199

- 0.0463

0.9937

- 0.0926

- 0.9818

(IV.7)

Eine Modellsiraulation für die beiden Folgen der Inter-

aktionsindizes erhält man durch fortgesetztes Anwenden

der Parametermatrix S auf den Anfangszustand der Inter-

aktion bei gleichzeitiger Berücksichtigung der konstanten

Beiträge (Abbildung 4-• 4-) î

y(k) = r i(0)
k-1

+ Ï
1=0

A

d (IV.8)

wobei die simulierten Daten mit jr bezeichnet werden.

Die Daten werden in ihrem Trend durch die stationäre

Simulation qualitativ recht gut wiedergegeben, jedoch

treten insbesondere am Ende des Beobachtungsintervalls

hohe Abweichungen auf. In Abbildung 4*5 sind die Ver-

läufe der Abweichungen der simulierten Daten von den

beobachteten Werten aufgetragen.

Die Gesamtvarianz der Abweichungen der Daten von der

stationären Simulation beträgt o (y-i) = 11.33 für den
ges i

Verlauf des Interaktionsindexes y* der Ehefrau, während
sich für den Verlauf des Interaktionsindexes des Ehe-
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+ 10

-10

(b)
140

+ 10

140

ÄbfifTduTfg 4.5: Ahweicfiungsverl auf e und ihre Häufigkeits-

verteilungen (a) der stationären Simulation y^ yon den

Originaldaten y^ , (Et) der stationären Simulation y~ von

den Originaldaten y 2 -
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mannes eine Gesamtvarianz der Abweichungen von

ages ( y2 ) = 1 2- 5^ e r ê i b t -

In der Abbildung 4.5 ist jeweils im rechten Teil der

Verlauf der Differenzen über alle "floor switches" auf-

getragen, während im linken Teil über der Abszisse die

Häufigkeiten der Differenzen aufgezeichnet sind. Zur Orien-

tierung wurde eine Normalverteilungskurve mit zugehöriger

Varianz und entsprechendem Mittelwert in jede Häufigkeits-

verteilung eingetragen. Die maximalen Abweichungen betragen

- 6.4- Skalenteile in y^ bzw. - 10.2 Skalenteile in yp, was

mit 52$ bzw. 12% des an der jeweiligen Stelle vorliegenden

Interaktionswertes sehr groß ist.

Für eine grobe Simulation ist dieses einfache Modell jedoch

durchaus akzeptabel, da das asymptotisch stabile Verhalten

des Systems qualitativ wiedergegeben wird.

In Abbildung 4-« 6 sind die Extrapolationen bis zu 300 "floor

Switches" angegeben. Sie entsprechen dem aperiodischen

Grenzfall eines asymptotisch stabilen Systems. Die Inter-

aktionsindizes stabilisieren sich auf der Basis dieser Ex-

trapolation bei Werten von - 17.8 für y-, bzw. - 25.2 für

Betrachtet man die beiden simulierten Datenverläufe als

Trajektorie in der Zustandsebene (Abbildung l+.l) , so

stellen sich für eine Analyse der Interaktionsdynamik fol

gende beiden Fragen:

Ist die asymptotische Stabilität der Interaktion

in dem mit H markierten Bereich gefährdet?

und

Welche Änderungen in der Wechselwirkung verur-

sachen die Abweichungen von der stationären Tra-

jektorie?
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Diese Fragen lassen sich im Rahmen eines Modells mit

konstanten, zeitunabhängigen Parametern nicht beantworten.

In der cross-lagged-correlation-Analyse werden die Parameter

von 2-Wellen-2-Variablen-Modellen zur Untersuchung der wech-

selseitigen Beeinflussung zweier Interaktionspartner anhand

von Panel-Daten herangezogen. Die beiden wesentlichen Kri-

tikpunkte (vgl. zum Beispiel ROGOSA 1980), die dieses Ver-

fahren methodisch und psychologisch stark angreifbar machen,

sind die Annahme der Stationarität, das heißt Zeitunabhän-

gigkeit der Parameter, und die Anwendung auf Stichproben/

Populationen von Interaktionspartnern mit jeweils unter-

schiedlichen Varianzen in den Beobachtungsgrößen.

Bei der Analyse der vorliegenden dyadischen Interaktion

sollen beide Kritikpunkte vermieden werden, indem eine Ein-

zelfallanalyse durchgeführt wird und im Modellansatz zeit-

abhängige Parameter zugelassen werden (vgl.- auch TÖLKE 1985a)

Durch Einführung zeitabhängiger Parameter wird bei gleicher

einfach-er Struktur des mathematischen Modells wie in

(lV.1a,b) eine bessere Anpassung der Simulation an die

Daten und zusätzlich eine über das Beobachtungsintervall

differenziertere Aussage über den Ablauf der Wechselwir-

kung erwartet.

Die ursprüngliche Form des Modellansatzes (lV.1a,b) soll

somit erhalten bleiben, nur werden nun die Parameter S. .

zeitabhängig angesetzt:

y2(k) + w

(IV.9a)

y2(k+1) = S21(k) yi(k) + S22(k) y2(k) + w2(k) + d2

(IV.9b)
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bzw. in vektorieller Formulierung:

y2(k+1) s21(k) s

w^k)

w2(k) •

d1

(IV.10)

Diese Beziehungen sind in Abbildung 4-. 8 diagrammatisch

dargestellt*

Eine Möglichkeit zur Bestimmung der zeitabhängigen Para-

meter wäre, die Modellparameter für jeweils zwei aufein-

anderfolgende Datenpaare unabhängig zu schätzen. Bei

dieser Vorgehensweise ist der Einfluß kurzfristiger Varia-

tionen in den Daten jedoch so stark, daß sich durch Fehler-

fortpflanzung eine völlig unzureichende Datensimulation

ergibt. Sinnvoller ist es, eine dynamische Schätzung der

Modellparameter vorzunehmen (vgl. auch TÖLKE 1985b).

Mit dynamischer Schätzung ist hier ein Parameterschätz-

verfahren gemeint, das die Schätzfehler aus dem jeweils

vorangegangenen Schritt zur Verbesserung der Qualität der

Schätzung im aktuellen Schritt heranzieht, so daß in die

aktuelle Schätzung das gesamte Vorwissen über den Verlauf

der Wechselwirkung miteingeht.

Der prinzipielle Ablauf des dynamischen Schätzverfahrens

ist in Abbildung U.9 skizziert*
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Abbildung 4 .8 : Diagrammatische Modell be-

schrei bung.



- 128 -

X

CO

O

S-

y,(3)

I

3

"floor switch"

Abbildung 4,9: Schematised vereinfacht dargestellter

Ablauf des dynamischen Schätzverfahrens.
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Ausgehend von einer Anfangsschätzung S..(1) der Parameter

aus den Datenpaaren (y-j (0) fy2(0) ) und (y* (1) f.y2(1 ) ) wird

eine erste Extrapolation zum nächsten "floor switch" vor-

genommen.

Die für diesen nächsten "floor switch" erhobenen Daten

(y-i (2) fy2(2).) , die Abweichung der Extrapolation von

diesen Beobachtungen und das letzte Beobachtungspaar

werden für die nächste Schätzung der Parameter S. .(2)

herangezogen•

Mit diesen Parametern wird wieder zum nächsten "floor

switch" extrapoliert und es werden wieder die entspre-

chenden Schritte zur Bestimmung des nächsten Parameter-

satzes durchgeführt.

Methodisch wird eine solche Vorgehensweise durch den Ein-

satz der im Kapitel II beschriebenen rekursiven Filter-

algorithmen ermöglicht•

Es sollen im folgenden entsprechend Abschnitt (II.5) die

wichtigsten Schritte für den hier betrachteten Anwen-

dungsfall angegeben werden.

Zunächst müssen die Modellgleichungen (lV.9a,b) in die

Form eines linearen Strukturmodells gebracht werden.

Hierzu werden die Parameter S..(k), d-, , dp zu einem Zustands-

vektor &(k) der Interaktion zusammengefaßt, die Glei-

chungen (IV.9a,b) umgeordnet und im Meßmodell (IV.11)

angeschrieben:
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Meßmodell:

y2(k+D

y-,(k) y 2 ( k ) 0 0 1 0

0 0 y i ( k ) y 2 ( k ) 0 1

S

s
s
s

11

12

21

22

d

d

(k)

(k)

(k)

(k)

1

2

w2(k)

( I V . 1 1 )

oder in abgekürzter Schreibweise;

= C(k) x(k) w_(k) (IV.12)

In einer zusätzlichen Gleichung wird im Prozeßmodell

(IV.13) festgeschrieben, daß der Parametervektor 2L

auf stochastische Beiträge v unverändert bleiben soll.
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Sir(k+1)

S12(k+1)

S21(k+1)

s22(k+D

S11

S12

S21

S22

d

d

( k )

( k )

(k )

( k )

1

2

v2(k)

v3(k)

0

0

(IV.13)

oder abgekürzt :

x(k) v(k) ( I V . U )

Die Gleichungen (IV.11) und (IV.13) nehmen damit die

Form des Meßmodells beziehungsweise Prozeßmodells eines

linearen Strukturmodells an, wobei allerdings zu beachten

ist, daß im vorliegenden Fall die Koeffizientenmatrix CS

des Meßmodells zeitabhängig angesetzt ist.

Beginnt man bei der rekursiven Schätzung des Parameter-

vektors x zum Beispiel mit den Parametern des stationären

Modells (lV.1a,b) als Anfangswerte, so müssen für jeden

"floor switch" die folgenden Rekursionsschritte durchge-

führt werden:
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Rekursive Schätzung des Zugtandsvektor g x der Interakjbion

in vier Schritten

1• Extrapolation vom vorliegenden Beobachtungsintervall

zum nächsten Beobachtungsintervall

x*(k+1) = x(k) (IV.15)

und Berechnung der Kovarianzmatrix des Extrapolations-

fehlers

P*(k+1) = E {(x*(k+l) - x(k+1)) (x*(k+1) - x T

(IV..16)

Q = Kovarianzmatrix des Prozeßfehlers

2. Berechnung einer Korrekturinatrix zur Verbesserung der
Extrapolation unter Ausnutzung des Extrapolationsfeh-
lers

= P*(k+1) C.T(k+1) [C(k+1) P^(k+1) CT(k+1) +

(IV.17)

R̂ = Kovarianzmatrix der Meßfehler

3. Berechnung des korrigierten Schätzwertes für den

Parametervektor

= x*(k+1) +

(IV.1.8)
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Berechnung der Kovarianzmatrix des neuen Schätzfehlers

als Voraussetzung für den nächsten Rekursionsschritt

= P*(k+1) - K(k-M) jC(k+1) P*(k+1)

(IV. 1.9)

Eine Datensimulation erhält man nun ähnlich wie im sta-

tionären Fall durch wiederholte Anwendung der geschätzten

Parametermatrix £> auf den Startvektor der Daten für das

erste Beobachtungsintervall, nur nehmen nun die Elemente

des Parametervektors für jeden "floor switch" unterschied-

liche Werte an.

Die Gleichung für die simulierten Datenverläufe

(^(k),^p(k)) bei zeitabhängigen Modellparametern S..

lautet somit:

A
 k ^ k-1 j ^ A A

£(k) = n s(j) £(o) + 1 n s(k-i) d + d
j=0 j=0 i=0

(IV.20)

Sowohl Meß- als auch Prozeßfehler werden im Rekursions-

ablauf durch ihre Kovarianzmatrizen spezifiziert.

Die Güte der Anpassung (gemessen zum Beispiel durch die

Gesamtvarianz aller Abweichungen) der simulierten Daten

an die Meßwerte läßt sich durch die konkrete Belegung

der beiden Fehlerkovarianzmatrizen R und Q beeinflussen,

Da bei GOTTMAN, MA.RKMAN & NOTARIUS (1977) keine Meß-

fehler angegeben werden und auch die Wahl der Prozeß-

fehler keiner konkreten Vorschrift unterliegt, können

die Fehlerkovarianzmatrizen im vorliegenden Beispiel

frei gewählt werden.
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Zunächst sollen lediglich Meßfehler, jedoch keine Pro-

zeßfehler zugelassen werden. Die Fehlerkovarianzmatrix

£_ der Prozeßfehler wird daher identisch (} gesetzt.

Aufgrund einer Abschätzung der Größe der Spikes in den

Datenverläufen wird die Standardabweichung der Meß-

fehler auf eine Skaleneinheit geschätzt; zusätzlich

wird angenommen, die Meßfehler für beide Interaktions-

verläufe seien unkorreliert, so daß für die Kovarianz-

matrix R der Meßfehler die Einheitsmatrix angesetzt

werden kann:

R(k) =
1 0

für k = 0, . •. ,U0; £(k) = 0
0 1

(IV.21)

Mit diesem Ansatz für die Fehlerkovarianzmatrizen lie-

fern der rekursive Algorithmus (IV.15) -'(IV.19) und

die Anwendung der Gleichung (IV.20) die in Abbildung ^.10

dargestellten Simulationsverläufe für y.* und y^.

Man erkennt, daß die Struktur der Datenverläufe besser

wiedergegeben wird als durch das stationäre Modell

(vgl. Abbildung 4»4-) $ w^s besonders im durch # gekenn-

zeichneten Bereich der den rekursiv geschätzten Simula-

tionsverläufen zugehörigen Trajektorie (Abbildung 4.11)

deutlich wird. Betrachtet man jedoch die Verläufe der

Abweichungen der Simulation^kurven von den Daten (Abbil-

dung 4.12), so erkennt man, daß sich keine wesentliche

Verbesserung der rekursiven Simulation .gegenüber der

stationären Simulation ergeben hat.
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I n t e r a k t i o n s i n d e x y . b z w . y .

CO

O
3
CO

CD

X

ro

Abbildung 4.11: Trajektorie der rekursiven

Simulation mit reinen Meßfehlern, d.h. ohne

Prozeßfehler.
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+ 10

(b)

-10

+ 10

-10

140

140
A5..bi:1äunq 4.12: Ab.wei chunqsverl à'uf e der unter Berück-

sichtigung reiner Meßfehler rekursiv simulierten Daten

von den Original daten und ihre Häufigkeitsverteilungen

(a) für die Ehefrau, (b) für den Ehemann.
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Als Abweichungsmittelwerte M , für die rekursiven

Simulationsverläufe findet man M b(y-i) = - «4-5 und

M ~ ~ 3 • 14- • Di© Gesamtvarianzen der Abweichungen

(y^) = 12.65 und o*es(y2) = 11.
^(

sind

Diese relativ schlechte quantitative Anpassung ist ver-

ständlich, wenn man beachtet, daß die rekursiv geschätzen

Parameterverläufe S..; i,j = 1,2; kaum von ihren Anfangs-
V

werten abweichen (Abbildung 4-* 13); die Variationen in den

Interaktionsparametern sind durchweg kleiner als 0.05»

Es ist dennoch bemerkenswert, daß derart kleine Variationen

in den Parameterverläufen schon zu Abweichungen von

10 Skaleneinheiten in den Simulationsverläufen gegenüber

dem stationären Modell führen können«

Die Extrapolation der Interaktionsindizes auf der Basis

der zuletzt geschätzten Parameterwerte zu 300 "floor

switches" (Abbildung 4•14-) liefert die asymptotisch sta-

bilen Interaktionswerte von - 16.35 für y-, und - 24.87

für yp, die wiederum nicht wesentlich von denen der

stationären Simulation abweichen»

Die Diagonalelemente der Kovarianzmatrix JP der

Schätzfehler bilden ein Maß dafür, inwieweit die ge-

schätzten Parameterverläufe mit dem Modellansatz ver-

einbar sind. Da ]? (0) ebenfalls als Diagonalmatrix ange-

setzt wurde, läßt sich leicht zeigen (vgl. Anhang 3)>

daß P (k) für das hier betrachtete Beispiel die folgende

Struktur hat:

P (k)

o

o

o
0:

; k = 0 , .. . , H O
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(a) (b)

11 22

H » 1 H-H 1 1 1 1—I•H 1 1

50 So AO0

( C ) (d)

! • •

12
50 400

Abbi1 dung 4,13 : Rekursiv geschätzte Parameterverläufe
des Modells mit reinen Meßfehlern.
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c:

CÜ

Extrapolati on

Abbildung 4.1/j: Extrapolation der rekursiven Simulation
des Modells mit reinen Meßfehlern auf 300 "floor switches"
(a) für die Ehefrau, (b) für den Ehemann.
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Es genügt daher, in Abbildung 4-15 die Verlaufe von

5 (1,1) und ]? (A,A) anzugeben. Die Matrixelemente fallen

vom Startwert 0.001 mit wachsendem k monoton ab, d.h. die

geschätzten Parameterverläufe sind mit dem Modellansatz

sehr gut verträglich.

Eine Verbesserung der quantitativen Anpassung der Simu-

lation an die Daten ist durch eine andere Wahl der Kova-

rianzmatrix der Meßfehler nicht möglich. Dies ist durch

die Vorgaben des Prozeßmodells bedingt, in welchem fest-

gelegt wird, daß für jeden neuen Beobachtungszeitpunkt

exakt die gleichen Parameter wie für den vorangegangenen

Zeitpunkt zur Extrapolation herangezogen werden.

Diese Einschränkung in der Variabilität der Modellpara-

meter kann durch nicht verschwindende Prozeßfehler weit-

gehend aufgehoben werden. Es soll im folgenden angenommen

werden, die Prozeßfehler seien unkorreliert; d.h. die

Fehlerkovarianzmatrix C£ wird als Diagonalmatrix angesetzt,

Die konstanten Beiträge cL und dp sollen keinen stochasti-

sehen Einflüssen unterliegen. Die folgende Wahl für die

Matrix (£ hat sich als günstig herausgestellt:

= 0.001

O

0

k = 0

(IV.23)

Die mit dieser Prozeßfehlerkovarianzmatrix und der Ein-

heitsmatrix als Meßfehlerkovarianzmatrix rekursiv berech-

neten Simulationskurven (Abbildung /+. 16) beschreiben die

Datenverläufe quantitativ sehr gut. '
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Abbildung 4,15^ Schätzfehlervarianzen der rekursiven

Simulation mit reinen Meßfehlern.



- U3 -

x
01
T3
C
•H
(0
C
o

CO

c

|.I.MIM.|1..U..«.{....U...J..It.....|,I....IM|

tiiiiiiiilitiiiiitiiftiitiiiiiiiitiiiiiiiitHtiiiitiiiiittiitniinHiiiiiiiiiilitiiiiiiiliiiiiiiiiiiiiiiiitiliiMiiiiiItiiiiiiiii

(a)

0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100 110 120 130 140
"floor switches"

x
m
T3
C
Tf

CO
c
o

CD
C
01

c

5rm

-35

I M < I H I I Ml...... ..•.....!....•.I..JM...I-MII.M...1M

Titiiti i i i i iMiniili imiinIitii i iniifii iHiiil i inninl min n i l i m m Ii ii 11 n nJmmml I.IHI.M.I i t i l i i m i i i i

(b)

0 10 20 30 40 50 60 70 90 100 110 120 130 140
"floor switches"

4»-16;simulatlon der Verlaufe der
Interaktionsindizes mit rekursiv
geschätzten Interaktionsparametern
(a) für die Ehefrau
(b) für den Ehemann



- 144 - fy

Aus den Verläufen der Simulationsabweichungen in

Abbildung 4-•17 erkennt man, daß ein leichter systemati-

scher Fehler noch im ersten Drittel der Simulation für

y2 vorliegt, der vermutlich auf einen Schätzfehler im

Startwert für Sp^ zurückzuführen ist. Bei Abweichungs-

mittelwerten von M -u(y-i) = ~ *34 bzw. M b(y2)
 = " 1.09

betragen die Gesamtvarianzen für die Abweichungen

a (y^ = 0.350 und ^ g e s(y 2)
 = 1-496, was gegenüber

der Schätzung ohne Prozeßfehler eine Verbesserung um

eine Größenordnung bedeutet*

Insbesondere wird der starke Anstieg der Interaktions-

indizes gegen Ende des Beobachtungsintervalls sehr gut

wiedergegeben, was sich auch auf den asymptotischen

Wert bei Extrapolation über den Beobachtungzeitraum

hinaus auswirkt» Die Extrapolation bis zu 300 "floor

switches" zeigt Abbildung 4.18; hier werden asympto-

tische Werte von - 7*734 für y1 bzw. - 10.035 für y2

erreicht.

Die geschätzten Parameterverläufe S.. sind in Abbil-
XJ A

dung 4-•19 aufgetragen. Die konstanten Beiträge d1 und

dp wurden hier nicht zusätzlich eingetragen; sie wur-

den der stationären Schätzung entnommen:

d- = - 0.0926
A (IV.2 A)
do = - 0.9818

Das negative Vorzeichen bedeutet, daß für beide Part-

ner eine negative Grundtendenz miteinander zu inter-

agieren vorliegt, die beim Ehemann wesentlich stärker

ausgeprägt ist als bei der Ehefrau.
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Die Parameter S-.-, und S^n in Abbildung A* 19 beschreiben

das Gewicht, mit dem das eigene Vorverhalten auf das ak-

tuell gezeigte Interaktionsverhalten eingeht; sie sind

daher als autoregressive Parameter zu verstehen* Die

eigentlichen Wechselwirkungsterme werden dagegen durch

S--« beziehungsweise Sp-i angegeben*

Die Dynamik der Interaktion* das heißt die seitlich wech-

selnde Gewichtung, mit der das eigene Verhalten oder das

Partnerverhalten die neuen Interaktionswerte beeinflussen,

kann nun am Verlauf der Parameterkurven abgelesen werden.

Im folgenden sollen daher die prägnantesten Merkmale in

der Zeitabhängigkeit der .Modellparameter hervorgehoben

werden«

Da die autoregressiven Parameter S1^ und Spp wesentlich

größer als die Wechselwirkungsterme sind* liegt der

Schluß nahe, daß beide Interaktionsverläufe hauptsäch-

lich autoregressiv bestimmt sind.

Vernachlässigt man jedoch die Wechselwirkungsterme in

der Simulation, d.h. setzt man

= n s^Cj) yi(o) + z n s'-.Ck-i) cL + CL
j=o l ! j=o i=o M ' l

k , k-1 j , ^
y (k) = n Spp(j) yp(0) + Z n Spp(k-i) dp + dp
^ jzrO j=0 i = 0

(IV.25)

so zeigt Abbildung 4-.20, daß dieser Schluß bestenfalls

für das Interaktionsverhalten des Ehemannes zulässig

ist. Der größte Teil der Variation im Interaktionsver-

halten der Ehefrau wird in diesem Modell durch die Wech-

selwirkung mit dem Partner erklärt.
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A

Der autoregressive Interaktionsparameter S ^ der Ehe-

frau (Abbildung 4* 19a) fällt über das gesamte Beobach-

tungsintervall leicht ab. Für den Interaktionsindex y-,

der Ehefrau bedeutet dies, daß das eigene negative In-

teraktionsverhalten mit geringer werdendem Gewicht be-

rücksichtigt wird, das heißt von Seiten der Frau liegt

eine Tendenz zu positiverem Interaktionsverhalten vor«

Der autoregressive Parameter S 9 9 des Ehemannes (Abbil-

dung.4.19 d) fällt dagegen über das Beobachtungsintervall

nicht ab, sondern zeichnet sich in der ersten Hälfte

des Intervalls durch mehr oder weniger ausgeprägte,

lokale Maxima aus (Abbildung 4.19d,2). Diese Maxima tre-

ten immer dort auf, wo der Interaktionsindex y9 des Ehe-

mannes stark negativ abfällt. Insgesamt ist Spo fast

überall kleiner als 1, so daß sich langfristig auch hier

eine Tendenz zu positiverem Interaktionsverhalten ab-

zeichnet» Insbesondere ist der starke Anstieg beider

Interaktionsindizes am Ende des Beobachtungszeitraumes

auf das autoregressive Verhalten des Mannes zurückzu-

führen (Abbildung 4-20).

Der Einfluß des Interaktionsverhaltens des Ehemannes auf

das der Ehefrau nimmt bis zum "floor switch" 87 langsam

zu (Abbildung 4,19b,3) und steigt anschließend sprunghaft

an* Dies bewirkt einen starken Abfall im Interaktionsver-

lauf von y-j bei "floor switch" il. Gleichzeitig verliert

das Interaktionsverhalten der Ehefrau seinen Einfluß auf

das des Ehemannes (Abbildung 4.19c,4). Der negative Ein-

bruch im Interaktionsindex y-j der Frau bei "floor switch"

87 wird nicht durch den Spike im Verlauf von %** bei "floor

"floor switch" 87 bewirkt* Denn unterdrückt man diesen

Spike in Ŝ -j künstlich, so resultiert eine kaum veränderte

Simulationskurve, wie Abbildung 4.21 zeigt. Am Verlauf
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(a)

(b)

(c)

~5 ü 140

Abbildung 4.21:

(a) Unterdrückung des Spikes im Verlauf von S-. ̂

(b) Aus dem modifizierten Datenverlauf resultierende

Datensimulati on

(c) Abweichungsver!auf der Simulationskurve von den

Originaldaten bei geändertem Parameterverlauf.
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der zugehörigen Abweichungskurve der Simulation ist zu

erkennen, daß lediglich der Abfall im Interaktionsindex

bei "floor switch" 87 weniger steil wiedergegeben wird*

Der Einfluß des Interaktionsverhaltens der Ehefrau auf

das des Ehemannes ist im ersten Teil des Beobachtungs-

intervalls streckenweise negativ (Abbildung 4«19cf5)>

das heißt hier wirkt das Verhalten der Ehefrau hemmend

auf den raschen Abfall im Interaktionsindex YO ^ e s Ehe-

mannes, Dies wird besonders deutlich bei "floor switch11
A

22, wo Sp̂ i ein lokales Minimum aufweist und gleichzeitig

der starke Abfall in y~ abgebremst wird (vgl* Abbildung

4.1). Von "floor switch" 43 bis zirka "floor switch" 87

(Abbildung 4*19c,6) verstärkt das Interaktionsverhalten

der Ehefrau das negative Interaktionsverhalten des Ehe-

mannes .

Insgesamt sind die Variationen in den Interaktionspara-

metern zwar relativ klein, jedoch können sie zu einem

qualitativen Verständnis der Interaktijonsdynamik heran-

gezogen werden, wie die oben geführte Diskussion der

Parameterverlaufe zeigt«

Die Verträglichkeit der geschätzten Parameterverläufe

mit der Annahme des Prozeßmodells, daß die Interaktions-

beiträge sich von Beobachtungszeitpunkt zu Beobachtungs-

zeitpunkt nur durch stochastische Beiträge mit Varianzen

von 0.001 ändern, kann wiederum durch die Elemente der

Matrix jP der Schätzfehler beurteilt werden,

Eô gilt wieder (vgl. Anhang 3)%

P (1,1) = P (3,3)
(IV.26)

und P (2,2) = P (4,4) ,

daher sind in Abbildung 4.22 nur P (1,1) und P (4,4)
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rekursiven Modellsimulationen
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aufgetragen. Da diese Matrixelemente bis zu einer Größe

von 0.055 ansteigen, ist die Verträglichkeit der ge-

schätzten Parameterverläufe mit dem Modellansatz nicht

sehr groß. Da jedoch andererseits die Daten durch die

Parameterverläufe sehr gut simuliert werden, bedeutet

dies, daß der Interaktionsprozeß durch das Prozeßmodell

nur ungenügend beschrieben wird; die Fehlanpassung des

Prozeßmodells wird durch die Prozeßfehlervarianzen auf-

gefangen« Im nächsten Schritt müßte nun eine Prozeß-

matrix geschätzt werden, die vermutlich zeitabhängig

gewählt werden muß, wie der Verlauf von P (1,1) im Be-

reich von "floor switch" 87 zeigt. Für eine Analyse

der Interaktionsdynamik ist dieser Schritt allerdings

nicht erforderlich ; er wird erst dann notwendig, wenn

zuverlässige Extrapolationen über das Beobachtungsinter-

vall hinaus berechnet werden sollen. Die extrapolierten

Simulationsverläufe in Abbildung 4*18 sind somit auf-

grund der großen Extrapolationsfehlervarianzen nur gro-

be Schätzungen.

Aus kritischen Untersuchungen zur cross-lagged-eorrelation-

Analyse ist bekannt, daß eine Kausalattribuierung für

Modellparameter zum Zwecke von Interaktionsanalysen nur

unter größten Vorbehalten denkbar ist (KENNY 1975;

HUMPHREYS & PARSONS 1979). Diese Untersuchungen beziehen

sich jedoch alle auf stationäre Modellansätze.

Obwohl mit dem hier diskutierten Beispiel nur ein erster

Ansatz zur dyadischen Interaktionsanalyse vorgestellt

wurde, scheint es, daß durch die dynamische Schätzung

von Modellparametern ein Schritt in Richtung kausaler

Wechselwirkungsanalyse getan werden kann.

Um hierzu nur ein Beispiel zu erwähnen, scheint in die-

sem Anwendungsfall speziell das deutliche Absinken des
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Interaktionswertes der Frau im letzten Drittel des

Gesprächsverlaufes durch den Einfluß des Ehemannes

induziert worden zu sein, wie die Parameterverläufe

von £L £ und Sp. deutlich zeigen. Ein solcher Schluß

kann durch Interpretation der beobachteten Interaktions-

verläufe ohne das Hilfsmittel der dynamischen Parameter-

schätzung nicht gezogen werden.

Um von dem hier rein qualitativ durchgeführten1 Vergleich

der Verläufe der Modellparameter zu einer quantitativen

Interaktionsanalyse zu gelangen, müssen weitere metho-

dische Hilfsmittel herangezogen werden.

Prinzipiell geeignet für diesen weiteren methodischen

Schritt sind die Untersuchungen von GOTTMAN & RINGLAND

(1981), WAMPOLD & MARGOLIN (1982) und WAMPOLD (1984«)

zur Analyse von Dominanzstrukturen in sequentiellen

Interaktionsdaten.

Jedoch wird in diesen Arbeiten ein globales Dominanz-

kriterium gesucht, das heißt ein Kriterium, welches die

Dominanz eines Interaktionspartners über den anderen

während des gesamten Beobachtungszeitraumes impliziert.

Wie das oben diskutierte Beispiel zeigt, liegt eine

solche globale Dominanz allerdings nicht in allen In-

teraktionsverläufen vor. Vielmehr scheint es notwendig,

lokale Dominanzkriterien abzuleiten, die die augen-

blickliche Struktur der Interaktion und damit auch

deren Dynamik quantitativ beschreiben.
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Zur Beantwortung der anfangs gestellten Frage nach

möglichen kurzfristigen Verletzungen der asymptotischen

Stabilität soll schließlich noch kurz das Stabilitäts-

verhalten des Wechselwirkungsprozesses über den gesam-

ten Gesprächsverlauf diskutiert werden. Dieser Prozeß

konnte bereits anhand des stationären Modells (IV.1a,b)

als asymptotisch stabil diagnostiziert werden.

Ein rein formales Stabilitätskriterium liefert der Be-

trag der beiden komplex-konjugierten Eigenwerte der

Parametermatrix jS. Der Interaktionsprozeß ist asympto-

tisch stabil, solange dieser Betrag kleiner als 1 ist.

Die Bestimmungsgleichung für die Eigenwerte À der Para«

metermatrix S lautet:

det
- X S 1 2 ( k )

= 0
S21(k)

 S 2 2 ( k ) ~ X

(IV.27)

Dieses Kriterium ist streng genommen nur für den statio-

nären Fall gültig und liefert dann - im zweidimensionalen

Fall - zwei Eigenwerte. Hier dient die jeweils geschätzte
A

Parametermatrix Î3 zur Extrapolation zum nächsten Beobach-

tungszeitpunkt; sie wird daher für jeden Beobachtungszeit-

punkt als "aktuelle stationäre Lösung" betrachtet. Berechnet

man daher die Eigenwerte in jedem Zeitpunkt neu, so er-

hält man zwei Eigenwertverläufe, die Auskunft über das

jeweils aktuelle Stabilitätsverhalten geben. Da die bei-

den Eigenwerte für jeden Zeitpunkt komplex-konjugiert sind,

genügt es, eine Betragskurve zu untersuchen. Der Betrags-

verlauf in Abbildung £-.23 zeigt, daß die Stabilität des
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100

"floor switch.11

AbbiIdunq 4,23 : Verlauf des Betrages der Eigenwerte
der Parametermatrix ^ über das Beobachtungsintervall
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Interaktionssystems im Bereich von "floor switch" 10

bis "floor switch" 15 verletzt ist. Dies ist der Bereich,

in dem die Verläufe der Interaktionsindizes steil zu ne-

gativen Werten abfallen. Verletzung der Stabilität in

diesem Bereich bedeutet, daß eine Extrapolation der In-

teraktionsverläufe auf der Basis der ersten 10 bis 15

Beobachtungen zu keinem asymptotisch konstanten Inter-

aktionsindex führen würde. Im weiteren Verlauf ist der

Betrag der Eigenwerte jedoch stets kleiner als 1 und

fällt mit zunehmender Beobachtungsdauer sogar ab. Dieser

Abfall des Eigenwertbetrages bedeutet, daß der asympto-

tische Grenzwert der Interaktionsindizes bei Extrapo-

lation vom jeweiligen Beobachtungzeitpunkt aus immer

schneller erreicht wird.

Zur Orientierung ist die Trajektorie des Eigenwertes

mit positivem Imaginärteil in Abbildung 4.24 in der kom-

plexen Ebene aufgetragen. Der gesamte Prozeß findet dem-

entsprechend zwar am Rande der Stabilitätsgrenze statt,

jedoch wird diese nur einmal überschritten. Mit zuneh-

mender Beobachtlingsdauer wandert der Eigenwert immer wei-

ter in das Stabilitätsgebiet hinein. An der mit -fa ge-

kennzeichneten Stelle nimmt der Eigenwertbetrag zwar kurz-

fristig zu, jedoch ist die Stabilität nicht gefährdet.



- 159 -
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Re (A)
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Im (A)

(b)

0.0
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Abbildung Verlauf^der Eigenwerte der Parameter-
matrix S, in der komplexen Ebene
(a) Gesamtubersicht
(b) vergrösserte Teilansicht von (a)
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V. Nichtlineare Systeme: Ein Ausblick

2ur Schätzung der Zustandsgrößen linearer Systeme in Zu-

Standsraumdarstellung, insbesondere also auch zur Schätzung

latenter Variablen in linearen Strukturmodellen bei Längs-

schnitt Studien, ist die rekursive Filtermethode optimal

in dem Sinne, daß die Varianz der Schätzfehler minimiert

wird. Die Anwendbarkeit dieser Methode ist nicht auf sta-

tionäre , stochastisch gestörte Systeme beschränkt, son-

dern es läßt sich auch der Verlauf der Zustandsgrößen

von Systemen mit zeitabhängigen Parametern schätzen, so-

fern diese Zeitabhängigkeit der Modellparameter vorgegeben

ist.

Mit Hilfe dieser methodischen Mittel kann zwar eine große

Vielzahl psychologischer Prozesse modelliert werden, je-

doch haben lineare Modellansätze immer den Nachteil, daß

sie nur Systeme im Gleichgewicht beschreiben, wie im Rah-

men des modernen Forschungsgebietes der Synergetik nach-

gewiesen wurde (HAKEN 19.83a). Gleichgewicht bedeutet hier,

daß ohne Berücksichtigung aller externen Einflüsse keine

spontanen Änderungen, sogenannte Phasenübergänge, und

irreversible Prozesse im betrachteten Entwicklungsablauf

beschrieben werden können»

Besonders deutlich wird dies am Dualitätsprinzip, das für

alle linearen Systeme - auch bei Berücksichtigung exter-

ner Einflüsse! - gilt. Dieses Prinzip besagt, daß ein

Prozeßablauf durch Umkehrung des Zeitablaufs auch rück-

wärts durchlaufen werden kann, wobei speziell in Zustands-

raummodellen noch zusätzlich die Regressionsmatrizen zur

Kopplung des Zustandsvektors an die externen Einflüsse und

an die Meßwerte vertauscht sowie alle Systemmatrizen

transponiert werden müssen.

Für physikalische und technische Systeme ist diese Eigen-

schaft in den meisten Fällen akzeptabel und unter Um-
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ständen für Steuerungsprobleme sogar erwünscht; in der

Entwicklungspsychologie ist die Annahme der Zeitumkehr-

barkeit jedoch in den meisten Fällen nicht gerechtfertigt.

Entwicklung vollzieht sich vielfach krisenhaft und in

zeitlich begrenzten Phasen, wie zum Beispiel den Stadien

kognitiver Entwicklung nach PIAGET (1972), die das Ergeb-

nis langfristiger Lernprozesse sind und nicht auf die

plötzliche Änderung externer Einflüsse zurückgeführt wer-

den können. Phasen solcher beschleunigten Entwicklung

können nicht auf dem gleichen Wege rückwärts durchlaufen

werden, wie sie entstanden sind.

Dennoch ist es wünschenswert, auch für solche Entwicklungs-

verläufe eine methodische Beschreibungsmöglichkeit zu fin-

den, da auf diese Weise eine Möglichkeit geschaffen werden

könnte, systematisch die Bedingungen für das Auftreten

struktureller Entwicklungsänderungen zu untersuchen.

Das Auftreten neuartiger Zustände in offenen Systemen,

das heißt in Systemen, die äußeren Einflüssen ausgesetzt

sind, durch Selbstorganisation des Systems kann durch

Modellgleichungen beschrieben werden, die nichtlineare

Terme in den zu untersuchenden Variablen enthalten.

In Anlehnung an die Terminologie der Synergetik können

somit lineare Modellansätze, die im allgemeinen nur eine

sehr eingeschränkte Gültigkeitsdauer haben, als mikrosko-

pische Beschreibungsmodelle aufgefaßt werden, während

nichtlineare Modelle, die einen größeren Entwicklungszeit-

raum beschreiben, als makroskopische Modelle zu bezeichnen

sind. Solche makroskopische Modelle zeichnen sich durch

die Berücksichtigung von Ordnungsparametern aus, die das

Maß der Selbstorganisation eines Systems und damit die

Struktur der Lösung des zugehörigen Modells festlegen.
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V.1 Nichtlineare Zustandsschätzung

Da sich der rekursive Algorithmus zur dynamischen Schätzung

der Zustandsgrößen in linearen Längsschnittmodellen bestens

eignet, andererseits aber strukturelle Änderungen im Zu-

stand eines Systems besser durch nichtlineare Modellglei-

chungen beschrieben werden können, ist es erstrebenswert,

auch für nichtlineare Systeme einen rekursiven Algorithmus

aufzustellen.

Ähnlich wie bei linearen Modellen geht man hier wieder

von der Zustandsraumdarstellung des Systems aus. Für den

Fall der zeitkontinuierlichen Systeme werden die Zustands-

raumgleichungen in folgender Form angegeben (vgl. zum

Beispiel ARNOLD 1973):

^~ x(t) = f (x,t) + v(x,t) n(t) (V.1.1a)

Hier bezeichnet x wieder den Zustandsvektor, der der

direkten Beobachtung nicht zugänglich ist, und y_ den Vek-

tor der beobachtbaren Indikatoren. Die vektorwertigen

Funktionen f_ und h sind nichtlineare Funktionen des Zu-

standsvektors und übernehmen hier die Rolle der Prozeß-

matrix und der Regressionsmatrix auf die beobachtbaren

Größen in linearen Systemen; n und m bezeichnen normier-

tes, vektorielles, Gaußfsches weißes Rauschen.

Die Kovarianzmatrizen der Prozeßfehler v und der Meßfehler

w sind gegeben durch:

v(x,t) vT(x,t) = Q(x,t) (V.1.2a)

w(t) wT(t) = R(t) (V.1.2b)
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Die Lösung der stochastischen Differentialgleichungen

(V.1.1a) und (V.1.1b) für die bedingte Wahrscheinlichkeits-

dichte p(x,t | ̂ [0,t]) des geschätzten Zustandsvektors

x(t) bei gegebenen Beobachtungswerten y(t) im Beobachtungs-

intervall [0,t] wurde von KUSHNER (1964) und & STRATONOVITCH

(1963) angegeben. Die Gleichung für die Lösung soll hier

nur kurz wiedergegeben werden:

Z[o,t]> = -

1

+ — y
2 1=1 j=

n n 32(Q..«p)

3 Ä 9^

p(xft | y[O,t] • {h(x#t) - R R 1 (t)

(V.1.3)

wobei fit der bedingte Erwartungswert von h bel gegebenem

XtOft] ist.

Die beiden ersten Terme in (V.1.3) haben die Form der

Fokker-Planck-Gleichung in allgemeiner Darstellung, die

charakteristisch für nichtlineare statistische Systeme

mit Selbstorganisation ist (vgl. HAKEN 1983a).

Basierend auf dieser allgemeinen Lösung finden sich in

der Literatur (zum Beispiel BASS u.a. 1966) bereits für

zeitkontinuierliche Systeme Filteralgorithmen, die als

Spezialfall die rekursiven Filtergleichungen für lineare

Systeme enthalten und eine optimale Schätzung der Wahr-

scheinlichkeitsdichte für den Zustandsvektor nichtlinearer

Systeme liefern.
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Es wird eine weitere Aufgabe der Systemforschung im Rahmen

der mathematischen Psychologie sein, solche Schätzalgo-

rithmen für zeitdiskrete Beobachtungen psychologischer

Prozesse zu formulieren und ihre Eignung bei der Behand-

lung nichtlinearer Prozeßmodelle zu untersuchen.
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V.2 Beispiel; Verhaltenswahrscheinlichkeiten des

Pflegepersonals in Altenheimen

In einer Reihe von experimentellen Arbeiten untersuchte

M. BALTES (LESTER & BALTES 1978; BALTES u.a. 1980; BALTES

& BALTES 1980; BALTES 1982; BALTES u.a. 1983) das Verhal-

ten von Pflegepersonal in Altenheimen gegenüber den Heim-

bewohnern in Abhängigkeit von der beobachteten Selbstän-

digkeit/Unselbständigkeit der Bewohner.

Es zeigte sich in diesen Studien, daß Heimbewohnern, die

ein starkes Abhängigkeitsverhalten zeigten, ein hohes

Maß an Zuwendung durch das Pflegepersonal zuteil wurde,

andererseits jedoch Heimbewohner, die sich selbständig

verhielten, durch das Personal kaum beachtet wurden und

auch keine Verstärkung für ihr Verhalten erhielten. Eine

Übersicht über die experimentellen Ergebnisse geben die

Balkendiagramme in Abbildung 5.1.

Es soll hier versucht werden, diese extreme Aufspaltung

in den Verhaltensweisen des Pflegepersonals durch ein

nichtlineares Modell zu beschreiben. Hier soll im wesent-

lichen die Selbstorganisation des Pflegepersonals berück-

sichtigt werden, das durch seine Einstellung zu den Heim-

bewohnern mit Hilfe eines "Ordnungsparameters11 gesteuert

wird.
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V. 2.1 Ableitung der Modellgleichungen

Es soll hier in einem ersten Ansatz lediglich ein stark

vereinfachendes Modell vorgestellt werden, wobei die

Verhaltensweise der Gruppe des Pflegepersonals durch die

Verhaltensweise eines repräsentativen Mitglieds dieser

Gruppe beschrieben wird. Weiterhin werden die gezeigten

Verhaltensweisen grob in zwei Klassen unterteilt: unter-

stützendes Verhalten und nicht unterstützendes Verhalten.

Wurden nach einer Beobachtungsdauer t insgesamt n Verhal-

tensweisen gezeigt, so ist die Wahrscheinlichkeit gesucht,

mit der n unterstützende und n_ nicht unterstützende Ver-

haltensweisen gezeigt wurden, wobei n + n_ = n gilt.

Die unterschiedlichen Aufteilungen der n Verhaltensweisen

in die Anteile n und n_ können durch die eindimensionale

Verteilungsvariable

n — n_
q = (V.2.1)

beschrieben werden, die für den Fall n >> 1 als kontinuier-

lich betrachtet werden kann.

Diese Variable überstreicht den Bereich von -1 bis +1,

wobei für q = -1 ausschließlich nicht unterstützendes

Verhalten und für q = +1 ausschließlich unterstützendes

Verhalten bis zum Zeitpunkt t vorliegt.

Es soll nun eine Bestimmungsgleichung für die Wahrschein-

lichkeitsverteilung f (q,t) für das bis zum Zeitpunkt t

gezeigte Verhaltensmuster q abgeleitet werden.

Als Ausgangspunkt zur Ableitung einer solchen Gleichung

dient die "master equation" (HAKEN 1983b) für statisti-

sche Systeme, die besagt, daß die zeitliche Änderung der

Wahrscheinlichkeit, mit der ein bestimmter Zustand eines
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solchen Systems vorliegt, gegeben ist durch die Differenz

aus der Wahrscheinlichkeit, mit der dieser Zustand er-

reicht wird, und der Wahrscheinlichkeit, mit der dieser

Zustand in einen anderen übergeht.

Wird die Übergangswahrscheinlichkeit von der Verhaltens-

verteilung q. zur Verhaltensverteilung q2 pro beobachteter

Verhaltensweise mit w(q1,q2) bezeichnet, so gilt damit

für die Wahrscheinlichkeitsverteilung f(q,t) die folgende

Differentialgleichung:

~ f (q,t) = l w(q',q) f(q\t) - E w(q#q
fi) f (q,t)

qi gii

(V.2.2)

Es muß nun festgelegt werden, über welche Werte der Ver-

teilungsvariablen q1, q" sich die Summen in (V.2,2) er-

strecken und welche Struktur die Übergangswahrscheinlich-

keit w hat.

Soll nach n Beobachtungen eine bestimmte Verhaltensvertei-

lung q vorliegen, so können in der vorangegangenen Beob-

achtung nur die Verteilungen q + 1/n oder q - 1/n vorge-

legen haben mit den Verteilungswahrscheinlichkeiten

f(q+1/n,t) beziehungsweise f(q-1/n,t); hierbei wird an-

genommen, daß n >> 1 ist und t, das heißt die gesamte Be-

obachtungsdauer, sich bei einer zusätzlichen Beobachtung

nicht wesentlich verändert.

Beim Übergang vom vorangegangenen zum zuletzt beobachteten

Verhalten kann ein Wechsel von unterstützend nach nicht

unterstützend und umgekehrt stattfinden, je nachdem, wel-

ches Verhalten als letztes gezeigt wurde; oder es wird

das alte Verhalten wiederholt.
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Wie im nächsten Abschnitt näher ausgeführt wird, müssen

die Wahrscheinlichkeiten, mit denen ein Verhaltenswechsel

stattfindet beziehungsweise mit dem das alte Verhalten

wiederholt wird, als abhängig von der Verteilung des zuvor

gezeigten Verhaltens angesetzt werden.

Für die Übergangswahrscheinlichkeiten wird folgende Nota-

tion eingeführt:

p, (q1) = Wahrscheinlichkeit für einen Wechsel von

"unterstützend" nach "nicht unterstützend"

bei zuvor beobachteter Verteilung q1 mit

letztem Verhalten "unterstützend"

p (qf) = Wahrscheinlichkeit für einen Wechsel von

"nicht unterstützend" nach "unterstützend"

bei zuvor beobachteter Verteilung q1 mit

letztem Verhalten "nicht unterstützend"

p (q1) = 1 - p, (q1) = Wahrscheinlichkeit für Fort-

setzung des unterstützenden Verhaltens

bei zuvor beobachteter Verteilung q1 mit

letztem Verhalten "unterstützend"

p (q1) = 1 - p ,(q1) = Wahrscheinlichkeit für Fort-

setzung des nicht unterstützenden Verhal-

tens bei zuvor beobachteter Verteilung q1

mit letztem Verhalten "nicht unterstützend"

Die Wahrscheinlichkeit, daß das letzte Verhalten "unter-

stützend" beziehungsweise "nicht unterstützend" war, ist

durch die Verhältnisse n /n beziehungsweise n_/n gegeben.

Damit nimmt (V.2.2) für das Beispiel der Wahrscheinlich-

keitsverteilung der Verhaltensmuster q folgende Gestalt

an:
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It f{^t] = ^ P +_(q +l) +.^p__(q4l)] f(q+l,t)

n- 1 n+ 1 1

n n_ n_ n

f(q,t)

(V.2.3)

oder abgekürzt:

- [w1 (q) + W2(q) ] f (q#t)

(V.2.4)

wobei sich die Definition für w. und w 2 durch Vergleich

mit (V.2.3) ergeben.

Da die Summe w-(q) + w^(q) die Wahrscheinlichkeit angibt,

mit der überhaupt ein nächstes Verhalten gezeigt wird,

gilt:

W 1 (q) + W 2 ( q ) = 1 (V.2.5)

was auch anhand des expliziten Ausdruckes in (V.2.3) nach-

gerechnet werden kann.

Die rechte Seite dieser Gleichung läßt sich durch Potenz-

reihenentwicklung der einzelnen Terme in der Variablen

1/n bis zur zweiten Ordnung vereinfachen.
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(q) f(q,t) + 1 [w1 (q)

[w., (q) f (q,t)J"

(V.2.6a)

W2(q) f(q,t) - ± [w2(q) f(q,t)]'

f(q,t)]"

(V.2.6b)

Die Striche an den eckigen Klammern symbolisieren Ablei-

tungen nach q; höhere Ableitungen als zweiter Ordnung

müssen nicht berücksichtigt werden, da n ». 1 vorausge-

setzt wurde.

Setzt man die Näherungsausdrücke (V.2.6a, b) in (V.2.4)

ein und berücksichtigt die Beziehung (V.2.5), so ergibt

sich für die Wahrscheinlichkeitsverteilung f(q,t) die

Fokker-Planck-Gleichung in spezieller Form:

d
dt f ( q ' n

1
2

d
dq

1
2

n

W.

d2

2

(
1 (

f

q>

(q, t )

(V.2.7)
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Diese Differentialgleichung für die Wahrscheinlichkeits-

verteilung des Verhaltensmusters q stellt einen Spezial-

fall der allgemeinen Gleichung von KUSHNER (1964) und

STRATONOVITCH (1963) dar und hätte direkt aus (V.2.4) ab-

geleitet werden können.

Die nichtlinearen Zustandsgieichungen entsprechend (V.1.1)

nehmen für das vorliegende Beispiel somit folgende Form

an:

§t q(t) =

y(t) = q.(t) (V.2.8b)

Hier wurden keine stochastischen Störeinflüsse berück-

sichtigt.
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V.2.2 Festlegung der Änderungswahrscheinlichkeiten des

Verhaltens

Psychologische Annahmen über die Art und Weise, in der die

Selbstorganisation der betrachteten Gruppe des Pflegeper-

sonals stattfindet, gehen entscheidend in den Ansatz für

die Übergangswahrscheinlichkeiten p, und p , ein.

Da in den experimentalpsychologischen Untersuchungen von

M. BALTES nicht zwischen einzelnen Mitgliedern der Gruppe

des Pflegepersonals unterschieden wird, soll hier ange-

nommen werden, diese Gruppe sei homogen strukturiert, das

heißt ihr Verhalten lasse sich durch das Verhalten eines

typischen Mitgliedes repräsentieren.

Die Änderungswahrscheinlichkeiten p+_ und p_+ für das Ver-

halten beziehen sich somit auf ein charakteristisches Mit-

glied der Gruppe des Pflegepersonals.

Zur Festlegung dieser Änderungswahrscheinlichkeiten sol-

len hier Überlegungen aus FESTINGERs Theorie der̂  kogniti-

ven Dissonanz (FESTINGER 1957, 1964) herangezogen werden.

Diese Theorie geht von der Annahme aus, daß Individuen

ein Gleichgewicht ihres kognitiven Systems anstreben.

Kognitive Dissonanz erzeugt die Motivation, entstandene

Dissonanz zu reduzieren. Diese Reduktion kann auf unter-

schiedliche Weise durch Veränderung des kognitiven Systems

erfolgen. Insbesondere wird postuliert, daß nach nahezu

allen Entscheidungen, bei denen der Entscheidende aus

mehreren Entscheidungsalternativen eine Alternative aus-

wählt, kognitive Dissonanz entsteht. Die positiven Aspekte

der nicht gewählten Alternativen und die negativen Aspekte

der gewählten Alternativen sind dissonant bei ,der Ent-

scheidung.
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Zur Dissonanzreduktion können Kognitionen über negative

Aspekte der gewählten Alternative eliminiert und/oder Ko-

gnitionen über positive Aspekte addiert werden. Ebenso kön-

nen Kognitionen über negative Aspekte der nicht gewählten

Alternative addiert und/oder Kognitionen über positive

Aspekte der nicht gewählten Alternative eliminiert werden,

Kognitionen werden somit den Entscheidungen angepaßt. Das

Ergebnis dieses Prozesses ist ein Anstieg der Attraktivi-

tät der gewählten beziehungsweise ein Absinken der Attrak-

tivität der nicht gewählten Entscheidungsalternative.

Dieser "spreading apart of alternatives" genannte Effekt

ist nach FESTINGER die wirksamste und häufigste Art der

Dissonanzreduktion nach Entscheidungen.

In Anlehnung an diesen Effekt soll im Rahmen des hier be-

trachteten Modells angenommen werden, daß bei jeder Ent-

scheidung die Wahrscheinlichkeit für einen Verhaltenswech-

sel von nicht unterstützendem zu unterstützendem Verhalten

der einzelnen Individuen aus der Gruppe des Pflegeperso-

nals zunimmt, je häufiger bisher unterstützendes Verhal-

ten gezeigt wurde, ebenso soll umgekehrt die Wahrschein-

lichkeit für einen Wechsel von unterstützendem zu nicht

unterstützendem Verhalten zunehmen, je häufiger ein sol-

ches nicht unterstützendes Verhalten bisher beobachtet

wurde.

Ähnlich wie der "spreading apart"-Effekt um so stärker

wird, je weniger eine Person die Chance einer Entschei-

dungsrevision kogniziert (IRLE, GNIECH, FREY & KÜMPF

1978) muß auch hier die Höhe der Übergangswahrscheinlich-

keiten zusätzlich von der Stärke der "Kopplung" des

Pflegepersonals an die Heimbewohner abhängen. Je mehr

"Hilflosigkeit" gezeigt wird, desto mehr "spreading apart"

in der Verhaltenswahrscheinlichkeit wird erwartet.
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Formal lassen sich diese Zusammenhänge in folgender Weise

fassen:

P+_ (
n
+'

n_) = N * e" [ k q + h ] (V.2.9a)

p_+ (n+,n_) = N • e
[k-<*+h] (V.2.9b)

wobei N eine Normierungskonstante ist.

über den Faktor k im Exponenten der Ausdrücke (V.2.9) wird

die "Kopplungsstärke11 des Personals an die Bewohner des

Heimes berücksichtigt. Grundsätzliche Tendenzen zu der

einen oder anderen Verhaltensweise werden durch den zu-

sätzlichen Beitrag h im Exponenten einbezogen.
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V.2.3 Eine Lösung des Modells

Die Bestimmung der vollen Lösung von (V.2.7) würde den Rah-

men dieses kleinen Beispiels überschreiten; stattdessen

kann jedoch ohne große Mühe eine stationäre Lösung ange-

geben werden, das heißt eine Lösung für den Fall

|ç f(q,t) = 0 (V.2.10)

Eine solche Lösung beschreibt einen Gleichgewichtszustand

in dem Sinne, daß sich die Wahrscheinlichkeitsverteilung

zeitlich nicht mehr ändert«

Die stationäre Lösung hat folgende Gestalt:

= N 0
 e (V.2.11a)

mit
q

k(q) = 2n / [w9(s) - w1(s)3 ds (V.2.1ib)
-I z l

An dieser stationären Lösung lassen sich bereits die

wesentlichen Eigenschaften der allgemeinen Modellösung

ablesen. In Abbildung 5.2 ist f ,(q) für verschiedene
s t a °t

Werte des Kopplungsparameters k aufgetragen. Man erkennt,

daß für den Fall keiner Verpflichtung des Pflegepersonals

an die Heimbewohner (Abbildung 5.2a) sich eine Wahrschein-

lichkeitsverteilung für das zu erwartende Verhalten er-

gibt, die ihr Maximum bei q = 0 annimmt. Unterstützendes

und nicht unterstützendes Verhalten treten daher im Falle

keiner Abhängigkeit der Heimbewohner vom Pflegepersonal

mit gleicher, maximaler Wahrscheinlichkeit auf. Mit zuneh-

mender Unselbständigkeit der Heimbewohner verbreitert sich

die Verteilungsfunktion, das heißt eine breitere Vielfalt

von Verhaltenskombinationen wird möglich (Abbildung 5.2b).
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Bei weiterer Steigerung der Kopplungsstärke tritt ein

überraschender Effekt ein. Die Wahrscheinlichkeitsvertei-

lung für das gezeigte Verhalten des Pflegepersonals weist

nun zwei deutlich getrennte Maxima in der Nähe der Enden

der Verteilungsachse (Abbildung 5.2c) auf.

Psychologisch bedeutet dies folgendes: Sobald in der

Gruppe der Heimbewohner Mitglieder ein ausgeprägtes Abhän-

gigkeitsverhalten zeigen und damit das Pflegepersonal

stark an sich binden, werden zwei Verhaltensweisen des

Personals sehr wahrscheinlich: Einerseits gibt es eine

hohe Wahrscheinlichkeit für extrem unterstützendes Ver-

halten , das den unselbständigen Heimbewohnern zukommt,

während das zweite Wahrscheinlichkeitsmaximum bei extrem

nicht unterstützendem Verhalten liegt, .was diejenigen

Bewohner betrifft, die sich selbständig verhalten und

das Pflegepersonal kaum in Anspruch nehmen.

Die Beobachtung, daß unselbständiges Verhalten alter

Menschen in Heimen vom Personal kontingente Verstärkung

erfährt, dagegen selbständiges Verhalten weitgehend igno-

riert oder sogar unterbunden wird, erscheint somit im

Rahmen eines Modellansatzes, wie er oben beschrieben ist,

verständlich als ein Effekt der Selbstorganisation der

Gruppe des Pflegepersonals, das durch die Verpflichtung

den Heimbewohnern gegenüber reguliert wird.

Um zu erreichen, daß auch selbständiges Verhalten durch

das Pflegepersonal unterstützt wird, das heißt um das

Maximum bei negativen q-Werten in der Wahrscheinlichkeits-

verteilung für das Verhaltensmuster zu unterdrücken, bie-

ten sich im Rahmen des Modells zwei Möglichkeiten.

Die einfachste Möglichkeit ist es, genügend externen Druck

auf das Pflegepersonal auszuüben, was sich im Modell

durch einen positiven Wert für den Parameter h in den

Übergangswahrscheinlichkeiten (V.2.9) ausdrückt. Abbil-
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(a)

-1

f (q)

geringe Kopplung

+ 1

(b)
f (q)

mittlere Kopplung

a

(c)

-1

f (q)

starke Kopplung

+ 1

Abbildung 5.2:

Wahrscheinlichkeitsverteilung der Verhaltensmuster
bei unterschiedlichem Kopplungsgrad
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dung 5.3 zeigt, daß auf diese Weise die Wahrscheinlich-

keit für nicht unterstützendes Verhalten unterdrückt wer-

den kann.

Eine weitere Möglichkeit Selbständigkeitsunterstützendes

Verhalten zu erreichen, besteht darin, die Strategien zur

Auflösung der kognitiven Dissonanz beim Pflegepersonal

zu ändern, was durch Training erreicht werden kann. Im

Modell würde sich dies durch eine gegenüber (V.2.9) ge-

änderte funktionale Abhängigkeit der Übergangswahrschein-

lichkeiten vom bisher gezeigten Verhaltensmuster bemerk-

bar machen.

Der hier beschriebene Ansatz ist keineswegs vollständig

und kann in vieler Hinsicht erweitert und verbessert wer-

den. Es sollte hier lediglich auf einer rein qualitati-

ven Ebene gezeigt werden, daß durch einen nichtlinearen

Ansatz in der zu untersuchenden Variablen q strukturelle

Phänomene in der Wahrscheinlichkeitsverteilung 'für die

beobachteten Verhaltensweisen beschrieben werden können.
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f (q)

- i

Abbildung 5.3s

Wahrscheinlichkeitsverteilung der Verhaltensmuster
bei starker Kopplung und positivem bias
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Anhang 1

Li*t>* der Originaldat>*n
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floor-
switch Nr.

0
i
2
3
4
ET

6
7
8
9
12
11
12
13
14
15
16
17
18
19
20
21
22
23
24
25
26
27
28
29
30
31
32
33
34

Yl

-. 027
. 093
. 960
.960
. 960
. 067
-- 960
-.960

-1/933
-1.933
-1. 067
-2. 027
-3. 000
-3. 000
-4. 000
-4.220
~~S. 120
-8. 040
-8. 040
-8. 040
-8. 027
-9. 040
-9. 040
-9. 040

-10. 013
-10. 013
-11. 160
-11. 160
-11. 160
-11.160
-11. 147
-9. 160
-9. 160
-9. 160
-8. 080

Y2

. 027

.027

.027

. 027

.027
-1.040
-2. 000
-2. 960
-3. 987
-3.987
-8. 293

-10.200
-15.027
-18.242
- i 8. 973
-18. 973
-20. 067
-20. 933
-20. 933
-20.933
-20. 000
-20.000
—21.053
-21. 053
-21. 053
-23. 200
-24. 293
-25. 427
-26. 453
-27. 187
-28.987
-28. 107
-28. 107
-2.8. 107
-26. 240
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r 1 oor-
switch Nr.

35
36
37
38
39
40
41

. 42
43
44
45
46
47
48
49
50
51-
52
53
54
55
56
57
58
59 -
60
61
62
53
64
65
66
67
68

: 69

Yl

-8. 080
-8. 080
-8. 080
-7. 373
-8. 080
-9. 133

-10. 173
-10.173
-10. 173
-10. 173
•-10. 173
--10. 173
-11. 187
-11. 187
-11. 187
-10.253
-9. 240

-10.280
-10. 280
-10.280
-10. 280

-10.280
-11.253
-11. 253

-11. 253
-12. 173
— 11.347

-1.1. 347
-11.347

-10. 640
-11.320
-12.333
-12. 333
-13.280
-14. 333

Y2

-27.213

-27.213

-27.213
-26. 187
-26. 187
~25. 120
-25. 120
-24. 373
-25. 293
-26. 173
-25. 173
-27, 320
-28. 307
-3.1.253
-31.253
-32. 107
-31. 267
-32. 200
-31.240
-31.240
-30. 187
-31.227
-31.227
-31. 227
-30. 187
-29. 160
-28. 120
-27. 307
-27, 307
-27. 307
-27. 307
-29. 467
-29. 467
-30. 520
-31.333
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f looi—
switch Nr.

70
71
72
73
74
75
76
77
78
79
83
81
82
83
84
85
86
87
88
89
90
91
92
93
94
95
96
97
98
99
100
101
102
103
104

Yl

-15. 400
-16. 293
-15. 293
-15.360
-15.360
-1.5. 360
-15. 360
-14. 467
-14. 467
-14. 467
-14. 467
-14. 440
-13, 413
-13.413
-12. 453
-12. 453
-12. 453
-13. 267
-18. 547
-19.600
-20. 627
-21. 440
-21. 440
-22. 467
-22. 467
-22. 467
-21.533
-23. 667
-24. 707
-25. 440
-25. 440
-25. 440
-25. 440
-24. 427
-24. 427

Y2

-31. 333
-31.333
-32. 453
-32. 453
-32. 453
-32. 427
-31.387
-31. 387
-31.387
-30. 413
-30. 413
-30. 413
-29. 400
-29. 400
-29. 400
-29. 400
-29. 402
-29. 400
-30. 507
-30. 507
-30. 507
-31. 467
-31. 457
-3.1. 467
-31. 467
-30. 480
-30. 480
-30. 480
-30. 480
-30. 480
-29. 547
-29. 547
-29. 547
-30. 560
-30. S50
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f loO!

switch Nr~.

105
106
107
108
109
110
111
112
113
114
115
116
117
118
119
122
121
122
123
124
125
126
127
128
129
130
131
132
133
134
135
136
137
138
139
140

Yl

-23. 547
-23. 547
-22. 533
-21. 640
-21. 640
-22. 200
-24. 560
-24. 560
-24. 560
-24. 560
-24. 560
-23. 547
-23. 547
-23. 547
~22. 640
-22. 640
-23. 440
-22. 720
-21.813
-20. 867
-19.813
-19.813
-19. 813
-19.813
-19.813
-18.733
-18. 733
-17.680
-17.680
-17.680
-16. 733
-16.733
-15. 973
-14. 960
-13. 933
-12.627

Y2

-30. 550
-30. 560
-30. 560
-30. 560
-30. 560
-30. 560
-32. 467
-32. 467
-32. 467
-32. 467
-32. 467
-31. 693
-30. 747
-29. 733
-28. 587
-28. 587
-27. 547
-27. 547
-26.613
-25. 840
-24. 853
-23. 853
-22. 920
-22. 013
-21.040
-20. 187
-19. 173
-18. 187
-17.360
-16.640
-16. 640
-3 6.640
-16.640
-16.640
-15.480
-14. 760
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Anhang 2
•BBB8B8B

KID § Kalmanfilfc#r fu®r Int®raktion«-Dat#n
— min Ba^io Programm
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10
20
30
40
50
60
70
80
90
100
110
120
130
140
150
160
170
180
190
200
210
220
230
240
250
260
270
280
290
300
310
320
330
340
350
360
370
380
390
400
410
420

BASIC-PROGRAMM » K I D «
ZUR REKURSIVEN SCHAETZUNG
VON INTERAKTIONSPARAMETERN
(FUER TISCHRECHNER HP85)

Vor i ab1endef i n i t i onen

Yl.
Y

X0

X
P0
P

Pl

R

Q

C

K

S

0

L
R0.

B.H

Y2 Urdaten
Datenvektor fuer den

rekureiven Algorithmu
Vektor der etationaer
geechaetzten Parameter
Zuetandevektor
Kov. —Matrix von X0
Kov. —Matrix dmr Sehaet
fehler
Kov. —Matrix der Extra-
polât ionefehl er
Kov. -Matrix der Be-
obachtungefeh 1 er
Kov. —Matrix der Prozee

Regreee i onematr i x
Y nach X
Ka1man-Korrektur-
Matrix

Interakti onematr i x
mit* Sll-Xl S12-X2

S21-X3 S22-X4
Konetanter Interaktion
bei trag miti

D1-X5 D2-X6
Simulation«vektor
10. E Real te il. I mag inaer

tei1 und Betrag

der Eigenwerte von S
1. Z. Z0i Hilfegroeeeen
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430
440
450
460
470
480
490
500
510
520
530
540
550
560
570
580
590
600
610
620
630
640
650
660
670
680
690
700
710
720
730
740 1
750 1
760 1
770 1
780 1
790 1
800 1
810 1
820 1
830 1
840 1

OPTION BASE 1
! DIM Y1U41>.Y2Ü41),Y<2>
! DIM X0(6).X(6).Z0(6).Z(2)
! DIM P (6. 6). P0 (6. 6). PI (6, 6)
f DIM RC2, 2).Q(6. 6>.C<2. 6)
! DIM K<6. 2).B<2. 2).H<2. 6)
1 DIM SC2.2>.L<2),D<2>
!
1
I
!
!
I

Datftn ftinlftftftn

1 von FiI« "GOTTMN"

! ASSIGN* 1 TO "GOTTMN"
1 FOR 1-1 TO 141
1 READ* 1 t Y1C1)
1 NEXT I
1 FOR 1-1 TO 141
1 READ* 1 i Y2CD
1 NEXT I

Bftftfttzunc] d«r Startw«rt.ft

fufti-i X0. P0. Q. R. D. L

1 X0CD-. 96676957
I X0 (2)-.01988894
1 X0C3)—. 0462718

X0 (4) -. 99372448
X0(5>—. 092572413
X0C6)—. 981772349
D(1)»X0(5)
D C2) -X0 (6)
1
MAT P0-IDN
MAT P0-(. 001)»P0
P0 C5. 5) -0
P0(6,6)-0
1
MAT Q-IDN
1AM Q-(.001)»Q



850 !
860 !
870 !
880 1
890 !
900 1
910 !
920 !
930 1
940 !
950 !
960 !
970 I
980 1
990 1
1000
1010
1020
1030
1040
1050
1060
1070
1080
1090
1100
1110
1120
1130
1140
1150
1160
1170
1180
1190
1200
1210
1220
1230
1240
1250
1260
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!
MAT R-IDN
!
LCD-YK2) § LC2)-Y2<2)
!
MAT P1-P0§ MAT X-X0

1

! Baginn dmr R«kur«ion«~

I «ohUif«

"OR 1-1 TO 139

Bivariatmr Dat.«nv«ktor Yt

II
I YU)«Y1<I+1>
1 Y<2)-Y2U+D
1 I
1 1 R«gr«««ion«matrix d««
1 M**«mod«ll« i

1 MAT C-ZER
1 CC1.D-Y1U)
1 C(1.2)-Y2<D
1 C(2.3)-Y1U>
1 C<2. 4)-Y2CI>
1 C<1,5)-1
I C(2,6>«1
1 1
1 1 Kalman-Gain-Matrix Ki
1 1
1 MAT K-P1#TRN<C)
I MAT B-OK
1 MAT B-B+R
1 MAT B-INV(B)
1 MAT K-K*B
1 1
1 1 Kovarianzmatrix P dmr
1 1 Scha«txf«hl«r t

1 1
MAT H-C»P1



1270
1280
1290
1300
1310
1320
1330
1340
1350
1360
1370
1380
1390
1400
1410
1420
1430
1440
1450
1460
1470
1480
1490
1500
1510 1
1520 1
1530 1
1540 1
1550 !
1560 1
1570 1
1580 1
1590 1
1600 1
1610 1
1620 1
1630 1
1640 1
1650 1
1660 !
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1 MAT P«K«H
1 MAT P-Pl-P
1
!

1 1

Kovarianzmatrix PI dmr

Extrapo1ation«f«h1«r
fuer i+1 t

MAT Pl-P+Q

Korrektur dee Sehaetz~
vektore X t

1 MAT Z-OX
1 MAT Z-Y-Z
1 MAT Z0-K»Z
MAT X-X+Z0
!
! Beeetzuno, der Mod« 11 pa
1 ramitarmatrix S t

1 1
1 SCI. l)-X(l)

SC1.2)-XC2)
SC2. D-XC3)
S <2. 2) »X C4>
1
1 Simulation fuer den

! Zeitpunkt i+1 »

1
MAT L-S«L
MAT L-L+D
I
1 Berechnung der Eigen—
1 wert« von S i
!
R0-CSC1. l)+S<2.2>>/2
I0-SC1. 1>»SC2. 2)
I0-R0-2-I0+SC1, 2)»S<2, 1)
10-ABS (10)
I0-SQRCI0)
I>SQR(R0*2+I0-2)
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1670
1680
1690
1700
1710
1720
1730
1740
1750
1760
1770
1780
1790
1800
1810

* Himr Plotroutin«n *
* fumr di« Gro«««*n *
* L, X, P. R0. 10. E •in- *
* ••tz«n *

NEXT I

R«kur

ENO
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Anhang 3

Struktur émr Kovarianzmatrix dur
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Um die Struktur der Kovarianzmatrix P(k) der Schätz-

fehler zu ermitteln, muß der folgende Ausdruck unter-

sucht werden:

P(k) = P*(k) - K(k) C(k) P*(k)

Für k = kQ gilt P*(ko) = P(kQ)f wobei P(kQ) vorgegeben

wird. Es soll daher hier der Fall k = k betrachtet

werden; der allgemeinere Fall läßt sich analog bahandeln.

Wegen der festen Wahl k = k kann im folgenden das Argu-

ment k weggelassen werden.

Die Matrizen P*", C und R haben im Beispiel in Abschnitt IV

folgende Gestalt:

*
p =

F

@

8

0

e
F

0

0

e
e

p

e

6

e

8

P

a b 8 S

8 8 a b

R =
r 0

8 r
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Die Korrekturmatrix ist gegeben durch:

* T * T -1
K = P C C C P C + R 3

Die Struktur der einzelnen Terme ist wie folgt:

mit

* T
P C = C P Î

•3

b

8

6

6

0

a

B

a p + b P

a p-t-b P

T
+ R 3 =

u e
0 U

a p+b p+r
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Schließlich erhält man für K:

K =

BF-

bp

e
0

ap

bp

©

e

e
e

BF'

bp

y 8

u e

apu

bpu

L e

det

k

1

6

e

e
e
k

i

Hieraus folgt für die Struktur von P

K C P =

k

1

Q

6

6

k

1 ,

aF bp

0 0

0 0

ap bp

kap

lap

6

8

kbp

Ibp

0

0

Ei

0

kap

0

0

kbp

Ibp



und
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p - p C P =

F-kap

lap

Ö

e

k b P

p-lbp

0

G

8

0

p-kdF

I a P

e
0

kbp

p-ibp

Somit gilt -i = P33 = p33

Die SchätzfehlerVarianzen derjenigen Interaktionsparameter,

die als Koeffizienten des gleichen Interaktionsindexes im

Modell auftreten, sind gleich»
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