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ABSTRACT

Eine der effizientesten Methoden in der quantitativen psy-
chologischen Forschung ist die Analyse sequentiell erhobener
univariater beziehungsweise multivariater Daten mittels zeit-
reihenanalytischer Techniken. Zur Beschreibung der Dynamik
multivariat erhobener Daten eignet sich hier insbesondere

das aus der Systemanalyse bekannte Zustandsraummodell, in
dem die Entwicklung eines Vektors latenter Variablen iber

die Zeit sowie dessen Zusammenhang mit einem Satz von Obser-
vablen unter Beriicksichtigung stochastischer Stdreinfliisse
formal erfaft wird.

Im ersten Teil der Arbeit wird das Kalman Filter als dyna-
misches Schédtzverfahren fiir den Vektor der latenten Varia-
blen sehr ausfiihrlich nach der Methode der minimalen Varianz
abgeleitet, so daB Grenzen und Leistungsfdhigkeit dieses Ver-
fahrens deutlich werden. Bei der Ableitung werden zeitabhidn-
gige Modellparametermatrizen zugelassen, jedoch werden diese
als bekannt vorausgesetzt beziehungsweise miissen gegebenen-
falls in einem vorgeschalteten Identifikationsschritt be-
stimmt werden.

An einem kleinen Beispiel mit synthetischen Daten wird der
EinfluB von Annahmen iiber die Kovarianzmatrizen der Stdr-
grdBen und Uber Anfangswerte auf den Verlauf der Schétzwerte
diskutiert. Als Glitekriterium fiir die Schdtzung kann in jedem
Schritt des rekursiv arbeitenden Verfahrens die Schidtzfehler-
varianz berechnet werden. Als weitere wesentliche EinfluB-
groBe wird anschlieBend die Wahl der Abstdnde der Beobach-
tungszeitpunkte diskutiert.

Die Anwendung des Kalman Filters war in der sozialwissen-
schaftlichen Literatur bisher auf psychophysiologische und
psychophysikalische Daten beschrénkt.

Es wird hier im zweiten Teil der Arbeit eine substanzwissen-
schaftliche Anwendung auf Interaktionsdaten vorgestellt, die
auf der Kodierung von Videoaufnahmen basieren. Das Beispiel
wurde so gewdhlt, daB eine zusdtzliche Identifikation von
Modellparametermatrizen entf&dllt, da andernfalls die Effekte
von Parameteridentifikation und rekursiver Schdtzung der
latenten Variablen nicht mehr getrennt werden k&nnen.

Da entwicklungspsychologische Abl&ufe insbesondere unter dem
EinfluB stochastischer Beitrdge als irreversible Prozesse zu
verstehen sind, ergibt sich methodisch die Notwendigkeit fiir
nichtlineare Modellansdtze und Schd3tzalgorithmen, die Uber
den linearen Ansatz des Kalman Filters hinausgehen. Es wird
daher am Ende der Arbeit ein Ausblick auf nichtlineare Model-
le gegeben und ein kleines, psychologisches Anwendungsbei-~-
spiel mit stationdrer L&sung angegeben.

Key words: Zustandsraumbeschreibung, Kalman Filter, Inter-
aktionsanalyse, nichtlineare Modelle
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I. Einleitung

"Die Pers®bnlichkeit ist weniger ein abgeschlossenes Pro-
dukt als ein fortschreitender ProzeB. Sie besitzt zwar
einige stabile Zlige, ist aber fortlaufenden Anderungen
unterworfen ... Idiomatische Struktur wird weitgehend
vernachldssigt, indem man nach allgemein giiltigen
GesetzmdBigkeiten sucht." (ALLPORT 1958, S. 27 ff.;
zitiert nach PETERMANN & HEHL (1979, S. 2)).

Diese von ALLPORT bereits 1958 getroffene Feststellung
behdlt ihre Aktualitdt auch in bezug auf die jlingsten
Aufgabenbestimmungen der Entwicklungspsychologie. Hier
ist bei der Beschreibung und Erkld&rung ontogenetischer
Verhaltensdnderungen eine der Hauptaufgaben die Untersu-

chung intraindividueller Variabilité&t.

BALTES, REESE & NESSELROADE (1977) fassen daher die Ziel-
setzung moderner Entwicklungspsychologie folgendermafBen:
"Entwicklungspsychologie befaBt sich mit der Beschreibung,
Erkldrung und Modifikation intraindividueller Verdnderun-
gen im Verhalten iber den Lebenslauf hin und mit den
interindividuellen Differenzen in der intraindividuellen

Ver&dnderung."

Hiermit ist in der Entwicklungspsychologie ein KompromiR
im Idiographiestreit geschaffen, indem individuumzen-
trierte Forschung als Antezedenz allgemeinerer entwick-

lungspsychologischer Aussagen fungiert.

Richtungsweisend fir eine quantitative Einzelfallanalyse
sind die Arbeiten von CATTELL (1943, 1946 und 1951), in
denen die faktorenanalytische 0O-Technik und P-Technik

in Anlehnung an die statistischen Methoden begriindet
wird, die zur Aufbereitung interindividueller Beobach-
tungsdaten verwendet werden. Insbesondere kommt die

P-Technik zeitreihenanalytischen Methoden sehr nahe, da



hier zu verschiedenen Zeitpunkten an einer Testperson
beziehungsweise Stichprobe/Population erhobene Daten mit-
einander korreliert werden und die XKoeffizienten der resul-
tierenden Korrelationsmatrix iiber die Ahnlichkeit einzel-
ner Testleistungen in Abhdngigkeit vom Zeitpunkt ihrer

Erhebung informieren.

Dies gestattet Verlaufsé&nalysen, zum Beispiel den Nach-
weis, daB sich die faktorielle Struktur von Testleistungen
bei wiederholter Durchfiihrung &ndert, was m8glicherweise

Ausdruck entwicklungspsychologischer Wandlungen ist.

Bei einer solchen, rein korrelationsstatistischen Vorge-
hensweise ergeben sich jedoch zwei grundsdtzliche Pro-
bleme (vgl. HUBER 1973, S, 23): das Problem der Schein-

korrelation und das der MeBwiederholung.

Den EinfluB von Scheinkorrelationen auf die Interpretier-
barkeit von Ergebnissen einer Korrelationsanalyse zeigt
ein Beispiel aus der soziologischen Forschung (zitiert
nach SCHLITTGEN & STREITBERG 1984, S, 445),.

Bei einer Untersuchung in schwedischen Landkreisen wurden
die Kindergeburten pro 1.000 gebdrfdhiger Frauen und die
Anzahl der jdhrlich beobachteten St&rche aufgezeichnet.

Es zeigte sich, daB sowohl die Kindergeburten als auch

die Anzahl der Stdrche im Laufe der Jahre riickldufig waren
bei gleichzeitig konstant hoher Korrelation zwischen den
beiden beobachteten Gr&Ben. Tatsdchlich ist die gefun-
dene hohe Korrelation auf den EinfluB der Verst#ddterung
zurilickzufihren, die sowohl die Geburtenrate als auch

die Zahl der St8rche reduziert.

An diesem Beispiel wird deutlich, daB8 neben den Beobach-
tungen, die das eigentliche Untersuchungsobjekt betreffen,
auch externe Einfliisse bei der methodischen Behandlung

von Entwicklungsverldufen berilicksichtigt werden miissen.



Im Rahmen moderner Methoden zur dimensionalen Struktu-
rierung von Kovarianzmatrizen bei L&ngsschnittstudien,

wie sie zum Beispiel durch lineare Strukturmodelle gege-
ben sind (JORESKOG 1979), kénnen solche externen Einfliisse
systematisch in multivariater Form berlicksichtigt werden.
In bezug auf methodische Einzelfallanalysen bedeutet dies,
daB nur solche psychologischen Verfahren in Betracht
kommen, die es gestatten, Personen-Bedingungen-Kombina-
tionen zu analysieren, was lber das Niveau reiner Korre-
lationstechniken hinausgeht und einen - wenn auch sehr
allgemein gehaltenen - psychologischen Modellansatz vor-

aussetzt.

Das zweite oben angesprochene Problem, das der MefBwie-
derholung, besteht darin, daB einerseits aus zeitlich auf-
einanderfolgenden Beobachtungen Riickschliisse auf das
beobachtete Objekt gezogen werden sollen, andererseits
aber die Einzelbeobachtungen als zufallskritisch zu be-

handeln sind.

Die in der klassischen Testtheorie ibliche Strukturierung
(GULLIKSEN 1950) wvon Beobachtungswerten in "wahren Wert"
und "MeBfehler" muB im Falle der ldngsschnittlichen Ein-
zelfallanalyse iiber die Beobachtungsintervalle als Analy-
seeinheit differenziert vorgenommen werden. Ausgehend wvon
den Grundannahmen der klassischen Testtheorie in der
Fassung von LORD & NOVICK (1968) schreibt TACK (1979,

S. 55) in einem Aufsatz zur maBtheoretischen Begriindung
psychometrischer Verfahren in der Einzelfallanalyse:
"Einer der wohl wichtigsten Grundgedanken dieses Ansatzes
ist, daB nicht mehr von 'wahren Werten' und 'MeBSfehlern'
schlechthin die Rede ist, sondern, daB diese jeweils flir
bestimmte Analyseeinheiten definiert werden ... Entspre-
chend ist auch immer dann, wenn man von 'MeBfehlern' oder
daraus abgeleiteten Konzepten (wie etwa Reliabilité&t,
Schitzfehler usw.) redet, genau zu spezifizieren, auf

welche Art von Analyseeinheiten man sich dabei bezieht."



Einer der bekanntesten und dltesten Ansdtze in der Zeit-
reihenanalyse, in dem versucht wird, dieser Forderung ge-
recht zu werden, ist die Theorie des optimalen Filters von
WIENER (1949), die in die mathematische Psychologie in
Form der Transfermodelle Eingang gefunden hat (REVENSTORF
1979; NORMAN 1981; GREGSON 1983; MGBUS & NAGL 1983).

. Hier werden die MeBfehler in Abhdngigkeit vom Beobachtungs-
zeitpunkt und der Beobachtungsdauer berilicksichtigt und me-
thodisch so behandelt, daB ihr EinfluB auf die aktuelle
Schdtzung des "wahren Wertes" minimiert wird; in neueren
Anwendungen der Wienerschen Filtertheorie zur Mefwert-
prognose (DROSLER 1978) wird der Prognosefehler in Abhdn-

gigkeit vom Proghoseintervall spezifiziert,

Zusidtzlich zu den MeB8fehlern muB jedoch bei der mathema-
tischen Modellbildung zur Simulation von Verlaufsdaten ein
ProzeBfehler spezifiziert werden, der zufdllige Variatio-
nen in den fiir das Modell charakteristischen Gr&B8en zu-
1dBt.

Solche ProzeBfehler werden in Transfermodellen im allge-
meinen nicht explizit beriicksichtigt, hier wird lediglich
ein "Gliterkriterium" fiir die ermittelte Transferfunktion
in Form der Koh&renzfunktion angegeben (vgl. zum Beispiel

GOTTMAN 1979%a).

Der Aspekt der Fehlanpassung eines Modells findet jedoch
Beriicksichtigung in linearen Strukturmodellen, die in die
Gleichungen fiir die latenten Variablen, die die zugrunde-
liegende Quelle fiir die Variation und Kovariation der
Beobachtungswerte bilden, stochastische Beitrdge explizit
einbeziehen (JORGESKOG & SORBOM 1977). Zur Schidtzung der
latenten Variablen und gleichzeitigen Identifikation der
Modellparameter wurde von JUORESKOG & SORBOM (1978) das
Schidtzverfahren LISREL entwickelt, das auch fiir L&ngs-



schnittstudien unter Berlicksichtigung aller stochastischen

Beitrdge eingesetzt wird.

Obwohl mit diesem Verfahren systematisch ein optimaler
Schitzwert fiir die latenten Variablen im Sinne eines
Maximum-Likelihood-Kriteriums flir eine bestimmte Anzahl
von Beobachtungszeitpunkten bestimmt wird, fehlt dem LISREL-
Algorithmus bei Anwendung auf L&ngsschnittdaten der prozes-
suale Charakter. Dies bedeutet, daB bei der Sch&tzung der
latenten Variablen die Beobachtungen zu verschiedenen
Zeitpunkten in den Gleichungen als gleichberechtigt behan-
delt werden, wé&hrend der Simulationsfehler, der sich gegen-
iber den neu erhobenen Daten aus der Schédtzung der laten-
ten Variablen ergibt, nicht zur Schétzwertverbesserung her-

angezogen wird.

Dynamische Schdtzverfahren, die diese Methode zur Schitz-
wertverbesserung berlicksichtigen, wurden auf dem Gebiet

der Systemanalyse entwickelt. Die Basis fiir diese Verfahren
bildet die Zustandsraumbeschreibung linearer Systeme, die
in ihrer Form den linearen Strukturmodellen sehr &hnlich
sind (vgl. zum Beispiel ZADEH & DESOER 1963).

Zustandsraumbeschreibungen gehen davon aus, daBf die zeit-
liche Verdnderung der beobachtbaren Eigenschaften des be-
trachteten Systems auf die Variation eines prinzipiell
nicht direkt beobachtbaren Zustandsvektors zurlickgefiihrt
werden kann. Zur dynamischen Schdtzung des Zustandsvektors
wurde von KALMAN (1960) und KALMAN & BUCY (7196]) ein re-
kursiver Algorithmus abgeleitet, der fiir jede neu erhobene
Messung den Systemzustand unter Ausnutzung der Schédtzfeh-
ler aus vorangegangenen Messungen optimal im Sinne der

minimalen Fehlervarianz bestimmt.

Dieser Algorithmus hat in der Systemtheorie weite Ver-
breitung gefunden und wurde bereits zur Auswertung

physiologischer Datenverl&dufe angewendet (HEATH 1984).



Die methodischen Grundlagen zur Anwendung rekursiver
Algorithmen auf psychologische L&ngsschnittdaten wurden
im Rahmen des Modellvorhabens zur postgradualen F&6rderung
in Entwicklungspsychologie erarbeitet (TOLKE 1984a). Die
enge methodische Verwandtschaft der hierbei untersuchten
systemtheoretischen Modellgleichungen mit linearen
Strukturgleichungsansdtzen legt eine Interpretation
langsschnittlich erhobener Daten als das.Ergebnis eines
zugrundeliegenden psychologischen Prozesses nahe (TOLKE
1984b; 1984c und 1985¢c; OUD & VAN DEN BERCKEN 1984),

Ziel der vorliegenden Arbeit ist es, aufbauend auf den
in der Systemtheorie entwickelten Methoden einen
dynamischen Sch&dtzalgorithmus flir latente Variablen in
linearen Strukturmodellen abzuleiten, der den oben ge-
nannten Anforderungen an eine mathematisch-statistische
Methode zur l&dngsschnittlichen Einzelfallanalyse gerecht
wird (siehe auch TOLKE, 1985d). Besonders beriicksichtigt
werden soll hierbei der Entwicklungsaspekt der Daten-
folgen, das heiBt vorangegangene Schdtzfehler und jeweils
aktuell erhobene Datensdtze sollen zur Verbesserung des
Schédtzwertes flir die latente Struktur zum aktuellen

Beobachtungszeitpunkt herangezogen werden.

Zu diesem Zweck werden in Kapitel II zundchst die ﬁetho—
dischen Voraussetzungen diskutiert und anschlieBend die
einzelnen Schritte zur Berechnung der optimalen Schatz-
werte fiir die latenten Variablen abgeleitet. Schlieflich
wird das Schédtzverfahren an einem einfachen Beispiel mit

synthetischen Daten demonstriert.

In Kapitel III werden Mdglichkeiten zur Identifikation der
Modellparameter in linearen Strukturmodellen im Rahmen
von LISREL sowie von Transferans&dtzen diskutiert,

Der Satz von Interaktionsdaten, auf den der rekursive

Schidtzalgorithmus in. Kapitel IV angewendet wird, wg;de



einer Arbeit von GOTTMAN (1979b) entnommen, die sich
wiederum auf eine Untersuchung von GOTTMAN, MARKMAN &
NOTARIUS (1977) bezieht.

Zum Schluf soll schlieBflich nochmals auf die Debatte zur
idiographischen versus nomothetischen Psychologie einge-
gangen werden. HUBER (1973, S. 19) schldgt in Anlehnung an
ALLPORT (1962) vor, diese Begriffe durch "morphogenetisch"
beziehungsweise "dimensional" zu ersetzen, was in bezug
auf die Art der mathematischen Modellbildung einen bemer-
kenswerten Akzent setzt. Wiahrend lineare Strukturmodelle
eindeutig als dimensional zu klassifizieren sind, impli-
ziert "morphogenetische Modellbildung", daf qualitativ
neue Strukturen im psychologischen Prozefablauf beschreib-
bar sein miissen. In dem noch jungen Forschungsgebiet der
Synergetik (HAKEN 1983a und b) wird aufgezeigt, wie durch
den Einsatz nichtlinearer Modelle morphogenetisch neue

- Strukturen mathematisch beschrieben werden k&nnen.

In Kapitel V wird ein kurzer Ausblick gegeben, wie der
dynamische Schitzalgorithmus aus Kapitel II auf nicht-
lineare Systeme iibertragen werden kann.

Wie die Formation von Verhaltensstrukturen innerhalb einer
sozialen Gruppe durch nichtlineare Modellbildung beschrie-
ben werden kann, wird auf der Basis experimenteller Un-
tersuchungen von BALTES u.,a. (1983) zum Verhalten wvon
Pflegepersonal in Altenheimen demonstriert.



IT. Ableitung eines rekursiven Schdtzalgorithmus

II.1 Systemtheoretische Ans&tze zur Zeitreihenanalyse

in Zustandsraumdarstellung

Bei der systemanalytischen Beschreibung der Entwicklung
einer multivariaten Zeitreihe y(t) und ihrer Wechsel-
wirkung,mit,einer'zweiten multivariaten Zeitreihe u(t)
geht'man‘vén\dér Vorstellung ausr daf die Wechselwir-
kung oder im Falle nur‘einer betrachteten Zeitreihe der
"Motor" fiir die Entwicklung vollstdndig durch einen Satz
von Variablen beschrieben werden kann, der der direkten

Beobachtung nicht zugdnglich ist.

Man geht also von folgender Betrachtung aus:

u, (t) —> — v, (t)
uz(t) —>» | Wechselwirkungs-| ——» y2(t)
. prozeB .

. x1(t),...,xn(t) .
—_— —_
up(t) ym(t)

Die eigentliche Wechselwirkung wird also durch den
n-dimensionalen Zustandsvektor x(t) gekennzeichnet,
der in noch zu definierender Weise mit den m- bzw.

p-dimensionalen meBbaren Gr&Ben y(t) und u(t) zusammen-

héngt.

Flir Systeme erster Ordnung (das heiBt es treten nur ein-
fache Ableitungen im Modell auf) setzt man diesen Zusam-
menhang mathematisch folgendermafen an:



il

:’ci(t) fi(x1(t),...,xn(t);u1(t),...,up(t);t) ;i =1,...,n

yj(t) gj(x1(t),...,xn(t);u1(t)r...,up(t);t) s =‘1,...,m

(IT.1.1)

Ein flir die Praxis wichtiger, weil methodisch handhab-
barer Spezialfall ist, daB8 f und g lineare Funktionen

sind. Dann lauten die Zustandsgleichungen:

x(t) = A(t) x(t) + B(t) ult) (I1.1.2a)

y(t) C(t) x(t) + D(t) u(t) (IT.1.2b)

A, B, C und D sind hierbei Matrizen; das System heiBt
zeitinvariant, wenn diese Matrizen nicht von der Zeit
abhdngen. Zumeist wirkt u(t) nicht direkt, sondern nur
indirekt idber den Zustandsvektor ein und umgekehrt, das
heiBt es wird im allgemeinen D(t) = O gesetzt. Die Matri-
zen B und C definieren den Zusammenhang der beobachte-
ten Zeitreihen u(t) und y(t) mit dem zu untersuchenden
Zustandsvektor, wdhrend A die Dynamik des Systems be-

schreibt.

Auf Probleme und Methoden zur Identifikation dieser, das
Modell festlegenden Matrizen wird in Kapitel III einge-

gangen.

In diesem Kapitel wird davon ausgegangen, daB diese Para-
metermatrizen vollst&ndig bekannt seien.
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ITX.2 Ableitung des zeitdiskreten Modells

Bei der Beschreibung und Modellsimulation psychologischer
Vorgédnge in ihrem zeitlichen Ablauf ist allgemein eine
zeitdiskrete Betrachtungsweise angebracht, da in einem
iberwiegenden Anteil der Untersuchungen Daten nicht konti-
nuierlich erhoben werden kdnnen. Ziel dieses Abschnittes
ist es daher, das Differentialgleichungsmodell erster Ord-

nung (II.1.2) zu diskretisieren.

Da keine eindeutigen Diskretisierungsvorschriften filir den
Differentialquotienten dx/dt vorliegen, soll hier die
Diskretisierung der Differentialgleichungen (II.1.2)

iber die formale L&sung vorgenommen werden. Hierzu

wird die Differentialgleichung in der folgenden Form

aufgeschrieben:
(S - A(8)) x(£) = B(+) u(t) (I1.2.1)

Dies ist eine sogenannte inhomogene Differentialgleichung

mit der Inhomogenitdt B(t) u(t).

Ihr ist eine entsprechende homogene Differentialgleichung

zugeordnet:

a -
['d—t’é(t)] Eh(t) =0 (IT.2.2)

Die Losungen der homogenen Differentialgleichung (II.2.2)
geben die Eigendynamik des betrachteten Prozesses an, das
heipt sie beschreiben, wie sich der Zustand des Systems

ohne duBere Einfllisse im Laufe der Zeit verdndert.

Ist t, der Anfangszeitpunkt der Beobachtung und §(to)

der Systemzustand zu diesem Zeitpunkt, so kann der Zu-
standsvektor des Systems ohne duBere Einfllisse zur Zeit
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t rein formal durch Anwendung einer “Ubergangsmatrix"

@(t,to) auf den Anfangszustand gewonnen werden:

xp (£) = 2(t,ty) x(t) (I1.2.3)

wobei die eigentliche Dynamik des Prozesses, das heigt
die Art und Weise, in der sich g(to) zu x(t) entwickelt,

in der Matrix ¢ zusammengefaBt wurde.

Die Einwirkungen B(t) u(t) der externen Einfliisse u(t)
auf den Zustandsvektor unterliegen ebenfalls der
Eigendynamik des Systems. Es 1ld4Bt sich zeigen, daB

eine spezielle L&sung X, von (IT1.2.1) durch fortlaufende
Anwendung der entsprechenden Ubergangsmatrizen, beginnend

mit dem Zeitpunkt t auf den Beitrag der externen Ein-

OI
fllisse zum Zustandsvektor zum jeweiligen Zeitpunkt t' > tO

konstruiert werden kann:

t
x (t) =/ 2(t,t") B(t') u(t') dt’ (IT.2.4)

t

0

Diese L&sung beschreibt die durch externe Einfllisse u(t)

"erzwungene" Verdnderung des Systemzustandes.

Wie aus der Theorie der gewdhnlichen Differentialglei-
chungen (zum Beispiel ERWE 13961; KAMKE 196]1) bekannt ist,
setzt sich die allgemeine L&sung der Zustandsdifferential-
gleichung (II.2.1) additiv aus der allgemeinen LOsung der
zugehdrigen homogenen Gleichung (II,2.2) und einer spe-
ziellen Losung von (II.2.1) zusammen, das heigt die all-
gemeine Ldsung der Zustandsdifferentialgleichung besteht
aus einem von aufen erzwungenen Anteil und der eigenen,

freien Verdnderung des Zustandsvektors:

t
x(£) = 2(t,ty) x(ty) + S ®(t,t') B(t') u(t') at’
- - - t

0]
(I1.2.5)
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Bemerkenswert ist, daB die beobachteten Daten y(t) nicht
in die formale L&sung fiir den Zustandsvektor eingehen.
Sie konnen vielmehr durch die L8sung x(t) simuliert wer-

den:

y(£) = C(t) 8(t,ty) x(ty) +
t
+ / C(t) &(t,t') B(t') u(t') dt' + D(t) u(t)
t |

0
(IT.2.6)

Die Lo6sung (II.2.5) der Zustandsdifferentialgleichung

hat rein formalen Charakter, da die Ubergangs- beziehungs-
weise Transitionsmatrix @(t,t') zundchst nicht bekannt
ist. Im allgemeinen, zeitvariablen Fall kann fir ¢ auch

kein geschlossener Ausdruck angegeben werden.

Im Fall eines zeitinvarianten, linearen Systems jedoch,
bei dem die Parametermatrizen A, B, C und D nicht mehr
zeitabhé&ngig sind, gilt (ATHANS, DERTOUZOS, SPANN &
MASON 1974):

. - 1]
e(t,t') = o(t-t') = &2’ (E°t) (I1.2.7)
wobei die Exponentialfunktion der Matrix A Uber die
Potenzreihendarstellung der Exponentialfunktion definiert
ist:
(at)* t

At _ ... (II.2.8)

D)
|
N8
Il
+
|
r'.
+
b
|3
+

Fir den Fall, daB A eine Diagonalmatrix ist, kann ¢(t)

sofort hingeschrieben werden:



— _ — —
a, 0 21t 0
é = => eét = .
: * ant
(0] a 0] e
| q_ L —

Andernfalls 148t sich die Matrix A durch Ahnlichkeits-
transformation auf Diagonalgestalt bringen:

D=F'aF

wobei D eine Diagonalmatrix mit den reellen oder konju-
giert-komplexen Eigenwerten von A ist und F aus den Eigen-

vektoren von A zusammengesetzt ist.

Im weiteren soll kein expliziter Gebrauch von der Transi--
tionsmatrix gemacht werden, sie soll lediglich zur Ablei-
tung der diskretisierten Form des Simulationsmodells fiir

das tUbertragungssystem herangezogen werden.

Es s0ll nun angenommen werden, daf sich die Werte der
externen Einfliisse u(t) nur zu den diskreten Zeitpunkten
to, t1, t2’ ..., adandern, dazwischen aber konstante Werte
annehmen. Diese Zeitpunkte tO, t1, t2, ..+, 2u denen auch
die MeBwerte erhoben werden, brauchen nicht &dquidistant
zu sein, es soll lediglich t, ., > t,, k =0, 1, ...,
gelten. Die so modifizierten Werte fiir die &uBeren Ein-
fliisse sollen mit ﬁ(t) bezeichnet werden und sind fol-

gendermafen definiert:
u(t) = u(t) fir £, <t <t ., k=0,1, 2, ...

Ein Beispiel fiir eine solche Diskretisierung des kon-
tinuierlichen Verlaufes einer eindimensionalen Eingangs-

grdBe u(t) ist in Abbildung 2.1 dargestellt.



u(t)

her = e
b ow o
-

-

v

NN

t t

k+1 “k+2  Pk+3 Pkey
Abbildung 2.1: Diskretisierung des kontinuierlichen Ver-

laufs einer eindimensionalen Eingangsgrofe

Bei der Auswahl der Beobachtungs- bzw. MeBzeitpunkte mus
jedoch darauf geachtet werden, daB zwischen den einzelnen
Zeitpunkten keine wesentlichen Anderungen im Kurvenver-
lauf "iibersehen" werden. Es konnen hierfiir keine allgemein
verbindlichen Regeln angegeben werden, sondern die Wahl
der Beobachtungszeitpunkte mu8 dem betrachteten Einzel-
fall angepast werden. Im Spezialfall der &dquidistanten
MegBzeitpunkte kann als Kriterium fiir die MeBintervalldnge
das Abtasttheorem von SHANNON (vgl. zum Beispiel GéLDNER‘
1983) herangezogen werden.

Um zu den diskretisierten Gleichungen zu gelangen, wird
zundchst der Zustandsvektor x(t) gemdB8 Gleichung (II.2.1)
zu den diskreten Zeitpunkten to, t1, t2, .e+y bestimmt.
Dazu ersetzt man in der formalen L&sung (II.2.5), die
flir beliebige Zeitpunkte t und tO mit t > tO gilt, tO

durch tk und t durch tk+1=
x(t tk+1 -
- v ' v '
k+1) ¢(tk+1,tk) x(tk) + £ ¢(tk+1,t YB(t')u(t')dt

k
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Da die Eingangsgr&fen ﬁ(t) im Intervall zwischen zwel
Beobachtungszeitpunkten nun als konstant vorausgesetzt

werden, konnen sie aus dem Integral herausgezogen werden:

T+
2ltge) = 2080ty 28D + T 2(G, BB AR u(t))
| k

Mit der abkiirzenden Schreibweise k statt tk und den

folgenden Definitionen:

A(k) := 0(ty /ty)

k+1

t
B(k) :=/ 8
t

2, q,t") B(t') at’
k

erhdlt man schlieBlich die Vektordifferenzengleichung:
x(k+1) = A(k) x(k) + B(k) u(k) (IT.2.9a)

Da auch die MeSwerte y(t) nur zu den diskreten Zeitpunkten
tor By Eyo
(IT.1.2b) eine entsprechend diskretisierte Gleichung, die
in Analo§ie zum LISREL-Modell als MeBSmodell bezeichnet
werden kann (JORESKOG & SORBOM 1977):

... vorliegen, gilt auch hier gemdB Gleichung

y(k) = C(k) x(k) + D(k) u(k) (II.2.9Db)

Die Gleichungen (II.2.9a, b) stellen damit eine dis-
kretisierte Approximation der Zustandsdifferential-
gleichungen (II.1.2a, b) fiir ein lineares Ubertra-

gungssystem dar.

Fliir die Parametermatrizen wurden hier die gleichen Bezeich-
nungen gewidhlt wie im kontinuierlichen Fall.
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Da im weiteren jedoch nur noch diskrete Systeme behandelt
werden, ergibt sich hieraus allerdings keine Verwechse-

lungsgefahr.

Ein wesentlicher Punkt, der bei der Anwendung von Zustands-
raummodellen beachtet werden sollte, ist die Beobachtbar-
keit des Zustandsvektors. Ein Zustandsvektor heiBft beob-
achtbar, wenn er aus den Systemgleichungen eindeutig be-
stimmt werden kann. Methodisch kann dies anhand der Beob-
achtbarkeitsmatrix festgestellt werden, die in der Sy-
stemtheorie folgendermaBen definiert ist (vgl. zum Beispiel
SCHWARZ 1979):

M(k,k

.k T T
M(k,kg) = I 97 (k',k) C (k') C(k') &(k',k)
k

-
_ko

(T kennzeichnet den transponierten Vektor.)

Fails diese Matrix reguldr ist, kOnnen die Zustidnde
§(ko), ..., X(k) aus den Zustandsgleichungen eindeutig

bestimmt werden.
Die Beobachtbarkeitsmatrix verdndert natiirlich ihre Struk-

tur mit -zunehmender Anzahl k der Beobachtungszeitpunkte.

Hierfir kann eine Rekursionsgieichung angegeben werden:

M(k+1,kg) = AT DT Mk,kg) AT (K) + ST (k+1) Clk+D)
mit Anfangswert:

M(k.,k.) = Cl(k.) C(k.)

=700 - 0] (0]

Eine eindeutige Bestimmung des Zustandsvektors ist bei
stochastisch gestdrten Systemen, wie sie in den folgen-
den Abschnitten diskutiert werden, zwar nicht mbglich,
jedoch gibt die Beobachtbarkeitsmatrix filir das zugehdrige



- 17 -

deterministische System AufschluB liber die Eindeutigkeit
der Zustandsschidtzung, insbesondere, da der im folgenden
abzuleitende Schétzalgorithmus auch Werte fiir den Zu-

standsvektor liefert, wenn der Zustand im oben beschrie—'
benen Sinne nicht beobachtbar ist. Diese Schitzungen sind
dann als "Ausgleichsl&sungen” zu verstehen, die mit mini-

maler Fehlervarianz an die Beobachtungen angepaft sind.

In der Systemtheorie werden die Zustandsgleichungen eines
linearen Ybertragungssystems zusammen mit dem Anfangsvek-
tor 5(k0) der Zustandsdifferentialgleichung in Form eines
Strukturbildes dargestellt. Ein solches Strukturbild fiir
die hier betrachteten Zustandsgleichungen zeigt Abbil-
dung 2.2.

u(k) y (k)

/// v

/ x(k)

AK) -

D(k) - -

Abbildung 2.2: Lineares Obertragungsmodell
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Dieses Strukturbild symbolisiert den Mechanismus, nach dem
sich die Zeitreihe y(k) aufgrund von Anderungen und Ent-
wicklungen des nicht direkt beobachtbaren Zustandsvektors
x(k) und unter EinfluB externer Eingangsgr&B8en u(k) aus-
bildet.

Die Gleichungen (II.2.9a, b) reprdsentieren einen rein
deterministischen Entwicklungsablauf, das heiBt es werden

keine Stdrgr&Ben beriicksichtigt.

Ziel einer psychologischen Modellbildung ist es, solche
Stbrungen explizit zu berlicksichtigen und zu jedem Zeit-
punkt k ein mdglichst genaues Wissen iliber den inneren Zu-

stand x(k) des Systems zu erhalten.
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IT.3 Voraussetzungen zur Behandlung stochastischer

Systeme

Zur weiteren Behandlung des systemanalytischen Modells
(ITI.2.9%9a, b) sollen nun einige Modifikationen angebracht
werden. Diese dienen einerseits einer realistischeren Be-
schreibung psychologischer Abl&dufe durch das mathematische
Modell, andererseits wird die Systembeschreibung so abge-
dndert, daB die folgenden, eher formalen Betrachtungen
m8glichst kurz gehalten werden k&nnen. Erweiterungen des
Modells sollen durch leicht durchzufiihrende Anderungen der
in den folgenden Abschnitten abzuleitenden Formeln behan-

delt werden kdnnen.

Im einzelnen sollen die folgenden Modifikationen vorgenom-

men werden:

(1) Eine direkte Beeinflussung der MeBgr&B8en y(k) durch
die duBeren Einfliisse u(k), wie sie in Abbildung 2.2
durch den direkten, mit D bezeichneten Zweig symbo-
lisiert sind, soll im Weiteren nicht betrachtet wer-
den. Samtliche Wechselwirkungen dieser externen Ein-
fliisse u(k) mit den resultierenden MeBwerten y(k)
sollen iliber den Zustandsvektor x(k) und dessen zeit-
liche Entwicklung stattfinden. Formal bedeutet dies,
da8 der Term D(k) u(k) im MeBmodell (II.2,.9b) unbe-
ricksichtigt bleibt.

(ii) Das bisher beschriebene mathematische Modell enthdlt
keine StdrgrdBen und ist dahexr rein deterministisch.
Es ist somit zur Modellbildung flir empirische Frage-
stellungen in der Psychologie nicht geeignet. Es sol-
len daher in beiden Modellgleichungen vektorielle,
stochastische Stbrgr&B8en ausdrlicklich bertlicksichtigt
werden. Hierbei wird die StdrgrdBe in der Gleichung
fiir den Zustandsvektor und die &duBeren EinfluBgré-
Ben (II.2.%a) als ProzeBfehler bezeichnet, da dieser
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sowohl Fehler in den das System von auBen beein-
flussenden EingangsgrdBen u(k) als auch Fehler in
der Beschreibung der Verdnderung des Zustands-
vektors x(k), das heiBft dynamische Stbrer, be-
rlicksichtigt. Die St6rgrdBen in der zweiten
Modellgleichung (II.2.9b) sind dagegen reine
MeB8fehler, die zum Beispiel im Datenerhebungs-

“instrument begriindet liegen k&nnen.

Der Vektor der ProzeBfehler weicht wesentlich von
. den normalen, bekannten MeRfehlern ab, weil er
eine St&rung des dynamischen Systems ist. In den
meisten Untersuchungen wird daher nur ein deter-
ministisches Prozefmodell ohne ProzeBfehler mit

MeB8fehler angenommen.

(iii) 2Zur Vereinfachung der folgenden formalen Schritte
wird nur ein System ohne externe Einflilisse betrach-
tet. Dies bedeutet jedoch keine Einschrénkung in
bezug auf die Anwendbarkeit des abzuleitenden
Schdtzverfahrens auf den Fall, daB externe Ein-
fliisse vorliegen. Hiervon iiberzeugt folgende
tiberlegung: Da stochastische Beitrdge in den
externen Einfliissen dem Prozefifehler zugeschlagen
werden k&nnen, kann der Beitrag der externen
Einflisse u(k) als exakt bekannt vorausgesetzt
und durch rein deterministische Zustandsglei-
chungen beschrieben werden. Bezeichnet man diesen
Beitrag zum Zustandsvektor mit §O(k) und zu den
durch das Modell simulierten Daten mit xo(k), =Yo)
gilt:

x5 (k+1) = A(K) x5(k) + B(K) u(k)

X,

C(k) x4(k)

&
z
"
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Subtrahiert man diese deterministischen Beitrdge
von den Zustandsgleichungen (II.2.9a, b) unter
Berlicksichtigung der stochastischen Beitrdge aus

(ii), so erhdlt man die Zustandsgleichungen:

[x(k+1) = x5 (k+1)] = A(k) [x(k) - 2,(k)] + v(k)

[

[y (k) = yo (k)] cx) [x(k) ~ x (0] + wik)

die keine externen Einfllisse mehr enthalten.

Die zentrierten Zustandsgr&fen [x(k) - x, (k)] k&nnen
nun geschdtzt werden und anschlieBend um go(k)
korrigiert werden, was bei gegebenem Erwartungswert

fiir den Anfangszustand ) durch wiederholte &n-

%5 %o
wendung der Matrizen A(k) mdglich ist:

_— - . . /
In der Praxis lassen sich, wie in Abschnitt II.é6
gezeigt wird, die externen Einfliisse im rekursiven
Schétzalgorithmus eleganter berlicksichtigen als

hier beschrieben.

Nach MaBgabe dieser Modifikationen wird daher bei den fol-
genden, rein methodischen {iberlegungen ein reduziertes,
stochastisch gestdrtes, vektorielles Beschreibungsmodell
fiir den zeitdiskreten Fall betrachtet:

x(k+1) = A(k) x(k) + v(k) (II.3.%a)

y (k) clk) x(k) + w(k) (II.3.1b)

mit
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% (k) = n-dimensionaler Zustandsvektor, der fiir
die diskreten Zeitpunkte k optimal zu
schdtzen ist

y (k) = m-dimensionaler Vektor stochastisch
gestdrter MefBwerte

A(k) = (m x n)-Parametermatrix, die die Dynamik
des Modells beschreibt

C(k) = (n X m)-Gewichtsmatrix, die den Zusammen-
hang der Mefiwerte mit den Zustandsvariablen
festlegt

v(k) = ProzeBfehler, der Stdrungen in der Dynamik

des Systems beschreibt

w(k) = MeBfehler, der zum Beispiel im Datenerhebungs-
instrument begriindet liegen kann

In diesem Kapitel werden die Parametermatrizen A und C

als gegeben und bekannt vorausgesetzt. Es soll jedoch

hier schon darauf hingewiesen werden, daf in der Psycholo-
gie gerade die Festlegung dieser Parametermatrizen ein er-
hebliches Problem darstellt, da man es hier mit offenen
Systemen zu tun hat. Schd@tzung und Prognose iber die zu-
kinftige Entwicklung des internen Zustandes x des beob-
achteten Systems sind erst dann mdglich und sinnvoll,

wenn iUber eine Reihe von multivariaten Beobachtungen

die das mathematische Modell bestimmenden Matrizen A

und C geschdtzt wurden. Auf Methoden zur Identifikation
des mathematischen Modells wird ausfihrlich im Kapitel III

eingegangen.

Um zu einem Schatzwert fiir den Zustandsvektor X zu ge-
langen, miissen einige Annahmen iliber die St8rgr&f8en und
ihren Zusammenhang mit dem Zustandsvektor und den gemes-

senen Daten getroffen werden.
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Ahnlich wie in faktorenanalytischen Ans&tzen (REVENS-
TORF 1980) oder in strukturanalytischen Modellen
(JORESKOG & SORBOM 1977) werden die Voraussetzungen iiber

die Stor-,

Zustands- und MeBgr&Ben spezifiziert:

(V1) Die betrachteten Vektoren seien biasfrei:

E(x(kg)) = 0
E(w(k)) =20
E(v(k)) =20

(V2) Die Kovarianzmatrizen der "weiBen" Stdrgr&B8en

(V3)

v(k) und w(k) seien gegeben, symmetrisch und

positiv semidefinit:

E(v(x)y (1)) = Q(k) 8§,

E (w (k) w! (1))

R(k) 8,4

(6kl = Kroneckersymbol = 1 flir k = 1 und
O fir k # 1)

Eine Stbrgrtfe wird als "weiB" bezeichnet, wenn
ihre zu verschiedenen Zeitpunkten gemessenen
Werte unkorreliert sind; im Fall einer GauB-
schen Verteilung der St8rgrdBe bedeutet dies
zusétzlich, daB diese, zu verschiedenen Zeit-
punkten erhobenen Werte auch unabhidngig vonein-

ander sind.

Der Anfangszustand x(k,), die Prozeffehler v (k)
und die MeBfehler w(k) seien gegenseitig un-

korreliert:
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E(x(kg)v' (k) = O
E(x(kg)w (k) = 0
E(v(k))w (k) =0

(V4) Die Kovarianzmatrix des Zustandsvektors im An-

fangszustand, das heiBt bei k = k sei bekannt:

OI

P(ky) =

B ((x(ky)-E (x (k) (x (ko) -E(x (k) ")

E(x(kg)x" (kg)) (Biasfreiheit!)

Die Aufgabe fiir den im Folgenden abzuleitenden Algorith-
mus besteht nun darin, im Beobachtungszeitpunkt k fiir den
Zustandsvektor x(k), der der direkten Beobachtung nicht
zugdnglich ist, einen linearen, erwartungstreuen Schitz-
wert X(k), auf der Basis der multivariaten MeBwertfolge
z(ko), ..., Y(k) anzugeben. Als Optimalitdtskriterium

flir die Schétzung soll hierbei angenommen werden, daB

der Schétzfehler

(k) = x(k) - &(k) | (IT.3.2)
in seiner Varianz zu minimieren ist.

Die Kovarianzmatrix des Schdtzfehlers sei -~ bei erwar-

tungstreuer Schdtzung, das heiBt bei E(R(k)) = E(x(k)) -
definiert durch
B(k) := E(X(K)E (K)) (II.3.3)

Die 'in (V1) beschriebene VoraussetzZung der Biasfreiheit
des Zustandsvektors x(k) und des Datenvektors y(k) wird
in Abschnitt 1I.6 wieder aufgehoben. Dies ist ndtig,
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wenn, wie oben bereits erwdhnt, der zusdtzliche EinfluB

von Umweltfaktoren u(k) explizit berlicksichtigt wird.

Die Voraussetzungen (V2) und (V3) sind bei methodischen
Betrachtungen durchaus iiblich und meSmethodisch bei sorg-
fdltiger Vorgehensweise in der Auswahl der Mefvariablen

auch realisierbar.

Die Voraussetzung (V4) ist eine relativ starke Vorausset-
zung, da hier Annahmen iUber den zun&dchst unbekannten Zu-
standsvektor getroffen werden. Bei den bisher iiblichen
Schdtzverfahren fiir &hnliche dynamische Modelle (zum Bei-
spiel PHILLIPS 1973) miissen gute Startwerte filir den Zu-
standsvektor vorausgesetzt werden, da hier expliziter Ge-
brauch von der Transitionsmatrix gemacht wird und es

sich daher nach Gleichung (II.2.,7) um ein nichtlineares
Schédtzproblem handelt. Diese Schwierigkeit soll in dieser
Arbeit vermieden werden, indem 2zu jedem neuen Zeitpunkt
die Schétzwerte durch Beriicksichtigung der MeBmodellglei-
chung (II.3.1b) korrigiert werden und dadurch die Vor-
aussetzung (V4) etwas "entscharft" wird.
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IT.4 Eine Methode zur Schitzwertverbesserung

Die einfachste Methode zur Schdtzung des Zustandsvektors
im Beobachtungszeitpunkt k aufgrund der vorangegangenen

Entwicklung besteht in der Ausnutzung der Zustandsdiffe-
renzengleichung (II.3.1%1a), derzufolge aus den Schétzwer-
ten %(k-1) und der Parametermatrix A(k-1) die Schidtzwerte

X fir den aktuellen Beobachtungszeitpunkt k sofort abge-

lJeitet werden k&nnen:
(k) = A(k-1) g(k—1)

Der ProzeBfehler kann hier nicht bericksichtigt werden,

da er nicht explizit bekannt ist.

Diese Vorgehensweise hat zwar den Vorteil, daB die Ein-
flisse der reinen Meffehler w vermieden werden, nachtei-
lig ist jedoch, daB das zeitliche Verhalten des Schatz-
fehlers (II.3.2) ausschlieflich von der Dynamik des Zu-

standsvektors abhangt.

Diese Verfahrensweise entspricht der von PHILLIPS (1972)
angewandten Methode zur LOsung des von ihm vorgeschlage-
nen stochastischen Differentialgleichungssystems im kon-

tinuierlichen Fall.

Bei dem hier betrachteten zeitdiskreten Fall erfiillt der
Schatzfehler demnach das folgende lineare Gleichungs-—

system:
x(k) = A(k=1) Z(k-1) + v(k-1)

Die neu hinzugekommenen Mefwerte y(k) werden bei einem
solchen Ansatz somit in keiner Weise berilicksichtigt, was
sich bei der mathematischen Simulation durch nichtstatio-

ndre Gleichungen (das heiBt, die Parametermatrizen sind
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zeitabh&ngig) in starker Oszillation der Gewichtsmatrix
C(k) und/oder in einer nur sehr langsamen Stabilisierung

der Schdtzfehler bemerkbar machen kann.

Dieser Nachteil kann durch die Methode der MeBwertriick-
fiihrung (Feedback-System) mit Hilfe einer "Korrektur-
matrix" K behoben werden. Der Schdtzwert fiir den Zustands-
vektor wird hierbei mit dem Fehler der gesch&dtzten Mef-
groBen y(k) - $(k) auf der Basis des Zustandsvektors fiir
den davorliegenden Beobachtungszeitpunkt korrigiert. Fiir

die geschidtzte MeBgrdfe gilt der Ansatz:
g(k) = C(k) &(k) = C(k) A(k-1) R(k-1)

Der Beitrag des MeBfehlers bleibt unberiicksichtigt, da

er nicht explizit bekannt ist.

Der tatsdchliche Mefwert filir den Beobachtungszeitpunkt k
liegt aber schon vor, so daB die Diskrepanz zwischen vor-
handenem MeSwert y (k) und geschdtztem MeBwert ¥ (k) zur
Korrektur des aktuellen Schétzwertes RX(k) herangezogen
werden kann. Ein geeigneterer Ansatz filir den geschdtzten
Zustandsvektor zum aktuellen Beobachtungszeitpunkt k ist

daher der folgende:

(k) = A(k-1) R(k-1) +

C+ K(K) + (y(k) - C(k) A(k=1) &(k-1))
(IT,4.1)

Die Korrekturmatrix K ist hierbei eine im Prinzip zundchst
noch frei wéhlbare Matrix. Sie soll so gewdhlt werden, daSB
die Varianz des Sché&tzfehlers minimal wird, Diese Korrek-
turmatrix muf natiirlich zu jedem Beobachtungszeitpunkt neu
berechnet werden und bestimmt damit auch das zeitliche Ver-
halten des Schafzfehlers, das durch folgende Rekursions~

gleichung gegeben ist:
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%(k) = [A(k-1) - K(k) C(k) A(k=T)] %(k-1) +

+ K(k) [C(k) v(k) + w(k)]

Mit dem Ansatz (II.4.1) ist es somit mdglich, die Dynamik
des geschétzten Zustandsvektors durch geeignete Wahl der
Korrekturmatrix K so zu beeinflussen, daB der Schatzfeh-
ler X (k) mdglichst schnell abklingt oder sich zumindest

m&glichst schnell stabilisiert.

Die Funktion der Korrekturmatrix ist es, den EinfluB der
ProzeB- und MeBfehler auf die Schidtzung des Zustandsvek-
tors zu minimieren. Ist der Anfangszustand exakt bekannt
und verschwinden die Fehlerkovarianzmatrizen, so wird K

zur Nullmatrix.

In den folgenden Abschnitten wird ein rekursiver Algorith-
mus abgeleitet, der einerseits eine systematische Synthese
der Matrix K fiir jeden Beobachtungszeitpunkt ermdglicht
und damit andererseits eine optimale Sch&tzung des Zu-
standsvektors erlaubt. Die statistischen Eigenschaften

der multivariaten ProzefB- und MeBfehler werden hierbei

zur Aufstellung der Korrekturmatrix bendtigt.
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IT.5 Ableitung eines rekursiven Gleichungssystems

fir den Zustandsvektor

Das gewlinschte Rekursionsgleichungssystem soll auf zwei
verschiedene Weisen hergeleitet werden, wobei unterschied-
liche Annahmen iiber die Kovarianzmatrizen der MeBfehler
beziehungsweise die Zahl der zur Verfiigung stehenden Be-
obachtungen zur Aufstellung der ersten Schdtzung filir den

Zustandsvektor getroffen werden.

Die erste, etwas heuristischere Methode ist eine rekur-
sive GauB-Markov-Schdtzung, wdhrend die zweite Methode
der Ableitung auf dem Verfahren der minimalen Varianz be-
ruht. Diese zweite Betrachtungsweise ist etwas allgemei-
ner und umfaBt auch die ersten MeBzeitpunkte, bei denen
die Gesamtzahl der Beobachtungen noch kleiner als die

Zahl der zu schitzenden Zustandsvariablen ist,

Sowohl die Methode der GauB8~-Markov-Schdtzung als auch

das Verfahren der minimalen Varianz zur LOsung stocha-
stisch gestdrter Gleichungssysteme sind weitgehend be-
kannt (zum Beispiel BRANDT 1981), sie sollen jedoch in

dem folgenden Unterabschnitt noch einmal in einer fiir die
anschlieBenden methodischen Betrachtungen geeigneten Weise

abgeleitet werden.
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II.5.1 GauB-Markov-Schdtzung und die Methode der

minimalen Varianz

Zur Bereitstellung der entsprechenden formalen Zusammen-
h&@nge sollen in diesem Abschnitt losgeldst vom system-—
theoretischen Simulationsmodell die GauB-Markov-Sch&tzung
und der Sché&tzwert minimaler Varianz fiir ein stochastisch
gestOrtes Gleichungssystem abgeleitet werden. Das Glei-
chungssystem sei gegeben durch:

~
44
g: . =

a
._l._i
Myq =+ My %4 59

= - . - [ ] + - =
m_.“ e e mln Xn Sl

= MXx+s

(I1.5.1)

Hier ist X der Vektor der n Unbekannten, s ein l-dimen-
sionaler Vektor von St&rgrbBen und d der l-dimensionale
Vektor der gegebenen Daten.

Die Anzahl 1 der zu l8senden Gleichungen kann hierbei
kleiner, gleich oder gr8Ber als die Anzahl n der Unbe-
kannten sein; die Matrix M sei eine bekannte (1 x n)-Ko-
effizientenmatrix.
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Die unterschiedliche Dimensionalitdt des Datenvektors 4
und des L&sungsvektors x ist insbesondere bei der mathe-
matischen Modellbildung fiir psychologische Prozesse wich-
tig. Der Fall 1 > n beschreibt eine datenreduzierende
Vorgehensweise, das heift aus einer Vielzahl beobachteter
Kriterien wird eine reduzierte Zahl wesentlicher Einflus-
faktoren geschdtzt. Andererseits kann aber auch der Fall
n > 1 von methodischem Interesse sein, wenn namlich zum
Beispiel aus der Beobachtung nur eines Kriteriums iber
ldngere Zeit hinweg auf eine mehrdimensionale interne

Struktur geschlossen werden soll (vgl. Transfermodelle).

Ehnlich wie im Abschnitt II.3 sollen hier fiir den gesuch-
ten LOsungsvektor, den Datenvektor und den Vektor der
Stdrgr&Ben die folgenden Voraussetzungen spezifiziert

werden:

(S1) Die betrachteten Vektoren seien biasfrei:

E(x) =0
E(d) = 0O
E(s) =0

(s2) Die Kovarianzmatrix der StSrgr6B8e s sei gegeben:
E (ss') =8
(83) L&sungsvektor und Stdrvektor seien unkorreliert:

E(xs') = 0

(S4) Die Kovarianzmatrix des LO8sungsvektors sei

bekannt:

E(xx') = P
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Diese Voraussetzungen entsprechen weitestgehend den Vor-
aussetzungen (V1) bis (V4) aus Abschnitt II.3, wenn man
beriicksichtigt, daB8 hier keine Zeitabhdngigkeit betrach-
tet wird.

Die Bedingungen (S1) bis (S4) bilden daher einen Spezial-
fall der Voraussetzungen fiir das mathematische Simula-
tionsmodell zu einem speziellen Zeitpunkt k und machen
damit die Uberlegungen dieses Abschnittes direkt anwend-
bar fiir die weitere Ausarbeitung des systemanalytischen
Modells.

Fiir den gesuchten Schétzvektor & der L&sung des Gleichungs-
systems (II.5.1) sollen die folgenden Bedingungen gel-

ten:

(a) Die L®sung soll in einem linearen Zusammenhang mit

dem gegebenen Datenvektor stehen.
(b) Die L&sung soll erwartungstreu sein.

(c) Die Komponenten der Schdtzfehler ii =X, - ﬁi sollen

minimale Varianz haben.

Die Bedingung (a) filir den Schétzwert & hat folgende formale
Gestalt:

1%

=c+Hd

wobei der n-dimensionale Vektor ¢ und die (n x 1)-Matrix H

zundchst noch nicht spezifiziert sind.

Der konstante Vektor ¢ 1d8t sich aber aus Bedingung (b) -
Erwartungstreue - bestimmen, denn diese Bedingung lautet

formal:
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Da nach Voraussetzung (S1) sowohl der Datenvektor d als
auch der L&sungsvektor x biasfrei sein sollen, folgt so-
fort, daB der konstante Vektor ¢ identisch verschwinden
muB, so daB fiir den Schitzwert der folgende lineare Zu-

sammenhang gilt:

I

=Hd
Die Koeffizientenmatrix H wird nun durch die Vorschrift
festgelegt, daB die Varianz der Komponenten der Schatz-
fehler minimal wird:
~2 : . .

E(xi) ——— Minimum s i=1,...,n0
Bezeichnet man die Zeile i der Koeffizientenmatrix H mit
H(i), so lassen sich die Varianzen der Komponenten des

Schidtzfehlers folgendermaBen ausdriicken:

E(%5) = E((x,~%,) ")

E((x;~B(1)d)?) =

E(x3-2x,H(1)d + (H(1)@)?) =

E(x?) - 2E(x;a) BDHT + B@E@HEMDT

(I1.5.2)

Eine notwendige Bedingung dafiir, daB die Erwartungswerte
der Quadrate der Schidtzfehlerkomponenten extremal werden
(hier insbesondere: minimal), ist diejenige, daB ihre
partiellen Ableitungen nach den freien Parametern ver-
schwinden. Als freie Parameter tauchen in Gleichung
(I1.5.2) die Zeilen der Koeffizientenmatrix H auf, das
heiBt der Gradient der Erwartungswerte nach den Zeilen

der Koeffizientenmatrix muB verschwinden:



0

Ex2) L0 5 i=1,...,n
3H (1)

Durch Gradientenbildung auf der rechten Seite von (II.5.2)
erhdlt man die Gleichung:

~2E(x,d") + 2H(1)E(@d") = OF

oder anders ausgedriickt:

E(x;d") - H1)E(dd) = 0" (I1.5.3)

Da diese Bedingung gleichermaBen filir alle Zeilen
i=1, ..., nder Koeffizientenmatrix H gilt, lassen
sich diese Gleichungen zusammenfassen zu der folgen-

den Matrixgleichung:
E(x d°) - H E(ad’) = 0 (T1.5.4)

Dieses lineare, algebraische Gleichungssystem fiir die
Koeffizientenmatrix H ist somit eine notwendige Bedingung
dafiir, daB die Fehlervarianzen der einzelnen Komponenten

des gesuchten LOsungsvektors X einen Extremwert annehmen,

Hinreichend filir das Vorliegen eines Minimums ist die zu-
sdtzliche Bedingung, daB die 2zweiten partiellen Ablei-
tungen der Erwartungswerte E(ii) nach den Zeilen i der

Matrix H eine positiv definite Matrix bilden.

Zusdtzliche Gradientenbildung auf der linken Seite von
(I1.5.3) nach den Zeilen H(i) liefert damit die Bedingung:
2

0 E(i?) = positiv definit ; 1 = 1,...,n

3(H(i))?



- 35 -
beziehungsweise nach Zusammenfassung aller Komponenten:
E(dd”) = positiv definit (II.5.5)

Die Bedingung (II.5,5) ist hinreichend dafiir, daB die in
(IT.5.4) zu berechnende Matrix H einen LOsungsvektor x
des Gleichungssystems (II.5.1) mit minimaler Fehlervarianz
liefert. Da (II1.5.5) die Invertierbarkeit der Kovarianzma-
trix des Datenvektors sicherstellt, ist diese Bedingung
auBerdem notwendig und hinreichend dafiir, daB (II.5.4)

eindeutig nach H aufgelSst werden kann.

Die Gleichung (II.5.4) ist auch noch in einem anderen
Zusammenhang interessant. Sie stellt nédmlich die diskre-
tisierte Form der Wiener-Hopfschen Integralgleichung dar
(vgl. PAPOULIS 1977) und ist damit die Grundlage fiir die
L8sung stochastisch gestdrter Transfermodelle, Solche
Transfermodelle werden beil dexr cross-spectral-analysis
von GOTTMAN (1979a) studiert, wobei die Modellgleichungen
durch Laplace-Transformation in den Frequenzbereich ge-
1l6st werden. Die von GOTTMAN (1979a) intensiv verwendete
Kohdrenzfunktion 188t sich sehr leicht aus einer geeig-
neten Formulierung der Gleichung (II.5.4) ableiten,

Eine wichtige Beziehung des Fehlervektors zu dem gegebenen
Datenvektor ergibt sich durch Umformung der Gleichung
(I1.5.4):

E(xd") - H E(dd") = E((x-Hd)d") =

E(xd") =0 (II.5,6)

Diese Beziehung besagt, daB die Kreuzkovarianz zwischen
Sch&dtzfehlern und gegebenen Daten verschwinden muB, oder
mit anderen Worten, daf die Fehler orthogonal zu den

Daten sind.
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Da X und d als biasfrei vorausgesetzt wurden, besagt diese
Orthogonalitédtsrelation auch, daB8 Fehler und Daten unkorre-

liert sind.

Ebenso erhdlt man durch einfaches Nachmultiplizieren der
Gleichung (II.5.6) mit H', daB die Fehler und die Schitz-
werte unkorreliert sind:

E(%&") = O (II.5.7)

Fir die Kovarianzmatrix des Schdtzfehlers l&dBt sich damit

schlieBlich der folgende Ausdruck angeben:

~ T

%%7) = E(X(x-R)7) = E(%x

E(xx

) =

E((x-Hd)x') = E(xx') - H E(dx")

)

Nachdem nun notwendige und hinreichende Bedingungen zur
Berechnung der gesuchten Koeffizientenmatrix H zur Be-
stimmung des optimalen Schédtzwertes filir X (im Sinne der
minimalen Fehlervarianz) angegeben wurden, sollen im Wei-
teren explizite Bestimmungsgleichungen fiir die Matrix H
unter Ausnutzung der in den Voraussetzungen (S1) bis (S4)
spezifizierten Kovarianzmatrizen S und P abgeleitet werden.
Hierzu betrachtet man noch einmal die Kovarianzmatrix von
Losungsvektor x und Datenvektor d:
™ + sT)) =p M

E(xd) = E(x( T

und die Kovarianzmatrix des Datenvektors:

E((Mx+s) (x'M+s7)) =

=MEM +5

E(aa’)

. Setzt man diese Kovarianzmatrizen in (II.5.4) ein, so

erhdlt man folgende Identitédt:
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HMPM +8) =pM (I1.5.8)

Die Matrix M ist (1 x n)-dimensional, P ist (n X n)-dimen-
sional und S ist (1 x l)-dimensionl, so daB8 insgesamt der
Klammerausdruck eine (1 x l1l)-dimensionale Matrix dar-
stellt. Liegen nun weniger Daten als Unbekannte vor, wenn
also 1 < n, so ist die soeben abgeleitete Matrixidentitdt
am besten geeignet, die gesuchte Koeffizientenmatrix zu

bestimmen:

T -1

H=PM (MPM +5) (11.5.9)

Die in (II.5.9) zu invertierende Matrix ist (1 x 1)-dimen-
sional, das heigt flir den Fall, daf nur eindimensionale
Datenvektoren aufgezeichnet werden, besteht die Inversen-
bildung aus einer reinen Division. Flir den erwartungs-
treuen Schitzwert minimaler Varianz des L&sungsvektors

der Gleichung (II.5.1) ergibt sich somit:

T T

=pM (MPM -

1%

+ 8) d (IT.5.10)
Falls die hier zu invertierende Matrix nicht regulér ist,
kann die Pseudoinverse nach PENROSE (1955) gebildet

werden.

Die Angabe eines Schidtzwertes flir die L&sung des Glei-
chungssystems ist natiirlich nur dann sinnvoll, wenn zu-
sdtzlich der Schdtzfehler angegeben werden kann. Dieser
berechnet sich zu:

E(%&") =

fro
!
s
=
v
[

1l
Lav]

1
Iy
2
=
I
Iz
+
1)
1=
|9

(I1.5.11)

Hierbei ist der Mindestwert der Summe der Fehlervarianzen

durch die Spur der Matrix in (II.5.11) gegeben.
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Der in der Praxis weit h&dufigere Fall wird jedoch der sein,
daB mehr Daten zur Verfligung stehen als unbekannte
Parameter zu bestimmen sind. Flir diesen Fall 1&8t sich

ein zu (II.5.1710) mathematisch &quivalenter, jedoch von

der Rechendkonomie her glinstigerer Ausdruck ableiten.

Aus formalen Griinden muB hier allerdings zus&tzlich vor-
ausgesetzt werden, daB die Kovarianzmatrix P der unbekann-
ten Parameter X und die Kovarianzmatrix S der StSrgrdBen s

reguldr (das heift invertierbar) sind.

Zundchst werden einige Matrixidentit&ten bendtigt. Da im

Ausdruck filir die Kovarianzmatrix des Schédtzfehlers,

%%') =P -HMP,

sowohl die Kovarianzmatrix selbst als auch die Kovarianz-
matrix P des LOsungsvektors symmetrisch sind, muB die
Symmetrie auch fiir den dritten Ausdruck in dieser Gleichung
gelten:

HMP=PM H

Eine &hnliche Symmetriebeziehung gilt, wenn man in der
oben angegebenen Beziehung P durch S ersetzt. Dies 1&d8t
sich durch Ausmultiplizieren der Gleichung (II,5.8) und
anschliefende Multiplikationen von links mit M zeigen:

M (HMP) M +MHS=MP M

Da der erste Term dieser Gleichung aufgrund der gerade

abgeleiteten Symmetriebeziehung symmetrisch ist, und

der Term rechts vom Gleichheitszeichen per Konstruktion

symmetrisch ist, folgt die gewlinschte Symmetriebeziehung:
MHS =8 H M
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Ausgehend von (II.5.8) fiihren wenige, einfache algebra-
ische Schritte unter Ausnutzung der soeben abgeleiteten
Symmetriebeziehungen zu einer weiteren Bestimmungsglei-
chung fiir die Koeffizientenmatrix H:
PM =HMPM
T

Jim
=

H

= hcd
0
it

+
BT M7+
T §—1

1
"o
12
Je2
{tn

i

"
fro
Iz
=

i

|
+
J=-

s

1 . . .
von links beziehungsweise

Multiplikation mit 2-1 und S~
von rechts ergibt den zu (II.5.8) &quivalenten Zusammen-

hang:

T -1 1 1

(M ST M+ P

) H=M s

Hierbei ist M eine (1 x n)-dimensionale, §"1 eine (1 x 1)~
dimensionale und 2—1 eine (n x n)-dimensionale Matrix.
Insgesamt ist der Klammerausdruck in dieser Gleichung

also (n x n)-dimensional.

Fir den Schitzwert minimaler Varianz findet man mit dieser

Beziehung den zu (II.5.70) &dquivalenten Ausdruck:

-1 -1,-1 T 1

2= s'u+pH I s g (I1.5.12)
Im Gegensatz zu (II.5.10) ist hier die 2zu invertierende
Matrix im Klammerausdruck (n x n)-dimensional, was beson-

ders fiir den Fall n << 1 von groBer rechentechnischer Be-

deutung ist.

Auch fiir diese Form des Schitzwertes muB8 natiirlich wieder

eine Fehlerkovarianzmatrix angegeben werden:



E(E') = P-HMP=(L-HM P =
= @x-o st usph T v s -
I B
-u'sTmp =

(IT.5.13)

Als Spezialfall der Schitzung minimaler Varianz (II.5.12)
erhdlt man die GauB-Markov-Schdtzung, wenn die folgenden

Spezialisierungen vorgenommen werden:

(a) Die Kévarianzmatrix des gesuchten Vektors X wdchst
iber alle Grenzen: P » « beziehungsweise 2—1 = 0.
Dies bedeutet, daB die Streuung der Komponenten Xy
des unbekannten Vektors unendlich grof wird, das
heiBt, es liegen keinerlei a-priori-Kenntnisse

iber die Komponenten x; vor,

(b) Der Rang der Koeffizientenmatrix M des Gleichungs-
systems (II.5.1) muB gleich 1 sein, das heiBt, die
vorliegenden 1 Daten miissen linear unabhdngig von-

einander sein.

Einsetzen der Bedingung (a) in die Schdtzgleichung (II.5.12)
liefert den GauB-Markov-Schdtzwert fiir den LOsungsvektor:
= (MF _s_"1 M)~ MT _s_“1 d (II.5.14)

[ 5>

Die Kovarianzmatrix der Schitzfehler fiir die GauB-Markov-
Schdtzung ergibt sich mit Hilfe der Bedingung (a) ent-
sprechend aus (II.5.13):

T =1

E(xx) = (M s =1

M) (IT.5.15)
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II.5.2 Die Rekursionsgleichungen als rekursive

GauB~Markov-Schidtzung

Die im vorigen Abschnitt hergeleiteten Gleichungen zur
Sch&tzung des L&sungsvektors eines stochastisch gestdr-
ten, linearen Gleichungssystems sollen nun auf das re-
duzierte systemanalytische Modell (II.3.1) zur Beschrei-
bung psychologischer Prozesse angewandt werden.

In diesem Abschnitt werden fiir diesen Zweck die GauB-

Markov-Formeln herangezogen.

Wie im letzten Abschnitt bereits erldutert, soll hierbei
keinerlei a-priori-Information iiber die Anfangswerte der
unbekannten Parameter X vorliegen, das heift Bedingung (V4)
aus Abschnitt II.3 wird durch P(k,) > « erftillt. Zusé&tz-
lich muB aus technischen Griinden zur Ableitung des rekur-
siven Algorithmus die Bedingung (V2) aus Abschnitt II.3
dahingehend verstdrkt werden, daB die Kovarianzmatrix R

der Megffehler reguldr sein muB.

Es sei hier jedoch schon darauf hingewiesen, dag die In-
verse dieser Kovarianzmatrix bei der endgliltigen Formu-
lierung der Rekursionsgleichungen nicht explizit auftaucht;
sie wird lediglich filir einige Zwischenrechnungen ben&tigt.
Zudem ist diese Forderung aus meftheoretischen Griinden
nicht sehr kritisch, da im Allgemeinen die beobachteten
Kriterien y(k) nicht fehlerkovarianzfrei sein werden und
damit die Matrix R in der Praxis in den meisten F&llen

invertierbar ist.

Die erste Aufgabe bei der fortlaufenden Sch&tzung des Zu-
standsvektors x(k) ist die Bestimmung seines Anfangswertes

im ersten Beobachtungszeitpunkt ko.
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Hierzu miissen, beginnend mit dem Zeitpunkt kO' so viele
Beobachtungen abgewartet werden, bis insgesamt mehr Einzel-
mefwerte yj(k) aus der multivariaten MeBreihe y(k) vor-
liegen als Zustandsgrdfen im mathematischen Simulations-

modell (II.3.1) beriicksichtigt werden.

Erst nachdem dieser Fall eingetreten ist, kann eine erste

Schidtzung des Zustandsvektors X vorgenommen werden.

Zundchst wird nun also die Methode 2zur Aufstellung des

ersten Schédtzwertes erlidutert.

Da der Vektor y(k) der MeBwerte als m-dimensional und der
Zustandsvektor x als n-dimensional angenommen wird, ist
die Anzahl 1 der abzuwartenden Beobachtungen durch fol-

gende Ungleichung festgelegt:

Der erste Schitzwert g(kl) wird nun mit Hilfe der Transi-
tionsmatrix und der formalen L&sung (II.2.5) fiir den Zu-

standsvektor in diskretisierter Form aufgestellt.

Die formale L&sung der zeitdiskreten Zustandsdifferenzen-

gleichung hat die Gestalt:

k-1
x(k) = g(k,ko)ﬁ(ko) + iik o(k,i+1)v(i); k > ko
0

oder, wenn man die folgenden Eigenschaften der Transitions-

matrix ausnutzt:
o~ (k,k.) = o(k., k)
- 4 O - O’
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erhdlt man fiir die formale L&sung in zeitdiskreter Form:

k-1
2(ky) = 2(kg,KIx(k) + I 8(ky,i+1)y(4)
1—ko

(IT.5.16)

Diese letzte Gleichung drickt also den Zustandsvektor

zum Zeitpunkt der ersten Beobachtung ko durch die Zu-
standsgr6Ben x(k) zu spédteren Beobachtungszeitpunkten k
aus. Sie ist damit das methodische Hilfsmittel 2zur Rick-
wdrtsextrapolation des ersten mdglichen Schatzwertes

flir den Zustandsvektor und dient zur Eliminierung der
ersten 1 Zustandsvektoren im Gleichungssystem zur Be-
«+immung des ersten Schidtzwertes bei der rekursiven Gaufi-
Markov—Schétéung. Dieses Gleichungssystem nimmt unter
Ausnutzung der Gleichung (IX.5.16) die folgende Gestalt

an:
y(kg) =Cleglxky)  +wlky) =Clko)@ (kg k)xlky)  +5(ky)

X(ko+1):g(ko+1)§(ko+1)+z(ko+1)=Q(Ko+1)g(ko+1,kl)g(kl)+§(ko+1)

y(ky)  =Clkpx(k))  +w(ky)



- 44 -

Diese Gleichungen werden zu einer Vektorgleichung zusam-
mengefaft, wobei die Storgrtfen noch explizit angegeben
werden k&nnen:

k-1
€ (kq) .E (kg it (i) + wiky)
i=k
o)
k-1 .
Ckyt1) I o(kyt1,it1)w(i) + wiky+1)

1=k0+1
s = .

Clky=-Nw(ky-1) + wik,-1)

wik,)
. _

Der Datenvektor ist gegeben durch:
r gy
Y (kg)

X(ko+1)

a=| .

y(kq)

-

" und die Koeffizientenmatrix hat die Gestalt:

~
C k) 2 (Ky k)

Clkg+1 2 (kgt1,k )

M = :
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In vektorieller Notation lautet damit das Gleichungssystem
zur Bestimmung des ersten Schitzwertes im Beobachtungs-
zeitpunkt klz

d =Mzx(k;) +s (II.5.17)

1)
Gleichung (II.5.17) hat damit die gleiche formale Gestalt
wie Gleichung (II.5.1) und der erste Schdtzwert fiir den
Zustandsvektor 1l&aB8t sich nach den Ableitungen des vori-
gen Abschnittes mit Hilfe der GauB-Markovschen

Formel (II.5.14) berechnen.

Es sei jedoch darauf hingewiesen, daB hier ausdriicklich
Gebrauch von der Transitionsmatrix gemacht wurde. Diese
kann jedoch systematisch nur bei zeitinvarianten Systemen
berechnet werden, das heiBt, wenn die Matrizen A und C

zu jedem Beobachtungszeitpunkt identisch sind. Bei zeit-
variablen Systemen, das heifit bei "alternden" Modellbe-
schreibungen, ist die Berechnung der Komponentén von
g(ki,kj) recht aufwendig, da Produkte der Form

A(ko) ..A(k0+1) * .. A(kl) gebildet werden miissen.

Gleichzeitig mit dem ersten Schatzwert g(kl) muf die

Fehlerkovarianzmatrix
s ~T
B(ky) = EX(kpX (k) (I1.5.18)
erstmalig berechnet werden.

Mit fortschreitender Beobachtung kommt in jedem neuen MeB-
zeitpunkt ein neuer Satz von Messungen y hinzu. Nun soll
aber nicht jedes Mal der komplizierte Rechenvorgang, der
zur Erlangung des ersten Schédtzwertes in Gleichung (II.5.17)
beschrieben wurde, wiederholt werden, sondern der neue
Schdtzwert £ und die neue Varianz P sollen durch eine
relativ einfache Korrektur aus den alten Werten erzeugt
werden. Es wird daher eine rekursive Vorgehensweise ange-
strebt.
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Um die gesuchte Rekursionsl&sung zu finden, soll im Wei-

teren vorausgesetzt werden, daB8 X und P zum Beobachtungs-

zeitpunkt k bekannt seien.

Der bekannte Schdtzwert X(k) wird zundchst gemdB8 der Zu-
standsdifferenzengleichung (II.3.%1a) extrapoliert, wobei
der unbekannte, biasfreie ProzeB8fehler v(k) unberiicksich-
tigt bleiben soll:

X" (k+1) = A(k) R(k) (II1.5.19)

Da in diese Extrapolation der letzte, optimale Schétzwert
fiir den Zustandsvektor eingeht, enthdlt der extraplierte
Zustandsvektor §*(k+1) alle bisherigen Kenntnisse iiber

das zu erwartende x(k+1).

Die Extrapolation (II.5.19) kann in diesem Sinne eben-
falls als optimal vorausgesetzt werden.

Der Zusammenhang zwischen extrapoliertem Zustandsvektor
und "wahrem" Zustandsvektor zum Zeitpunkt k+1 ergibt
sich, wenn X(k) in (II.5.19) durch x(k) - X(k) ersetzt
wird und filir A(k)x(k) anschlieBend der entsprechende Wert

gemdB der Zustandsdifferenzengleichung eingesetzt wird:
X (k+1) = x(k+1) - (A(K)%(K)+v(k))

Die Summe der auf der rechten Seite dieser Gleichung neben
x(k+1) auftretenden "Fehler" hat die folgende Kovarianz-

matrix:
P¥(k+1) = E((A(K)E(K))+v(k)) (X7 (k)AT (K)+v© (k)))

Dieser Ausdruck filir die Fehlerkovarianzmatrix des extra-
polierten Zustandsvektors 1&Bt sich mit Hilfe der folgen-

den Argumentation vereinfachen.



- 47 -

Da %(k) von der Musterfolge X(ko)' ...s Y(k) abhdngt, die
ihrerseits wiederum nur von den Folgen x(kg), ooy x(k)
und y(ko), ..., w(k) abh&dngt, sind %(k) und v (k) nach

den Voraussetzungen (V1) bis (V4) aus Abschnitt II.3 un-
korreliert. Andererseits sind x(k) und v(k) aufgrund der
gleichen Voraussetzungen ebenfalls unkorreliert, so dasB
insgesamt die Kreuzkovarianz zwischen X(k) und v(k) ver-
schwindet. Demnach ergibt sich fiir 2*(k+1) der folgende

vereinfachte Ausdruck:
P*(k+1) = A(k) B(k) AT (k) + Q(k) (II.5.20)

Dies ist der Ausdruck fiir die Kovarianzmatrix des Extra-
polationsfehlers, der im rekursiven Algorithmus weiter-

hin ben&tigt wird.

Um eine GauB-Markov-Schitzung flir den Zustandsvektor
% (k+1) im neuen Beobachtungszeitpunkt k+1 zu erhalten,
wird der extrapolierte Vektor mit dem Vektor der neu er-

hobenen MeBwerte zu einem Verbundsystem zusammengefaft:

x" (k+1) I -A(K) X (k) - v(k)
= x(k+1) +
y (k+1) C(k+1) w(k+1)

oder in der gewohnten Matrixschreibweise:
g = _1‘4 _}E(k+1) + s

Damit ist wieder die in Gleichung (II.5.1) festgelegte
Form eines stochastisch gestdrten Gleichungssystems er-
reicht und es kann eine erneute GauB-Markov-Sch&tzung

fir den Beobachtungszeitpunkt k+1 vorgenommen werden. Vor-
aussetzung hierfilir ist jedoch, da8 die Kovarianzmatrix
der StdrgrdBe s bekannt ist. Die Kovarianzmatrix des
oberen Teils des neuen Stdrvektors wurde bereits durch

B*(k+1) berechnet; die Kovarianzmatrix des unteren Teils
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von s im Verbundsystem, also w(k+1) ist voraussetzungsgemids
durch Bedingung (V2) im Kapitel II.3 als R(k+1) gegeben.

Die Kreuzkovarianzen zwischen w(k+1) und X(k) beziehungs-
weise v (k) verschwinden gemds Voraussetzung (V3). Damit
ist die Kovarianzmatrix des Storvektors:

E* (k+1) 0
E(§§?) = =S
0 R(k+1)
| -

Die GauB-Markov-Schdtzung fir den neuen Zustandsvektor
x(k+1) kann nun mit Hilfe von (II.5.14) explizit ange-

geben werden:

1

(k+1) = P(k+1) M* ™' a (II.5.21)

wobei die Fehlerkovarianzmatrix laut (II.5.15) gegeben

ist durch:
B(k+1) = (M~ S ' M)

Um eine der Gleichung (II.4.1) entsprechende Form fiir den
Schdtzwert mit Korrekturmatrix K zu erhalten, sind noch

einige Umformungen vorzunehmen.

Insbesondere werden die folgenden Ausdrilicke berechnet:

r— =
*

P “T(k+1) o)

Mt 5™t = (1,cTx+1)) =

) R (k+1)

* T+, cT (DR (k41))

(IT.5.22)
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I
Mt osTt M= ¥ ), TR (k) =
C(k+1)
= p* T (k+1) + CT(k+DRT T (k+1)C(k+1) =
= §'1(k+1)
(I1.5.23)
Eg*(k+1)
Mt s a = (@ k), Tkt R (k#1))
X
}( +1)-J
(II.5.23)

Setzt man diese Ausdriicke in die Schdtzgleichung (II.5.21;
ein, so ergibt sich der folgende explizite Ausdruck fir
den neuen Sch&tzwert:

*=-1

R(k+1) =P (k+1) (" T (k+D)x" (k+1) + T+ R (k+1)y (k+1))
Bezeichnet man nun die Koeffizientenmatrix vor dem Vektor
y(k+1) in diesem Audruck wiederum als Korrekturmatrix
K(k+1) und ersetzt die nun durchgdngig auftretenden Argu-
mente k+1 der Ubersichtlichkeit wegen wieder durch k, so
erhdlt man durch leichte algebraische Umformungen mit
Hilfe von (II.5.23) das folgende System von Gleichungen:

2(k) = x"(k) + K(k) (y(k) - C(k) x (k))

P 0 cTx) cx) P¥ ) cT) + Rk

K (k)

Damit sind alle Gleichungen fiir den rekursiven Algorithmus
zur GauB-Markov-Schdtzung des Zustandsvektors mit Korrektur

durch die neuen Mefwerte abgeleitet.

Im folgenden Abschnitt werden die benttigten Gleichungen

noch einmal zusammengestellt.
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I1.5.3 Zusammenfassung der Rekursionsgleichung

als GauB-Markov-Schdtzung

Zur besseren {bersicht sollen in diesem Abschnitt noch
einmal alle Schritte zusammengestellt werden, die zur
rekursiven Schdtzung des Zustandsvektors filir die Modell-
gleichung (II.3.1) nach der GauBf-Markov-Methode bendtigt

werden.

Bevor der Rekursionsalgorithmus angewandt werden kann,

miissen folgende Bedingungen erfilillt sein:

Das mathematische Modell muB die Voraussetzungen (V1) bis
(V4) aus Abschnitt II.3 erfiillen.

Zum Beobachtungszeitpunkt kO werden die ersten Messun-

gen z(ko) erhoben. Es werden so viele Beobachtungen abge-
wartet, bis die Gesamtzahl der EinzelmeBwerte yj(k) groBer
oder gleich der Zahl der Komponenten des Zustandsvektors

ist.

AnschlieBend wird der erste Schdtzwert g(k1) und der erste
Wert der Fehlerkovarianzmatrix P(k,) gem&B8 den GauB-

Markovschen-Regeln bestimmt.

Diese beiden GroBen stellen die Startwerte fiir den Rekur-

sionsalgorithmus dar.

Uber den Anfangswert des Zustandsvektors sei hier speziell

vorausgesetzt, daB er unendliche Streuung habe:
._1 _

Das systemanalytische Simulationsmodell ohne Bertiicksich-
tigung externer Einfliisse hat die folgende Gestalt:
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X (k+1)

A(k) x(k) + v(k) (II.5.25a)

¥ (k) C(k) x(k) + w(k) (II.5.25b)
In den ersten beiden Schritten der Sch&tzung werden mit
der Parametermatrix A(k), die die Dynamik des Systems
festlegt, und der Kovarianzmatrix Q(k) der ProzeBfehler,
der zum Beobachtungszeitpunkt k ?orliegende Schdtzwert
X (k) sowie seine Fehlerkovarianzmatrix zum n&dchsten Be-

obachtungszeitpunkt extrapoliert:

" (k+1) = A(k) £(k) (II.5.26)
sowie die Fehlerhovarianzmatrix der Extrapolation bestimmt:
P (k+1) = a(k) B(x) AT(k) + Q(k) (I1.5.27)

Im ndchsten Schritt wird die bestmdgliche Korrektur-

matrix K berechnet:

K(k+1) = P*(k+1)CT (k+1) (C(k+1)P* (k1) T (k+1) + R(k+1)) ]

(II.5.28)

und der extrapolierte Schidtzwert (II.5.26) wird mit den

neu erhobenen Daten y (k+1) aufgebessert:

£(k+1) = x"(k+1) + K(k+1) (y (k+1)-C(k+1)x" (k+1))
(I1.5.29)

Damit ist der neue, verbesserte Schatzwert berechnet.



- 52 -

Der letzte Schritt liefert schlieflich die Kovarianz-
matrix des korrigierten, neuen Schidtzwertes, die wieder-
um als Startwert fiir die folgende Schédtzung zum Beobach-

tungszeitpunkt k+2 bendtigt wird:

P(k+1) = P¥(k+1) - K(k+1) C(k+1) B*(k+1)

(I1.5.30)

~

Die Elemente der Hauptdiagonalen von P(k+1) geben ein
Mag fiir die Gite der Schidtzung ab.
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I1.5.4 Die Rekursionsgleichung als minimale

Varianzschdtzung

Die bisherige Ableitung der Rekursionsgleichungen als
GauB-Markov-Schdtzung war zwar die konzeptuell einfach-
ste Betrachtungsweise, sie hat jedoch den Nachteil, das
die erste Schatzung des Zustandsvektors und die anschlie-
Bende Rekursion erst dann einsetzen k&nnen, wenn mehr als

n Einzelbeobachtungen yj(k) vorliegen.

Das Schédtzverfahren der minimalen Varianz erlaubt es
dagegen, sofort auf der Basis der ersten Beobachtungs-
werte X(ko) eine Sch&dtzung fiir §(ko) vorzunehmen. Dies
kann natiirlich nur unter einer zusdtzlichen Vorausset-
zung geschehen, das heift es muB ein zus&dtzliches Ma8 an
a-priori-Information iiber den Anfangszustand vorhanden

sein.

Es soll demnach hier vorausgesetzt werden, daff im Gegen-
satz zur GauB-Markov-Schitzung die Kovarianzmatrix des
Zustandsvektors im ersten Beobachtungszeitpunkt ko end-
lich ist. Ansonsten sollen die Voraussetzungen (V1) bis
(V4) aus Abschnitt II.3 gelten.

Im ersten Schritt der Ableitung soll nun zundchst der
Schdtzwert minimaler Varianz fiir den Anfangszustand g(ko)

bestimmt werden.

Fiir alle weiteren Testzeitpunkte wird wieder ein Rekur-
sionsverfahren angewandt, mit dem ein gegebener Schitz-
wert bei der Erhebung neuer MeBwerte derart verbessert
wird, daB der korrigierte Schdtzwert wiederum die kleinst-

mdgliche Fehlervarianz aufweist.

Es wird sich herausstellen, daB der identische Algorithmus
wie in Abschnitt II.5.3 entsteht, wobei der Unterschied
haupts&dchlich in den ge&@nderten Anfangsbedingungen und im

vorverlegten Startzeitpunkt besteht.
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In mathematischer Hinsicht hat das Verfahren der minima-

len Varianz noch zweili weitere Vorteile:

(a) Die Kovarianzmatrix R(k) der MeBfehler braucht nicht

mehr als reguldr vorausgesetzt zu werden.

(b) Die Optimalitdt der Extrapolation (II.5.19) des
Zustandsvektors im rekursiven Algorithmus kann

streng nachgewiesen werden.

Bei der ersten Datenerhebung liegt der Vektor der multi-

variaten MeSwerte y(k,) vor:
Y(ky) = Clky) x(ky) + w(ky)
mit
E(x(kg)x (kg)) = B(k)

Da in dieser Gleichung sowohl der Datenvektor X(ko) als
auch die Koeffizientenmatrix g(ko) und die Kovarianz-
matrizen B(ko) upd g(ko) der MeBfehler und des Anfangs-
zustandes als bekannt vorausgesetzt werden, sind die Be-
dingungen (S1) bis (S4) aus Abschnitt II.3 erfiillt und

es kann die Formel zur Schdtzung der L&sung eines stocha-
stisch gestdrten Gleichungssystems mit minimaler Varianz

der Fehler (II.5.10) angewandt werden:

R(k)

o) = (k) y(ky) (I1.5.31)

mit

1

=
~
Il

T T -
(k)T (ky) (C(KP(KC (ky) + Riky))

(IT1.5.32)
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Wie in Abschnitt II.3 bereits in der Gleichung (II.5.11)
abgeleitet, berechnet sich die Kovarianzmatrix der Sch&tz-

fehler flr den Anfangszustand 2zu:
B(ko) = E(ko) - K(ko) Q(ko) g(ko) (I1.5.33)

Die Berechnung aller folgenden Schitzwerte filir den je-
weils ndchsten Beobachtungszeitpunkt erfolgt induktiv.
Die multivariate MeBwertfolge x(ko), ee.y y(k) m8ge da-
her vorliegen und bereits zum Schdtzwert &(k) verarbeitet
worden sein. Dieser Schétzwert sei optimal im Sinne der

minimalen Varianz.

Eine notwendige und hinreichende Bedingung flir die Schédt-
zung mit minimaler Fehlervarianz ist Gleichung (II.5.6),
das heift der Schédtzfehler zum Zeitpunkt k muB ortho-
gonal zu den bis zum Zeitpunkt k erhobenen Mefwerten sein:

E((x(k) - £(k)) y (k)) =0
E((x(k) - &(k)) y (k-1)) = O
E((x(k) - (k) y (k) =0

(IT.5.34)

Laut Induktionsvoraussetzung sollen diese Gleichungen zum
Beobachtungszeitpunkt k bereits erfiillt sein. Mit Hilfe
einer &hnlichen Beziehung so0ll nun der optimal extra-
polierte Zustandsvektor 5*(k+1) fiir den ndchsten Beob-
achtungszeitpunkt gesucht werden, Er soll daher das fol-
gende Gleichungssystem erfiillen:
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E((x(k+1) - x"(k+1) y (k) =0
E((x(k+1) - x"(k+1) y (k=1)) =0
E((x(k+1) - x"(k+1) y (kg)) =0

(IT.5.35)

Der neue Schdtzwert fiir den Beobachtungszeitpunkt k+1
kann berechnet werden, sobald die neuen Daten y(k+1) zur

Verfiliigung stehen.

Das Orthogonélitétskriterium fir diesen neuen Schdtzwert
lautet:

E((x(k+1) - &(k+1)) y (k+1)) =0
E((x(k+1) - &(k+1)) y (k) =0
E((x(k+1) - R(k+1)) y (kg)) =0

(IT.5.36)

Zur Bestimmung des optimalen Extrapolationsvektors 5*(k+1)
vergleicht man die Bedingungen (II.5.34) und (II.5.35).
Der Vergleich wird erleichtert, wenn man in (II.5.35) den
Zustandsvektor x(k+1) gemdB der Zustandsdifferenzenglei-

chung:
x(k+1) = A(k) x(k) + v(k)

ersetzt.
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Da der ProzeBfehler v(k) mit keinem der Datenvek-
toren X(ko), ..., Y(k) korreliert, kann er im Ausdruck
fir die Erwartungswerte gestrichen werden, so daf fol-

gende Bedingungen iibrigbleiben:

E((AK)x(X) - x"(k+1)) y (X)) =0
E((AK)x(k) - x*(k+1)) y (k-1)) = O

* T
E((AMxK) - x* (k+1)) ¥ (ky)) =0

(IT.5.37)

Diese Bedingung 1l&8t sich offenbar durch die folgende
Wahl fir den extrapolierten Zustandsvektor erfiillen:

x*(k+1) = A(k) &(k) (I1.5.38)
denn hiermit kann die Matrix A(k) nach links aus dem Er-
wartungswert herausgezogen werden und es verbleibt das
bereits als gliltig vorausgesetzte Gleichungssystem
(I1.5.34).

Die Form der Extrapolation (II.5.38) ist zwar identisch
mit der in (II.5.19) angegebenen, jedoch wird hier im
Gegensatz zur GauB-Markov-Schdtzung die Optimalit&t dieser

Extrapolation streng nachgewiesen.

Der Fehler bei dieser Exﬁrapolation ergibt sich folgen-

dermafen:

x(k+1) - x" (k+1)

A(k) x(k) + v(k) - A(k) ®(k) =

CAK) ®(K) + v(k)
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Seine Kovarianzmatrix hat die Gestalt:

P*(k+1) = E((x(k+1) - x¥(k+1)) (x(k+1) - x* (k+1))7T) =

E((A(K) %(k) + v(k)) (A(K) (k) + v(k))T)

Da der ProzeBfehler v(k) mit dem Schdtzfehler X(k) nicht
korreliert ist, bleibt der folgende Ausdruck:

P¥(k+1) = A(k) P(k) AT(XK) + Q(K) (II.5.39)

Damit ist der Ausdruck filir die optimale Extrapolation zu-

sammen mit dem Extrapolationsfehler abgeleitet.

Als n&dchstes muB der neue Schidtzwert fiir den Beobachtungs-
zeitpunkt k+1 berechnet werden, welcher auf der durch die
neuen MeBwerte y(k+1) verbesserten Extrapolation basiert.

Hierzu soll die fiir minimale Fehlervarianz notwendige und
hinreichende Bedingung (II.5.36) herangezogen werden. Es
soll auch hier wieder - wie im Fall der optimalen Extra-
polation - ein passender Ausdruck fiir X(k+1) gefunden
werden, der diese Orthogonalitdtsbeziehungen erfiillt.

Ein dhnlicher Ansatz, wie er bereits bei der GauB-Markov-
Schdtzung angewandt wurde, soll auch hier eingesetzt

werden:

(k+1) = x7 (k+1) + K(K) (y(k+1) - C(k+1) %" (k+1))
(II.5.40)

Zur Uberpriifung der Bedingung (II.5.36) muB wiederum der
Ausdruck filir den Schidtzfehler gebildet werden. Man er-
setzt daher y(k+1) in (II.5.40) durch den entsprechenden
Ausdruck C(k+1)x(k+1) + w(k+]) aus der Modellgleichung
und erhdlt damit fiir den Schitzfehler:
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X(k+1)-%(k+1) = (_I_-g(k+1)g(k+1))(_>5(k+1)-§*(k+1))
= RK(k+T)w(k+1)

(IT.5.41)

Es ist nun zu priifen, ob dieser Ausdruck die Orthogona-
litdtsbeziehungen (II.5.36) erfiillt.

Hierzu soll die erste Gleichung in (II.5.36) =zun&dchst

auBer Acht gelassen werden.

Der neue MefRfehler y(k) ist mit den alten Daten nicht
korreliert, so daB der letzte Summand im Ausdruck fiir
den neuen Schédtzfehler (II1.5.41) nichts zu den betrach-

teten Erwartungswerten beitrégt.

Das Produkt der beiden Klammern auf der rechten Seite
von (II.5.41), korreliert mit den Daten y(k), ..., y(kg),
verschwindet ebenfalls, da die Bedingung (II.5.35) mit
dem neuen, extrapolierten Zustandsvektor 5*(k+1) aus

Gleichung (IX.5.38) inzwischen erfiillt ist.

Damit sind die Orthogonalit&tsbeziehungen (II.5.36) bis
zum Beobachtungszeitpunkt k erfillt.

Die erste Gleichung in (II.5.36) wird nun verwandt, um

die fehlende Korrekturmatrix K zu bestimmen.

Diese Matrix ist im Prinzip frei wdhlbar und wird hier
gerade so gewdhlt, da8 die erste Gleichung in (II.5.36)
erfiillt ist und damit auch der neue Schédtzwert wieder

minimale Fehlervarianz hat.

Setzt man Gleichung (II.5.41) in die erste Beziehung von
(IT1.5.36) ein, so erhdlt man:
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E(((I-K (k+1)C(k+1)) (x (k+1) =x" (k+1)) =K (k+1) w(k+1)) »

 (xT (k1) CT (k+1) 4w (k+1))) = O

Zur weiteren Auswertung dieser Beziehung muf man beach-
ten, daB die GrdBen x(k+1) und x" (k+1) nicht mit w(k+1)
korreliert sind. Die Kreuzkovarianz zwischen

x(k+1) - g*(k+1) und x(k+1) wird mit Hilfe der folgenden

Beziehung:
E(XX") = E (Xx7) (II.5.42)

die man auf §*(k+1) anwendet, ersetzt durch g*(k+1).

Durch einfache algebraische Umformungen erhdlt man:

(I-K (k+1)C (k+1)) P¥ (k+1) T (k+1) - K(k+1)R(k+1) = O

Daraus folgt durch Umformung und Aufl&sung nach K:

K(k+1) = P¥(k+1)CT (k+1) (C(k+1)P* (k+1)CT (k+1) + R(k+1)) "
(II.5.43)

Dies ist der gesuchte Ausdruck filir die Korrekturmatrix
zur Verbesserung des neuen Schdtzwertes durch die neu

erhobenen Daten.

SchlieBlich ist es fiir den rekursiven Algorithmus und

zur Einschdtzung der Giite des Schétzwertes noch notwendig,
die Kovarianzmatrix filir den Schdtzfehler zu ermitteln. Un-
ter Ausnutzung der Beziehung (II.5.42) wird dies erreicht
durch Nachmultiplizieren der Gleichung (II.5.47) filir den
Schatzfehler mit §T(k+1) und Erwartungswertbildung auf
beiden Seiten. Der Ausdruck filir den Schdtzfehler lautet

dann:
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P(k+1) = (I-K(k+1)C(k+1))P* (k+1)
(II.5.44)

Damit sind alle Elemente der rekursiven Schdtzgleichungen
nach der Methode der minimalen Fehlervarianz abgeleitet.
Alle bendtigten Gleichungen zur Aufstellung des optimalen
Schétzwertes werden im folgenden Abschnitt noch einmal

kurz zusammengefafBt.
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IT1.5.5 Zusammenfassung der Rekursionsgleichungen als -

Schdtzung minimaler Fehlervarianz

Der lineare erwartungstreue Schédtzwert minimaler Varianz
fir den Zustandsvektor x des zeitlich diskreten, stocha-

stisch gestdrten Systems:

x(k+1)

A(k) x(k) + v(k) (II.5.45a)

y (k) C(k) x(k) + w(k) (IT.5.45b)
ist zu bestimmen, wobei die multivariate MeBwertfolge
Z(ko)' .«.s Y(k) und a-priori-Kenntnisse gemdB (V1) bis
(V4) aus Abschnitt II.3 vorhanden sind und die Kovarianz-

matrix P(k,) des Anfangszustandes endlich ist.

Zur Bestimmung des Schatzwertes werden vier Schritte be-

ndétigt:

1. Schritt: Berechnung der optimalen Extrapolation von k

auf k+1 und der Kovarianzmatrix des Extra-

polationsfehlers
x"(k+1) = A(k) R(k) (II.5.46)
P*(k+1) = A(k) P(k) AT(k) + Q(k) (II.5.47)

2, Schritt: Berechnung der Korrekturmatrix zur Verbesserung

der Extrapolation durch neu erhobene Daten

K(k+1) = P¥(k+1)CT (k+1) »

« (C(k+1)P* (k+1)CT (k+1) + R(k+1))”]

(IT.5.48)

Falls die hier zu berechnende inverse Matrix
nicht existiert, kann auch die Pseudoinverse
(PENROSE 1955) verwendet werden.
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3. Schritt: Berechnung des korrigierten Schédtzwertes:

R (k+1)=x" (k+1) +K (k+1) (y (k+1) =C (k+1) x™ (k+1))
(II1.5.49)

4., Schritt: Berechnung der Kovarianzmatrix des neuen
Schédtzfehlers:

P (k+1)=P* (k+1) =K (k+1) C (k+1) P (k+1)

(IT.5.50)

Die Sch&dtzung kann direkt mit dem ersten Beobachtungs-
zeitpunkt ko beginnen. Filir diese erste Schitzung werden
die folgenden drei Anfangsschritte durchgefiihrt:

(A1) Berechnung der ersten Korrekturmatrix
K (k) =P (k.)C¥ (k) (C(k)P(k)CT (k) +R(k.)) ]
=707 =0’ — o' '=""0"=""0"— o =0
(I1.5.51)

(A2) Berechnung des ersten Schédtzwertes
R(ky) = K(ky) y(k)) (I1.5.52)

(A3) Berechnung der Kovarianzmatrix des ersten Schédtz-

fehlers
P(ky) = B(ky) - K(ky)C(k )P (ky) (II.5.53)

P(ky) war die Kovarianzmatrix des Anfangszustandes x(ky)

und driickt die diesbeziigliche a-priori-Information aus.

Die lineare, erwartungstreue Schitzung minimaler Varianz
ist, wie ein Vergleich mit der GauB-Markov-Schdtzung zeigt,
die Verallgemeinerung vom Fall g(ko) »+ « auf beliebige,

endliche Werte dieser Matrix.
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Ahnlich wie in Abbildung 2.2 148t sich der Ablauf des
Schatzalgorithmus diagrammatisch darstellen.

Abbildung 2.3 zeigt das entsprechende Diagramm fiir den

soeben beschriebenen rekursiven Algorithmus.

Das Diagramm verdeutlich, wie die nicht direkt beobacht-
bare Entwicklung des Zustandsvektors, der den Verlauf
der MeBreihe y(k) bestimmt, gerade iliber diese Daten mit
Hilfe der Korrekturmatrix K an das Schidtzverfahren ge-

koppelt ist.
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I V(k) x(ko) w(k) I

l x(k+1) L l

| \ x(k) ll(k)
| ] - c(k)

I l

I |

| Alk) H— l

I l

L_ —————— bijfafzfefi? fzs?ff. _J

x(k, )

X (k1) x*(k)
Y I ¥ cw +-)

A(k) ¢ é{ K(k)

£(k)

Abbildung 2.3: Systembeschreibung mit Korrekturmatrix
ohne externe Einfliisse
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II.6 Nicht zentrierte Anfangswerte und die Beriicksich-

tigung externer Einfliisse

Bisher wurde vorausgesezt, daB die Zufallsprozesse x(k)
und y (k) den Erwartungswert Null fiir alle k haben. Sobald
E(x(ky)) von Null verschiedene Werte annimmt, geht die

Biasfreiheit der gesamten Prozesse verloren.

Dasselbe gilt, wenn auBer den stochastischen Stdrgréfen
v (k) noch die MeBwerte exogener Einfliisse - zum Beispiel
die Interaktion mit einer zweiten Person - u(k) mit MeS-

fehlern m(k) in das Simulationsmodell einbezogen werden.

FaBt man die zusdtzlichen MeBSfehler m(k) mit dem ProzeB-
fehler v(k) zusammen, so enthalten der Zustandsvektor x(k)
und die MeBwerte y(k) deterministische, bekannte Anteile
und die Formel fiir den Schdtzwert R(k) muB entsprechend

modifiziert werden.

Diese Situation wird durch das folgende, erweiterte mathe-

matische Modell beschrieben:

x(k+1) = A(k) x(k) + B(k) u(k) + v(k)

(IT.6.1a)

y (k) C(k) x(k) + w(k) (I1.6.1b)

Der Erwartungswert des Anfangszustandes sei nun nicht mehr
biasfrei, sondern gegeben durch E(g(ko)) = g, wobei die
Elemente von g beliebige, endliche Werte annehmen k&nnen.

Die Folge der Eingangsgr&Ben E(ko)’ ..., u(k) sei exakt
bekannt und im Ubrigen gelten die Voraussetzungen (V1) bis
(V4) aus Abschnitt II.3 (wobei (V1) entsprechend zu modi-

fizieren ist).
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Gesucht ist wieder ein linearer, erwartungstreuer Schatz-

wert flir den Zustandsvektor x mit minimaler Fehlervarianz.

Mit den aus Abschnitt (II.5) bekannten Ergebnissen fiir das
freie System lassen sich die externen Einfliisse nun leicht
beriicksichtigen. Da die stochastischen Beitr&dge zu u(k)
bereits im ProzeB8fehler v(k) mitberilicksichtigt wurden,
kann formal der EinfluB von u(k) auf das System durch ent-
sprechende Zustandsgleichungen ohne Stdrbeitrige separat
behandelt werden.

Wird der Beitrag der externen Einflisse zum Zustandsvek-
tor mit §O(k) und derABeitrag zu den durch das System
simulierten Daten mit xo(k) bezeichnet, so gelten fol-

gende Gleichungen:

x5 (k+1) = A(k) x (k) + B(k) u(k) (II.6.2a)

C(k) xg(k) (II.6.2b)

zo(k)

Diese Ausdriicke k&nnen von den stochastischen Zustands-
gleichungen (II.6.1) abgezogen werden und man erhdlt die
Gleichungen fiir das zentrierte System, das die reine

Eigendynamik des Prozesses beschreibt:

[2(k+1) - x,(k+1)] = A(k) [x(k) - X5 (k)] + v (k)

(I1.6.3a)

[y (k) = y5(k)] = C(k) [x(k) - x5(k)] + w(k)
(1I1.6.3b)

Hierfiir gelten wieder die Ergebnisse aus Abschnitt (II.5)

und es kann eine Gleichung zur rekursiven Schdtzung von
x (k) = [x(k) - x4(k)]

aufgeschrieben werden.
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Wird zu dieser Schdtzgleichung wieder der Ausdruck
(IT.6.2a) addiert, so ergibt sich eine Schédtzgleichung
fiir den stochastischen Zustandsvektor x (k).

Dieser Vorgang soll in diesem Abschnitt formal durchge-

fiihrt werden.

Hierzu wird die Gleichung (II.5.52) fir den ersten Schidtz-
wert des Zustandsvektors filir die zentrierten Variablen

31 und y - y, formuliert:
R, (kg) = K(ky) (y(ky) - yq(ky))
(k

Hinzufiigen von } auf beiden Seiten liefert den Schitz-

%0 %0

wert fiir g(ko):
£(kg) = x5(kg) + &, (ki) =
= §O(ko) + K(ko)(z(ko) - Q(ko)go(ko))
(I1.6.4)
Fiir die weiteren Beobachtungszeitpunkte betrachtet man die
alte Schatzgleichung (IX1.5.49) und eliminiert den extra-
polierten Zustandsvektor 5*(k+1) mit Hilfe von (II.5.46):
2, (k+1) = A(K)R, (k) +
+ 5(k+1)(X(k+1)—Xo(k+1)—g(k+1)§(k)g1(k))
Addiert man hierzu die deterministische Modellgleichung

(II.6.2a) fir go(k+1), so erhdlt man den Schidtzwert fiir
den nicht zentrierten Zustandsvektor:
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£ (k+1) (k+1) =

i

&, (k+1) + xg

I

A(k) &(k) + B(k) u(k) +
+ K(k+1) (y (k+1) =C(k+1) x4 (k+1) ~C (k+1) A (k) R, (K))

Auf der rechten Seite dieser Gleichung wird nun noch
§O(k+1) durch die entsprechende Modellgleichung ersetzt

und die Terme mit X5 und b8 werden zusammengefafBt:

i

R(k+1) = (A(K)R(k) + B(k)u(k)) +

+ K(k+1) (y (k+1)-C(k+1) (A (k)& (k) +B (k) u(k)))
(I1.6.5)

Ein erneuter Vergleich mit der urspriinglichen Schétzglei-
chung (II.5.49) zeigt, daB die Form der Schdtzgleichung
und hierbei insbesondere der Einfluf der Korrekturmatrix
K erhalten geblieben sind. Lediglich der extrapolierte

Schiatzwert ist ilibergegangen in:
X" (k+1) = A(k) &(k) + B(k) u(k) (I1.6.6)

Diese Form der Extrapolation. ist auch intuitiv sofort
verstédndlich.

Nachzuweisen bleibt hier noch die Erwartungstreue des
Schidtzwertes (II1.6.5). Hierzu werden die Gleichungen fir
die Fehler des extrapolierten Zustandsvektors und des

augenblicklichen Schétzwertes gebildet.

x(k+1) - x"(k+1) = A(k) %(k) + v(k) (I1.6.7)

mit dem Anfangswert

-g (I1.6.8)
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Mit der Gleichung (II.6.5) und der Schitzgleichung
(IT.5.49) fir den Zeitpunkt k erh&dlt man flir den Schéatz-
fehler:
(k) = x(k) - &(k) =

= x(k)~-x" (k) =K (k) (C (k) x (k) +w (k) =C (k) X" (k))

oder

%(k) = (I-K(k)C(k)) (x(k)~x" (k))=K(k)w (k)

(IT.6.9)

Durch Bildung der Erwartungswerte der Gleichungen
(1Ir.6.7), (11.6.8) und (II1.6.9) und SchluB von k auf

k+1 findet man, daB die Extrapolationsfehler und die
Schédtzfehler filir alle Zeitpunkte k den Erwartungswert
Null haben, unabhdngig davon, wie grof8 g und u sind. Die

Schdtzung ist daher erwartungstreu.

Die Kovarianzmatrix des Extrapolationsfehlers hat nach
Gleichung (II.6.7) die Form:

P*(k+1) = A(k) B(k) AT (k) + Q(k)

Sie entspricht der alten Gleichung (II.5.47) und hat den
Anfangswert g(ko).

Flir die Kovarianzmatrix des Schdtzfehlers findet man aus
Gleichung (II.6.9) den Ausdruck:
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B(k+1) = (I-K(k+1)C(k+1))P* (k+1) (I-cT (k+1) KT (k+1)) +

K (k+1)R(k+1) K" (k+1) =

+

P¥(k+1) =K (k+1) C (k+1) P* (k+1) -P* (k+1) CT (k+1) K" (k+1) +
+ K(k+1) (Ck+1)P* (kD) CT (k+1) +R (k+1)) K" (k+1)
(II.6.10)

Wdhlt man die Korrekturmatrix K wie in Gleichung
(II.5.48), so heben sich die beiaen letzten Summanden
dieser Gleichung auf und der Rest ergibt den minimalen
Wert der Fehlervarianz wie in Gleichung (IT.5.50}).
Dieser letzte Ausdruck fiir é(k+1) eignet sich auch zur
Untersuchung der Qualitdt der Schatzung des Zustandsvek-

tors bei suboptimaler Wahl der Korrekturmatrix.

Das Ablaufdiagramm filir den rekursiven Algorithmus in An-
wesenheit externer Einflilisse ist in Abbildung 2.4 darge-
stellt.
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v(k) x(k,) () |
I ;(k+1i l
u(k) | / x(k) | Jy(x)

B I c(x)

x" (k)

Abbildung 2.4: Beschreibung eines linearen Systems mit
externen Einfliissen mit Hilfe von
Zustandsriickfiihrung
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II.7 Vorhersagemethode mit dem rekursiven Algorithmus

Zur Zustandsvorhersage soll der Einfachheit wegen zundchst
wieder ein biasfreier Anfangszustand x(k,) vorausgesetzt
werden und es sollen im ersten Schritt keine externen Ein-
fliisse u(k) beriicksichtigt werden, so daB8 die Vektoren
x(k) und y(k), k > ko, ebenfalls den Erwartungswert Null
haben.

Gesucht werden soll jetzt der lineare, erwartungstreue
Schétzwert minimaler Fehlervarianz filir den Zustandsvektor
x(j), 3 > k, auf der Basis der vorliegenden Daten x(ko),
..., y(k), wobei k den gegenwdrtig letzten Beobachtungs-

zeitpunkt bezeichnet.

Der gewilinschte Sch&dtzwert werde mit g(j/k) bezeichnet und
muB als Schdtzwert minimaler Varianz wiederum einen Satz

von Orthogonalitdtsbedingungen erfiillen:

E((x(3) - 8(G/K) ¥y (k) =0
E((x(3) - &(3/K)) ¥y (k=1)) = 0O
E((x(3) - RG/K) 3 (kg) =0

(I1.7.1)

Der um einen Beobachtungszeitpunkt extrapolierte Schétz-
wert ist bereits in Gleichung (II.5.46) berechnet worden:

R(k+1/k) := x" (k+1) = A(k) R(k)



- 74 -

Um noch weiter in die Zukunft zu extrapolieren, muB x(j),
j > k, mit Hilfe der formalen LOsung in Analogie zu
(IX.5.16) ausgedriickt werden:

‘ i1

x(3) = (3, k+1)x(k+1) + z @ (j,i+1) v (i)
i=k+1

(IT.7.2)

Die gegebenen Daten y in (II.7.1) hdngen nur von §(ko),
vikg)s ... v(k=1) und w(ky), ... w(k) ab; sie sind daher
mit den StdrgrdBen v(k+1), ..., v(j-1) in der Summe in
(ITI.7.2) nicht korreliert.

Setzt man die L&sung (II.7.2) fir x(j) in (II.7.1) ein,
so kann aufgrund dieser Argumentation die gesamte Summe

im Erwartungswert weggelassen werden und man erhdlt:

E((2(3,k+D) x(k+1) - &(3/K)) y  (k))

=0

E((2(3,k+1)x(k+1) - &(3/k)) y (k-1)) = O

E((2(3,k+Dx(k+1) - R(3/K)) y' (k) =0
(I1.7.3)

Diese Bedingung ldB8t sich offenbar durch die Wahl
R(3/%) = 8(3,k+1) x" (k+1) (II.7.4)

erfillen, denn damit kann die Transitionsmatrix vor die
Erwartungswertbildung gezogen werden und es verbleibt

die bereits gliltige Beziehung (II.5.35), mit der die Opti-
malitdt des ersten extrapolierten Schédtzwertes (II.5.46)

nachgewiesen wurde.
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Setzt man also kein zeitvariables System voraus, sondern
betrachtet die Parametermatrizen A, B und C als konstant,
so 1ldBt sich die Transitionsmatrix systematisch berechnen
und eine Extrapclation auf beliebig ferne Beobachtungs-

zeitpunkte ist mdglich.

Bei Extrapolation um mehr als einen Beobachtungszeitpunkt
geht natiirlich der groBe Vorteil des rekursiven Algorith-
mus verloren, da nun kein Feedback mit neu erhobenen Daten

mehr stattfinden kann.

In die Qualitdt der extrapolierten Schidtzwerte geht nun
sehr stark die Glite der Parametermatrizen und die Giite

der vorhergegangenen Schdtzungen ein.

Natiirlich lassen sich auch nicht verschwindende externe
Einfliisse und nicht zentrierte Anfangsbedingungen beriick-
sichtigen. Allerdings miissen zur optimalen Vorhersage die
Werte der gegenwdrtigen und zukiinftigen Umwelteinfliisse

u(k), ..., u(j-1) bekannt sein.

Da dies oft nicht der Fall ist, ist auch hier das Ergebnis
zur Vorhersage um ein Beobachtungsintervall besonders in-
teressant, denn es ist bereits in (I1.6.5) enthalten als

extrapolierter Zustandsvektor:
X" (k+1) = A(k) (x” (k) +K (k) (y (k) =C(k)x" (k)))+B(k)u(k)
(I1.7.5)
Durch einige nicht sehr schwierige algebraische Umformungen

erhdlt man ebenfalls unmittelbar eine Differenzengleichung
fiir die Kovarianzmatrix E* des Extrapolationsfehlers:
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P*(k+1) = a(k)P* (KA (k) - A" x)cT (k)

(C(k)P* (k)CT (k) +R(k)) ™' c(x)P* (k) AT (k) +Q (k)

(I1.7.6)
mit dem Anfangswert g*(ko) = P(kg) .
Gleichung (II.7.6) kann genutzt werden, um die Giite der

Extrapolation mit fortschreitenden Betrachtungszeitpunk-
ten zu kontrollieren.
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II. 8 Ein Beispiel zur Demonstration der Funktionsweise

des Schatzalgorithmus an synthetischen Daten

Zur Veranschaulichung des Verfahrens der optimalen Zu-
standsschatzung soll nun das einfache Beispiel der Schiat-
zung eines konstanten "wahren" Wertes aus einer Reihe
fehlerbehafteter Daten diskutiert werden (vgl. EYKHOFF
1974; TOLKE & VON EYE 1984c).

ProzeBmodell und MeBmodell nehmen in diesem Spezialfall

die folgende Gestalt an:

]

x(k+1) = x(k) + v(k) (I1.8.1a)

vy (k) x(k) + w(k) (I1.8.1Db)
(Anmerkung: Die ProzeBmatrix A entartet hier zu einem
einfachen Faktor 1. In zeitkontinuierlicher Form lautet
das ProzeBmodell: x(t) = 0. In diesem Fall entspricht

die ProzeBmatrix A dem Faktor 0!)

Fiir die stochastischen Beitrage werden die folgenden

Voraussetzungen getroffen:

E(v(k)) = 0; E(v(k)v(1l)) = Q 811 (I1.8.22a)
E(w(k)) = 0; E(w(k)w(l)) = R le (II.8.2b)
E(v(k)w(1)) =0 (I1.8.2¢c)

Da im vorliegenden Beispiel lediglich skalare GrdBen
auftreten, nehmen die vier Rekursionsschritte aus Ab~
schnitt (II.5) eine sehr einfache Gestalt an:
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1. x®¥(k+1) = R(k) (I1.8.3a)

P¥(k+1) = P(k) + Q (I1.8.3Db)
2. K(k+1) = P®(x+1)/(P®(x+1) + R) (I1.8.3c)
3. 2(k+1) = 2(k) + K(k+1) (y(k+1) - #(x)) (II1.8.34)
Lo B(k+1) = (1 - K(x+1)) P*(k+1) (II1.8.37)

Durch die Vorgabe eines Startwertes x(0) mit Varianz
P(0) = g(O) sind die Varianzen P(k) und P¥(k) sowie

die Korrekturmatrix K(k) fiir jeden Zeitpunkt k voll-
stdndig festgelegt. Der zeitliche Verlauf dieser Groflen
wird durch die a priori Kenntnis iiber x(0) beeinfluBt.

Folgende beide Falle sollen hier unterschieden werden:

(a) Es liegt keine a priori Kenntnis iiber den Anfangs-

schitzwert Q(O) vor.

(b) Der Anfangswert x(0) ist exakt bekannt.

Wahlt man konkret als Beispiel fiir den "wahren" Wert

x = 0 und fiir die Fehlervarianzen die Bedingung Q = R,
so erhdlt man fiir die zeitliche Entwicklung der GroBen
5, P* und K, die die Qualitat der Schatzung bestimmen,
folgende Werte:

Fall a: k| FT(K) (k) | P(x)
S - i -
1 o 1.000 W
2 | 2.000 w | 0.667 | 0.667 w
3| 1.667 w | 0.625 | 0.625 w
L] 1.625 w | 0.619 | 0.619 w
5| 1.619 w | 0.618 | 0.618 w




Fall b: k | P%(k) K(x) | P(x)
0 - - 0
1 [1.000 w | 0.500 | 0.500 w
2 |1.500 w | 0.600 | 0.600 w
3 1.600 w 0.615 0.615 w
L 1 1.615 w | 0.618 | 0.618 w
5 [1.618 w | 0.618 | 0.618 w

Der Korrekturfaktor K(k) ist bereits nach wenigen Itera-
tionen konstant, so daB der Schidtzalgorithmus zeitinvari-
ant wird. Den Verlauf der Varianz des Schidtzfehlers zeigt
Abbildung 2.5. Diese Varianz ist ein MaB fiir die "Sicher-
heit" der Schatzung und stabilisiert sich von den Anfangs-
varianzen ® bzw. O rasch bei einem asymptotischen Wert.
Dieser asymptotische Wert 1dBt sich aus der Stationaritats-
bedingung fiir P(k) ableiten:

o~

P(x) = P(x-1) = P (I1.8.4)

oo

Mit Hilfe der Beziehungen (II.8.3a-f) findet man:

1 1 1 1

1 1. 1
Fo "® "ROPE-D QR (11.8.5)
(P, + QR =F_R + P _(F_+0q) (11.8.6)
B2+ QF_-qRr=o, (11.8.7)

~
woraus P°° berechnet werden kann.

Es wird nun als Beispiel die Schatzung des "wahren"
Wertes x = 0O aus einer Folge von Beobachtungen diskutiert,

die mit "weiBem" Rauschen iiberlagert sind. Von besonderem
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Abbildung 2.5: Verlauf der Schdtzfehlervarianz
ohne Vorwissen iUber den Anfangsschidtzwert (Fall a)

und bei exakter Kenntnis des Anfangswertes (Fall b).
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Interesse ist hier der EinflufBl der unterschiedlichen
Annahmen iiber das a priori Wissen iiber die SchidtzgrdBe X.
Zundchst wird %(0) = 10 gewdhlt, das heiBt es liegt eine
grobe Fehlschidtzung des Anfangswertes vor. Dies wird durch
eine groBe Schatzfehlervariang (§(O) = 1000) beriicksich-
tigt, das heiBt es besteht sehr groBe Unsicherheit iiber
den geschiatzten Anfangswert.

In Abbildung 2.6a sind acht mdgliche Realisierungen von
Schatzwertverlgufen angegeben, die auf unterschiedlichen
Datenverlaufen mit den oben angegebenen Anfangsbedingungen
beruhen. Die Abbildung vermittelt einen Eindruck, in wel-
chem Rahmen die Schiatzwerte schwanken konnen, was auch in
Abbildung 2.6b durch den Verlauf der zugehdrigen Standard-

abweichungen fiir den Schitzalgorithmus wiedergegeben wird.

Geht man wieder von der gleichen fehlerhaften Anfangsschiat-
zung fir 4(0) wie oben aus, setzt aber nun eine kleine
Schatzfehlervarianz (5(0) = 3) fiir den Anfangswert voraus,
so ergeben sich die in Abbildung 2.7 dargestellten Ver-
hédltnisse. Hier sind wieder im Teil (a)acht mogliche Reali-
sierungen von Schitzverliufen angegeben, wihrend Teil (b)
den Verlauf des Erwartungswertes mit den zugehdrigen, durch
die Standardabweichungen gegebenen Vertrauensgrenzen angibt.
Durch die unguldssig geringe Fehlervarianz des Anfangswer-
tes liegt der "wahre" Wert iliber weite Strecken des betrach-
teten Intervalls nicht innerhalb der Vertrauensgrenzen und
der Schédtzverlauf nzhert sich dem "yahren" Wert nur sehr

langsam.

Die beste Anpassung des Schatzwertverlaufes an den "wahren"
Wert erhdlt man natiirlich, wenn man eine korrekte Anfangs-

schdatzung Q(O) = 0 vornimmt und eine kleine Fehlervarianz

(P(0) = 3) zuldBt, wie Abbildung 2.8a,b zeigt.
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(a)

Abhildung 2.6: Schdtzung bei falschem Startwert
und groBer Anfangsfehlervarianz.

(a) verschiedene Realisationen
(b) Verlauf des Erwartungswertes mit zugehdrigem
Standardabweichungsintervall.
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(®) ) | ex) ¢ fF

Abbildung 2.7: Schédtzung bei falschem Startwert
und kleiner Anfangsfehlervarianz.
(a) verschiedene Realisationen

(b) Verlauf des Erwartungswertes mit zugehtrigem
Standardabweichungsintervall,
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(2)

(b)

E(x) + VP

Abbildung 2.8: Schdtzung mit richtigem Startwert
und kleiner Anfangsfehlervarianz.
(a) verschiedene Realisationen

(b) Verlauf des Erwartungswertes mit zugehGrigem
Standardabweichungsintervall.
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Bei praktischen Anwendungen ist daher eine mdglichst gute
Anfangsschatzung vorteilhaft, wenn eine gute Qualitdt der
Schitzung schon nach wenigen Beobachtungen erwilinscht ist;
falls eine gute Anfangsschiatzung nicht erreicht werden kann,
sollte bei Anwendung des rekursiven Schéatzverfahrens eine

moglichst groBe Anfangsfehlervarianz gewdahlt werden.
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I1I.9 Bemerkungen zum Abstand der MefBzeitpunkte

In bezug auf die verwendete Art des Modellansatzes (zeit-
kontinuierlich beziehungsweise diskret) lassen sich fol-
gende, flir den EinfluB des Abstandes der MeBzeitpunkte

relevanten F&dlle unterscheiden:

(a) Das Zustandsraummodell wird zeitdiskret mit zeitvaria-
blen Parametermatrizen angesetzt.
In diesem Fall muB ein Schdtzverfahren vorliegen, das
es erlaubt, die Parametermatrizén flir jeden Beobach-
tungszeitpunkt zu bestimmen. Hierzu k&dme zum Beispiel
eine dynamisierte LISREL-Version in Frage.
Der Abstand der Beobachtungszeitpunkte hat keinen
EinfluB auf die Schitzung des Zustandsvektors, da

die Parametermatrizen stets neu bestimmt werden.

(b) Das Zustandsraummodell wird zeitdiskret mit konstanten
Parametern angesetzt. Hier ist es, um eine zuverlds-
sige Schédtzung filir den Zustandsvektor zu erzielen, tat-
sdchlich notwendig, &dquidistante Beobachtungszeitpunkte

zu wdhlen.

(c) Es wird ein zeitkontinuierliches Beschreibungsmodell
zugrundegelegt, das aber nur zu diskreten Zietpunkten
beobachtet wird.

Allgemeine Aussagen iliber den EinfluB des Abstandes

der Beobachtungszeitpunkte auf die zeitdiskreten Be-
obachtungen sind hier nur mdglich, wenn die Parameter-
matrizen des zeitkontinuierlichen Modells als zeit-

unabhdngig angenommen werden.

Da viele Prozesse tatsdchlich zeitkontinuierlich ablaufen
und nur zeitdiskret beobachtet werden, soll hier der Fall

c) ndher untersucht werden.
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Die zeitkontinuierlichen Zustandsgleichungen lauten:

%E x(t) = Bcont x(t) + Bcont ue) + vit)
(II.9.1a)
y(t) = Coont ¥(t) + w(t) (IT.9.1Db)

Hier wird durch den Index "cont" angedeutet, daB es sich
um die Parametermatrizen des zeitkontinuierlichen Modells

handelt.

Die diskretisierten Parametermatrizen erhdlt man dann mit

Hilfe der Transitionsmatrix o:

écont ' (tk+1_tk)

® ( = e (IT.9.2)

SR

Wie bereits in Abschnitt (II.2) beschrieben, erhidlt man
die diskretisierten Parametermatrizen édis’ Edis’ gdis
durch folgende Rechnung:

Acont * (Exa17y)

Agig (k) == 2ty 4ty ) =€
(II.9.3a)
Tt
.= v '
Byyo (k) i ¢ (t,,,,t") B, . dt (II.9.3b)
k
Caig(K) 1= C o (IT.9.3c)

Selbst wenn also flir das kontinuierliche Modell konstante
Parametermatrizen A ont’ Beont’ Scont
kénnen die diskretisierten Parametermatrizen dennoch zeit-
abhdngig sein, wenn nicht-dquidistante Beobachtungszeit-

punkte (t tk+1) zugrundegelegt werden.

angenommen werden,

k+1"tk # tyy2”
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Diese diskretisierten Parametermatrizen k6nnen aber immer
leicht berechnet werden, wenn die Parametermatrizen fiir
das kontinuierliche Modell bekannt sind.

Die Berechnung der diskreten Parametermatrizen bei vor-
gegebenem zeitkontinuierlichen Modell soll nun an einem
Beispiel demonstriert werden. Hierzu wird ein einfaches
Zustandsraummodell mit zwei Zustandsgr®Ben, einem skalaren
externen EinfluB8 und einer skalaren Beobachtungsgr&fe an-

genommen.

Die Modellgleichungen lauten:

00 Ex1(t) 1
= + u(t) + vi(t)
10 xz(t) 0
. — LI
[x, (t)]
y(t) = (0 1) + w(t)
(t)
%277

Das Zustandsraummodell ist anwendbar zur kontinuierlichen
Trendanalyse, wobei X, den Trend, X, die aktuellen Beob-
achtungen und u externe Trendeinfliisse bezeichnen.

Der Ubergang zum diskretisierten Modell sieht folgender-
mafen aus:

A « (t -t,)
_ _ _—cont k+1 "k’ _
Bais k) = & (f,q08) = e =
= I+ B one (trag7t) * 2oone * Boont
2
(tp g Yy) + _
2 e o o -
10 OO0 1 0
= + o (ty,.-t)
k+1 "k
01 10 tk+1—tk 1
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Fiir tk+1—tk
nicht bei nicht-&dgquidistanten Beobachtungszeitpunkten!

=const. ist auch édis zeitunabhdngig; jedoch

Fir §dis(k) ergibt sich in diesem Beispiel nach (II.9.3b):

o+

k+1 1 ol |1
| S
Zais (k) i t, .-t" 1| |o a’t =
k k+1
et
J 1 4t
t
1 | k
=f dt': =
]
ty Ceeq”t tk+1
S (t,,-t") at’
ty
- N
tr+17
=1 tk+1 T4 =
v 1 S
i t, ., dt i £' dt
k k
417
= 1 2 2]
trar (Brp~t) — 7 (Bpqgmty)
T+
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Fir dquidistante Beobachtungszeitpunkte mit zum Beispiel

- . _ 1 . o
tk+1 tk = 1 wird gdis(k) = (0.5), also auch zeitunabhédngig.
Flir nicht-&quidistante Testzeitpunkte bleibt B,._  jedoch

zeitabhdngig. Cd ist klar nach (II.9.3c).

is
Ebenso wichtig wie die Bestimmung der diskretisierten
Parametermatrizen aus den Parametern fiir das kontinuier-
liche Modell ist die Berechnung der Kovarianzmatrix gdis(k)
der ProzeBfehler v, da diese Kovarianzmatrix wesentlich

in den Schéatzalgorithmus eingeht.

Die diskretisierten ProzeBfehler erhdlt man natiirlich

wieder mit Hilfe der Transitionsmatrix @:

k+1

p— ] t
Vais k) = $ (Fpiqrt") Yoone At

e ot

k

wobei fiir den kontinuierlichen Prozeffehler die Kovarianz-

matrix gegeben ist durch:

. T 1] = . - )
E-Veoont(tr¥oone (£1)) Qcont § (t-t)
Qcont sei zeitunabhédngig, das heiBt es liege stets gleiche

Varianz und Korrelation der Meffehler vor.

Fliir die diskretisierte Kovarianzmatrix erhdlt man:

= T _
Q4is(X) = B (¥gq3(K) Ygy(k') =
Ck+1 Eera
- , '
B i & (t q,t?) i E (Voont (")
X K
T ny T , . _
Veont (t") &7 (tp . 4,t") 4at" dt =



k+1 7

]
& (Fp4908") Qoone & (Byyqrt’) de!

n
o ot

Fliir das spezielle Beispiel soll fiir den ProzeBSfehler

v an en werden:
Veont genomm

1
= e f

v
—cont 0

wobei f eine skalare Zufallsvariable mit vorgegebener

. 2 .
Varianz ¢ sei.

Dann berechnet sich Q Zu:
=cont
1 2 f
Qcont = S~ . (‘] O) = E( . (f O)) =
0 0
E (£2) E(O)| = |6% ©
E(O) E(O)] = |0 O

Damit ergibt sich fiir die diskretisierte Kovarianzmatrix

des ProzeBfehlers Qdis im vorliegenden Beispiel:

4 | o

= ' ' ' _
Qais(K) = i 2 (fpyqr') Qoone & (Byyqrt?) dt
k

a1 |1 ol 2 ofl1 ¢, .. .-t

- k+1 at' =
!
£y tpq-t 1] 1o ollo 1
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— -
Ext1 2 2 tx41
' ¥
{: c? at - 1{ (t,,,-t') dt
k k
5 Lo 5 ty41 5
et ' et '
c 1f: (t,q-t') dt' & i (ty -t % at
X k ]
B 2
2 ¢ 2
6" (typ,q7t) 7 (Bt
= 2
2 G 3
¢ , 2 2 (¢, .-t,)
) (tk+1'tk) 3 k+1 "k .

Damit gilt auch fiir die Kovarianzmatrix Q des ProzeBfeh-

lers, was schon fiir die Parametermatrizen A und B galt:

Spezifiziert man das mathematische Modell kontinuierlich
mit konstanten Parametern und konstanter kontinuierlicher
Kovarianzmatrix des Prozeffehlers, so sind die entsprechen-
den Matrizen bei diskretisierten Beobachtungen und nicht-

dquidistanten Beobachtungszeitpunkten zeitabhdngig.

Flir die Kovarianzmatrix R des MeBfehlers gilt das gleiche
wie filir die Parametermatrix C: die Ubertragung auf den

diskretisierten Fall ist unkritisch.

Will man ein mathematisches Modell fiir nicht-dquidistante
Beobachtungszeitpunkte entwerfen, so bietet sich damit

folgende Vorgehensweise an:
(a) Formuliere das Modell zeitkontinuierlich mit konstanten

Matrizen A, B, C, Q und R;

(b) schétze die Parametermatrizen A, B, C fiir den kontinu-
ierlichen Fall (Q und R werden als Schdtzfehler durch

andere Betrachtungen spezifiziert):;
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(c) berechne die diskretisierten Parametermatrizen édis(k)'
gdis(k), Qdis(k) fiir den jeweils betrachteten Beobach-
tungszeitpunkt k (natlirlich bei Kenntnis des Abstandes

der Beobachtungszeitpunkte!l);

(d) schdtze den Zustandsvektor RX(k) mit dem diskretisier-

ten rekursiven Algorithmus.
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ITII. Modellidentifikation

Bei der mathematischen Modellbildung in der Psychologie
ist in den meisten F&dllen mit einer doppelten Fragestel-
lung zu rechnen. Es muB einerseits die Form des fir die
untersuchte Fragestellung zu spezifizierenden Simulations-
modells festgelegt und ein Weg zur Berechnung der Simula-
tionsldsung erarbeitet werden, andererseits ist aber ein
mathematisches Modell nur sinnvoll einsetzbar, wenn even-
tuelle offene Parameter des Modells durch Datenerhebungen

oder psychologische Hypothesen identifiziert werden ko&nnen.

Flir die in dieser Arbeit interessierende Fragestellung

der dynamischen Beschreibung von Entwicklungsprozessen
unter expliziter Berilicksichtigung von Umwelt- und St&r-
einflissen wurde die erste Aufgabe der Spezifikation der
Modellgleichungen und optimalen Schdtzung flir den Zustands-

vektor im vorangehenden Kapitel gelost.

In diesem Kapitel soll auf das "inverse Problem" eingegan-

gen werden:

Ausgehend von der Gliltigkeit der Modellgleichungen
(II.6.1a, b) und multivariaten Beobachtungen y und u sind

die Elemente der Parametermatrizen A, B und C zu schdtzen,

Erst nach diesem Identifikationsschritt sind Schétzung
und Prognose mit Hilfe der Gleichungen (II.6,70) und
(II.6.5) fiir die Entwicklung des Zustandsvektors x mdglich.

Folgende Klassen von Parametern k&nnen unterschieden
werden (JORESKOG & SURBOM 1977):
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(a) Feste Parameter, das heiBt Parameter, die auf einen

bestimmten, numerischen Wert festgelegt sind;

(b) Parameter mit Nebenbedingungen, das heiBt Parameter,
die in festem formalen Zusammenhang mit anderen, freien

Parametern stehen;

(c) freie Parameter, die mit Hilfe der Messungen geschdtzt

werden miissen.

In vielen pyschologischen Anwendungsfdllen besteht durch
zusdtzliche Untersuchungen die M&glichkeit, 2zumindest
einen Teil der Parametermatrizen zu identifizieren. Dies
gilt insbesondere fiir die Regressionsmatrizen B und C in
(IT.6.7a, b), die den Zusammenhang der meBbaren GrdBRen
u und y mit den unbekannten, latenten Variablen herstel-

len.

Die Bestimmung der Matrixelemente dieser Regressionsmatri-
zen kdnnte zum Beispiel durch eine vorgeschaltete Faktoren-
analyse geschehen, was natiirlich sowohl methodisch als
auch experimentell einen erheblichen Mehraufwand bedeutet,
Geht mah von einem stationdren Model aus (das heift die
Parametermatrizen sind nicht explizit zeitabhdngig), so
widre diese Analyse einmalig durchzufiihren und der Aufwand

gegebenenfalls noch zu rechtfertigen.

Dient das Simulationsmodell nicht einer explorativen, son-
dern einer konfirmativen Untersuchung, so bestehen schon
aufgrund psychologischer Voriiberlegungen Annahmen iiber An-
zahl und Art der zu schdtzenden latenten Variablen, In die~
sem Fall kommen auch leichter handhabbare Methoden zur
Identifikation der Regressionsmatrizen B und C in Betracht.

Denkbar ist hier die Interpretation der Komponenten dieser
Parametermatrizen als ein MaB fiir Ndhe der inhaltlichen
Belegung der latenten Variablen zu den ausgewdhlten Indi-

katoren.
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Flir die dynamische Matrix A kommt eine direkte Identifika-
tion durch Zusatzexperimente praktisch nicht in Frage, da
durch diese Matrix der strukturelle Teil des Simulations-
modells festgelegt wird, der sich der direkten Beobachtung
entzieht.

Hier ist eine Einschré&nkung der Anzahl der insgesamt n2
Strukturparameter bei n latenten Variablen denkbar durch
Einfiihrung von Nebenbedingungen und eventuell durch nume-
rische Fixierung einiger Parameter durch psychologische
Hypothesenbildung, die jedoch stark am untersuchten Ein-

zelfall orientiert sein muB.

Beispiele fiir eine solche Vorgehensweise geben SINGER &
SPILERMAN (1976) und PHILLIPS (1972) flir bestimmte Spezial-
fdlle des Modells (1II.6.1) beziehungsweise fiir den konti-

nuierlichen Fall.

Selbst wenn es aber gelingt, die Anzahl der zu identifi-~
zierenden Systemparameter durch Nebenbedingungen und zu-
sdtzliche Messungen zu reduzieren, verbleibt doch noch ein

Satz offener Parameter, der aus den Messungen zu schédtzen

ist.

Es sollen im Weiteren zwei Methoden etwas ndher erldutert
werden, die zur Identifikation der Systemparameter in
Frage kommen: Das LISREL-Verfahren und der Koeffizienten-

vergleich mit den Komponenten der Transfermatrix.

Die erste dieser beiden Methoden ist ausfiihrlich bei
JORESKOG & SORBOM (1977) dargestellt, widhrend auf die
zweite bei BELLMAN & ASTROM (1970) und bei HART & MULHOL-
LAND (1979) eingegangen wird.

Beide Identifikationsmethoden werden im Zusammenhang mit
dem bereits zitierten Beispiel wvon PHILLIPS (1972) in
einer Arbeit von MOBUS & NAGIL (1983) diskutiert.
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III.1 Parameteridentifikation mit LISREL

In Verallgemeinerung von einfachen Simplex-Modellen, wie
sie von GUTTMAN (1954) fiir die Entwicklung eindimensiona-
ler Daten beschrieben wurde, wird von JORESKOG & SUORBOM
(1977) ein Ansatz zur Langsschnittanalyse multivariater
Daten untersucht. Sie verwenden das folgende mathematische
Modell fiir zeitdiskrete Beobachtungen:

y(k) = C(k) x(k) + w(k) (ITTI.1.1)

x(k) = A(k) x(k-1) + B(k) s + v(k) (ITI.1.2)
mit k = ko1, ko+2, ...

u =Ms+d (ITT.1.3)

und der Anfangsbedingung:

x(ky) =

sl

(k) s + v(kg) (ITI.1.4)

Hierbei bezeichnet y (k) die multivariate Folge der MeBwerte,
die durch die gemeinsamen Faktoren x(k) und die St&rein-

flisse w(k) generiert wird.

Die Dynamik der MeBwertfolge wird bestimmt durch die Ent-
wicklungsgleichung (III.1.2) fiur den Zustandsvektor x, die
wiederum durch den ProzeBfehler v(k) gestbrt ist und den
EinfluB8 von Umweltfaktoren s enthdlt,

Diese Umweltfaktoren charakterisieren bei JORESKOG &
SORBOM (1977) eine Menge von beobachtbaren, mit MeBRfehlern
d behafteten "Hintergrundvariablen™ u, definiert in Glei-
chung (III.1.3), die allerdings nicht zeitabhdngig sind.
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Die Hintergrundvariablen sollen in diesem Modell konstante,
charakteristische Bedingungen beschreiben, unter denen die
Variablen y(k) gemessen werden. Sie kdnnen zum Beispiel

verschiedene Versuchspersonen oder Versuchsbedingungen un-

terscheiden.

Zur Schidtzung der Parametermatrizen A, B und C werden die
LISREL-Gleichungen aus einer endlichen Zahl von Daten-

sdtzen aufgebaut.

Die Gleichungen des Mefmodells lauten fiir das Beispiel

mit vier betrachteten Zeitpunkten:

y(kg) Cky) x(kg)
o]
¥ (kyt1) Clkyt1) X (kgyt1)
= +
¥ (ky+2) g(ko+2) x(kyt2)
o
_¥(k0+3)ﬁ | 9(k0+3lj 5(k0+%ﬁ
Wik |
w(kyt1)
+
y(ko+2)
w(ky+3)
(ITTI.7.5a)
u=Ms +d (III.1.5b)
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und die Strukturgleichung ist gegeben durch:

I ° ) o |xky)
“A(kyt1) I [¢] [¢] X (kyt1)
o -A (kyt2) I [o] x(kyt+2)
o o -A(ky+3) I X (ky+3)
= J L .
B(ky) viky)
B(ky*1) vikyt1)
=1_ st |_
B(kyt2) v(kyt2)
_?(ko+3) v (kyt3)
(III.1.6)

Die Parameteridentifikation geschieht dann durch Vergleich
der Momentenmatrix der MeBSgr&B8en, die zum Vektor

T T T T _T,T
(Y (kg) "y ¥ kgt ™, y(kgt2)7, y(kg+3)", u’)

zusammengefaBt werden mit der theoretischen Struktur der
Momentenmatrix, die sich aus (III.1.5) und (III.1.6) er-
gibt.

Der soeben beschriebene Ansatz von JORESKOG & SUORBOM hat
gro8e formale Ahnlichkeit mit den in Kapitel II beschrie-
benen Systemgleichungen. Fi{ihrt man nd@mlich zeitabhdngige
Hintergrundvariablen u(k) ein (diese werden im letzten
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Kapitel externe Einfliisse genannt), betrachtet Gleichung
(ITI1I.1.2) jeweils um einen Beobachtungszeitpunkt verscho-
ben und fiihrt zugleich die folgenden Identifikationen

durch:
d 2= 0
M =1
A(k) := A(k+1)
B(k) := B(k+1)

vi(k) := v(k+1),
so ergeben sich die alten Systemgleichungen (II.6.1a, b):

x(k+1) = A(k) x(k) + B(k) u(k) + v(k) (IT.6.1a)

yk) = C(X) x(k) + w(k) (II.6.1h)

Nach dieser Uminterpretation lassen sich nun mit Hilfe der
Beziehungen (III.1.5) und (IIX.1.6) nach Abwarten einer
geeigneten Anzahl von Messungen die Parameter des Modells
durch Anwendung eines LISREL-Programms bestimmen (JORESKOG
& SORBOM 1978 und 1981).
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IIT.2 Parameteridentifikation mit Hilfe der

Transferfunktion

Die Transferfunktion zwischen zwei beobachteten Zeitreihen
13dBt sich ebenfalls zur Identifikation der Parametermatri-
zen des mathematischen Modells (II.3.%1a, b) heranziehen,
jedoch nur unter gewissen Einschré@nkungen und nur, wenn

externe Einfllisse vorliegen.

Um das Prinzip zu erkldren, seien zundchst univariate Um-
welteinfliisse u und Mefiwerte y vorausgesetzt, wdhrend die
Zustandsgréfen x mehrdimensional sein konnen. 2Zusdtzlich
sei das mathematische Modell zeitinvariant und determini-
stisch, das heipt die Parametermatrizen sollen nicht ex-
plizit von der Zeit abhdngen und es sollen keine StdrgréBSen

beriicksichtigt werden.

Es sind also die folgenden Modellgleichungen zu unter-

suchen:
x(k+1) = A x(k) + b u(k) (I11.2.1a)
y(k) =c’ x(k) (IIT.2.1Db)

Die Zeitreihen u(k) und y(k) lassen sich als Input und
Output eines linearen, zeitinvarianten Ubertragungssy-
stems interpretieren, wobei das tUbertragungssystem durch
die Transferfunktion charakterisiert werden kann.

Der Input-Output-Zusammenhang ist gegeben durch die

Gleichung:

k

y(k) = & g(k-i) u(i) (I1T.2,2)

i=k
(0]

wobei g(k) die Ubertragungsfunktion bezeichnet (vgl. BOX

& JENKINS 1976).
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Eine elegante Methode zur Berechnung der Ubertragungsfunk-
tion ergibt sich durch Laplace~Transformation der Glei-
chung (III.2.2).

Beim Vorliegen diskreter Beobachtungen mit festem Beobach-
tungsintervall geniligt auch die z-Transformation, die einen

Spezialfall der Laplace-Transformation darstellt.

Bezeichnet man die transformierten Gr&ég8en fiir y, u und g
mit Y(s), U(s) und G(s), wobeli s eine komplexe Variable
darstellt, so geht Gleichung (III.2.2) nach entsprechender

Transformation liber in:
Y(s) = G(s)+U(s) (I11.2.3)

Da zundchst nur univariate Zeitreihen betrachtet werden
sollen, 148t sich G(s) durch einfache Quotientenbildung
berechnen und nimmt dadurch die Form einer gebrochen-

rationalen Funktion in s an:

G(s) = ggi; =
n-1 n
_ bO + b1s + ...+ bn_1s + bns
B n-1 n
a4 + a;s + ...+ a, .18 + a_s

(IT1.2.4)

(Der Koeffizient ay kann durch Erweiterung der gebrochen-

rationalen Funktion stets auf den Wert 1 gebracht werden.)

In den Simulationsgleichungen (III.2.7%a) und (III.2.1b)
wird flir den Zusammenhang der beiden betrachteten Zeit-
reihen eine Struktur angenommen, die weder in ihrer Porm

noch in ihren Parametern eindeutig definiert ist,
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Die Form der Gleichungen resultiert aus anwendungsorien-
tierten Uberlegungen, in denen ein nicht direkt beobacht-
barer Zustandsvektor und seine zeitliche Entwicklung be-

ricksichtigt wird.

Diese Form ist zwar keineswegs eindeutig bestimmt, reflek-
tiert aber bestimmte psychologische Grundannahmen und ist

daher fest gewd&hlt.

Die Werte der Elemente der Parametermatrix A und die Para-
metervektoren b und ¢ sind dagegen prinzipiell uneindeu-
tig. Dies erkennt man durch Multiplikation der Gleichung

(ITI.2.%a) mit einer quadratischen, invertierbaren Matrix M:

1

Mox(k+1) = MAM

I=
X

(k) + M b u(k)

-1

y (k) c (k)

12

M

%

Die Parametermatrix M A §-1, die Parametervektoren M b,

c M_1 und der Zustandsvektor M x(k) beschreiben nun die
gleichen Zeitreihen y(k) und u(k), k6nnen aber gegeniiber

dem System (III.2.1b) v6llig andere Werte annehmen.

Aufgrund dieser Uneindeutigkeit ist es daher sinnvoll,
sich auf bestimmte Normalformen fiir die Parametermatrizen
zu einigen. Im Einzelfall kann dann jewéils eine Trans-
formationsmatrix M gesucht werden, die die Besonderheiten
des betrachteten Spezialfalls beriicksichtigt.

In der Systemtheorie unterscheidet man im Wesentlichen drei
Normalformen:

1. Die Steuerungsnormalform:

In diesem Fall haben die Parametermatrizen folgende
Gestalt:



0 1 0 0
0 0 1 0
és': .
) 0 ) 1
-a -a -a PR -a
| (0] 1 2 n 1J
b = o,o,...,o,_1-_|T
cT = [(b.-b_a.) (b .~b_a_ )
= O "n"0’"* """ *n-1 "n"n-1

Durch die spezielle Gestalt des Vektors b gehen die

Werte u(k) direkt in den Zustandsvektor ein.

Da in der Systemtheorie der Zeitreihe u(k) eine gewisse
"Steuerungsfunktion" auf die beobachtete Zeitreihe y (k)
zugeschrieben wird, wird diese Normalform Steuerungs-

normalform genannt.

Die Beobachtungsnormalform

Die Parameter sind in der folgenden Form gegeben:

0] 0] . e 0 -aO
1 0 .o 0] —a,J
0 1 ces 0] -a,
L? 0 cee 1 -anq
- v o - T
et = o,o,...o,ﬂ
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Da hier eine Zustandsvektorkomponente direkt beobach-
tet werden kann, heift diese Normalform Beobachtungs-

normalform.
Zwischen den Koeffizienten-"Matrizen" der Regelungs-
normalform und denen der Bobachtungsnormalform besteht

ein sehr enger Zusammenhang.

Es gilt:

_ T
_ T,T
..]?B - (Es )
T _ T
Sg = bg

Dieser Zusammenhang darf aber nicht dariiber hinwegtdu-
schen, daB die Zustandsvariablen in beiden Fillen eine
vdllig voneinander verschiedene psychologische Bedeu-

tung haben.

Jordansche Normalform

Diese Normalform geht von einer anderen Darstellung
der Ubertragungsfunktion G(s) aus:

n
G(s) =r, + L
(ITT.2.5)

Die Darstellung (III.2.5) ist mathematisch v&6llig

dquivalent zu (III.2.4) und kann stets aus dieser
Darstellung berechnet werden.
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Mit den so eingefiihrten Residuen r, und Polen s,, er-

hdlt diese Normalform die folgende Gestalt:

s1 0 . e 0]

0] S, .s 0
éJ = - L]

O O .. sn

cT ={r., r T
=N 1rfgrec-rty

Der konstante Anteil o in der Ubertragungsfunktion
bewirkt, daf eine direkte Einwirkung von u(k) auf y(k)

mdglich ist unter Umgehung des Zustandsvektors x(k).

Entscheidet man sich flir eine dieser Normalformen, so ist
die vollstdndige Identifikation des univariaten Modells

(ITI.2.1) gegeben.

Bei einer explorativen Untersuchung ist die Anzahl der
Zustandsvariablen gi(k) nicht vorher festgelegt. Sie er-
gibt sich dann aus der Ordnung des Zdhler- und Nenner-

polynoms von G(s).

Die Ordnung dieser komplexen Polynome ist -~ bei Anwendung
der z-Transformation - h&chstens gleich der Anzahl der

verarbeiteten Beobachtungen.

Man kann bei explorativen Untersuchungen die Dimension des
Zustandsvektors daher nur sukzessive festlegen: Ein zeit-
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invariantes System vorausgesetzt, ist diese Dimension
gleich dem Grad der Polynome in G(s), bei dem sich die

Uibertragungsfunktion stabilisiert.

Da nach dieser Methode die Identifikation der Systempara-
meter sehr schnell durchfiihrbar ist, kOnnen auch zeit-
variable Systeme behandelt werden, indem man eine "glei-
tende" Berechnung der Ubertraguhgsfunktion zum Beispiel
nach folgendem Schema durchfilihrt: ’

Die Ubertragungsfunktion filir die ersten 1 Beobachtungen
wird berechnet aﬁs den Beobachtungswerten y(ko), ooy
y(ko+n) und u(ko), .o u(ko+n). Nach 1 Beobachtungsinter-
vallen wird die tUbertragungsfunktion erneut berechnet aus
den Daten y(ko+l), covs y(kg+l4n) und u(k+1), ...,
u(ko+l+n). Im Extremfall kann 1 = 1 gewdhlt werden.

Bei multivariaten Zeitreihen y(k) und u(k) ist die Vor-

gehensweise erheblich schwieriger.
Hier wird die Transferfunktion zur Transfermatrix und

kann nicht mehr durch einfache Quotientenbildung bestimmt
werden. Zudem sind die Elemente der Transfermatrix nicht

eindeutig bestimmt.
Die der Beziehung (III.2.3) entsprechende Gleichung ist
_Y_(S) = g(S) H(S)r

wobei Y (s) und U(s) ein p- beziehungsweise g-dimensionaler
Vektor ist und G(s) eine (p X g)-dimensionale Matrix ist,

Eine mdgliche Form fiir die Matrix G(s) ist:



y1(s) y1(s)T
u1(s) uq(s)
=1
G(s) = g . .
yp(s) N yp(s)
u1(s) u (s)
M o

(I11.2.6)

Da im multivariaten Fall Normalformen, wie sie filir den
univariaten Fall oben angegeben wurden, nicht ohne weite-
res eingefiihrt werden kénnen, erfolgt die Identifikation

hier auf anderem Wege.

Flir das mathematische Modell (II.1.2) war im Abschnitt II
bereits die formale Gestalt der Ubertragungsmatrix abge-

leitet worden.

Vernachldssigt man die direkten Einfliisse der Zeitreihe u(k)
auf die Zeitreihe y(k), so hat die Transfermatrix die fol-
gende Struktur:

G(s) =C (sI-a" '8 (ITI1.2.7)

Die praktische Berechnung der einzelnen Matrixelemente in
diesem Ausdruck fir G(s) 1ldB8t sich relativ leicht durch-
fiilhren mit Hilfe des LEVERIER-Algorithmus (GANTMACHER
1958).
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Die Parameteridentifikation kann nun durch Koeffizienten-
vergleich der Z&hler- und Nennerpolynome der einzelnen
Matrixelemente von (III.2.6) und (III.2.7) erfolgen.

MOBUS & NAGL (1983) haben diese Methode auf ein Beispiel
angewandt, bei dem u(k) univariat und y(k) zweidimensional
war. Es ist zu beachten, daB in diesem Fall die Elemente
‘der Transfermatrix im Prinzip eindeutig aus den Daten ge-
wonnen werden kénnen. MOBUS & NAGL (1983) nutzen den
Koeffizientenvergleich von (III.2.6) und (III.2.7) jedoch
nicht zur direkten Bestimmung der Systemparameter, son-
dern nur zur Bestimmung ihres Identifikationsstatus, das
heiBt sie weisen in ihrem Beispiél lediglich nach, daB
alle Systemparameter im Prinzip durch einen solchen

Koeffizientenvergleich eindeutig bestimmbar sind.

Die eigentliche Identifikation fithren sie durch eine An-
passung der Modellrechnungen an die gemessenen Daten nach
der Methode der kleinsten Quadrate durch.

Die Problematik dieser Identifikationsmethode bleibt bei
MOBUS & NAGL (1983) unerwidhnt, soll hier aber kurz er-

ldutert werden:

Die Dimension des Zustandsvektors x legt in Gleichung
(ITT1.2.6) die Grade der Zdhler- und Nennerpolynome der
Elemente von G(s) fest. Diese miissen mit den "experimen-
tell" bestimmten Polynomgraden in Gleichung (III.2.7)
nicht immer {ibereinstimmen.

Dieses Problem kann auf drei verschiedene Weisen angegan-

gen werden:

1. Man paBt die "experimentell” bestimmten Matrixelemente
den "theoretisch" bestimmten Matrixelementen an, indem
man bestimmte Polynomkoeffizienten Null setzt und da-
durch zusitzliche Bedingungen filir die Systemparameter
erhilt, die allerdings widerspriichlich sein k&nnen.
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2. Man betrachtet eine solche Anzahl von Zustandsvariab-
len §i(k), daB eine Ubereinstimmung der Polynomgrade
in jedem Fall gewdhrleistet ist. Dies kann jedoch -
insbesondere bei konfirmativen Untersuchungen - zu

psychologisch-inhaltlichen Schwierigkeiten fihren.

3. Man betrachtet eine solche Anzahl von Messungen, daB
die durch z-Transformation gewonnenen {ibertragungs-
funktionen mit den Matrixelementen in Gleichung
(I1I.2.6) kommensurabel sind. Hierbei mlissen jedoch
zeitvariable Parametermatrizen ausgelassen werden, die
iber die oben beschriebene "gleitende" Berechnung be-

stimmt werden.

Die Parameteridentifikation mit Hilfe von Ubertragungs-

funktionen ist damit nur unter Vorbehalten anwendbar.
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IV. Die Analyse der Dynamik einer dyadischen Interaktion

mit Hilfe rekursiver Parameterschdtzung

Der Datensatz, an dem der rekursive Schatzalgorithmus
demonstriert werden soll, wurde einer Arbeit wvon GOTTMAN
(1979b) entnommen, die sich wiederum auf eine Untersuchung
von GOTTMAN, MARKMAN & NOTARIUS (1977) bezieht.

Der Datensatz basiert auf kodierten Videoaufnahmen des
Gesprichs eines Ehepaares (klinisches Paar Nr. 27 in
GOTTMAN (1979b)) iiber ein Geldproblem.

Bei der Kodierung der Videoaufnahmen wurden der verbale
Inhalt der jeweiligen KuBerungen eines Partners, die non-
verbale Mitteilung wdhrend dieser AuBerungen und das non-

verbale Verhalten des jewelligen ZuhOrers beurteilt.

Flir jede dieser drei Komponenten der Interaktion wurden
acht Kodierungen des Couples Interaction Scoring Systems
(CISS) eingesetzt, wobei die Interraterreliabilitdten fiir
die inhaltlichen sowie affektiven Kodierungen stets iber

80 Prozent lagen.

Aus den fiir jeden Partner multivariat erhobenen Daten
wurde fiir jeden Partner fiir jede Beobachtungseinheit ein
univariater, kumulativer Interaktionsindex extrahiert,
der ein GesamtmaB filir die Positivitat beziehungsweise
Negativitdt des jeweiligen Interaktionsbeitrages in dem

betreffenden Beobachtungsintervall abgibt.

Die kumulativen Interaktionsindizes wurden nach einem
Punktesystem aus den Kodierungen fiir jeden Partner gewon-
nen, wobei die univariaten Skalen so konstruiert wurden,
daB sie das "qualitativ wahrnehmbare Interaktionsverhal-
ten" in den Videoaufnahmen widerspiegeln. GOTTMAN, MARKMAN
& NOTARIUS (1977, S. 467) beschreiben dies folgendermaBen:
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"It is our experience that the graphs go along with our
clinical reactions to the videotapes. For example, in
watching the tape of one couple, we sensed a distinct

shift in the interaction at roughly the same point at

which the cumulative point graph changed slope. Although
this is not surprising, since we constructed the point
system to fit our intuitions about communication in couples.

It does represent a face valid, albeit anecdotal, check."

Als Beobachtungseinheit wurden in Anlehnung an die Defini-
tion von WEISS, HOPS & PATTERSON (1973) "floor switches"
gewdhlt, das heifBt die abgeschlossene Mitteilung einer
Kommunikationseinheit unter Berilicksichtigung des nonver-

balen Verhaltens des jeweiligen Interaktionspartners.

Die auf die oben angegebene Weise ermittelten univariaten
Datenverlaufe sind in Abbildung 4.1 dargestellt. Hier
sind die Interaktionsindizes der Ehepartner iiber 141 "floor

switches" aufgetragen (vgl. auch Anhang 1).

Der Interaktionsindex ist fiir beide Partner fast iiberall
negativ, und tatsédchlich bezeichnete das Paar die eigene
Ehe nicht nur als unbefriedigend, sondern lieferte bei
Anwendung des Locke-Wallace Marital Relationship Inventory
(MRI) auch niedrige Testwerte. '

Wahrend bei GOTTMAN (1979b) die kumulativen Interaktions-
indizes lediglich zu einem "topographischen" Uberblick
herangezogen werden, soll hier mit Hilfe eines einfachen
Modellansatzes der Versuch unternommen werden, anhand
dieser Indizes die Dynamik des zugrundeliegenden Inter-

aktionsgeschehens zu erfassen.

Um zu einer mathematischen Modellbildung fiir diesen In-
teraktionsprozeB zu gelangen, werden die beiden Inter-
aktionsindizes des Ehepaares fiir jeden "floor switch" als
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Achsenabschnitte in einem zweidimensionalen Zustands-
raum aufgefaBt (Abbildung 4.2).

In dieser sogenannten Zustandsebene wird der Gesprédchs-
verlauf als Trajektorie beschrieben, wobei die Nummer

des "floor switches" entlang dieser Trajektorie gemessen
wird; die Durchlaufrichtung der Trajektorie ist durch
Pfeile gekennzeichnet. Da einige Paare von Interaktions-
werten wahrend des Gesprachsverlaufs mehrfach angenommen
werden, wird die Trajektorie streckenweise auch mehrfach
durchlaufen. Die eindeutige Zuordnung eines bestimmten
Punktes der Trajektorie zu einem bestimmten "floor switch"
ist daher nicht immer moglich. Der Vorteil dieser Darstel-
lungsweise liegt jedoch darin, daB der Gesamtverlauf der
Trajektorie auf einen mathematischen Beschreibungsansatz

fir den InteraktionsprozeB schlieBen l&a8t.

Die Form der vorliegenden Trajektorie legt einen system-
theoretischen Ansatz zur mathematischen Beschreibung der
zugrundeliegenden Datenverldufe nahe, da sie leicht in
eine der charakteristischen Klassen von ProzeBablaufen

einzuordnen ist.

Je nach Verlauf ihrer Trajektorie im Zustandsraum (Abbil-
dung 4.3) lassen sich lineare Systeme in die folgenden
drei Klassen untertsilen (vgl. zum Beispiel EYKHOFF 1974):

1. Asymptotisch statile Systeme, das sind solche Systeme,
deren Zustand sich mit fortschreitender Zeit immer
weniger verandert, bis schlieBlich ein konstanter

Zustand erreicht wird;

2. stabile Systeme, das sind Systeme, deren Zustandsbahnen
geschlossen sind, das heiBt alle auftretenden Zustande
werden periodisch durchlaufen,

und schlieBlich
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Abbildung 4.2: Darstellung der Interaktionsdaten
in der Zustandsebene
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3. instabile Systeme, bei denen die Komponenten des Zu-
standsvektors mit fortschreitender Zeit immer groBere

Werte annehmen.

Die Interaktionsindizes der Ehepartner beschreiben somit
in der Zustandsebene (Abbildung 4.3) ein asymptotisch
stabiles System beziehungsweise Interaktionsverhalten.

Flir diskrete Beobachtungszeitpunkte 1aB8t sich die vorlie-
gende Trajektorie durch ein Differenzengleichungssystem
beschreiben, das formal die Gestalt eines 2-Wellen-2-
Variablen-Modells fiir Panel-Daten hat:

y1(k+1) = 544 y1(k) t 84, yz(k) + w1(k) +d,
(IV.1a)
Volk+t1) = Soq vq(k) + 855 yo(k) + wy(k) + dy
(IV.1Db)
bzw. in vektorieller Formulierung:
[y, (x)
y (et i8qq Sqp| yq G g G
(IV.2)

oder in abgekiirzter Schreibweise:

y(k+1) S y(kx) + w(k) +

{oF

(IV.3)
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Abbildung 4:3: Typische Trajektorien linearer Systeme
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Sij; i,j = 1,2; sind zeitunabhidngige Modellparameter.
Durch die zeitabhéingien Residuen W und Vs werden sowohl
Fehler bei der Kodierung als auch zufallige Einfliisse auf
das Interaktionsverhalten berilicksichtigt. Durch die konstan-
ten Parameter d1 und d2 wird berilicksichtigt, daB die Mittel-

werte der Interaktionsindizes nicht verschwinden.

Im vorliegenden Beispiel wurden die sechs Parameter Syss
i,j = 1,25 und d1, d2 aus den Daten nach der Methode der
minimalen Varianz geschatzt und zur Aufstellung eines

stationdren Simulationsmodells herangezogen.

Die Schdtzgleichungen fiir die zeitunabhangigen Parameter
lauten:

yq (1) y1(0)  y,(0) 0 0 1 0] [84¢]
y,(1) 0 0 y1(0)  yy(0) 0 1 s,
. ] 521
: i : : S22

d

y41(140) y4(139) y,(139) 0O 0 T 0l
140 0 0 1 1 0 1 2
ZZ( 4_) B y1(139) y,(139) 1]
(IV.4)

oder abgekiirzt:

Y = M X (IV.5)

Der Vektor £ der geschdtzten Parameter ist gegeben durch:

2

Tt Ty (IV.6)
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Gleichung (IV.6) liefert die folgenden Schidtzwerte:

S11 0.9668
A
8,5 0.0199
A
S - 0.0463
% = G (IV.7)
822 0.9937
A
d, - 0.0926
A
G - 0.9818
2 5 4

Eine Modellsimulation fiir die beiden Folgen der Inter-
aktionsindizes erhdlt man durch fortgesetztes Anwenden
der Parametermatrix S auf den Anfangszustand der Inter-
aktion bei gleichzeitiger Berilicksichtigung der konstanten
Beitridge (Abbildung 4.4):

1

$x) = 8% y(o) + (1V.8)

N~
>

(=N
oDy

i=0

wobel die simulierten Daten mit Q begzeichnet werden.

Die Daten werden in ihrem Trend durch die stationidre
Simulation qualitativ recht gut wiedergegeben, jedoch
treten insbesondere am Ende des Beobachtungsintervalls
hohe Abweichungen auf. In Abbildung 4.5 sind die Ver-
ldaufe der Abweichungen der simulierten Daten von den
beobachteten Werten aufgetragen.

Die Gesamtivarianz der Abweichungen der Daten von der
stationdren Simulation betrigt ozes(y1) = 11,33 fiir den
Verlauf des Interaktionsindexes y, der Fhefrau, wéhrend

sich fiir den Verlauf des Interaktionsindexes ) des Ehe-
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Abbildung 4.4: Stationdre Simulation der Verlaufe

der Intersktionsindizes im Vergleich mit
den Originaldaten A
(a) stationdre Simulation Y4

im Vergleich mit Y,

- A
{b) stationare Simulation Yo
im Vergleich mit y2

(a)

(b)
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Abbildung 4.5: Abweichungsverl&dufe und ihre Hiufigkeits-
verteilungen (a) der stationdren Simulation 91 von den

Originaldaten Yy (b) der stationdren Simulation ?2 von
den Originaldaten Yoo
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mannes eine Gesamtvarianz der Abweichungen von
oges(yz) = 12.54 ergibt.

In der Abbildung 4.5 ist jeweils im rechten Teil der
Verlauf der Differenzen iliber alle "floor switches" auf-
getragen, wahrend im linken Teil iiber der Abszisse die
Haufigkeiten der Differenzen aufgezeichnet sind. Zur Orien-
tierung wurde eine Normalverteilungskurve mit zugehoriger
Varianz und entsprechendem Mittelwert in jede Haufigkeits-
verteilung eingetragen. Die maximalen Abweichungen betragen
- 6.4 Skalenteile in Y1 bzw. - 10.2 Skalenteile in Yo» wWas
mit 52% bzw. 72% des an der jeweiligen Stelle vorliegenden
Interaktionswertes sehr grofl ist.

Fiir eine grobe Simulation ist dieses einfache Modell jedoch
durchaus akzeptabel, da das asymptotisch stabile Verhalten

des Systems qualitativ wiedergegeben wird.

In Abbildung 4.6 sind die Extrapolationen bis zu 300 "floor
switches" angegeben. Sie entsprechen dem aperiodischen
Grengfall eines asymptotisch stabilen Systems. Die Inter-
aktionsindizes stabilisieren sich auf der Basis dieser Ex-

trapolation bei Werten von - 17.8 fiir yq bzw. - 25.2 fir
Yo

Betrachtet man die beiden simulierten Datenverldufe als
Trajektorie in der Zustandsebene (Abbildung 4.7), so
stellen sich fiir eine Analyse der Interaktionsdynamik fol-

gende beiden Fragen:

Ist die asymptotische Stabilitdt der Interaktion

in dem mit ¥ markierten Bereich gefdahrdet?
und
Welche Anderungen in der Wechselwirkung verur-

sachen die Abweichungen von der stationdren Tra-
jektorie?
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Abbildung 4.6: Extrapolation des stationiren Modells

auf 300 "floor switches" (a) fir die Efefrau, (b) fir
den Ehemann.
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Abbildung 4.7: Trajektorie der stationdren Simulation
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Diese Fragen lassen sich im Rahmen eines Modells mit

konstanten, zeitunabhidngigen Parametern nicht beantworten.

In der cross-lagged-correlation-Analyse werden die Parameter
von 2-Wellen-2-Variablen-Modellen zur Untersuchung der wech-
selseitigen Beeinflussung zweler Interaktionspartner anhand |
von Panel-Daten herangezogen. Die beiden wesentlichen Kri-
tikpunkte (vgl. zum Beispiel ROGOSA 1980), die dieses Ver-
fahrén methodisch und psychologisch étark angreifbar machen,
sind die Annahme der Stationaritat, das heiBt Zeitunabhin-
gigkeit der Parameter, und die Anwendung auf Stichproben/
Populationen von Interaktionspartnern mit jeweils unter-
schiedlichen Varianzen in den BeobachtungsgroBen.

Bei der Analyse der vorliegenden dyadischen Interaktion
sollen beide Kritikpunkte vermieden werden, indem eine Ein-
zelfallanalyse durchgefilhrt wird und im Modellansatz zeit-
abhdngige Parameter zugelassen werden (vgl. auch TUOLKE 1985a)

Durch Einfiihrung zeitabhingiger Parameter wird bei gleicher
einfacher Struktur des mathematischen Modells wie in
(IV.1a,b) eine bessere Anpassung der Simulation an die
Daten und zusdtzlich eine iber das Beobachtungsintervall
differenziertere Aussage iliber den Ablauf der Wechselwir-

kung erwartet.

Die urspriingliche Form des Modellansatzes (IV.la,b) soll

somit erhalten bleiben, nur werden nun die Parameter Sij

zeitabhdngig angesetzit:

(IV.9a)
yo(k+1) = 821(k) yq(k) + 322(1‘) yo(k) + wyl(k) + dg

(IV.9Db)
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bzw. in vektorieller Formulierung:

yq (k+1) S.4(k) S,,(k)| |y (k) wy (k) d,
= + +
yo(k+1) S,1(k) S,5(X) |y, (k) W, (k) d
(IvV.10)

Diese Beziehungen sind in Abbildung 4.8 diagrammatisch
dargestellt.

Eine Moglichkeit zur Bestimmung der zeitabhidngigen Para-
meter wiare, die Modellparameter filir jewelils zwei aufein-
anderfolgende Datenpaare unabhangig zu schitzen. Bei

dieser Vorgehensweise ist der EinfluB kurzfristiger Varia-
tionen in den Daten jedoch so stark, daB sich durch Fehler-
fortpflanzung eine vollig unzureichende Datensimulation
ergibt. Sinnvoller ist es, eine dynamische Schiadtzung der
Modellparameter vorzunehmen (vgl. auch TOLKE 1985b).

Mit dynamischer Schatzung ist hier ein Parameterschidtz-
verfahren gemeint, das die Schdtzfehler aus dem jeweils
vorangegangenen Schritt zur Verbesserung der Qualitidt der
Schatzung im aktuellen Schritt heranzieht, so daB in die
aktuelle Schdtzung das gesamte Vorwissen iiber den Verlauf

der Wechselwirkung miteingeht.

Der prinzipielle Ablauf des dynamischen Schitzverfahrens
ist in Abbildung 4.9 skizziert.
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Abbildung 4.8: Diagrammatische Modellbe-
schreibung.
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Abbildung 4.9: Schematisch vereinfacht dargestellter

Ablauf des dynamischen Schdtzverfahrens.
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Ausgehend von einer Anfangsschédtzung Si.(1) der Parameter
aus den Datenpaaren (y1(0),y2(0)) und (y1(1),y2(1)) wird
eine erste Extrapolation zum nachsten "floor switch" vor-

genommen.

Die fiir diesen ndchsten "floor switch" erhobenen Daten
(y1(2),y2(2)), die Abweichung der Extrapolation von
diesen Beobachtungen und das letzte Beobachtungspaar
werden filir die nachste Schiatzung der Parameter Sij(2)

herangezogen.

Mit diesen Parametern wird wieder zum ndchsten "floor
switch" extrapoliert und es werden wieder die entspre-
chenden Schritte zur Bestimmung des nidchsten Parameter-

satzes durchgefiihrt.

Methodisch wird eine solche Vorgehensweise durch den Ein-
satz der im Kapitel II beschriebenen rekursiven Filter-

algorithmen ermoglicht.

Es sollen im folgenden entsprechend Abschnitt (II.5) die
wichtigsten Schritte filir den hier betrachteten Anwen-

dungsfall angegeben werden.

Zundchst miissen die Modellgleichungen (IV.9a,b) in die

Form eines linearen Strukturmodells gebracht werden.

Hierzu werden die Parameter Sij(k)’ dy, d, zu einem Zustands-
vektor x(k) der Interaktion zusammengefaBt, die Glei-
chungen (IV.9a,b) umgeordnet und im MeBmodell (IV.11)

angeschrieben:
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MeBmodell:
y1(k+1)
Yo (kt1)
[—" ——
= +
Syq (k)
Spp (k)
d
dy
- (IV.11)
oder in abgeklirzter Schreibweise:
y(k+1) = Q(k) g(k) + Ejk) (IVv.12)

In einer zusatzlichen Gleichung wird im ProzefBSmodell
(IV.13) festgeschrieben, daB der Parametervektor x bis

auf stochastische Beitrdge v unverdndert bleiben soll.
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ProzeBmodell:

— - — - -~ -
84 (k1) 8,4 (k) v, (k)
8,5 (k+1) 8,5 (k) v, (k)
S (e S (k) S
S5 (kt1) S, (k) v, (k)
d1 d1 0
d 0
L d2 - - 2 - L —
oder abgekirzt:
x(k+1) = x(k) + v (k) (IV.14)

Die Gleichungen (IV.11) und (IV.13) nehmen damit die

Form des MeBmodells beziehungsweise ProzeBmodells eines
linearen Strukturmodells an, wobei allerdings zu beachten
ist, daB im vorliegenden Fall die Koeffizientenmatrix C

des MeBmodells zeitabhdngig angesetzt ist.

Beginnt man bei der rekursiven Schiatzung des Parameter-
vektors x zum Beispiel mit den Parametern des stationdren
Modells (IV.la,b) als Anfangswerte, so miissen fiir jeden
"floor switch" die folgenden Rekursionsschritte durchge-

fihrt werden:
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Rekursive Schiatzung des Zustandsvektors x der Interaktion

in vier Schritten

1. Extrapolation vom vorliegenden Beobachtungsintervall

zum ndchsten Beobachtungsintervall

x*¥(x+1) = 2(k) (IV.15)

und Berechnung der Kovarianzmatrix des Extrapolations-

fehlers

P¥(k+1) = B {(x™(x+1) - x(k+1)) (x(k+1) - x(k+1)) 7T}

B(x) + qx)

(IV.16)

Q@ = Kovarianzmatirix des ProzeBfehlers

2. Berechnung einer Korrekturmatrix zur Verbesserung der
Extrapolation unter Ausnutzung des Extrapolationsfeh-
lers

E(k+1) = P*(x+1) CT(k+1) [C(k+1) P¥(x+1) cT(k+1) +

+ B_(kﬂ)] -1

(Iv.17)

R = Kovarianzmatrix der MeBfehler

3. Berechnung des korrigierten Schatzwertes fiir den

Parametervektor
(k1) = x®(+1) + K(kt1) [ y(k41) - c(k#1) x*(k+1)]

(Iv.18)
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L. Berechnung der Kovarianzmatrix des neuen Schétzfehlers
als Voraussetzung fiir den nachsten Rekursionsschritt

P(k+1) = P¥(k+1) - K(k+1) C(k+1) P¥(k+1)

(IV.19)

Eine Datensimulation erhdlt man nun ghnlich wie im sta-
tiondren Fall durch wiederholte Anwendung der geschitzten
Parametermatrix § auf den Startvektor der Daten fiir das
erste Beobachtungsintervall, nur nehmen nun die Elemente
des Parametervektors fiir jeden "floor switch" unterschied-

liche Werte an.

Die Gleichung filir die simulierten Datenverliufe ﬁ(k) =
(21(k),§2(k)) bei zeitabhiangigen Modellparametern Sij

lautet somit:

A
+ d

12:>

A k ~ J ~
B = 108G y(0) + F B S(k-1)
j= =

(Iv.20)

Sowohl MeB- als auch ProzeBfehler werden im Rekursions-
ablauf durch ihre Kovarianzmatrizen spezifiziert.

Die Glite der Anpassung (gemessen zum Beispiel durch die
Gesamtvarianz aller Abweichungen) der simulierten Daten
an die MeBwerte 148t sich durch die konkrete Belegung

der beiden Fehlerkovarianzmatrizen R und Q beeinflussen.

Da bei GOTTMAN, MARKMAN & NOTARIUS (1977) keine MeB-
fehler angegeben werden und auch die Wahl der ProzeB-
fehler keiner konkreten Vorschrift unterliegt, konnen
die Fehlerkovarianzmatrizen im vorliegenden Beispiel

frei gewdhlt werden.
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Zungchst sollen lediglich MefSfehler, jedoch keine Pro-
zeBfehler zugelassen werden. Die Fehlerkovarianzmatrix
Q der ProzeBfehler wird daher identisch 0 gesetzt.
Aufgrund einer Abschdtzung der GroBe der Spikes in den
Datenverlaufen wird die Standardabweichung der MeB-
fehler auf eine Skaleneinheit geschatzt; zusatzlich
wird angenommen, die MeBfehler fiir beide Interaktions-
verldufe seien unkorreliert, so daB fiir die Kovarianz-
matrix R der MeBfehler die Einheitsmatrix angesetzt

werden kann:

R(k) = fiir ¥ = 0,...,1403 o(k) =0

(Iv.21)

Mit diesem Ansatz filir die Fehlerkovarianzmatrizen lie-
fern der rekursive Algorithmus (IV.15) - (IV.19) und
die Anwendung der Gleichung (IV.20) die in Abbildung 4.10

dargestellten Simulationsverlaufe fiir Y1 und Yo

Man erkennt, daB die Struktur der Datenverliufe besser
wiedergegeben wird als durch das stationare Modell

(vgl. Abbildung 4.4), was besonders im durch ¥ gekenn-
zeichneten Bereich der den rekursiv geschiatzten Simula-
tionsverlédufen zugehdrigen Trajektorie (Abbildung 4.11)
deutlich wird. Betrachtet man jedoch die Verldufe der
Abweichungen der Simulationskurven von den Daten (Abbil-
dung 4.12), so erkennt man, daB sich keine wesentliche
Verbesserung der rekursiven Simulation gegeniiber der

stationdren Simulation ergeben hat.
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-30
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Abbildung 4.10: Simulierte Datenverldufe fiir Ehefrau (a)

und Ehemann (b) bei zeitabhdngigen Modellparametern -
unter Beriicksichtigung von MeBfehlern, jedoch ohne Be-
riicksichtigung von ProzeBfehlern.
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Abbildung 4.11: Trajektorie der rekursiven

Simulation mit reinen MeRfehlern, d.h. ohne
ProzeRfehler.
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Abbildung 4.12: Abweichungsverldufe der unter Beriick-

sichtiqung reiner MeBfehler rekursiv simulierten Daten
von den Originaldaten und ihre Hdfigkeitsverteilungen
(a) fiir die Ehefrau, (b) fiir den Ehemann,
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Als Abweichungsmittelwerte Mab fiir die rekursiven

Simulationsverlsdufe findet man Mab(y1) = - .45 und

My p(yo) = - 3.74. Die Gesamtvarianzen der Abweichungen
X 2 _ 2 -

sind Oges(y1) = 12.65 und oges(yz) = 11.14.

Diese relativ schlechte quantitative Anpassung ist ver-
stdndlich, wenn man beachtet, daB die rekursiv geschiatzen
Parameterverlaufe §i.; i,j = 1,2; kaum von ihren Anfangs-
werten abweichen (Abbildung Le13); die Variationen in den
Interaktionsparametern sind durchweg kleiner als 0.05.

Es ist dennoch bemerkenswert; daB derart kleine Variationen
in den Parameterverlaufen schon zu Abweichungen von

10 Skaleneinheiten in den Simulationsverlaufen gegeniiber
dem stationaren Modell fiihren kdnnen.

Die Extrapolation der Interaktionsindizes auf der Basis
der zuletzt geschatzten Parameterwerte zu 300 "floor
switches" (Abbildung 4.14) liefert die asymptotisch sta-
bilen Interaktionswerte von - 16.35 fiir yq und - 24.87
fir Yo die wiederum nicht wesentlich von denen der
stationgdren Simulation abweichen.

Die Diagonalelemente der Kovarianzmatrix i der
Schatzfehler bilden ein MaB dafir, inwieweit die ge-
schdtzten Parameterverlaufe mit dem Modellansatz ver-
~einbar sind. Da 2*(0) ebenfalls als Djagonalmatrix ange-
setzt wurde, 1liBt sich leicht zeigen (vgl. Anhang 3),

daB P (k) fiir das hier betrachtete Beispiel die folgende
Struktur hat:

k=o,...,140
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Abbildung 4.13: Rekursiv geschitzte Parameterverliaufe

des Modells mit reinen MeRfehlern.
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Abbildung 4.14:

des Modells mit

Extrapolation der rekursiven Simulation
reinen MeRfehlern auf 300 "floor switches"

(a) fir die Ehefrau, (b) fiir den Ehemann.
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Es geniigt daher, in Abbildung 4.15 die Verlaufe von |
E (1,1) und E (4,4) anzugeben. Die Matrixelemente fallen
vom Startwert 0.001 mit wachsendem k monoton ab, d.h. die
geschitzten Parameterverlaufe sind mit dem Modellansatz -

sehr gut vertrdglich.

Eine Verbesserung der quantitativen Anpassung der Simu-
lation an die Daten ist durch eine andere Wahl der Kova-
rianzmatrix der MeBfehler nicht moglich. Dies ist durch
die Vorgaben des ProzeBmodells bedingt, in welchem fest-
gelegt wird, daBl filir jeden neuen Beobachtungszeitpunkt -
exakt die gleichen Parameter wie flir den vorangegangenen
Zeitpunkt zur Extrapolation herangezogen werden.
Diesquinschrénkung in der Variabilitadt der Modellpara-
meter kann durch nicht verschwindende ProzefBfehler weit-
gehend aufgehoben werden. Es soll im folgenden angenommen
werden, die ProzefBfehler seien unkorreliert; d.h. die
Fehlerkovarianzmatrix Q wird als Diagonalmatrix angesetzt.
Die konstanten Beitridge d1 und d2 sollen keinen stochasti-
schen Einfliissen unterliegen. Die folgende Wahl fiir die

Matrix Q hat sich als glinstig herausgestellt:

Q(x) = 0.001 - : k = 0,...,140

(Iv.23)

Die mit dieser ProzeBfehlerkovarianzmatrix und der Ein-
heitsmatrix als MeBfehlerkovarianzmatrix rekursiv berech-
neten Simulationskurven (Abbildung 4.16) beschreiben die
Datenverldufe gquantitativ sehr gut.
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Abbildung 4.15: Schatzfehlervarianzen der rekursiven

Simulation mit reinen MeBfehlern.
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Abbildung 4.16:Simulation der Verlaufe der

Interaktionsindizes mit rekursiv
geschatzten Interaktionsparametern
(8) fur die Ehefrau

(b) fuUr den Ehemann



Aus den Verlaufen der Simulationsabweichungen in
Abbildung 4.17 erkennt man, daB ein leichter systemati-
scher Fehler noch im ersten Drittel der Simulation fiir
Yo vorliegt, der vermutlich auf einen Schitzfehler im
Startwert fir 822 zuriickzufilhren ist. Bei Abweichungs-
mittelwerten von Mab(y1) = - .3 bzw. Mab(y2) = - 1.09
betragen die Gesamtvarianzen fiir die Abweichungen

G2
ges

(y1) = 0.350 und oées(yz) = 1.496, was gegeniiber
der Schdtzung ohne ProzeBfehler eine Verbesserung um
eine GroBenordnung bedeutet.

Insbesondere wird der starke Anstieg der Interaktions-
indizes gegen Ende des Beobachtungsintervalls sehr gut
wiedergegeben, was sich auch auf den asyuptotischen
Wert bei Extrapolation iiber den Beobachtungzeitraum
hinaus auswirkt. Die Extrapolation bis zu 300 "floor
switches" zeigt Abbildung 4.18; hier werden asympto-
tische Werte von - 7.734 fiir ¥4 bzw. - 10.035 fir Yo

erreicht,

A,
Die geschédtzten Parameterverlaufe Sij sind in Abbil-
N
dung 4.19 aufgetragen. Die konstanten Beitrédge d1 und

) . . . .
d2 wurden hier nicht zusédtzlich eingetragen; sie wur-

den der stationdren Schéadtzung entnommen:

fl

2>

- 0.0926
(IV.24)

Q>
t

= - 0'9818

Das negative Vorzeichen bedeutet, daB fiir beide Part-
ner eine negative Grundtendenz miteinander zu inter-
agieren vorliegt, die beim Ehemann wesentlich stirker

ausgepragt 1st als bei der Ehefrau.
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Abbildung4.17:Abweichungsverlaufe der rekursiven Modell-
simulation von den Originaldaten und ihre
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(b) fur den Ehemann
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Abbildung 4.18: Extrapolation der vollen stochastischen

Modellsimulation auf 300 "floor switches"

(a) fir die Ehefrau,

(b) fir den Ehemann.
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Abbildung 4.19:vVerlaufe der rekursiv geschatzten
Intersktionspearameter



- 148 -

Die Parameter 811 und 322 in Abbildung 4.19 beschreiben
das Gewicht, mit dem das eigene Vorverhalten auf das ak-
tuell gezeigte Interaktionsverhalten eingeht; sie sind
daher als autoregressive Parameter zu verstehen. Die
eigentlichen Wechselwirkungsterme werden dagegen durch

812 beziehungsweise 821 angegeben.

Die Dynamik der Interaktion, das heiBt die zeitlich wech-
selnde Gewichtung, mit der das eigene Verhalten oder das
Partnerverhalten die neuen Interaktionswerte beeinflussen,
kann nun am Verlauf der Parameterkurven abgelesen werden.
Im folgenden sollen daher die priagnantesten Merkmale in
der Zeitabhiangigkeit der Modellparameter hervorgehoben

werden.

Da die autoregressiven Parameter 811 und 822 wesentlich
groBer als die Wechselwirkungsterme sind, liegt der
SchluB nahe, daBl beide Interaktionsverldufe hauptsich-
lich autoregressiv bestimmt sind.

Vernachlassigt man jedoch die Wechselwirkungsterme in

der Simulation, d.h. setzt man

. k| k-1 ] : A A

v (k) = 1 S (j) y (0) + I oI s,,(k-1i) d, + 4

1 . 11 1 AP 11 1 1
j=0 j=0 i=0

. k . k-1 . A A

yz(k) Q 822(3) y2(O) + ):* .1} 822(1{—1) d, + d,
j=0 j=0 1i=0

(IV.25)

so zeigt Abbildung 4.20, daB dieser SchluB bestenfalls
fiir das Interaktionsverhalten des Ehemannes zuldssig
ist. Der groBte Teil der Variation im Interaktionsver-
halten der Ehefrau wird in diesem Modell durch die Wech-
selwirkung mit dem Partner erklirt.
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Der autoregressive Interaktionsparameter §11 der Ehe-

frau (Abbildung 4.19a) f&llt liber das gesamte Beobach-
tungsintervall leicht ab. Fiir den Interaktionsindex Y1
der Ehefrau bedeutet dies, daB das eigene negative In-
teraktionsverhalten mit geringer werdendem Gewicht be-
riicksichtigt wird, das heifit von Seiten der Frau liegt

eine Tendenz zu positiverem Interaktionsverhalten vor.

55 des Ehemannes (Abbil-

dung 4.19d) fdllt dagegen iiber das Beobachtungsinterval

Der autoregressive Parameter §

nicht ab, sondern zeichnet sich in der ersten Hdalfte

des Intervalls durch mehr oder weniger ausgepragte,
lokale Maxima aus (Abbildung 4.19d,2). Diese Maxima tre-
ten immer dort auf, wo der InteraktionsindexAy2 des Ehe-
mannes stark negativ abfallt. Insgesamt ist 822 fast
iiberall kleiner als 1, so daB sich langfristig auch hier
eine Tendenz zu positiverem Interaktionsverhalten ab-
zeichnet. Insbesondere ist der starke Anstieg beider
Interaktionsindizes am Ende des Beobachtungszeitraumes
auf das autoregressive Verhalten des Mannes zurlickzu-
filhren (Abbildung 4.20).

Der EinflulBl des Interaktionsverhaltens des Ehemannes auf
das der Ehefrau nimmt bis zum "floor switch" 87 langsam

zu (Abbildung 4.79b,3) und steigt anschlieBend sprunghaft
an. Dies bewirkt einen starken Abfall im Interaktionsver-
lauf von y4q bei "floor switch" 87. Gleichzeitig verliert
das Interaktionsverhalten der Ehefrau seinen EinfluB auf
das des Ehemannes (Abbildung 4.19c,4). Der negative Ein-
bruch im Interaktionsindex Y1 der Frau bei "floor switch"
87 wird nicht durch den Spike im Verlauf von §11 bei "floor
"floor switch" 87 bewirkt. Denn unterdriickt man diesen
Spike in §11 kiinstlich, so resultiert eine kaum veridnderte
Simulationskurve, wie Abbildung 4.21 zeigt. Am Verlauf
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Abbildung 4.21:
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Unterdriickung des Spikes im Verlauf von §11

Aus dem modifizierten Datenverlauf resultierende
Datensimulation

Abweichungsverlauf der Simulationskurve von den
Originaldaten bei gedndertem Parameterverlauf.
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der zugehorigen Abweichungskurve der Simulation ist zu
erkennen, daB lediglich der Abfall im Interaktionsindex

bei "floor switch" 87 weniger steilil wiedergegeben wird.

Der EinflufB des Interaktionsverhaltens der Ehefrau auf
das des Ehemannes ist im ersten Teil des Beobachtungs-
intervalls streckenweise negativ (Abbildung 4.19c,5),
das heiBt hier wirkt das Verhalten der Ehefrau hemmend
auf den raschen Abfall im Interaktionsindex Yo des Ehe-
mannes. Dies wird besonders deutlich bei "floor switch"
22, wo §21 ein lokales Minimum aufweist und gleichzeitig
der starke Abfall in Yo abgebremst wird (vgl. Abbildung
L.1). Von "floor switch" 43 bis zirka "floor switch" 87
(Abbildung 4.19¢c,6) verstdrkt das Interaktionsverhalten
der Ehefrau das negative Interaktionsverhalten des Ehe-

mannes.

Insgesamt sind die Variationen in den Interaktionspara-
metern zwar relativ klein, jedoch kdnnen sie zu einem
qualitativen Verstandnis der Interaktionsdynamik heran-
gezogen werden, wie die oben gefiihrte Diskussion der

Parameterverlaufe zeigt.

Die Vertraglichkeit der geschatzten Parameterverlaufe
mit der Annahme des Prozefimodells, daB die Interaktions-
beitrage sich von Beobachtungszeitpunkt zu Beobachtungs-
zeitpunkt nur durch stochastische Beitrage mit Varianzen
von 0.007 andern, kann wiederum durch die Elemente der

Ll
Matrix P der Schétzfehler beurteilt werden.

Es gilt wieder (vgl. Anhang 3):
P (1,1) =% (3,3)
B o(4,4),

~ (IV.26)
und P (2,2)

fl

~ L4
daher sind in Abbildung 4.22 nur P (1,1) und P (4,4)
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Abbildung 4.22;: Schatzfehlervarianzen der

rekursiven Modellsimulationen
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aufgetragen. Da diese Matrixelemente bis zu einer GrdBe
von 0.055 ansteigen, ist die Vertraglichkeit der ge-
schatzten Parameterverlidufe mit dem Modellansatz nicht
sehr groB. Da jedoch andererseits die Daten durch die
Parameterverliufe sehr gut simuliert werden, bedeutet
dies, daB der InteraktionsprozeB durch das ProzeBmodell
nur ungeniigend beschrieben wird; die Fehlanpassung des
ProzeBmodells wird durch die ProzeBfehlervarianzen auf-
gefangen. Im nachsten Schritt miite nun eine ProzeB-
matrix geschatzt werden, die vermutlich zeitabhidngig
gewdahlt werden muB, wie der Verlauf von P (1,1) im Be-
reich von "floor switch" 87 zeigt. Flir eine Analyse

der Interaktionsdynamik ist dieser Schritt allerdings
nicht erforderlich; er wird erst dann notwendig, wenn
zuverlassige Extrapolationen iber das Beobachtungsinter-
vall hinaus berechnet werden sollen. Die extrapolierten
Simulationsverlaufe in Abbildung 4.18 sind somit auf-
grund der groflen Extrapolationsfehlervarianzen nur gro-

be Schatzungen.

Aus kritischen Untersuchungen zur cross-lagged-correlation-
Analyse ist bekannt, daB eine Kausalattribuierung fiir
Modellparameter zum Zwecke von Interaktionsanalysen nur
unter groBten Vorbehalten denkbar ist (KENNY 1975;
HUMPHREYS & PARSONS 1979). Diese Untersuchungen beziehen

sich jedoch alle auf stationdare Modellansatze.

Obwohl mit dem hier diskutierten Beispiel nur ein erster
Ansatz zur dyadischen Interaktionsanalyse vorgestellt
wurde, scheint es, dafi durch die dynamische Schiatzung
von Modellparametern ein Schritt in Richtung kausaler

Wechselwirkungsanalyse getan werden kann.

Un hierzu nur ein Beispiel zu erwdhnen, scheint in die-

sem Anwendungsfall speziell das deutliche Absinken des
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Interaktionswertes der Frau im letzten Drittel des
Gesprachsverlaufes durch den EinfluB des Ehemannes
induziert worden zu sein, wie die Parameterverliufe

von 812 und 321 deutlich zeigen. Ein solcher SchluBl

kann durch Interpretation der beobachteten Interaktions-
verlaufe ohne das Hilfsmittel der dynamischen Parameter-

schatzung nicht gezogen werden.

Um von dem hier rein qualitativ durchgefiilhrten: Vergleich
der Verlaufe der Modellparameter zu einer gquantitativen
Interaktionsanalyse zu gelangen, miissen weitere metho-

dische Hilfsmittel herangezogen werden.

Prinzipiell geeignet fiir diesen weiteren methodischen
Schritt sind die Untersuchungen von GOTTMAN & RINGLAND
(1981), WAMPOLD & MARGOLIN (1982) und WAMPOLD (1984)
zur Analyse von Dominanzstrukturen in sequentiellen

Interaktionsdaten.

Jedoch wird in diesen Arbeiten ein globales Dominanz-
kriterium gesucht, das heiBt ein Kriterium, welches die
Dominanz eines Interaktionspartners iiber den anderen

wihrend des gesamten Beobachtungszeitraumes impliziert.

Wie das oben diskutierte Beispiel zeigt, liegt eine
solche globale Dominanz allerdings nicht in allen In-
teraktionsverlaufen vor. Vielmehr scheint es nbtwendig,
lokale Dominanzkriterien abzuleiten, die die augen-
blickliche Struktur der Interaktion und damit auch

deren Dynamik quantitativ beschreiben.
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Zur Beantwortung der anfangs gestellten Frage nach
moglichen kurzfristigen Verletzungen der asymptotischen
Stabilitdt soll schlieBlich noch kurz das Stabilitats-
verhalten des Wechselwirkungsprozesses iiber den gesam-
ten Gesprachsverlauf diskutiert werden. Dieser ProzeS8
konnte bereits anhand des stationdren Modells (IV.1a,b)
als asymptotisch stabil diagnostiziert werden.

Ein rein formales Stabilitatskriterium liefert der Be-
trag der beiden komplex-konjugierten Eigenwerte der

Parametermatrix S. Der InteraktionsprozeB ist asympto-

tisch stabil, solange dieser Betrag kleiner als 1 ist.

Die Bestimmungsgleichung fiir die Eigenwerte A der Para-

metermatrix S lautet:

Sﬂ(k) - A 845 (k)

[k}
o

det
84 (k) S,,(k) - A

(IV.27)

Dieses Kriterium ist streng genommen nur fir den statio-
naren Fall giltig und liefert dann - im zweidimensionalen
Fall - zwei Eigenwerte. Hier dient die jeweils geschdtzte
Parametermatrix § zur Extrapolation zum nachsten Beobach-
tungszeitpunkt; sie wird daher filir jeden Beobachtungszeit-
punkt als 'aktuelle stationire Ldsung"betrachtet. Berechnet
man daher die Eigenwerte in jedem Zeitpunkt neu, so er-
hdlt man zwei Eigenwertverlaufe, die Auskunft iiber das
jeweils aktuelle Stabilitatsverhalten geben. Da die bei-
den Eigenwerte fiir jeden Zeitpunkt komplex~konjugiert sind,
geniigt es, eine Betragskurve zu untersuchen. Der Betrags-
verlauf in Abbildung 4.23 zeigt, daB die Stabilitdt des
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Abbildung 4.23: Verlauf des Betrages der Eigenwerte
der Parametermatrix § iber das Beobachtungsintervall.
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Interaktionssystems im Bereich von "floor switch" 10

bis "floor switch"™ 15 verletzt ist. Dies ist der Bereich,
in dem die Verldufe der Interaktionsindizes steil zu ne-
gativen Werten abfallen. Verletzung der Stabilitat in
diesem Bereich bedeutet, daB eine Extrapolation der In-
teraktionsverliufe auf der Basis der ersten 10 bis 15
Beobachtungen zu keinem asymptotisch konstanten Inter-
aktionsindex fihren wiirde. Im weiteren Verlauf ist der
Betrag der Eigenwerte jedoch stets kleiner als 1 und
fd1llt mit zunehmender Beobachtungsdauer sogar ab. Dieser
Abfall des Eigenwertbetrages bedeutet, daf der asympto-
tische Grenzwert der Interaktionsindizes bei Extrapo-
lation vom jeweiligen Beobachtungzeitpunkt aus immer

schneller erreicht wird.

Zur Orientierung ist die Trajektorie des Eigenwertes

nit positivem Imaginidrteil in Abbildung 4.24 in der kom-
plexen Ebene aufgetragen. Der gesamte ProzeB findet dem-
entsprechend zwar am Rande der Stabilitdatsgrenze statt,
jedoch wird diese nur einmal Uberschritten. Mit zuneh-
mender Beobachtungsdauer wandert der Eigenwert immer wei-
ter in das Stabilitatsgebiet hinein. An der mit # ge-
kennzeichneten Stelle nimmt der Eigenwertbetrag zwar kurz-
fristig zu, jedoch ist die Stabilitat nicht gefdhrdet.
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Abbildung 4.243 Verlsuf der Eigenwerte der Parameter-
matrix S in der komplexen Ebene
(a) Gesamtibersicht
(b) vergrdsserte Teilansicht von (a)
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V. Nichtlineare Systeme: Ein Ausblick

Zur Schidtzung der Zustandsgr&Ben linearer Systeme in Zu-
standsraumdarstellung, insbesondere also auch zur Schdtzung
latenter Variablen in linearen Strukturmodellen bei Lings-
schnittstudien, ist die rekursive Filtermethode optimal

in dem Sinne, daB die Varianz der Schatzfehler minimiert
wird. Die Anwendbarkeit dieser Methode ist nicht auf sta-
tiondre, stochastisch gestbrte Systeme beschridnkt, son-
dern esg 188t sich auch der Verlauf der ZustandsgroBen

von Systemen mit zeitabhdngigen Parametern schitzen, so-
fern diese Zeitabhdngigkeit der Modellparameter vorgegeben

ist.

Mit Hilfe dieser methodischen Mittel kann zwar eine groRe
Vielzahl psychologischer Prozesse modelliert werden, je-
doch haben lineare Modellansdtze immer den Nachteil, daB
sie nur Systeme im Gleichgewicht beschreiben, wie im Rah-
men des modernen Forschungsgebietes der Synergetik nach-
gewiesen wurde (HAKEN 1983a). Gleichgewicht bedeutet hier,
daB ohne Bertlicksichtigung aller externen Einflisse keine
spontanen Anderungen, sogenannte Phasenilibergdnge, und
irreversible Prozesse im betrachteten Entwicklungsablauf

beschrieben werden kdnnen.

Besonders deutlich wird dies am Dualit&tsprinzip, das fiir
alle linearen Systeme - auch bei Beriicksichtigung exter-
ner Einfliisse! - gilt. Dieses Prinzip besagt, daB ein
ProzeBablauf durch Umkehrung des Zeitablaufs auch riick-
wdrts durchlaufen werden kann, wobei speziell in Zustands-
raummodellen noch zusdtzlich die Regressionsmatrizen zur
Kopplung des Zustandsvektors an die externen Einflilisse und
an die MefBwerte vertauscht sowie alle Systemmatrizen

transponiert werden miissen.

Flir physikalische und technische Systeme ist diese Eigen-

schaft in den meisten F&dllen akzeptabel und unter Um-
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stdnden fiir Steuerungsprobleme sogar erwlinscht; in der
Entwicklungspsychologie ist die Annahme der Zeitumkehr-
barkeit jedoch in den meisten F&dllen nicht gerechtfertigt.

Entwicklung vollzieht sich vielfach krisenhaft und in
zeitlich begrenzten Phasen, wie zum Beispiel den Stadien
kognitiver Entwicklung nach PIAGET (1972), die das Ergeb-
nis langfristiger Lernprozesse sind und nicht auf die
plotzliche Anderung externer Einfliisse zurlickgefiihrt wer-
den k&nnen. Phasen solcher beschleunigten Entwicklung
k6nnen nicht auf dem gleichen Wege rilickwdrts durchlaufen

werden, wie sie entstanden sind.

Dennoch ist es wiinschenswert, auch fiir solche Entwicklungs-
verliufe eine methodische Beschreibungsm&glichkeit zu fin-
den, da auf diese Weise eine M&glichkeit geschaffen werden
konnte, systematisch die Bedingungen flir das Auftreten:
struktureller Entwicklungsdnderungen zu untersuchen.

Das Auftreten neuartiger Zust&nde in offenen Systemen,
das heiBft in Systemen, die &duBeren Einflilissen ausgesetzt
sind, durch Selbstorganisation des Systems kann durch
Modellgleichungen beschrieben werden, die nichtlineare

Terme in den zu untersuchenden Variablen enthalten.

In Anlehnung an die Terminologie der Synergetik konnen
somit lineare Modellansétze, die im allgemeinen nur eine
sehr eingeschrénkte Gliltigkeitsdauer haben, als mikrosko-
pische Beschreibungsmodelle aufgefaBt werden, wdhrend
nichtlineare Modelle, die einen gr&feren Entwicklungszeit-
raum beschreiben, als makroskopische Modelle zu bezeichnen
sind. Solche makroskopische Modelle zeichnen sich durch
die Beriicksichtigung von Ordnungsparametern aus, die das
MaB der Selbstorganisation eines Systems und damit die
Struktur der Losung des zugehdrigen Modells festlegen.
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V.1 Nichtlineare Zustandsschidtzung

Da sich der rekursive Algorithmus zur dynamischen Schitzung
der ZustandsgrdBen in linearen Langsschnittmodellen bestens
eignet, andererseits aber strukturelle Anderungen im Zu-
stand eines Systems besser durch nichtlineare Modellglei-
chungen beschrieben werden konnen, ist es erstrebenswert,
auch fiir nichtlineare Systeme einen rekursiven Algorithmus

aufzustellen.

Ahnlich wie bei linearen Modellen geht mén hier wieder

von der Zustandsraumdarstellung des Systems aus. Flir den
Fall der zeitkontinuierlichen Systeme werden die Zustands-
raumgleichungen in folgender Form angegeben (vgl. zum
Beispiel ARNOLD 1973):

& x(8) = £(x,8) + v(x,t) n(t) (V.1.1a)
Soy(t) = hlx,t) + w(t) m(t) (V.1.1b)

Hier bezeichnet x wieder den Zustandsvektor, der der
direkten Beobachtung nicht zugédnglich ist, und y den Vek-
tor der beobachtbaren Indikatoren. Die vektorwertigen
Funktionen £ und h sind nichtlineare Funktionen des Zu-
standsvektors und ilibernehmen hier die Rolle der Prozef-
matrix und der Regressionsmatrix auf die beobachtbaren
Gr&Ben in linearen Systemen; n und m bezeichnen normier-

tes, vektorielles, GaufR'sches weiBes Rauschen.

Die Kovarianzmatrizen der Prozeffehler v und der MeBfehler

w sind gegeben durch:

vix,t) vi(x,t) = Q(x,t) (V.1.2a)

w(t) wo(t) = R(t) (V.1.2b)
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Die L8sung der stochastischen Differentialgleichungen
(V.1.7a) und (V.1.1b) fir die bedingte Wahrscheinlichkeits-
dichte p(%,t | ylo,t]) des geschitzten Zustandsvektors

x(t) bei gegebenen Beobachtungswerten y(t) im Beobachtungs-
intervall [0,t] wurde von KUSHNER (1964) und & STRATONOVITCH
(1963) angegeben. Die Gleichung fiir die L&sung soll hier

nur kurz wiedergegeben werden:

n .
%’t’ P&, t | ylo,t]) = -2 8(§>1{E') N
i=1 i
1 B n 32(Qi.'p)
+ 5 I e S
2 jo1 4= 0X, 3%,
i=1 3—1 i 3
+ p(&,t | ylo,t] « (h(g,t) - A())T R7 V(e
a
{3 x(v) - B(t)}
(V.1.3)

wobei h der bedingte Erwartungswert von h bei gegebenem
ylo,t] ist.

Die beiden ersten Terme in (V.1.3) haben die Form der
Fokker-Planck-Gleichung in allgemeiner Darstellung, die
charakteristisch filir nichtlineare statistische Systeme
mit Selbstorganisation ist (vgl. HAKEN 1983a).

Basierend auf dieser allgemeinen L&sung finden sich in

der Literatur (zum Beispiel BASS u.a. 1966) bereits fiir
zeitkontinuierliche Systeme Filteralgorithmen, die als
Spezialfall die rekursiven Filtergleichungen filir lineare
Systeme enthalten und eine optimale Sch&tzung der Wahr-
scheinlichkeitsdichte filir den Zustandsvektor nichtlinearer

Systeme liefern.
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Es wird eine weitere Aufgabe der Systemforschung im Rahmen
der mathematischen Psychologie sein, solche Schédtzalgo-
rithmen flir zeitdiskrete Beobachtungen psychologischer
Prozesse zu formulieren und ihre Eignung bei der Behand-

lung nichtlinearer ProzeBmodelle zu untersuchen.
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V.2 Beispiel: Verhaltenswahrscheinlichkeiten des

Pflegepersonals in Altenheimen

In einer Reihe von experimentellen Arbeiten untersuchte
M. BALTES (LESTER & BALTES 1978; BALTES u.a. 1980; BALTES
& BALTES 1980; BALTES 1982; BALTES u;a; 1983) das Verhal-
ten von Pflegepersonal in Altenheimen gegeniiber den Heim-
bewohnern in Abh#dngigkeit von der beobachteten Selbstin-
digkeit/Unselbstédndigkeit der Bewohner.

Es zeigte sich in diesen Studien, daB Heimbewohnern, die
ein starkes Abhéngigkeitsverhalten zeigten, ein hohes
MaB8 an Zuwendung durch das Pflegepersonal zuteil wurde,
andererseits jedoch Heimbewohner, die sich selbstdndig
verhielten,”durch das Personal kaum beachtet wurden und
auch keine Verstdrkung fir ihr Verhalten erhielten. Eine
Ubersicht iiber die experimentellen Ergebnisse geben die

Balkendiagramme in Abbildung 5.1.

Es soll hier versucht werden, diese extreme Aufspaltung
in den Verhaltensweisen des Pflegepersonals durch ein
nichtlineares Modell zu beschreiben. Hier soll im wesent-
lichen die Selbstorganisation des Pflegepersonals beriick-
sichtigt werden, das durch seine Einstellung zu den Heim-
bewohnern mit Hilfe eines "Ordnungsparameters" gesteuert

wird.
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Abbildung 5.1 : Ergebnis experimenteller Studien zum
Verhalten von Pflegepersonal in Altenheimen gegeniiber
den Heimbewohnern in Abhdngigkeit von der beobachteten
mmdeﬁmsam@xmﬁﬂ\c:mm_omﬁmsawmxmmﬂ der Bewohner.

aus: BALTES, M. M.:'Unselbsténdiges und selb~
stdandiges Verhalten im Alter: Die Rolle der sozialen Um~
welt" Zwischenbericht und Fortsetzungsantrag zu einem
Projekt der Stiftung Volkswagenwerk. Mdrz 1983.
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V.2.1 Ableitung der Modellgleichungen

Es so0ll hier in einem ersten Ansatz lediglich ein stark
vereinfachendes Modell vorgestellt werden, wobei die
Verhaltensweise der Gruppe des Pflegepersonals durch die
Verhaltensweise eines reprédsentativen Mitglieds dieser
Gruppe beschrieben wird. Weiterhin werden die gezeigten
Verhaltensweisen grob in 2wei Klassen unterteilt: unter-

stlitzendes Verhalten und nicht unterstiitzendes Verhalten.

Wurden nach einer Beobachtungsdauer t insgesamt n Verhal-
tensweisen gezeigt, so ist die Wahrscheinlichkeit gesucht,
mit der n, unterstiitzende und n_ nicht unterstiitzende Ver-

+ n_ =n gilt.

haltensweisen gezeigt wurden, wobei n,

Die unterschiedlichen Aufteilungen der n Verhaltensweisen
in die Anteile n, und n_ kOnnen durch die eindimensionale
Verteilungsvariable

q=——= (Vv.2.1)

beschrieben werden, die fiir den Fall n >> 1 als kontinuier-

lich betrachtet werden kann.

Diese Variable iiberstreicht den Bereich von -1 bis +1,
wobei fiir g = -1 ausschlieflich nicht unterstiitzendes
Verhalten und fiir g = +1 ausschliefflich unterstiitzendes
Verhalten bis zum Zeitpunkt t vorliegt.

Es so0ll nun eine Bestimmungsgleichung fiir die Wahrschein-
lichkeitsverteilung f(q,t) fiir das bis zum Zeitpunkt t
gezeigte Verhaltensmuster g abgeleitet werden.

Als Ausgangspunkt zur Ableitung einer solchen Gleichung
dient die "master equation" (HAKEN 1983b) fiir statisti-
sche Systeme, die besagt, daB8 die zeitliche Anderung der
Wahrscheinlichkeit, mit der ein bestimmter Zustand eines
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solchen Systems vorliegt, gegeben ist durch die Differenz
aus der Wahrscheinlichkeit, mit der dieser Zustand er-
reicht wird, und der Wahrscheinlichkeit, mit der dieser

Zustand in einen anderen lbergeht.

Wird die Ubergangswahrscheinlichkeit von der Verhaltens-
verteilung q, zur Verhaltensverteilung 4, pro beobachteter
Verhaltensweise mit w(q1,q2) bezeichnet, so gilt damit

flir die Wahrscheinlichkeitsverteilung f£(g,t) die folgende

Differentialgleichung:

& (@) = I w(g,@ £(a',t) - I wigq") £(q,t)
q' q"

(vVv.2.2)

Es muB nun festgelegt werden, iber welche Werte der Ver-
teilungsvariablen gq', g" sich die Summen in (V.2.2) er-
strecken und welche Struktur die Ubergangswahrscheinlich-

keit w hat.

Soll nach n Becobachtungen eine bestimmte Verhaltensvertei-
lung g vorliegen, so kdnnen in der vorangegangenen Beob-
achtung nur die Verteilungen q + 1/n oder g - 1/n vorge-
legen haben mit den Verteilungswahrscheinlichkeiten
f(g+1/n,t) beziehungsweise f(g-1/n,t); hierbei wird an-
genommen, daf n >> 1 ist und t, das heiBt die gesamte Be-
obachtungsdauer, sich bei einer zus&dtzlichen Beobachtung

nicht wesentlich verdndert.

Beim Ubergang vom vorangegangenen zum zuletzt beobachteten
Verhalten kann ein Wechsel von unterstiitzend nach nicht
unterstiitzend und umgekehrt stattfinden, je nachdem, wel-
ches Verhalten als letztes gezeigt wurde; oder es wird

das alte Verhalten wiederholt.
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Wie im ndchsten Abschnitt ndher ausgefiihrt wird, miissen
die Wahrscheinlichkeiten, mit denen ein Verhaltenswechsel
stattfindet beziehungsweise mit dem das alte Verhalten
wiederholt wird, als abhdngig von der Verteilung des zuvor

gezeigten Verhaltens angesetzt werden.

Flir die Ubergangswahrscheinlichkeiten wird folgende Nota-

tion eingefiihrt:

p+_(q') = Wahrscheinlichkeit filir einen Wechsel von
"unterstiitzend" nach "nicht unterstiitzend"
bei zuvor beobachteter Verteilung g' mit
letztem Verhalten "unterstiitzend"

p_,(g') = Wahrscheinlichkeit fiir einen Wechsel von
"nicht unterstiitzend" nach "unterstiitzend"
bei zuvor beobachteter Verteilung g' mit
letztem Verhalten "nicht unterstilitzend"

p . (@') =1 - p,_(g') = Wahrscheinlichkeit fiir Fort-
setzung des unterstiitzenden Verhaltens
bei zuvor beobachteter Verteilung gq' mit
letztem Verhalten "unterstiitzend"

p__(q') =1 - p_,(g") = Wahrscheinlichkeit flir Fort-
setzung des nicht unterstilitzenden Verhal-
tens bei zuvor beobachteter Verteilung q'
mit letztem Verhalten "nicht unterstiitzend"

Die Wahrscheinlichkeit, daB das letzte Verhalten "unter-
stiitzend" beziehungsweise "nicht unterstiitzend" war, ist

durch die Verhdltnisse n+/n beziehungsweise n_/n gegeben.

Damit nimmt (V.2.2) filir das Beispiel der Wahrscheinlich-
keitsverteilung der Verhaltensmuster q folgende Gestalt

an:
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n n .
Sofla,t) = [ p,_(grh) + == p__(a+D) ] £(q+,t) +
n_ n
- 1 + 1 1
+ [H- p_+(q-5) + = P++(Q‘H)J f(q*g:t) -
n, n_ n_ n,
- g (@ + 5 p__(@ + 5P (@ + 5 p, (D]
flg,t)
(V.2.3)
oder abgekiirzt:
“ .
S oflat) = w,(gr) @i, t) + wyla-) fla-,b) -
- T (@) + wy(@) ] £(q,t)
(V.2.4)

wobel sich die Definition fir W und v, durch Vergleich

mit (V.2.3) ergeben.

Da die Summe w1(q) + wz(q) die Wahrscheinlichkeit angibt,
mit der iberhaupt ein n&dchstes Verhalten gezeigt wird,
gilt:

w1(q) + wz(q) = 1 (V.2.5)

was auch anhand des expliziten Ausdruckes in (V.2.3) nach-

gerechnet werden kann.

Die rechte Seite dieser Gleichung 1&8t sich durch Potenz-
reihenentwicklung der einzelnen Terme in der Variablen

1/n bis zur zweiten Ordnung vereinfachen.
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wo(qHd) £(q+l, )
wolg) £(q,t) + % [w1(q) flg,t") 1" +

1
+ —= [w,(g) £(q,t)]"
2n2 1

(V.2.6a)
1 1
w,(g-3) £(g-1,t)
wy (@) £lq,t) - L [w, (@) £(q,t)]" +

+ — [wy(q) £iq,£)]"
2n

(V.2.6b)

Die Striche an den eckigen Klammern symbolisieren Ablei-
tungen-nach g; hdhere Ableitungen als zweiter Ordnung
missen nicht beriicksichtigt werden, da n >> 1 vorausge-

setzt wurde.

Setzt man die N&dherungsausdriicke (V.2.6a, b) in (v.2.4)
ein und berilicksichtigt die Beziehung (V.2.5), so ergibt
sich fir die Wahrscheinlichkeitsverteilung f (q,t) die
Fokker-Planck-Gleichung in spezieller Form:

a _14d _
gt fla,t) = ¢ ag [(w1(q) W, (q) f(gq,t)] +
2
R R R ACT
n- dg

(v.2.7)
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Diese Differentialgleichung flir die Wahrscheinlichkeits-
verteilung des Verhaltensmusters g stellt einen Spezial-
fall der allgemeinen Gleichung von KUSHNER (1964) und

STRATONOVITCH (1963) dar und hdtte direkt aus (V.2.4) ab-

geleitet werden kdnnen.

Die nichtlinearen Zustandsgleichungen entsprechend (V.1.1)
nehmen fiir das vorliegende Beispiel somit folgende Form

an:

IDJ

£ alt) = [wi (@) - wy(@] q(t) (V.2.8a)

Q

y(t) g(t) (V.2.8b)

Hier wurden keine stochastischen Storeinfliisse beriick-

sichtigt.
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V.2.2 Festlegung der Anderungswahrscheinlichkeiten des

Verhaltens

Psychologische Annahmen iiber die Art und Weise, in der die
Selbstorganisation der betrachteten Gruppe des Pflegeper-
sonals stattfindet, gehen entscheidend in den Ansatz fir

die Ubergangswahrscheinlichkeiten P, und P_, ein.

Da in den experimentalpsychologischen Untersuchungen von
M. BALTES nicht zwischen einzelnen Mitgliedern der Gruppe
des Pflegepersonals unterschieden wird, soll hier ange-
nommen werden, diese Gruppe sei homogen strukturiert, das
heift ihr Verhalten lasse sich durch das Verhalten eines

typischen Mitgliedes reprdsentieren.

Die Anderungswahrscheinlichkeiten p,_und p_, flr das Ver-
halten beziehen sich somit auf ein charakteristisches Mit-

glied der Gruppe des Pflegepersonals.

Zur Festlegung dieser Anderungswahrscheinlichkeiten sol-
len hier Uberlegungen aus FESTINGERs Theorie der- kogniti-
ven Dissonanz (FESTINGER 1957, 1964) herangezogen werden.
Diese Theorie geht von der Annahme aus, daf Individuen
ein Gleichgewicht ihres kognitiven Systems anstreben.

Kognitive Dissonanz erzeugt die Motivation, entstandene
Dissonanz zu reduzieren. Diese Reduktion kann auf unter-
schiedliche Weise durch Verdnderung des kognitiven Systems
erfolgen. Insbesondere wird postuliert, daB nach nahezu
allen Entscheidungen, bei denen der Entscheidende aus
mehreren Entscheidungsalternativen eine Alternative aus-
wdhlt, kognitive Dissonanz entsteht. Die positiven Aspekte
der nicht gewdhlten Alternativen und die negativen Aspekte
der gewédhlten Alternativen sind dissonant bei der Ent-~

scheidung.
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Zur Dissonanzreduktion k&nnen Kognitionen Uber negative
Aspekte der gewdhlten Alternative eliminiert und/oder Ko-
gnitionen iUber positive Aspekte addiert werden. Ebenso kdn-
nen Kognitionen {iber negative Aspekte der nicht gewdhlten
Alternative addiert und/oder Kognitionen iiber positive

Aspekte der nicht gewidhlten Alternative eliminiert werden.

Kognitionen werden somit den Entscheidungen angepafBt. Das
Ergebnis dieses Prozesses ist ein Anstieqg der Attraktivi-
tdt der gewdhlten beziehungsweise ein Absinken der Attrak-

tivitdt der nicht gewdhlten Entscheidungsalternative.

Dieser "spreading apart of alternatives" genannte Effekt
ist nach FESTINGER die wirksamste und hiufigste Art der

Dissonanzreduktion nach Entscheidungen.

In Anlehnung an diesen Effekt soll im Rahmen des hier be-
trachteten Modells angenommen werden, daB bei jeder Ent-
scheidung die Wahrscheinlichkeit fiir einen Verhaltenswech-
sel von nicht unterstiitzendem zu unterstﬁtzendem Verhalten
der einzelnen Individuen aus der Gruppe des Pflegeperso-
nals zunimmt, je hdufiger bisher unterstiitzendes Verhal-
ten gezeigt wurde, ebenso s0ll umgekehrt die Wahrschein-
lichkeit £fiir einen Wechsel von unterstiitzendem zu nicht
unterstiitzendem Verhalten zunehmen, je hdufiger ein sol-
ches nicht unterstilitzendes Verhalten bisher beobachtet

wurde.

Ahnlich wie der "spreading apart"-Effekt um so stérker
wird, je weniger eine Person die Chance einer Entschei-
dungsrevision kogniziert (IRLE, GNIECH, FREY & KUMPF

1978) muB auch hier die HOhe der Ubergangswahrscheinlich-
keiten zusdtzlich von der Stédrke der "Kopplung" des
Pflegepersonals an die Heimbewohner abhidngen. Je mehr
"Hilflosigkeit" gezeigt wird, desto mehr "spreading apart"

in der Verhaltenswahrscheinlichkeit wird erwartet.
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Formal lassen sich diese Zusammenhdnge in folgender Weise

fassen:
p,_ (n,,mn_) =N - e~ [ka+h] (V.2.9a)
p_, (n,m_) =N » elkrathl (V.2.9b)

wobei N eine Normierungskonstante ist.

Uber den Faktor k im Exponenten der Ausdriicke (V.2.9) wird
die "Kopplungsstdrke" des Personals an die Bewohner des
Heimes beriicksichtigt. Grundsétzliche Tendenzen zu der
einen oder anderen Verhaltensweise werden durch den zu-

sdtzlichen Beitrag h im Exponenten einbezogen.
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V.2.3 Eine LOsung des Modells

Die Bestimmung der vollen L8sung von (V.2.7) wiirde den Rah-
men dieses kleinen Beispiels Uberschreiten; stattdessen
kann jedoch ohne grofie Mithe eine stationdre LOsung ange-

geben werden, das heift eine Lésung fiir den Fall

da -
5t fla,t) =0 (V.2.10)

Eine solche Losung beschreibt einen Gleichgewichtszustand
in dem Sinne, daB sich die Wahrscheinlichkeitsverteilung

zeitlich nicht mehr &ndert.
Die stationdre LOsung hat folgende Gestalt:

— k(qg)
fstat(q) = NO e (Vv.2.11a)
mit

q
k(gq) = 2n [ »[wz(s) - w1(s)] ds (V.2.11b)
-1

An dieser station&ren L&sung lassen sich bereits die

wesentlichen Eigenschaften der allgemeinen Modell&sung
ablesen. In Abbildung 5.2 ist fstat(q
Werte des Kopplungsparameters k aufgetragen. Man erkennt,

)} fiir verschiedene

daB fiir den Fall keiner Verpflichtung des Pflegepersonals
an die Heimbewohner (Abbildung 5.2a) sich eine Wahrschein-
lichkeitsverteilung fiir das zu erwartende Verhalten er-
gibt, die ihr Maximum bei g = O annimmt. Unterstiitzendes
und nicht unterstlitzendes Verhalten treten daher im Falle
keiner Abhédngigkeit der Heimbewohner vom Pflegepersonal
mit gleicher, maximaler Wahrscheinlichkeit auf. Mit zuneh-
mender Unselbstédndigkeit der Heimbewohner verbreitert sich
die Verteilungsfunktion, das heift eine breitere Vielfalt
von Verhaltenskombinationen wird mdglich (Abbildung 5.2b).
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Bei weiterer Steigerung der Kopplungsstdrke tritt ein

iberraschender Effekt ein. Die Wahrscheinlichkeitsvertei-
lung fiir das gezeigte Verhalten des Pflegepersonals weist
nun zwei deutlich getrennte Maxima in der N&he der Enden

der Verteilungsachse (Abbildung 5.2c¢c) auf.

Psychologisch bedeutet dies folgendes: Sobald in der
Gruppe der Heimbewohner Mitglieder ein ausgeprdgtes Abhdn-
gigkeitsverhalten zeigen und damit das Pflegepersonal
stark an sich binden, werden zwei Verhaltensweisen des
Personals sehr wahrscheinlich: Einerseits gibt es eine
hohe Wahrscheinlichkeit filir extrem unterstiitzendes Ver-
halten, das den unselbstdndigen Heimbewohnern zukommt,
wdhrend das zweite Wahrscheinlichkeitsmaximum bei extrem
nicht unterstiitzendem Verhalten liegt, was diejenigen
Bewohner betrifft, die sich selbstédndig verhalten und
das Pflegepersonal kaum in Anspruch nehmen.

Die Beobachtung, daB unselbst&ndiges Verhalten alter
Menschen in Heimen vom Personal kontingente Verstdrkung
erfdhrt, dagegen selbstédndiges Verhalten weitgehend igno-
riert oder sogar unterbunden wird, erscheint somit im
Rahmen eines Modellansatzes, wie er oben beschrieben ist,
verstédndlich als ein Effekt der Selbstorganisation der
Gruppe des Pflegepersonals, das durch die Verpflichtung

den Heimbewohnern gegeniiber reguliert wird.

Um zu erreichen, daB auch selbstdndiges Verhalten durch
das Pflegepersonal unterstiitzt wird, das heiSt um das
Maximum bei negativen g-Werten in der Wahrscheinlichkeits-
verteilung flir das Verhaltensmuster 2zu unterdriicken, bie-
ten sich im Rahmen des Modells zwei MOglichkeiten.

Die einfachste Mdglichkeit ist es, geniligend externen Druck
auf das Pflegepersonal auszuiiben, was sich im Modell

durch einen positiven Wert fiir den Parameter h in den
Ubergangswahrscheinlichkeiten (V.2.9) ausdriickt. Abbil-~
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1 -
(a) f(q)
geringe Kopprlung
- 0 +1 @
1 han
£(q)
(b)

mittlere Kopplung

-1 0 +1 @
1 anwy
(c) £(q)
starke Kopplung
-1 0 +1 4

Abbildung 5.2:

Wahrscheinlichkeitsverteilung der Verhaltensmuster
bei unterschiedlichem Kopplungsgrad
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dung 5.3 zeigt, daB auf diese Weise die Wahrscheinlich-
keit fiir nicht unterstiitzendes Verhalten unterdriickt wer-

den kann.

Eine weitere M8glichkeit selbst&ndigkeitsunterstiitzendes
Verhalten zu erreichen, besteht darin, die Strategien zur
Aufldsung der kognitiven Dissonanz beim Pflegepersonal

zu &dndern, was durch,Training erreicht werden kann. Im
Modell wiirde sich dies durch eine gegeniiber (V.2.9) ge-
dnderte funktionale Abhidngigkeit der Ubergangswahrschein-
lichkeiten vom bisher gezeigten Verhaltensmuster bemerk-

bar machen.

Der hier beschriebene Ansatz ist keineswegs vollsténdig
und kann in vieler Hinsicht erweitert und verbessert wer-
den. Es sollte hier lediglich auf einer rein qualitati-
ven Ebene gezeigt werden, daB durch einen nichtlinearen
Ansatz in der zu untersuchenden Variablen g strukturelle
Ph&nomene in der Wahrscheinlichkeitsverteilung ‘filir die

becbachteten Verhaltensweisen beschrieben werden kdnnen.
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f(q)

Abbildung 5.3:

Wahrscheinlichkeitsverteilung der Verhaltensmuster
bei starker Kopplung und positivem bias
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Anhang 1

Lieste der Originaldaten
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floor-
switch Nr. Y1 Ye

] ~. 827 . B27

1 . 293 . 227
2 . 962 . 8227
3 . 862 ‘ . 827
4 . 960 . 827
5 . 967 ~1. 248
6 -. 860 -2, 8608
7 ~-. 9BP - —2. 962
8 ~1.833 -3, 987
g ~1.833 . —3.887
12 ~-1. 8867 -8. 283
11 ~2. 827 -18. 268
12 ~-3. U2 -15. @27
i3 -3. 802 -18. 247
14 -4, D20 ~-18.973
15 ~-4. 020 -18. 873
1B -5, 120 -22. 687
17 ~8. 848 -20. 833
18 ~8. 240 -2E. 933
ig -8. 840 -2@. 89323
24 ~8. 827 - -28. 620
21 -9, 240 -20. 620
22 -8. 242 ~21. 253
23 -8, 240 -21. 853
24 -106.813 -21. 833
25 -12. 013 -23. 288
26 -11. 168 - —~24. 283
27 ~11.160 ~-25. 427
28 -11. 168 -28. 453
29 ~-11.168 ~-27.187
32 -11. 147 ~-28. 887
31 -9, 160 -28. 187
32 -9, 162 -28. 187
33 -9. 1608 -28. 187

34 -B. 2806 ~26. 240
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Yi

=10

-12.

. 280
. 282
. 6806
. 373
. 280
. 133
. 173

173

. 173
. 173
. 173

173

. 187
. 187
. 187
. 253
. 240

288

. 288
. 280
. 2806
. 280
. 293
. 253
. 253
. 173
- 347
1. 347
. 347
. 548
. 3208
. 333
. 333
. 288

14, 333

-27.
-27.
-27.
-286.
-26.
~28.
-25.
-24.
-25.
-26.
-26.
27,
~-28.
-31.
~31.

~31.
~-32.
-31.

~31

-30.
-31.
-31.
-31.

~28.
-28.
~-27.
~27.
-27.

-~

~27

-28.
-<9.
~38.

-21

Ye

213
213
213
187
187
128
120
373
292
173
173
320
317
253
253
. 187
267
23
249
. 240
187
227
227
227
. 187
16€
128
367
387
307
. 307
487
467
528
. 333



floor-

switch

74
71
72
73
74
75
76
77
78
79
83
81
82
83
B84
85
B8
87
88
89
9p
g1
g2
83

A
4

a5
86
87
S8
g9
180
181
182
103
124

Ne.
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! [
bk b A per s Rd hed b

N e N 2 T e T D A
Sk b A et Bea d et bk pd e
(WD MDA WWS DI

N pas

I
-
o

Y1

. 420
. 293
. 293
. 368
. 360
. 360
. 368
. 467
. 467
. 467

£87

« 07

. 442

.413
. 413
. 453

. 453

. 453
. 267
. 547
. 688
. 627
1. 440
. 440
. 467
. 467
. 457
. 533
. 667
.. 707
. 440
. 449
. 440
. 440
. 427
. 427

-31.
-31.
-32.
-32.
-32.

-32.

-2i

-31.
~-31.
~38.
~-30.
-32.
-28.
-24.
-28.
-9,
-28.
-24.
-30.
-38.
-30.
-31.
-31.
~-31.
-31.
~-38.
-30.
-30.
-30.
-30.
-28.
-29.
-29.

Y2

333
333
453
453
453
427
. 387
387
387
413
413
413
40
400
402
400
400
400
507
557
507
467
457
467
467
480
480
480
480
480
547
547
547

~-30. 560

-32

. 560



floor—-

ewitch Nr.

185
186
187
128
18
118
111
1i2
112
114
113
116
117
118
1i8
122
121
122
123
124
125
126
127
128
128
132
131
132
133
134
135
136
137
138
138
140
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Y1

~23.
-23.
~22.
—21.
~21.
-22.
=24,
—~24.
-24.
—-24.
-24.
-23.
-23.
~23.
~22.
-22.
-23.
—~22.
-21.
~20.
-18.
~18.
-19.
-19.
~18.
-18.
-18.
~17.
~-17.
-17.
~16.
~16.
-15.
-14.
-13.
-12.

547
547
533
649
648
2008
568
5157
268
S68
S68
347
247
547
640
648
440
728
813
867
813
813
813
813
813
733
733
6580
680
688
733
733
973
g6P
333
627

~38
-3
-30
-38

-30.
~308.
-32.
-32.
-32.
~32.
-32.
=-31.
-30.
-29.
-28.
~28.
-27.
~27.
-26.
~25.
~24.
-23.
—~22.
-22.
-21.
-20.
-19.
-18.
=17.
~-16.
~-16.

~-16
-186
-16
~-15
-14

Ye

. 5608
. S6Y
. 568
. 560
568
568
467
487
467
467
4867
633
747
733
387
587
547
547
613
840
853
853
920
13
048
187
173
187
360
640
640
. 648
. 648
. 640
. 480
. 760
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Anhang 2

KID : Kalmanfilter fuer Interaktiorne—Daten
- ein Basic Programm



18

28

38

40

58

68

78

88

98

180
110
1208
130
140
150
160
170
180
19@
200
218
228
230
240
250
268
2708
288
2908
300
310
320
338
340
350
360
378
380
390
408
410
428

D ML SEIE D  CEMD  SEEN  SEWF SEER  MEL MU MEER NS  ENE UL CHEN  GEER  CE NME MNP NEED SUWE GEED  EAR  imR NN ems IR e cEm  cmme  cemm  sem  semb
f

WS GND  MNES  MEER  SERS  SMES SEER MM MR UL AN CUND NP ENG CUNA CUWP MWD GGER SED ENG OGNS LR  HNS EER  emm  MWNS  GmMR G S  camE  sump  bmm  bemm

- 187 -

BASIC-PROGRAMM >> K I D <<
ZUR REKURSIVEN SCHAETZUNG

VON INTERAKTIONSPARAMETERN
(FUER TISCHRECHNER HP85)

Variablendefinitionen

Y1, Y2 Urdaten
Y Datenvektor fuer den
rekureiven Algorithmue

X8 Vektor der stationaer
geschaetzten Parameter

X Zustandsvektor

P2 Kov.-Matrix von X0

P Kov. ~Matrix der Schaetz-

fehler

Pl Kov.-Matrix der Extra-
polationefehler

R Kov. -Matrix der Be-
obachtungsfehler

Q@ Kov.-Matrix der Prozess—
fehler

C Regressiocnematrix
Y mnach X

K Kalman—Korrektur-
Matrix

S Interaktionsmatrix
mit:s Sll=X1 S12=X2
S21=X3 S22=X4
D Konstanter Interaktions—
beitrag mit:
D1=XS D2=X6
L Simulationsvektor
RO, 10, E Realteil, Imaginaer—
teil und Betrag
der Eigenwerte von S

B,H.Z,20 : Hilfegroessen




430
440
450
4608
470
488
490
See
510
528
538
548
558
568
S70
588
598
688a
618
628
638
6408
658
668
678
688
698
788
718
728
738
748
7508
768
778
788
798
888
818
828
830
840

IS SEIS SSND CEND RS CENA MRM  SHES UMD  CumE  SENR  END  CEND S MERD NN  CENE MM  Sdmp e GARSE  SEME  HMN MMM  SEIN  SNEE  MAED WD  SARR  SHS SEN SN CEED AL GEEE  SENE RIS SuW  Gwme  sumD  cems  Swmmw

- 188 -

OPTION BASE 1

DIM Y1(141),Y2(141), Y (2
DIM XB<(6>, X6, 286>, Z(2)
BIM P (6, 65,PB(6, 6>, Pl (6, 6
DIM R(2,2),Q(6,6),C, 6
DIM K(6, 2),B(2, 2),H(2, B
DIM S, 2,L(@,D(@

Daten einlesen

]
|
I von File "GOTTMN"
I
|

ASSIGN# 1 TO "GOTTMN"
FOR I=1 TO 141

READ# 1 ¢ YI(D

NEXT 1

FOR I=1 TO 14!

READ# 1 ; Y2(D

NEXT 1

Besetzung der Startwerte

|
|
| fuer: XB8,P8.Q,.R,0, L
I
|

XB (1) =, 96676957
XB(2) =, 01988894
X0 (3 =-, B462718
XB(4) =, 98372448
X0 (S) =-, 092572413
XB (6) =-. 981772349
D (1) =XB (5

D (2> =X8 (6)

!

MAT P@=IDN

MAT P@=(. B21)»PD
P8 (S, S) =0

P8 (6. 6> =B

!

MAT Q=IDN

MAT Q=( 281)+Q



850 |
860 |
870 |
880 |
898 |
900 |
918 |
928 !
3@ |
940 |
g50 |
960 |
a78 |
980 |
g !
1000
1218
1828
1230
1040
1859
1868
1878
1080
1090
1100
1110
1120
1138
1148
11508
1160
11708
1188
11908
1200
1210
1220
1238
1240
12508
1268

!
|
!
|
!
FOR I=1 TO 139
|
!
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MAT R=IDN

!

LD=Y1(2 8 L2)=Y2(2)
!

MAT P1=PB8 MAT X=X

Beginn der Rekureions-
schleife

Bivariater Datenvektor Y:
| .
Y(1)=Y1(I+1)
Y(2)=Y2(I+1)

I
| Regressionsmatrix des
Messmodelle :

MAT C=ZER

Cd, D=Y1CD

C(l1, 2)=Y2C(D

C, D=Y1(D

C2, 4)=Y2(])

C(,5)=1

C@,6)=1

|

| Kalman—Gain—Matrix K:
I

MAT K=P1#TRN (O

MAT B=C#K

MAT B=B+R

MAT B=INV(B)

MAT K=K«B

|

| Kovarianzmatrix P der
| Schaetzfehler 1

|

MAT H=C#P}
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1278 | MAT P=K#H
1288 | MAT P=Pl1-P
12988 | |
1308 | | Kovarianzmatrix Pl der
1318 | | Extrapolationsfehler
1328 | | fuer i+l 3
1338 | |
1348 | MAT Pli=P+Q
1358 | |
1368 | | Korrektur dee Schaetz-
1378 | | vektore X 3
1388 | |
1398 | MAT Z=C+X
1408 | MAT Z=Y-Z
1418 | MAT Z@=K»Z
1428 | MAT X=X+Z0
1438 | |
1440 | | Besetzung der Modellpa-
1458 | | rometermatrix S i
1468 | |
1478 1 S, 1D =X(1
1488 | S(1, 2)=X(2
1488 | S, 1)=X(D
1388 | S, 2)=X (4
1S18 | |
1528 | | Simulation fuer den
1538 1 | Zeitpunkt i+l :
1540 | |
1558 | MAT L=S«_
1568 | MAT L=L+D
1578 | |
1588 | | Berechnung der Eigen-—
1588 | | werte von S
1608 | |
1618 | RB=(S(1,1)+5(2,2))/2
1628 | IB=S(1,1)*S, 2
1630 | IB=RB"2-18+S(1,2)+S(2, 1D
1648 | IP=ABS (D
1650 | IP=SAR(IG)
|

1668 | E=SQR(RB"2+IB"2)



1678
1688
1698
1700
1718
1720
1738
1740
1750
1760
1778
1780
1790
1888
1818
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300000 00 90 90 3000 30 38 30 30 08 90 36 30 30 30 96 3 3 34 90 20

| # Hier Plotroutinen *
| # fuer die Groessen »
I+ L, X,P.,R8, I8, E ein- *»
| #» getzen *

[ S48 3000 40 50 36 3690 96 9630 35 36 38 36 38 34 36 36 34 36 4 ¢

!
NEXT I
|

| Rekursionsende

!
END
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Anhang 3

Struktur der Kovarianzmatrix der Schaetzfehler
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Um die Struktur der Kovarianzmatrix g(k) der Schitz-
fehler zu ermitteln, muB der folgende Ausdruck unter-
sucht werden:

T(k) = P¥(k) - K(k) c(kx) PX(k)

Fir k = k_ gilt P*(kc) = P(k,), wobei P(k ) vorgegeben
wird. Es soll daher hier der Fall k = ko betrachtet
werden; der allgemeinere Fall 1aBt sich analog bahandeln.
Wegen der festen Wahl k = k_ kann im folgenden das Argu-
ment k weggelassen werden.

Die Matrizen P*, C und R haben im Beispiel in Abschnitt IV
folgende Gestalt:

A
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[} it
n "
i Doy
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XX
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i
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Die Korrekturmatrix ist gegeben durch:

bt |
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F+i F

mit

] = e ————————



SchlieBlich erhidlt man fiir K:

—
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e @ ]
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8 bru 72 1
| _ | -

~

Hieraus folgt flir die Struktur von P:

BB
. _& HE = aF b & @
kE SF =
15 B 5} 8 ar hbe
| 5L
ety
kar kr 5] B—j
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(5 5 isr  lbr
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und

-3 3
Po= F - & O F =
r— —
FoEaF Ebr = &

izr F-lbkir G &

5] & F—kar kbr

= i 1ar =1k
eveens ——

~ ~ ~ ~
Somit gilt P11 = P33 und P22 = P33.

Die Schatzfehlervarianzen derjenigen Interaktionsparameter,
die als Koeffizienten des gleichen Interaktionsindexes im

Modell auftreten, sind gleich.
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