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MHD.PRO

A Program for Stability Analysis of
MHD-Equilibria in the Screw-Pinch

Tobias Gayer and Hartmut Zohm

Abstract

A program that calculates the stability of a screw-pinch with cylindrical cross-
section against small displacements is described. The equilibrium profiles of pressure
and current density can be prescribed as arbitrary functions. The stability analysis
is done using the energy principle, i.e. by calculating the change in energy associated
with the displacement. The program is especially usefull to get an overview of MHD
stability of the screw-pinch (and therefore, to lowest order, also of the tokamak).
A visualization of the equilibrium profiles as well as the perturbed flux surfaces
illustrates the results.




MHD.PRO
Ein Programm zur Stabilitdtsanalyse
von MHD-Gleichgewichten im Screw-Pinch

Tobias Gayer und Hartmut Zohm

Max-Planck-Institut fiir Plasmaphysik, Garching

1 Einleitung

Das IDL-Programm MHD.PRO berechnet fiir frei wahlbare Radialprofile des axia-
len Stroms eines in 27 R periodisch angenommenen Screw-Pinchs das ¢-Profil. Dar-
auf bestimmt es fiir die gegebene Konstellation zu einem ebenfalls frei wahlbaren
Druckprofil fiir eine vorgegebene radiale Verschiebungsfunktion &, die potentielle
Energie §W, deren Vorzeichen im verwendeten Modell ein Ma8 fiir die Stabilitat
des Systems beziiglich der angegebenen Mode ist. Neben den vorgegebenen und be-
rechneten Abhingigkeiten von Stromverteilung j(r), Sicherheitsfaktor g(r), Druck
p(r) und radialer Verschiebung &, wird im Querschnitt durch den Plasamzylinder
auch die sich aus der Auslenkung &, ergebende Verschiebung der FluBiflichen gra-
fisch gezeigt. Fiir den speziellen Fall eines Stromprofils der Art f(r) = ((1=(r/a)?)
besteht die Moglichkeit, sich fiir bestimmte Modenzahlen m und 7 gmarginat, den
Wert von g auf dem Plasmarand, fiir den sich das Stabilitdtsverhalten des Systems
andert, bestimmen zu lassen.

2 Die Routinen im einzelnen

2.1 Der Start

Samtliche Routinen und Steuerdateien befinden sich im AFS unter dem Pfadna-
men /u/augidl/id1/user_contrib/haz/mhd und sind fiir das AUG-Team lesbar.
Weitere Interessenten kénnen sich von Herrn Behler, Datenverarbeitung ASDEX
Upgrade, Zugriffsrechte erteilen lassen.

Der Start des Programms geschieht durch Eingabe von mhd; dies startet ein
Skript, welches die notwendigen IDL-Resourcen lidt, IDL startet und das Pro-
gramm mhd.pro aktiviert. Nach kurzer Zeit erscheint das Haupteingabefenster,
dessen groBten Teil die Eingabefelder fiir die einzelnen Parameter des Srew-Pinchs
ausmachen. In der Kopf- und FuBzeile befinden sich jeweils drei Anklickflichen. Un-
ter File findet sich die Mdglichkeit, eingegebene Parameter unter einem bestimm-
ten Namen abzuspeichern oder zuvor gespeicherte einzulesen, Info und Quit sind
selbsterkliarend. Hinter Options verbergen sich einige Mdglichkeiten der Programm-
steuerung. Grundsitzlich gibt es zwei unterschiedliche Eingabemoglichkeiten:

e Aus der Vorgabe eines Stromprofils und einer Druckverteilung werden die
ibrigen GroBen ausgerechnet. Dabei kénnen sowohl die Strom- als auch die
Druckverteilung direkt als Funktionen j(r) und p(r) oder als Profile mit einem
Skalar als Normierung angegeben werden. Das Stromprofil f(r) wird dabei auf
den Gesamtpoloidalstrom I, das Druckprofil g(r) auf den Wert 3., normiert.




e Aus einer Funktion fiir den Sicherheitsfaktor ¢(r) und einer Druckfunktion
p(r) bzw. g(7) und 3o, werden die restlichen Groflen bestimmt. Eine genauere
Darstellung dieser Prozeduren ist der Inhalt des Kapitels 2.2.

Auflerdem lassen sich im Menii Options Einstellungen fiir die gewiinschte Schritt-
weite bei der Auswertung und die Anzahl der dargestellten Flufflachen bei der
Ausgabe der Verschiebung wihlen und eine Normierungsprozedur fiir die Verschie-
bung &, ein- und ausschalten. (sieche dazu Kapitel 2.5) Die Wahl der Schrittweite
bestimmt Genauigkeit und Rechenzeit des Programms. Vor allem bei der Auswer-
tung der Verschiebungsfunktion ¢, und der daraus entstehenden Verschiebung der
FluBflichen reagieren die Ergebnisse oft empfindlich auf kleine Verdnderungen.

Zusétzlich 148t sich unter Options die Ausgabemdglichkeit (PostScript-file, Prin-
ter etc.) einstellen. Diese kann dann durch anklicken von Print in den Ausgabefen-
stern aktiviert werden.

Im Haupteingabefenster sind nur die fiir die jeweils gewahlte Eingabeoption noti-
gen Fenster aktiv und nur sie werden fiir die Auswertung benutzt. Im oberen der
drei Teile lassen sich grundlegende Systemparameter, der kleine und groe Plasma-
radius a und R und das toroidale Magnetfeld B;,, als Skalare angeben. Im mittleren
Teil werden die Profile und Normierungswerte fiir den Strom oder den Sicherheits-
faktor und den Druck eingegeben. Bei der Eingabe von Funktionen ist darauf zu
achten, daBl eventuell auftauchende Konstanten mit denselben Bezeichnungen wie
im oberen Teil verwendet werden (also beispielsweise Rad und nicht R) und die Va-
riable r genannt wird. Bei Vorgabe eines Verschiebungsvektors kann auf die bereits
berechneten Werte fiir j(r), ¢(r) und p(r) einfach durch die Namen der Funktionen
verwiesen werden. (z.B. steht rxp fiir das Produkt des jeweiligen Wertes r mit dem
zugehdrigen Druckwert.) 7, j, ¢ und p sind dabei Vektoren mit jeweils 2step + 1
Eintragen, wobei step der bei der Wahl der Stiitzstellenanzahl angegebene Wert
(Voreinstellung: 100) ist. » beinhaltet in aufsteigender dquidistanter Reihenfolge
die Stiitzstellen von 0 bis a, j, ¢ und p die Funktionswerte an den entsprechen-
den Stellen. Auch auf einzelne Werte kann iiber die iibliche Indizierung zugegriffen
werden. Es gilt fir k € {0, 1, ..., 2step}:

ka

2E). = 2step

(1)

7(0) liefert also den Wert 0, 7(2 % step) den Wert a, j(step) den Wert fiir die Strom-
verteilung an der Stelle r(step). Die doppelte Auflsung des radialen Gitters wird
fiir das Runge-Kutta Verfahren (siehe RUKUXI, Abschnitt 2.4) gebraucht.

Im unteren Eingabefenster kénnen eine Funktion fiir die Verschiebung £, und die
fiir die Stabilitatsbetrachtungen interessierenden Modenzahlen spezifiziert werden.
Wird keine Funktion fiir £, angegeben, so wird die Standardverschiebung verwendet.
(Mehr zur Stabilitdtsbetrachtung in Kapitel 2.3 und zur Standardverschiebung in
Kapitel 2.4)

Anklicken der Flache Show in der FuBzeile startet die Auswertung und grafi-
sche Darstellung der Ergebnisse. Fig. 1 zeigt ein Beispiel, das mit dem Inputfile
intkink.dat erzeugt wurde. Hier wurde fiir £ die Eigenfunktion des internen Kinks
angegeben. Das Beispielfile befindet sich im selben Directory und kann mit der Op-
tion File geladen werden. g marginal bringt ein neues Eingabefenster auf den Bild-
schirm. Diese Prozedur berechnet fiir Stromprofile der Form f(r) = ((1—(r/a)?)” zu
vorgegebenen Moden und Exponenten einen Grenzwert ¢marg, an dem das System
vom stabilen in den instabilen Zustand wechselt. (siehe dazu Kapitel 2.6)

Im folgenden werden nun die Prozeduren und verwendeten Formeln im einzel-
nen beschrieben. Dabei geht es nicht darum, die physikalischen Hintergriinde in
einem neuen Licht zu présentieren, sondern die Vorgehensweise des Programms zu
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Abbildung 1: Besipiel fiir Ein- und Ausgabe einer m=1 Mode (interner Kink)
mit dem Beispielfile intkink.dat.

verdeutlichen, damit eventuell iiberraschende Ergebnisse im Zusammenhang rich-
tig interpretiert und die einzelnen Rechenschritte nachvollzogen werden kénnen. Im
Text auftauchende Bezeichner werden genauso wie im Programm genannt, wenn
es um die Programmstruktur geht, um die Identifizierung zu vereinfachen. In nu-
merierten Gleichungen dagegen werden die gewohnten Bezeichnungen beibehalten.
(R in einer Gleichung beispielsweise entspricht Rad im Text)

2.2 Die Funktionen AUSWERTJP und AUSWERTPQ

Nach Wahl einer der Eingabeoptionen aus Strom und Druck im Auswahlmenii Options
und Eingabe der entsprechenden Parameter wird von der Hauptroutine AKTION
die Prozedur AUSWERTJP aufgerufen. Wurde ein unnormiertes Stromprofil f(r)
eingegeben, so wird dieses als erstes auf die Sollstromstirke Isoll normiert und die
entstehende Stromverteilung j genannt:

a

Ly = 2xn [ rf(r)dr (2)
/
it = 225 3

Aus dem Ampereschen Gesetz ergibt sich das poloidale Magnetfeld Btheta:

Bo(r) = 22100 (4)




Btheta(0) wird explizit auf Null gesetzt, um Komplikationen bei 7 = 0 zu vermei-
den. Mithilfe von Btheta, dem grofen Radius Rad und dem externen toroidalen
Magnetfeld Btor kann nun der Sicherheitsfaktor g bestimmt werden:

r Btor
) = RS (5

Auch hier muf} eine spezielle Formel fiir » = 0 benutzt werden, die sich leicht aus
den obigen Gleichungen herleiten 1aft:

Btor
R j(0)

Auch das Druckprofil g(r) wird, falls unnormiert eingegeben, normiert auf beta und
das Ergebnis p genannt. Ansonsten kann beta direkt aus p ausgerechnet werden:

q(0) =2

(6)
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Analog zu AUSWERTJP ist die Vorgehensweise in der Prozedur AUSWERTPQ),
die aufgerufen wird, wenn die Option Druck und Sicherheitsfaktor gewahlt wur-
de, mit dem Unterschied, daf8 hier ausgehend vom eingegebenen Sicherheitsprofil
g nach Gleichung (5) zunéchst Btheta und daraus nach (4) und (2) 7 und j be-
stimmt werden. Btheta(0), I(0) und j(0) werden hierbei wieder auf Null gesetzt.
(nach Zohm [2})

Die erhaltenen Vektoren j, Btheta, ¢ und p werden in beiden Fillen gemeinsam
mit beta und Iist in der Struktur result an AKTION zuriickgegeben.

2.3 Stabilitatsbewertung durch die Funktion STABIL

Nach der Auswertung des idealen MHD-Gleichgewichts des Screw-Pinchs fiir die
eingegebene Konstellation geht es in der Funktion STABIL darum, wann dieser
Gleichgewichtszustand stabil und instabil beziiglich einer vorgegebenen Stérung
wird. Dazu linearisiert man die MHD-Gleichungen und fiihrt den Verschiebungs-
vektor £ ein, der die infinitesimale Verschiebung eines Fliissigkeitselements aus der
Ruhelage symbolisiert.

d€
TG 9
e (9)
Entwickelt man diese Verschiebung £ in Zylinderkoordinaten in eine Fourierreihe,
so erhdlt man . - .
€(2) = Y Enn(r)emimorn/) (10)
m,n

und kann die Stérungen nach ihrer raumlichen Periodizitat, also der poloidalen
Modenzahl m und der toroidalen Modenzahl n kennzeichnen. Unter der Annahme,
dafB auf der Oberfliche des Plasmas keine Strome flieBen, 148t sich die potentielle
Energie §W in Abhingigkeit vom radialen Anteil £, der Verschiebung fiir jede Mode
so darstellen:

a 2
2m2R 272 B2 n? - 2o r2 m
W= /h$2+13dr+ gl L 4+ 4+—(——n)? 11
o 0(6 &) [ HoR ér(%;.;-!rﬂ; m(q ))r:a( )



Nennt man dabei den ersten Summand d1¥1, den zweiten §1172, dann steht §1¥1 fiir
das Integral iber das Volumen des gestérten Plasmas, wihrend in 6112 Vakuum-
und Oberflichenbeitrag des Systems zur potentiellen Energie zusammengefafit sind.
In dieser sogenannten Standardform des Screw-Pinchs sind h und !

2 m _n
poo B () (12)
R f+2r
209’ Bl ;m o 1
tr=2 (=) (1~ ) +
14 m_R)z 132((1 )( (%)—{—m)
om?By, n° - O
T‘R;o n2 2) (13)

Diese Formeln sind in STABIL programmiert. Das Plasma ist stabil gegen eine
bestimmte Stérung und Mode, wenn W > 0, instabil fiir §W < 0. Dabei wird man
dem vom Rechner gefundenen Wert mehr Bedeutung zuerkennen, wenn zwischen
dW1 und —dW2 ein im Verhiltnis grofier Unterschied besteht, als wenn beide bei
unterschiedlichem Vorzeichen betraglich Werte dhnlicher Gré8ienordnung besitzen.

Treten bei der Berechnung grofie Werte von &, auf, und man versucht, daraus
den Ort der Teilchen nach einem festen Zeitschritt zuriickzuerhalten, so bedeutet
das, daB eine auftretende Storung iiber grofie Bereiche als linear angenommen wird,
was der angenommenen Infinitesimalitit widerspricht und so das Ergebnis verzerrt.
Dieses Verhalten beeinfluflt zwar das Vorzeichen von dW nicht, weil ein konstan-
ter Faktor in & quadratisch vor die ganze rechte Seite der Gleichung (11) gezogen
werden kann, wohl aber dessen absoluten Wert und vor allem die grafische Dar-
stellung. (siehe Kapitel 2.5) Dessen ungeachtet wird jedes an der Eingabeoberfliche
speziell gewdhlte &, als radiale Verschiebung verwendet. Bleibt die Eingabefliche
fiir £ dagegen frei, so berechnet die Funktion RUKUXI “Standardverschiebung”
genannte Werte fiir £,, die die Euler-Gleichung von §W1 18sen. Mit dieser Funktion
beschiftigt sich das néachste Kapitel. Als Ergebnisse von STABIL werden dW, §W1
und W2 zuriickgegeben.

2.4 Die Routine RUKUXI

Wird an der Eingabeoberfliche keine Verschiebungsfunktion eingegeben, so berech-
net die Funktion RUKUXI Werte fiir &, fir die §WW1 und damit §W mdoglichst klein
wird. Die Eulergleichung fiir §W1 ergibt sich nach Wesson [1] zu

d n a2 adé 2
dA@_mfﬁ£)4w—n§‘%fm=0 (14)

Diese Differentialgleichung zweiter Ordnung steht programmiert als zweidimensio-
nale Differentialgleichung erster Ordnung in der Funktion DIFFERENTIAL, die
fiir einen Skalar z und Werte ¢(z) und ¢’(z) die zugehérigen radialen Ableitungen
& und € zuriickgibt. Ein Runge-Kutta-Verfahren vierter Ordnung berechnet den
Ergebnisvektor jeweils fiir eine Schrittweite r(k + 2) — r(k), indem die Funktion
DIFFERENTIAL an den Stellen #(k), r(k + 1) und r(k + 2) ausgewertet und dar-
aus eine Niherung fiir den Wert von £ an der Stelle r(k + 2) abgeleitet wird. Als
erste Startwerte (bei r(2)) werden zi(2) = r(2)™~! und ziabl(2) = (m — 1)r(2)™-2
definiert. Dies sind gerade die exakten Startwerte fiir konstantes Stromprofil, weil
die Lésungen des Systems dann die Form &, = ¢r™~! mit einer Konstanten ¢ ha-
ben. Im allgemeinen ist das System jedoch bis auf Normierung von den Startwerten
unabhingig, da aus physikalischen Griinden &. — 0 und j'(r) — 0 fiir » — 0. Nach
step Schritten erreicht die Schleife den Plasmarand a und liefert als Resultat den
Vektor zi, der step+1 Eintrédge zi(k) an den Stellen r(2k) hat.

ot



2.5 Die Verschiebung der Flufifiichen

Um eine grafische Vorstellung der Verschiebung zu erhalten, wird in der Funkti-
on KREISVERSCHIEB aus den berechneten oder eingegebenen Werten von &, die
tatsidchliche Bewegung der FluBflichen bestimmt. Dabei werden zunachst konzen-
trische Kreise um den Nullpunkt gelegt. Die Anzahl der Kreise ist im Optionen-
menii wahlbar und in der Variable kreisanz abgelegt. Aus der Fourierentwicklung
erhilt man in erster Ordnung die folgende Verschiebung eines Punktes (r,6) in
Polarkoordinaten zuriick:

(r,8) = (r,8) + (& cos mb, &g /7 sin mb) (15)
Dabei ist "
&(r) = —;E(rfr) cosmf (16)

Bei der Kreisbildung wird ein dreidimensionales Array kreiert, in dem der Index der
jeweiligen FluBfliche von 0 bis kreisanz-1, die Radien und zugehérigen Bogenwinkel
in Abstinden von 2w /100 gespeichert sind. Zu diesem Array wird dann die sich aus
diesen Gleichungen ergebende Verschiebung an jedem Punkt hinzuaddiert.

Wie oben bereits erwihnt, kann es hierbei leicht zu stark verfidlschten Werten
kommen, wenn &, nicht klein genug gewihlt wird, da die gesamte Herleitung nur
in erster Ordnung, also fiir infinitesimale Stérungen &, giiltig ist. Andererseits sieht
man iliberhaupt keine Verschiebung, wenn &, zu klein wird. Das Ergebnis ist stark
von kleinen Anderungen an der Normierung von &, abhingig. Wenn die Option
Normierung von zi aktiviert ist, iiberpriift eine Schleife, ob es Uberschneidungen
der FluBflichen gibt und halbiert £, solange, bis die Flachen wieder schnittfrei sind.
Diese Prozedur dauert jedoch unter Umsténden einige Minuten. Auflerdem werden
dhnlich gelagerte Fehler durch zu grofie Werte von &, wie zum Beispiel gelegentlich
auftretende Schleifenbildung dadurch nicht ausgeschlossen. Es empfiehlt sich also,
diesen Teil der Darstellung kritisch zu hinterfragen.

2.6 Stabilitdtsgrenzen

Fiir den Spezialfall eines Stromprofils der Form f(r) = (1—(r/a)?)” 148t sich mithil-
fe der obigen Differentialgleichung (14) ein Grenzwert g¢mqrq des Sicherheitsfaktors
finden, an dem das System beziiglich einer bestimmten Mode bei Anndherung der re-
sonanten Fliche von auflen gerade instabil wird und bleibt, bis die resonante Flache
in das Plasma eindringt. Dazu betrachtet man nach Wesson [1] die Randbedingung.

1d 2~ (m — ngmarg) _ ' -
{dr(rf)_ = m r=a (17)

Es ist zu beachten, daB dies nicht eine algebraische Gleichung ist, die einfach nach
gmarg aufgeldst werden kénnte, weil g(r) implizit auf der linken Seite der Gleichung
vorkommt. Fiir die Berechnung von £, bzw. £/’ spielt ja q(r) eine entscheidende
Rolle. Stattdessen mufl man das duBere Magnetfeld B;,, oder den Gesamtstrom
I so verandern, daB die obige Gleichung gilt. Im vorliegenden Programm wurde
dies iliber eine Schleife geldst, die numerisch fiir eine bestimmte Gleichgewichtssi-
tuation Gleichung (17) nach gmarg auf der rechten Seite auflést und dann Btor so
verandert, daB8 im neuen Gleichgewicht gerade gmarg/ait = gneu(a) gilt.

R Bg(a) 9marg/alt
a

(18)

Btor/neu =

Als Startwert wird ein Wert dicht unter g(a) = Z gewahlt, ndmlich go(a) = 2 —0.01
Fiir g(a) > ™ befindet sich die resonante Flache im Inneren und das Gleichgewicht



ist ohnehin stabil. Dieser Vorgang wird so lange fortgesetzt, bis gneu(a) und ¢margyait
bis zur sechsten Stelle hinter dem Komma gleich sind. Wessons Ergebnisse lassen
sich damit sehr genau nachvollziehen.

Um gmarg fiir einen bestimmten Exponenten v und eine bestimmte Mode zu
erhalten bendtigt das Programm ein paar Minuten. Interessiert man sich fiir einen
Uberblick iiber eine Reihe von Moden und mehrere Exponenten, so kann mit dem
Programm BOUNDARY.PRO ein Datenfile BOUND.DAT erstellt werden, das dann
mit dem Programm LESEDAT.PRO gelesen und dargestellt werden kann. Die Re-
chenzeit hierfiir betrigt auch aufgrund der héheren Rechengenauigkeit allerdings
mehrere Stunden.

Die Programmierung in IDL erfolgte mit freundlicher Unterstiitzung durch S. de Pefa
Hempel und M. Maraschek.
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