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Was heif3t und zu welchem Ende

studiert man Kernfusion?

Mit dieser Variation des Titels der akademischen Antrittsrede Friedrich von Schillers, der
bei seiner Frage die Universalgeschichte meinte, widmet man sich einer sehr aktuellen
Fragestellung. Wir lassen ihre politische Dimension hier beiseite und beschranken uns
auf die Aspekte, die fiir das Thema relevant sind, das uns in der vorliegenden Arbeit

gestellt ist.

0.1 Energiegewinnung und Kernverschmelzung

Bei der Verschmelzung leichter Atomkerne entstehen im Verhiltnis zu den beteiligten
Teilchenmassen gewaltige Energien. So erzeugt die Verschmelzung eines Deuterium- und
eines Tritiumkernes, der schweren Isotope des Wasserstoffs, in einen Heliumkern und ein
Neutron die Energie von 17.6MeV. Aus einem Gramm dieses Brennstoffes konnte so
die Energie von 100 MWh freigesetzt werden. Ihren Ursprung hat diese Energie in der
Massendifferenz Am zwischen den Ausgangskernen und den erzeugten Teilchen und ihr

Wert ist durch die Einsteinsche Formel AE = Am-c? gegeben.

Um die Verschmelzung zweier Kerne einleiten zu kénnen, ist jedoch eine betréchtliche
Aktivierungsenergie in Form kinetischer Energie erforderlich, denn die elektrostatische
AbstoBung der positiv geladenen Kerne muf bei einem Stof der Reaktionspartner bis
auf die Reichweite der Kernkrifte iiberwunden werden. Auf Grund des quantenmecha-
nischen Tunneleffektes mufl die Aktivierungsenergie allerdings nicht ganz so grof8 sein
wie der Potentialwall, der sich durch Uberlagerung der elektrostatischen Kréfte und
der Kernkrifte ergibt. Die quantenmechanisch berechnete Fusionswahrscheinlichkeit fiir
die Deuterium-Tritium-Reaktion hat bei einer Energie von etwa 100 keV ein Maximum
von ungefihr 5:10-% [1]. Dies entspricht etwa der Wahrscheinlichkeit, auf der Erdo-
berfliche (& 5-10**m?) in die Fliche eines Quadrates mit der Kantenldnge von 500 nm
zu treffen. Andere mogliche Fusionsreaktionen, wie z.B. die Verschmelzung von zwei
Deuteriumkernen, haben bei dieser Energie eine noch geringere Fusionswahrscheinlich-
keit und erreichen ihr Maximum bei viel hoheren Energien. Deshalb gilt zur Zeit die

Deuterium-Tritium- Verschmelzung als aussichtsreichste Reaktion fiir die Fusion.

Die GroBe der Fusionswahrscheinlichkeit, sowie die Tatsache, daB die Anzahl der ela-

stischen Coulombstéfe, die nicht zu einer Fusion fithren, bei allen Energien wesentlich
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grofer ist als die Anzahl der Fusionssto8e, schlieBt eine wirtschaftliche Ausnutzung der
Fusionsenergie iiber Teilchenbeschleunigeranlagen grundsitzlich aus. Um Fusionsversu-
che zu starten, miissen die Fusionspartner in geniigender Anzahl iiber einen gewissen
Zeitraum 75 bei entsprechend hohen Temperaturen (iiber 100 Millionen Grad) in einem
Reaktionsvolumen eingeschlossen werden. Auf Grund der fiir die Fusion notwendigen
hohen Temperatur mufl auBerdem ein direkter Kontakt der Reaktionspartner mit der

einschlieBenden Wand vermieden werden [2].

0.2 TFusionskonzepte

Zur Zeit werden experimentell im wesentlichen zwei Wege beschritten, um die oben
genannten Bedingungen zu erfiillen. Die ”Tragheitsfusion” versucht durch Laser- oder
Teilchenstrahlen die Oberflache eines gefrorenen Brennstoffkiigelchens méglichst schnell
und gleichméBig aufzuheizen. Durch den Riicksto des von der Oberfliche abdampfenden
Materials wird der Brennstoff fiir kurze Zeit stark komprimiert. Dadurch erreicht er sehr
hohe Dichten (mehrere GréBenordnungen der Festkdrperdichte) und Temperaturen. Die
Fusionsprozesse miissen dabei in der kurzen Zeit ablaufen, in der das Brennstoffkiigelchen

auf Grund seiner Trigheit zusammenbleibt.

Auf dem anderen Wege verfolgt man den sogenannten magnetischen EinschluB. Gasfér-
mige Materie formiert sich bei hinreichend hohen Temperaturen als vollstéindig ionisiertes
Plasma und ist damit der Wirkung innerer und von aufien angelegter elektromagneti-
scher Felder ausgesetzt. Insbesondere sind starke magnetische Felder geeignet, ein Plas-
ma so einzuschlieBen, da auf seiner gesamten Oberfliche materieller Kontakt mit den
GefaBwanden weitgehend vermieden wird. Mit den Verhiltnissen in solchen Plasmen
beschaftigt sich diese Arbeit.

0.3 Der magnetische Einschlufl

Die Forschung auf diesem Gebiet konzentriert sich heute im wesentlichen auf den Ein-
schluBl des Plasmas in toroidal geschlossenen Magnetfeldkonfigurationen, da es in ihnen
besonders gut gelingt, eine gute thermische Isolierung zu erreichen.

Hierbei haben sich zwei Konzepte als besonders erfolgreich erwiesen: der ”Tokamak”
und der ”Stellarator”. In beiden spannen helikal umlaufende Magnetfeldlinien magneti-
sche Flachen auf. Der Stellarator erzeugt das Magnetfeld allein iiber Stréme in dufieren

Spulen, die dazu besonders geformt sein miissen. Beim Tokamak, einer axialsymme-
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trischen toroidalen Konfiguration, wird auBler den Magnetfeldspulen fiir das toroidale
(Haupt-) Magnetfeld ein starker, vom Plasma getragener Toroidalstrom benétigt, da-
mit sich die Feldlinien verschrauben. Der Toroidalstrom wird iiber einen Transformator
durch Induktion im Plasma erzeugt, das dabei die Rolle der Sekundirwicklung iiber-
nimmt. Gleichzeitig dient der Strom durch den zwar geringen aber doch wirksamen
elektrischen Widerstand 5 des Plasmas in der Form Joulescher Wirme zur effektiven

Heizung.

0.4 Plasmaheizung

Durch diese Ohmsche Heizung konnten im Tokamak schon sehr frith Plasmen mit hohen
Dichten und Temperaturen erzeugt werden. Da der Plasmawiderstand mit zunehmender
Temperatur abnimmt (7 ~ T=*/2), wird dieser Heizmechanismus mit steigenden Tempe-
raturen immer ineffektiver. Um die in einem Fusionsreaktor angestrebten Temperaturen
erreichen zu kénnen, ist es daher notwendig die Ohmsche Heizung zu erginzen bzw. zu

ersetzen.

Als erfolgreiche Verfahren haben sich dabei die Neutralteilcheninjektion (NBI) und die
Ionenzyklotronresonanzheizung (ICRH) herausgestellt. Beide sind in der Lage, mehrere
MW Heizleistung zur Verfiigung zu stellen, um die Ionentemparatur T; im Plasma zu
erhéhen. Wir wollen hier wegen des unmittelbaren Bezugs zum Thema der Arbeit kurz
auf ihre Funktionsprinzipien eingehen. Eine genauere Beschreibung findet sich fiir die
NBI bei Speth [3] bzw. fiir die ICRH in [4].

Die Notwendigkeit, dem Plasma durch neutrale Teilchen Energie zufiihren zu miissen,
ergibt sich aus dem Umstand, daB geladene Teilchen auf Grund der starken Magnetfel-
der nicht in das Plasma eindringen kénnen. Der Neutralteilchenstrahl wird aus einem
energiereichen Ionenstrahl hergestellt, der vor dem Einschu8 in einer Ladungsaustausch-
kammer neutralisiert wird. Die neutralen Teilchen kénnen dann in das von den Magnet-
feldern eingeschlossene Plasma eindringen. Hier werden sie durch Sté8e ionisiert und
verbleiben dort mit ihrer Energie, die sie mit der Zeit an andere Ionen abgeben und
so das Plasma heizen. Je nach Einschufiwinkel zum Magnetfeld verteilt sich die kineti-
sche Energie des Neutralteilchens bei der Ionisation auf die schnelle Gyrationsbewegung

des entstandenen Ions um eine Magnetfeldlinie und auf seine Bewegung entlang dieser
Feldlinie.

Diese unterschiedliche Aufteilung findet ihre makroskopische Entsprechung darin, da8 je
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nach EinschuBwinkel der durch die NBI erzeugte Plasmaanteil einen anisotropen Druck-
tensor aufweist, der durch Coulombstd8e mit der Zeit abgebaut wird. Als weiterer Effekt
der NBI ist auflerdem der Impulsiibertrag zu beriicksichtigen, der das ruhende Plasma

in Bewegung versetzt, und zum Teil betrichtliche Massenstrémungen verursacht [5].

Die ICRH heizt die Plasma-Ionen iiber eingestrahlte elektromagnetische Felder, deren
Frequenz bei der Gyrationsfrequenz der Ionen (oder einem Vielfachen davon) liegt. In
einer Resonanzzone koppelt das elektromagnetische Feld mit der Gyrationsbewegung
der Ionen und beschleunigt sie. Auch auf diese Weise wird somit die Entstehung eines
anisotropen Drucktensors gefordert. Wie bei der NBI geben die geheizten Ionen ihre

Energie iiber Stofe mit der Zeit wieder an das Plasma ab.

0.5 Gleichgewicht und Stabilitéit

Die Bewegung des Plasmas im Magnetfeld wird durch das lokale dynamische Gleicﬁge—

wicht aller mechanischen und elektromagnetischen Krifte bestimmt.

In erster Linie und im einfachsten Bilde sind wir an einem statischen Gleichgewichts-
zustand interessiert. Dabei sollte im Zentrum des Plasmas ein zeitunabhangiger, hoher
maximaler Wert isotropen Druckes vorhanden sein, der dadurch aufrechterhalten bleibt,
dafl der zu einem nach aufien abfallenden Druck gehérende Druckgradient von elektro-

magnetischen Kriften bilanziert wird.

In der Anfangszeit der Erforschung des magnetischen Einschlusses waren im Rahmen der
Magnetohydrodynamik fast ausschlieBlich nur solche statischen Gleichgewichte Gegen-
stand theoretischer Betrachtung. Man war auf der Suche nach dem einfachsten Konzept,

das zum Erfolg fiihrt.

Inzwischen hat sich herausgestellt, daB wir auf dem Wege zur Kernfusion ohne Neutral-
teilcheneinschufl und Methoden der Zusatzheizung nicht zum Ziele kommen werden.
Damit ergab sich die Notwendigkeit, den Gleichgewichtsbegriff weiter zu fassen, indem
realistischer Weise anstelle von statischen Lésungen stationdre Lésungen der magnetohy-

drodynamischen Gleichungen mit moglicherweise anisotropem Druck in Betracht gezogen

werden.

Gleichgewichte, die durch Losen des Gleichgewichtsproblemes berechnet werden, sollten,
um iiber einige Zeit bestehen zu kdnnen, gegen kleine Storungen unempfindlich, d.h.
stabil sein. Die mathematische Theorie, die sich damit beschiftigt ist die sogenannte

lineare Stabilititsanalyse. Die Auswirkungen von Instabilititen kénnen vielféltig sein.

{/
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Sie miissen nicht immer - wie bei den im Tokamak gefiirchteten Disruptionen, mit denen
ein plotzliches AbreiBen des in toroidaler Richtung flieBenden Plasmastromes bezeichnet
wird - zu einer Zerstérung des Plasmas fiithren. Aber sie verschlechtern im allgemeinen
den Einschluff und konnen so verhindern, dafl die fiir die Fusion notwendigen Tempera-

turen und Dichten erreicht werden.

Zur Behandlung der Fragen von Gleichgewicht und Stabilitit wurden bisher sehr erfolg-
reich die Gleichungen der bereits erwahnten Magnetohydrodynamik (MHD) angewandst.

Bei den Temperaturen, die in heutigen Plasmen erreicht werden, und um so mehr bei den
Temperaturen, die fiir die Fusionsplasmen angestrebt werden, nimmt die Haufigkeit von
StoBen zwischen den Plasmateilchen ab. So betrigt die Stofzeit von Protonen in einem
Plasma mit einer Dichte von 10*m~ und einer Temperatur von 3 keV etwa 2 ms und wird
fiir héhere Temperaturen noch groBer. In dieser Zeit kann ein Ion mit der entsprechenden
thermischen Gechwindigkeit eine freie Weglange von ca 1 km zuriicklegen [1]. Damit ist
eine der Grundannahmen fiir die Giiltigkeit der MHD verletzt, nimlich die Annahme, daf
die StoBzeit kurz gegeniiber betrachteten zeitlichen Anderungen sei. Diese Aussage ist
allerdings auf die Bewegung der Plasmateilchen parallel zu Magnetfeldlinien beschrankt.
In der Bewegung senkrecht dazu iibernimmt die schnelle Gyrationsbewegung in einer

gewissen Weise die Rolle der St6Be und 1aBt eine Fliissigkeitsbeschreibung zu.

Fiir die Modifikationen der MHD-Gleichungen, die zu einer Beschreibung der Auswir-
kungen groBer freier Wegliangen notwendig sind, gibt es verschiedene Ansitze. Ein theo-
retisch vielbenutzter Ansatz ist die sogenannte neoklassische Theorie, die jedoch Mas-
senstromungen und Druckanisotropie als klein ansieht und im Gleichgewichtsproblem
vernachléssigt [6]. Fir NBI- oder ICRH- geheizte Plasmen konnen sich die Massen-
stromungen und der anisotrope Druck im Gleichgewicht aber durchaus bemerkbar ma-
chen. Zur Betrachtung solcher Plasmen bietet sich die von Grad [7] eingefiihrte Theorie
des Guiding-Center-Plasmas (GCP) an. Dort kénnen Massenstrémung und Druckaniso-
tropie von fithrender Ordnung sein. Die GCP-Theorie kann am einfachsten so beschrie-
ben werden, daf sie anstatt der exakten Teilchenbahnen die Bewegung der Gyrations-
zentren der Plasmateilchen betrachtet. Das so entstehende Gleichungssystem enthlt
dann senkrecht zu Magnetfeldlinien Gleichungen mit Fliissigkeitscharakter und parallel
zu Magnetfeldlinien kinetische Gleichungen und beriicksichtigt so die oben erwihnten

grofen freien Weglangen.
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0.6 Thema der Arbeit

Unabdingbare Voraussetzung einer jeden Stabilitidtsanalyse des Plasmas ist die Bestim-
mung des Gleichgewichtszustandes, dessen Stabilitat untersucht werden soll. Diese Be-
stimmung stellt sich im Falle stationdren Gleichgewichts als besonders schwierig her-
aus, weil die zentrale partielle Differentialgleichung toroidal-axialsymmetrischer Plas-
magleichgewichte (im Falle der einfachen Magnetohydrostatik die lineare Gleichung von
Grad, Shafranov, Liist und Schliiter) nicht mehr linear, sondern - in der mathematischen
Nomenklatur — quasilinear ist. Dies ist eine grofie Erschwernis, weil dabei die Koeffizien-
ten der (linear auftretenden) zweiten Ableitungen nichtlineare Funktionen der gesuchten
Lésung und deren Ableitungen sind.

Im ersten Teil der Arbeit geben wir eine detaillierte Herleitung eines reduzierten GCP-
Modells wieder, das eine durch NBI oder ICRH verursachte Druckanisotropie zu be-
schreiben vermag. AuBlerdem haben wir das allgemeine Gleichgewichtsproblem in der in
[8] beschriebenen, fiir MHD und GCP einheitlichen Formulierung analysiert, wobei wir
bisher nicht erkannte Einschrinkungen fiir die durch das GCP beschreibbaren Parame-
terbereiche gefunden haben.

Der zweite Teil der Arbeit 16st das Gleichgewichtsproblem in toroidaler axialsymmetri-
scher Geometrie in numerischer Form und analysiert die Ergebnisse. Dazu wurde als Teil
dieser Arbeit das Programm DIVAFlow entwickelt und getestet. Das Programm erlaubt
zum ersten Mal die numerische Berechnung von Gleichgewichten mit Massenstrémung
und anisotropem Druck und erméglicht so den gemeinsamen Einflufl der Phdnomene auf
Gleichgewichte in einer realistischen Magnetfeldkonfiguration zu betrachten. Nach einer
Idee von Zehrfeld [9] konnten wir die mit dem Gleichgewichtsproblem verbundene qua-
silineare partielle Differentialgleichung (siche auch obige Bemerkungen) in einer Weise
formulieren, die es erlaubt schnelle Losungsalgorithmen fiir lineare Differentialgleichun-
gen zu benutzen und damit die numerische Rechnung zu beschleunigen.

Im dritten Teil der Arbeit untersuchen wir die lineare Stabilitdt des GCP in seiner
Einfliissigkeitsformulierung. Bisherige Arbeiten haben entweder Massenstromung und
Druckanisotropie getrennt betrachtet [10, 11], oder nur fiir den Fall der einfacheren zylin-
drischen Geometrie. Erst in jiingster Zeit wurde fiir ein spezielles Modell die gemeinsame
Wirkung beider Effekte auch fiir toroidale Geometrie betrachtet [12].

Wir erweitern die bisherigen Arbeiten dadurch, dafl wir allgemeinere Abhéngigkeiten des

anisotropen Drucks zulassen. Die resultierenden Stabilitdtsgleichungen verbinden und
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verallgemeinern dabei die vorhandenen Ansitze. Wir erhalten fiir die lineare Stabilitat
eine notwendige Bedingung, in der die Vergleichstheoreme von Kruskal und Oberman [13]
fiir statische Plasmen mit anisotropem Druck durch Einbeziehung von Massenstréomun-
gen erweitert werden. Schliefllich betrachten wir als eine wichtige Klasse von Stérungen
die Ballooning-Moden und erhalten die auf allgemeine Druckanisotropie erweiterten Bal-

looninggleichungen mit Massenstrémung.
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Kapitel 1

Die Fliissigkeitsbeschreibung des
Guiding-Center-Plasmas

Die Theorie des Guiding-Center-Plasmas (GCP) von H. Grad (7] fiithrt auf Einfliissig-
keitsmodelle fiir Plasmen mit Massenstrémung. Das halbmikroskopische Modell des GCP
entsteht aus einer formalen Entwicklung der Vlasovgleichung und der Maxwellgleichun-
gen nach der reziproken Ladung 1/e [14], die Ausdruck fiir eine Entwicklung beziiglich
zweier Kleinheitsparameter ist, die bei groBen Magnetfeldstirken existieren. Der Be-
griff "halbmikroskopisch” ist darauf zuriickzufiihren, dal die Entwicklung in niedrigster
Ordnung auf Gleichungen fiihrt, die entlang den Magnetfeldlinien von kinetischer Natur
sind, senkrecht zu den Feldlinien aber Fliissigkeitscharakter besitzen. Auf Grund der in
fihrender Ordnung geltenden Erhaltungsgréfien fiir die Teilchenbewegung ergibt sich ein
anisotroper Drucktensor von der Art, wie er von Chew, Goldberger und Low (CGL) [15]
betrachtet wurde. Iacono et al. [8] haben gezeigt, daB sich die auf dem GCP beruhenden
Einfliissigkeitsmodelle in einheitlicher Form mit allgemeinen Zustandsgleichungen fiir die

Druckkomponenten beschreiben lassen.

Wir geben in diesem Kapitel eine Herleitung des GCP-Modells und der daraus folgenden
Einflissigkeitsgleichungen. Diese bilden die Grundlage fiir die Berechnung von axial-
symmetrischen Gleichgewichten und fiir die Betrachtung der Stabilitit von Plasmen mit

Strémung und anisotropem Druck.

1.1 Das Modell des Guiding-Center-Plasmas

Die Gleichungen des GCP konnen aus einer Entwicklung der Vlasovgleichung, dem
stofifreien Limes der Boltzmanngleichung, gewonnen werden [7, 14]. Wir folgen hier
im wesentlichen der von Kulsrud in [14] gegebenen Herleitung und gehen von der Vla-

sovgleichung

of, q.
3t +u-Vf, + =

(E+uxB)-V.f, =0 (1.1)

11
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aus, wobei f,(t,x,u) die Verteilungsfunktion der Teilchensorte v ist, deren Teilchen die
Masse m, und die Ladung q, haben. Somit gibt f,(t,x, u)d*xd*u die Zahl der Teilchen der
Sorte v an, die sich im Phasenraumvolumen d*xd*u am Ort x mit der Geschwindigkeit
u zur Zeit t aufhalten. E und B sind das elektrische und magnetische Feld, wie sie von

den Verteilungsfunktionen f, und den Ladungen q, erzeugt werden:

V-E=-1-Zq,,ffyd3u , V-B=0 ,
€ ",
OB 1 9E
== VxB = g by ;
VxE = , xB pozv:q,,fuf,,du+ = (1.2)

Fir grofe Magnetfeldstiarken 148t sich die Anzahl der unabhéngigen Variablen von ur-

spriinglich sieben auf fiinf reduzieren.

Die Bewegung geladener Teilchen in elektromagnetischen Feldern

Fiir das Verstindnis der Entwicklung und der Bedeutung des in der Literatur [7, 14,
16] iiblicherweise verwendeten formalen Entwicklungsparameters 1/e, bzw. auch m,/q,,
ist eine Betrachtung der Bewegung geladener Teilchen in elektromagnetischen Feldern

niitzlich. Die Einzelteilchenbewegung wird durch

du % (B 4 uxB) (1.3)

dt A_ m, ’
beschrieben. Der Einfachheit halber seien E und B homogen und zeitunabhingig. Die
Art wie das Magnetfeld in (1.3) eingeht, legt es nahe die Bewegungsgleichung parallel zu
B und senkrecht dazu getrennt zu betrachten. Parallel zu B ergibt sich, falls E-B # 0
gilt, eine entlang der Magnetfeldlinie beschleunigte Bewegung:

.
‘b=—"(E-b)t+u,b , b== . 1.4
wb=LEb)t+u > (1.4

Fiir die Bewegung senrecht zu B betrachten wir zuerst den Fall, dafl die Komponente

E, von E senkrecht zu B verschwindet:

du, q
T muBulxb : (1.5)

Daraus ergibt sich eine kreisférmige Bewegung in der Ebene senkrecht zum Magnetfeld
mit der Kreisfrequenz Q, = |q,B/m,| (Abb. 1.1). Den Gyrationsradius r? der Kreis-
bahn erhilt man entweder aus der Bahngeschwindigkeit u, und der Kreisfrequenz 2,

als r¥ = u, /Q, = m,u, /|q,B| oder iiber die Gleichsetzung der Zentrifugalkraft auf der
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Abbildung 1.1: Skizze fiir die Teilchenbewegung in einem homogenen Magnetfeld, das in
die Zeichenebene weist, und die Verdnderung der Teilchenbahn zu einer Zykloide durch
ein homogenes elektrisches Feld senkrecht zu B.

Kreisbahn mit der Lorentzkraft durch das Magnetfeld. Ist E, von Null verschieden, so

erhalten wir mit

, E, xB
ui :=1IJ_-—VJ_ 3 VvV, = B2

(1.6)

fiir die Zeitentwicklung der neuen Geschwindigkeit u/, wieder Gleichung (1.5). In einem
mit der Geschwindigkeit v, bewegten Koordinatensystem werden also wieder Kreisbewe-
gungen ausgefithrt. Im ruhenden Koordinatensystem ist die Teilchenbahn eine Zykloide
(Abb. 1.1). Da diese Bahn durch die Bewegung des Gyrationsmittelpunktes entsteht,
d.h. die Bewegung des Mittelpunktes die Gyration fithrt, spricht man in diesem Zusam-
menhang von dem Fiihrungszentrum (Guiding-Center) der Bewegung. Ist der Gyrati-
onsradius klein, d.h. die Gyrationsfrequenz gro , dann wird die Teilchenbewegung im

wesentlichen schon durch die Bewegung seines Guiding-Centers wiedergegeben.

Die Entwicklung der Vlasovgleichung

Zur Entwicklung der Gleichungen (1.1) und (1.2) bieten sich bei grofien Magnetfeldstirken
die Umlaufzeiten der Teilchen 1/Q, und die Gyrationsradien als kleine Gréflen an. Die
entsprechenden Entwicklungsparameter sind dann A := Q,Ts < 1, wobei T die Zeits-

kala angibt, auf der Zeitinderungen betrachtet werden, und A, :=r’/L <1 mit einer
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fiir das System relevanten Skalenldnge L, z.B. L = |VB|/B. Da in beiden Kleinheitspa-
rametern die reziproke Ladung 1/e auftritt, kann 1/e formal als Entwicklungsparameter
benutzt werden [16], wenn A und A, die gleiche Gréfienordnung haben. Es sollte jedoch
nicht vergessen werden, daf die formale Kleinheit von 1/e durch die Starke des Magnet-
feldes bedingt ist, und angenommen wird, daB Ar und A, fiir alle Teilchensorten klein
sind.

In diesem Sinne entwickeln wir die in den Gleichungen (1.1) und (1.2) auftretenden
GroBen f, E und B: f=f,+f,+---, E=E;+:-- und B =B, +---. Der Index gibt
hier die GréBenordnung beziiglich 1/e an. Bei der Verteilungsfunktion haben wir den
Index fiir die Teilchensorte unterdriickt. Die elektromagnetischen Felder miissen fiir eine
konsistente Berechnung ebenfalls entwickelt werden, da in den Maxwellgleichungen die
Verteilungsfunktion der Teilchensorten vorkommen. Wir benutzen den von Kulsrud in
[14] gemachten Vorschlag zur Vereinfachung der Entwicklung und setzen B, = 0. Die
Bedeutung dieser Annahme ergibt sich weiter unten bei der Entwicklung der Maxwell-

gleichungen. Fiir die Vlasovgleichung erhalten wir dann in nullter Ordnung
(Eo + ung)'Vufo - 0 5 (1.7)

und in erster Ordnung

q __ % _ L vi_YE.
m(E0+uxBo)-V.,f1— 5t u-Vi, mE1 V% AE (1.8)

Bevor wir die Maxwellgleichungen nach 1/e entwickeln, betrachten wir die Folgerun-
gen, die sich aus den Gleichungen (1.7) und (1.8) ergeben. Fiir das weitere lassen wir
den Index 0 bei B, weg, da héhere Ordnungen des Magnetfeldes nicht mehr betrachtet
werden.

Die Gleichung nullter Ordnung legt die Einfithrung einer Geschwindigkeit v, nahe, die
sowohl senkrecht zu E, als auch zu B ist, mit

E,xB
11’ =u- V; mit VvV, = 0B>: ) (1.9)

wobei wir die neue Geschwindigkeitsvariable u’ eingefithrt haben. Aus der Definition

von v, folgt, daB diese Geschwindigkeit allen geladenen Teilchensorten gemeinsam ist.

Die Einfiihrung von Zylinderkoordinaten im Geschwindigkeitsraum,

u’ = ujb + u' (e,cos¢ + e;sing) , b= % i

0 8 7 b xut-d u’?
viE A dy P R XU, { LS AL 1.10
’ bau;, et P YA o g (110)
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wobei die Symmetrieachse durch die Richtung des Magnetfeldes bestimmt ist, ergibt fiir
die Gleichung nullter Ordnung
6f of,
— +Eo ou
B
o

m

1w/ xB-Vf, + Eoyb-Vuf, =

eA u = 0 )
m S ' - 34;5

(1.11)

Hieraus lassen sich zwei Resultate ableiten. Als erstes kann gezeigt werden, dafl das
parallele elektrische Feld E, verschwinden mufl . Ware E,; # 0, so folgte aus (1.11),daf
f, im Geschwindigkeitsraum auf Spiralen konstant wire, die sich mit einer Ganghéhe
Au', = 27|E,,;/Q| um die uj-Achse winden. Verteilungsfunktionen, die fiir uj — oo ver-
schwinden, kénnen deshalb nur fiir E, = 0 existieren. Daraus ergibt sich zweitens, daf
die Verteilungsfunktion in fithrender Ordnung nicht von der Gyrationsphase ¢ abhingt,
dh. f(t,x,u) = f(t,x,ul,a).

Schreiben wir die Gleichung erster Ordnung (1.8) in den neuen Geschwindigkeitsvaria-

blen, so erhalten wir:

of, 3{, 0 a-f
Qa—¢ 5 - au —-u- Vu) 6 f|

Dabei wurde benutzt, dafl durch die Kopplung der zylindrischen Geschwindigkeitskoor-

+u-Vi, + (%El (1.12)

dinaten an die Magnetfeldrichtung, fiir u der Abhéngigkeitscharakter u = u(t,x, uj, a, ¢)
gilt, so daB

ou: :i-db = de, Oe, Bvl
ik AL i i R

(1.13)
und

Vu = u; Vb + v/ V(e,cos¢ + e,sing) + Vv, (1.14)

gilt.
In Gleichung (1.12) tritt die Verteilungsfunktion erster Ordnung auf, die vom Gyrati-
onswinkel ¢ abhidngt. Damit f, im Geschwindigkeitsraum eindeutig ist, muf f, in ¢
periodisch sein. Dies bedeutet, daB die rechte Seite von (1.12) ebenfalls periodisch in
¢ sein muB . Die Anteile der Gleichung, die unabhingig von ¢ sind, miissen sich also
wegheben. Durch Integration der Gleichung tiber eine volle Periode von ¢ erhalten wir
die Bedingung

% + (b + v,) VL, + (%E,," (—=

ov,
5o+ (ub +v.):Vv.)b) ==

oty assiof, : of
Bul u"a—a) —a(V.v, — bb.'VVL)a—aL

ul

+aV-b (5= =0 . (1.15)
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Vom elektrischen Feld in erster Ordnung taucht nur noch E, ; auf. Der Anteil senkrecht
zu B, d.h. E, , ist durch die Mittelung im Geschwindigkeitsraum verschwunden.
Bevor wir (1.15) weiter vereinfachen konnen, betrachten wir die Entwicklung der Max-

wellgleichungen nach 1/e. In niedrigster Ordnung erhalten wir:

€ qu,/.fwdau ) V-B=0 , (1'16)
0
B

VxE=-20 0=mTa [ + vt . (1.17)

Fiir die Verteilungsfunktion f, ergeben sich daraus zwei Bedingungen. Die erste, aus
V-E=0 folgende, beschreibt die Ladungsneutralitit, und die zweite, aus dem Ampére-
schen Gesetz entstehende, fithrt zu einer verschwindenden Nettostromdichte. Da die
Geschwindigkeit v, fiir alle Teilchensorten gleich ist und wegen des Abhéingigkeitscha-
rakters von f, ein Strom senkrecht zu B ausgeschlossen ist, flieit parallel zu magnetischen
Feldlinien kein Strom in filhrender Ordnung. In einem Zweikomponentenplasma wird
dies erfiillt, wenn Ionen und Elektronen die gleiche Fliissigkeitsgeschwindigkeit parallel
zu B besitzen. Die Quellen des elektrischen Feldes E, und die Wirbel der magnetischen
Induktion B, d.h. die Stromdichte, werden von der Verteilungsfunktion in erster Ord-
nung erzeugt. An diesem Punkt wird deutlich, daBl die Annahme B, = 0 gleichbedeutend
ist mit einer Vernachlissigung der Stromdichte, die durch die Verteilungsfunktionen f, in
zweiter Ordnung erzeugt wird. Vakuumfeldanteile von B, kénnen immer in der fithren-

den Ordnung B des Magnetfeldes beriicksichtigt werden.

Obwohl die Stromdichte j in niedrigster Ordnung von der Verteilungsfunktion in er-
ster Ordnung erzeugt wird, wird deren Kenntnis zur Berechung von j nicht benétigt.
Vielmehr 1a8t sich aus Gleichung (1.8) durch Multiplikation mit der Teilchengeschwin-
digkeit u und durch Bildung der Einfliissigkeitsmomente die Stromdichte senkrecht zu
B bestimmen:

\ 9
jxB=(1-bb)-(po(Gr +v-VV)+Vp) ,

p=p,+ (pu = PJ.)bb . (1-18)

Dabei ist v die Fliissigkeitsgeschwindigkeit, p die Gesamtmassendichte und p der Ge-
samtdrucktensor. Diese Groflen ergeben sich aus den Geschwindigkeitsmomenten der

Verteilungsfunktion nullter Ordnung
! 1 3
{P’P"usPu,Px} =) m, f{l,ufp (uy — vy)’ §u12}f0‘,,d u’ (1.19)
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Die Stromdichte parallel zu B folgt aus dem Ampéreschen Gesetz in erster Ordnung

1 9E,
5 Ot

(1.20)

Brechen wir an diesem Punkt die Entwicklung ab, so erhalten wir ein geschlossenes

System von Gleichungen:

(E;, +vxB)=0 |, (1.21)
V xE, __B_B y V-B=0 : (1.22)
ot
jxB = (1 — bb) (Zp,, +v-Vv)+ V. Zpu) ; (1.23)
1 0K,
B (1.24)
3}-‘0 ' = q avl_ ' a-fo

"a"'{ + (U.“b + V.L)'Vfo -} (EEI'" -+ a,Vb i ('Ft-' + (l.lnb + VJ_).VVJ_) b)-anl T

—a(u’I'IV-b-]-V-vl—bb:VvL)%-:O ; (1.25)

0= zq.,ffg,dau' 5 0= Zq,,ju'l'lfuydsu' : (1.26)

Das GCP-Modell, das auf diesen Gleichungen beruht, wird auch halbmikroskopisch ge-
nannt, da die Dynamik der Bewegung senkrecht zu B durch Fliissigkeitsgleichungen
bestimmt wird, parallel zu B hingegen durch kinetische Gleichungen. Die einzige noch
auftretende Grofle erster Ordnung (E, ;) wird durch die Neutralititsbedingung festgelegt.
Eine einfachere Form der kinetischen Gleichung (1.25), die gleichzeitig zu einer anschau-
lichen Deutung des Modells verhilft, kann durch die besondere Art der Geschwindigkeit
v, gewonnen werden. Aus (1.21) und (1.22) folgt, daB fiir v,

V-sz—vl-n—%lnB—vJ_-VInB } (1.27)
b-(b-Vv,)=—v, & (1.28)
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und

ov,

ot

gilt, wobei & := b-Vb der Kriimmungsvektor der magnetischen Feldlinien ist. Mit diesen

2
b-(vy-Vv,) = —b-V—Yzi—b- (1.29)

Gleichungen kann gezeigt werden, daf die kinetische Gleichung in die Form

a1, = q | S o,
Bt + (uyb 4+ v,)- Vi, + (EEI'" -+ b-V(ivl — uB) + u"vmrc) 3_% =0 (1.30)

umgeschrieben werden kann, wobei x := a/B und f, = ‘fo(u'l'l, L, X,t) = 1, (), #B, x, t) ist.
Die als Konstante der Bewegung neu eingefiihrte Geschwindigkeitsvariable y ist entspre-
chend der Beziehung p = u'?/(2B) das magnetische Moment pro Teilchenmasse. Fiir das
Volumenelement im Geschwindigkeitsraum gilt d*u’ = 2rBdpdu;.
Interpretieren wir Gleichung (1.30) als Liouvillegleichung, d.h. im Sinne des totalen
Differentials einer Teilchendichte in einem Phasenraum mit den Variablen (x, uj, p)

df, of  dx _»  dujdf,

Vi, +

ST o 7 (1.31)

wobei i konstant gehalten wird, so werden die durch die Entwicklung nach 1/e gemachten
Niherungen deutlicher. Die ”Teilchen”, die durch (1.31) beschrieben werden, haben die
Geschwindigkeit

dx
d_t = llillb +v, , (132)
und auf sie wirkt die Beschleunigung in Richtung des Magnetfeldes
du! 1
= %EL“ +b-V(5vi —uB) +upv. ok . (1.33)

Gleichung (1.32) zeigt, daBl von der Teilchenbewegung in einem elektrischen und magne-
tischen Feld nur die Bewegung des Guiding-Centers iibrig geblieben ist, woraus sich der
Name des Modells ableitet. Die Gyrationsbewegung der Plasmateilchen geht iiber das
magnetische Moment p nur noch als Parameter in die Gleichungen ein.

Anschaulich kann man sich die Entstehung dieses Bildes so vorstellen, da8 die Gyra-
tionsbewegung eines Plasmateilchens zum Zeitpunkt t auf seinen Guiding-Center-Ort
zusammengezogen wurde. Dabei wurde der durch die Gyrationsbewegung um diesen
Ort eingeschlossene magnetische Fluf ¥ = 7r!B o p dem Guiding-Center angeheftet.
Das so entstandene Quasiteilchen besitzt also ein konstantes magnetisches Moment und

fiihrt die Bewegung des Guiding-Centers mit dessen Geschwindigkeit ujb + v, aus.
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1.2 Die Guiding-Center-Fliissigkeit

Das GCP-Modell ist trotz der getroffenen Vereinfachungen immer noch sehr kompliziert,
so daB es fiir Gleichgewichts- und Stabilitdtsuntersuchungen nur fiir Plasmen in Zylinder-
geometrie herangezogen wurde. In axialsymmetrisch-toroidaler Geometrie wurden bisher
nur die theoretischen Konsequenzen fiir Gleichgewichte betrachtet, die sich aus dem Ge-
gensatz des Modells der Magnetohydrodynamik (MHD) mit isotropen Drucktensor zum
CGL-Modell mit anisotropen Drucktensor ergeben. Dies liegt nicht nur an der Komple-
xitat der Gleichungen, sondern auch an der Freiheit, die die Verteilungsfunktion f, (von
nun ab verzichten wir, soweit keine Miflverstandnisse daraus entstehen, auf die Indizes 0
und 1) immer noch in sich birgt. Wir betrachten daher die Fliissigkeitsgleichungen, die
sich aus den kinetischen Gleichungen ergeben.

Wir gehen dazu in Gleichung (1.15) mit uj =: T, + v} zu einer Verteilungsfunktion
(¥, u,,x,t) iber, die sich mit der Fliissigkeitsgeschwindigkeit parallel zu den Magnet-
feldlinien bewegt, d.h. 27 [ @, fdT,da = 0. Gleichung (1.15) geht dann in

o 8 =g v’/ - of
'a_t" + (u"b + V)Vf + (EE" = (a‘ -+ (u"b + V)VV)b))a_T"
Of® 5559f of
+aV-b(ﬁ" — uua) - a(V-v —_ bb.VV)a =0 (134)

iiber. Multiplikation mit (m,mdy, m3,*, ma), Integrafion iiber den Geschwindigkeits-
raum und Summation iiber die Teilchensorten ergibt die ersten vier Momentengleichun-

gen fiir die Einflissigkeitsbeschreibung des GCP:

dp+pV-v=0 , (1.35)
jxB=pdv+V-p , (1.36)
d,py + py(V-v +2b-(b-Vv)) = —b-Vqy; + (q;y — 2q.,1)b-VInB (1.37)
und
d.pl']'p_L(QV'V“b‘(b'VV)): —b'qu_," +2q_L,||b-VlnB ; (138)

wobei d, := /0t + v-V gesetzt wurde. AuBlerdem haben wir verwendet, daB die Krafte-
bilanzen parallel und senkrecht zu den Magnetfeldlinien zu einer vektoriellen Gleichung

zusammengefaflt werden kénnen. p ist die Gesamtmassendichte, p, und p, sind die
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Komponenten des Gesamtdrucktensors p und q,; und q, ; sind Gesamtstrome paralleler

Wirme bzw. von Gyrationsenergie entlang Magnetfeldlinien, die durch

Qi = 2W2mufﬁﬁfdﬁuda ; (1.39)

qu, = 2 Z my/ﬁ" a,fdﬁ"da. (1.40)

definiert werden.

(1.35) bis (1.38) stellen ein System von Einflissigkeitsgleichungen dar, das sich ergibt,
weil die Teilchensorten eine gemeinsame Massengeschwindigkeit in nullter Ordnung be-
sitzen. Die Geschwindigkeiten der Teilchensorten, die zu elektrischen Strémen fiihren,
sind bei dieser Entwicklung von erster Ordnung. Um das Gleichungssystem traktabel
zu halten, brechen wir die Reihe der Momentengleichungen nach den Gleichungen fiir
die beiden Druck-Komponenten ab. Damit das Gleichungssystem geschlossen werden
kann, miissen wir versuchen die Warmestréme durch Momente niedriger Ordnung aus-

zudriicken.

1.2.1 Arbeit und Wirme bei Bewegungen der Guiding-Center-Fliissigkeit

Um zu sehen, in welcher Form sich die nichtdissipativen Warmestréme auf die Anderung
der Druckkomponenten auswirken, betrachten wir die Gleichung der Gesamtenergie, die
durch Addition von (1.37) und (1.38) im Verhaltnis 1:2 entsteht. Mit der Kontinuitats-
gleichung, den Gleichungen (1.27 - 1.29) und der Definition des Gesamtwirmestroms

entlang den magnetischen Feldlinien

2 1
q =: (g‘h.n i gCIu,u)b (1.41)
fahrt dies auf
Py aPiY: ik Siads & Pyl Pu Py

Auf der linken Seite der Gleichung erkennen wir in dem Term (3py + p.)/p eine Darstel-
lung der inneren Energie U pro Masseneinheit. Bei isotropem Druck (p; = p. = p) kann
das ideale Gas als Modell dienen, und die Divergenz des Warmestromes kann mit der
Anderung der Entropie d,S verkniipft werden. Verschwindet sie, dann ist d,S = 0. Auf
der linken Seite steht in diesem Fall nur die Anderung von U in der Darstellung 3p/(2p).
Damit geht (1.42) in die isentrope Zustandsgleichung des idealen Gases iiber:

d.({%):O s 7=§ : (1.43)
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FlieBt ein Wirmestrom, so dafl er die durch das ideale Gasgesetz erklirte Temperatur
T = mp/(kp) entlang der Bewegung konstant hilt, erhalten wir auf der linken Seite
von (1.42) die Anderung der freien Energie pro Masseneinheit d,F = d,(U — TS). Die

Annahme einer konstanten Temperatur kann mit der isothermen Zustandsgleichung
p
d(=)=0 1.44
®) (140

ausgedriickt werden.

Bei anisotropem Druck ist die Situation schwieriger. Eine Gréfe wie die Entropie muf
aus der kinetischen Beschreibung gewonnen werden, z.B. aus dem Integral k [ f, In(f,)d*u
bei Kenntnis der Verteilungsfunktion. Als thermodynamisch konjugierte Variable konnte
daraus eine Temperatur abgeleitet werden.

Wir hingegen wollen bei der Fliissigkeitsbeschreibung bleiben. Wir begniigen uns deshalb
mit einer thermodynamisch unvollstindigen Beschreibung und betrachten —3/(2p)V-q;
als Anderung der Wirme 6§Q. Somit steht auf der linken Seite von (1.42) die Differenz
der Anderung der inneren Energie des Plasmas und der Anderung seiner Wirme. Dies

entspricht der Volumenarbeit
- = _ P PP~ Ps
A =d,U - 46Q ” d.p T dB , (1.45)

die wahrend der Bewegung am Plasma geleistet wird. Wir erhalten dieselbe Gleichung,
wenn wir in Analogie zur Mechanik der deformierbaren Kérper die Anderung der Arbeit

0A als
6A = —p:Vv (1.46)

interpretieren. Dabei {ibernimmt der negative Drucktensor die Rolle des Spannungsten-
sors und Vv die der differentiellen Verformung. Gleichung (1.46) ist die Verallgemei-
nerung der Darstellung fiir die mechanische Arbeit §A = —pdV bei isotropem Druck.
Volumenénderungen, die die Teilchenzahl und den magnetischen Fluf erhalten, kénnen
unter Benutzung der Kontinuititsgleichung (1.35), des Induktionsgesetzes (1.22) und des
Ohmschen Gesetzes (1.21) entsprechend ihrer Bedeutung aufgeteilt werden als

Vv =bbV, v+ (I = bb)V,-v (1.47)
mit
B
v"'V = b'(b'VV) = d,ln; (148)
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Abbildung 1.2: Zylinderférmiges Plasmavolumen der Linge 1 und mit Querschnittsfla-
che s entlang einer magnetischen Feldlinie.

und
V_L'V = V'V = V“'V = —dtlnB » (1.49)

Zusammen mit der Definition von p folgt die Aquivalenz von (1.45) und (1.46).
Ein anschaulicher Weg, der zu (1.45) fiihrt, kann iiber die Betrachtung eines kleinen

zylindrischen Plasmavolumens der Linge 1 und der Querschnittsfliche s entlang des Ma-
gnetfeldes beschritten werden (Abb. 1.2). Der magnetische Flu}, der das Plasmavolumen
durchdringt, ist durch ¥ = s-B gegeben, und die Teilchenzahl N im Plasmavolumen er-
gibt sich mit der Teilchendichten zu N = n-s-1. Die Erhaltung des magnetischen Flusses
¥ und der Teilchenzahl N bei der Bewegung des Volumens bedingt, dal sich dessen
Abmessungen auf Grund einer Variation der Magnetfeldstirke und der Teilchendichte
gemaf
1 1 1 E
n

Bx- , nx— = 8§06 = 545 1OX

s s-1 B
indern. Ein Vergleich mit (1.48) und (1.49) zeigt die Verkniipfung der Ausdriicke fiir die

parallele und senkrechte Volumendnderung mit der Erhaltung des magnetischen Flusses

(1.50)

und der Teilchenzahl. Die Anderung der inneren Energie s-1(p; + p.) kann nun durch

22




1.2. DIE GUIDING-CENTER-FLUSSIGKEIT

die mechanische Arbeit bei der Anderung des Volumens s-1 und die dabei ausgetauschte

Wairme beschrieben werden:
d(s-l% +51p,)=—pys-dl—p,lds+6Q . (1.51)

Mit s-1 o< n und s  1/B erhalten wir ebenfalls (1.45).

Spezielle Gleichungen fiir die Anderung der Druckkomponenten auf Grund von Volu-
meninderungen ergeben sich, wenn die Anderungen so schnell sind, daB kein Wirme-
austausch stattfindet, d.h. §Q = 0. Nehmen wir die parallele und senkrechte innere
Energie als voneinander unabhéngig an, so lassen sich mit den zwei Volumenénderun-
gen ds # 0, dl = 0 und dl # 0, ds = 0 die Gleichungen von Chew, Goldberger und Low

herleiten. Die erste Volumenénderung fiihrt auf

x 1 1

d(S?“) =0 , d(sp))=-puds <= p«x PRTRL S e (1.52)
und die zweite ergibt

AMB) = -pdl , dlp)=0 = poxg . paxy . (183)

Kombinieren wir die Proportionalititen und driicken wir s und 1 durch B und n, bzw. p,

aus, dann erhalten wir:

1 B? 1
P||0<§0<p—3 ) P¢0<aoch . (1.54)
In der differentiellen Form lauten sie
P‘||B2 all Py _
d, (—pa ) =0 - 4, (E) =0 (1.55)

und kdnnen durch Vernachldssigung der Warmestréme auch aus den Gleichungen (1.37)
und (1.38) gewonnen werden.

Verlangen wir fiir den allgemeinen Fall, dafl die an einem Plasmavolumen geleistete
Arbeit reversibel aufgenommen oder abgegeben wird, dann 1ait sie sich als totales Dif-
ferential

dA = %}d,p . El'——p:]-a&d,B (1.56)

darstellen mit den partiellen Ableitungen

0A 0A =Py
3),-2 . (), --nzp aan)
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Die Druckkomponenten sind also Funktionen von p und B und miissen die Integrabi-
lititsbedingung an A(p, B)

0’A 0*A

3p8B = BBaP — O.'||+;6|| “'ﬁJ. =A (158)
erfiillen, wobei
o= 2 (B) g =2 (B) A= BTRE L (159)
bAS TR X0GBo iy (N M STUGNBIN s §pi e A aTI THORsA B J1LA ;

Bondeson und lacono [17] haben diese Integrabilititsbedingung als erste genannt und
spiter, im Zusammenhang mit der Betrachtung axialsymmetrischer Gleichgewichte 8],
auf ihre Bedeutung zur Herleitung einer Gleichung hingewiesen, die ein Aquivalent zum

hydrodynamischen Bernoulli-Gesetz darstellt.

Die Integrabilitatsbedingung, die fiir die Existenz stationdrer Losungen

(% = 0= d, — v-V) der Fliissigkeitsgleichungen in einer abgeschlossenen Geometrie
notwendig ist, gilt fir % # 0 zwar auf jeder Zeitskala, allerdings konnen die partiellen
Differentiale oy, und 8, von der Zeitskala, auf der die Energiegleichung betrachtet wird,
abhingen. So kann bei der Betrachtung von Instabilititen die lokale Abhéngigkeit der
Druckkomponenten py,, von p und B eine andere sein, als die, die fiir das Gleichgewicht
gilt. Ein Beispiel dafiir ist ein Modell von Hain, Liist und Schliiter [18], auf das wir bei
den Stabilitatsbetrachtungen noch einmal zuriickgreifen werden (siehe S. 84). Es nimmt
an, daB die Stofizeit der Plasmateilchen klein ist gegeniiber der Zeitskala, auf der sich das
Gleichgewicht einstellt und nimmt deshalb fiir das Gleichgewicht einen isotropen Druck
an. Waichst die Instabilitit auf einer schnelleren Zeitskala als der Stofizeit an, dann

verlauft die Entwicklung des Druckes von einem isotropen Druck ausgehend anisotrop.

Durch die Integrabilititsbedingung wird die Abhingigkeit der Druckkomponenten noch
nicht festgelegt. Um einfache Abhingigkeiten konstruieren zu kénnen, kann man fiir die

Druckkomponenten einen Ansatz in p und B von der Form

py(p,B) = a,,p"B* und p,(p,B) =3 b,p"B* , (1.60)

wu L1

machen und in die Integrabilitidtsbedingung einsetzen. Wir lassen bei den Summationen
auch gebrochene Exponenten zu. Unter der Annahme, dafl p und B in dieser Darstellung

unabhéngig sind, erhélt man fiir die Koeffizienten die Konsistenzbedingung

pa,, +(w—-1)(a,,—b,)=0 < (g+v-1a,=r-1b, . (1.61)
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In dieser Bedingung sind fiir isotropen Druck die isotherme bzw. isentrope Zustands-

gleichung mit

a,=b,=0 , v#y , p#0 , a,=b, , 7=1 bzw. g (1.62)
und die CGL-Gleichung fiir anisotropen Druck mit

a,,=0 , v#3 , p#-2 und b, =0 , vl , p#l (1.63)

als Spezialfille enthalten. Die Konsistenzbedingung erlaubt eine einfache Verallgemei-

nerung der CGL-Gleichungen auf

p il £
Py X p(-];) puipasoespBst | (1.64)
Fiir 5 = 2 und v, = 1 erhalten wir die urspriinglichen CGL-Gleichungen, wahrend fiir
7y = 7. = 0 zwei unabhéngige isotherme Zustandsgleichungen entstehen. In der heuri-
stischen Herleitung der CGL-Gleichungen lassen sich die beiden Parameter v, und «,

durch spezielle Warmestréme einfithren, die zu einem Wirmeaustausch von der Form
6Q = (1—7.)p.lds + (1 - :g—')p"sdl (1.65)

fithren. Dieser beriicksichtigt die angenommene Unabhéngigkeit der parallelen und senk-
rechten Wirmebewegung. Aus der Bedeutung der Parameter v, und 7, in (1.65) muf fiir
sie die Beschrankung 0 <4y <2und 0 <7, <1 gelten. So verschwindet der Warme-
austausch fiir 4y = 2 und v, = 1, bzw. fir vy =0 und 7. =0 entspricht er gerade der
am Plasma geleisteten Arbeit.

Durch Kombination spezieller Losungen der Konsistenzbedingung lassen sich weitere
Zustandsgleichungen erzeugen. Wollen wir ein Plasma beschreiben, das durch Neutral-
teilchen geheizt wurde, so bietet sich an, das Plasma beziiglich der Energie in zwei Teile
aufzuteilen: in das Hintergrundplasma, in das die Neutralteilchen als zweiter Teil in Form
von hochenergetischen Teilchen eingeschossen werden. Fiir das Hintergrundplasma (HP)
kann ein isotroper Druck angenommen werden, wihrend die eingeschossenen, heiflen
Neutralteilchen (NBI), die im Plasma ionisiert werden, je nach EinschuBrichtung zum
Magnetfeld einen anisotropen Druck aufbauen werden. Fiir die Beschreibung dieser
Anisotropie eignen sich die CGL-Gleichungen, wenn wir die Warmestrome ganz ver-
nachlissigen, oder, um in gewissem Umfang Wirmestréme beriicksichtigen zu konnen,
die modifizierten CGL-Gleichungen. Die Druckkomponenten des Gesamtplasmas sind

dann
Pp=P+Pjxer 5 PL=P+Piym (1-66)
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wobei

PrBI1

Py.xne1 = C"PNE[( B )-1’II s Puxer =CipwmB™ , p=cpy, (1.67)

gelte mit den Konstanten cj, ¢, und c. Da die Zustandsgleichungen von der Gesamt-
dichte p = pgp + pypr abhéngen miissen, darf das Verhéltnis pyp /pyp; nicht von p oder B

abhingen. Wir konnen also mit gednderten Konstanten cj,c, und ¢

g/ .y
p(eB) =co +ap(5) . pu(eB)=co" +cupB™ (1.68)

schreiben. Die Abhéngigkeit der Druckkomponenten py, von p und B gilt auf Grund
der Herleitung nur entlang der Fliissigkeitsbewegung.

Der Vollsténdigkeit halber fassen wir die Einflissigkeitsgleichungen fiir das GCP noch-
mals zusammen. Deren elektromagnetischer Anteil besteht aus dem Ohmschen Gesetz

und dem Induktionsgesetz, sowie der Divergenzfreiheit von B und dem Ampéreschen

Gesetz:
E4+vxB=0 : VxE:—%—? " (1.69)
. 10E
V-B=0 , VXB=pj+—— . (1.70)
€ Ot

Der Fliissigkeitsanteil ist durch die Kontinuitétsgleichung, die Kréftebilanz und die Glei-

chungen fiir die Druckkomponenten gegeben:

9p

E+V-(pv)=0 ; (1.71)
av 2
pa+pv-Vv—JxB+V-p=O ! (3272)
B B?
Ho Hop
und
B B?
dng_ = _a_’_d'B + _ﬁldgp . (1.74)
Ko Kop

Dabei nehmen wir fiir die Differentiale von p;,, an, dafl sie die Integrabilititsbedingung
o+ By —B=A (1.75)
erfillen.
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Kapitel 2

Axialsymmetrische Gleichgewichte mit
Massenstromung und anisotropem Druck

Bei axialer Symmetrie kann das Gleichgewichtsproblem mit Massenstrémung auf die
Losung einer quasilinearen Differentialgleichung reduziert werden [19]. Diese ist bei
isotropem Druck mit fiinf algebraischen Gleichungen verbunden, die Ausdruck von Er-
haltungssitzen sind [20]. Fiir das GCP haben Dobrott & Greene Ahnliches gezeigt [21].
Tacono et al. [8] haben die formale Aquivalenz der halbkinetischen Beschreibung und
der Fliissigkeitsbeschreibung des GCP aufgezeigt und zu einem Vergleich von kinetischer
und makroskopischer Gleichgewichtstheorie fiir das GCP genutzt. Die quasilineare Dif-
ferentialgleichung ist in der Fliissigkeitsbeschreibung mit vier algebraischen Gleichungen
sowie zwei Zustandsgleichungen fiir die Druckkomponenten der Form py,,(p,B) gekop-
pelt. Der Fall isotropen Drucks ist als Spezialfall in dieser Beschreibung enthalten. Die
Zustandsgleichungen miissen eine Integrabilitatsbedingung erfiillen, die in Beziehung mit
der lokalen Energieerhaltung fiir die betrachtete Plasmastrémung steht.

Eine numerische Berechnung axialsymmetrischer Gleichgewichte, die sowohl den EinfluB
von Massenstromungen als auch von anisotropem Druck berticksichtigt, existierte bisher
nicht. Beide Effekte wurden bis jetzt getrennt betrachtet [22, 23, 11]. Mit Hilfe von
Modellzustandsgleichungen fiir py,.(p, B), die geeignet sind, ein Plasma mit isotropem
Druck und einem Anteil an heilen, durch Neutralteilcheninjektion erzeugten, anisotropen
Ionen zu beschreiben, kénnen wir das Gleichgewichtsproblem in &hnlicher Weise wie fiir

isotropen Druck formulieren.

Das Kapitel ist so aufgebaut, da§ wir zuerst das physikalische Problem auf seine mathe-
matische Form reduzieren und die Eigenschaften des resultierenden Gleichungssystems
diskutieren. Wir betrachten den von Iacono et al. [8] angestellten Vergleich zwischen
kinetischer und makroskopischer Beschreibung. Dabei zeigt sich, daB die kinetische Be-
schreibung mit den von lacono et al. gemachten Annahmen nur einen Teil des der
Fliissigkeitsbeschreibung zuginglichen Parameterbereichs fiir die Massenstrémung und
die Druckkomponente erreicht. Zur Losung des axialsymmetrischen Gleichgewichtspro-

blems wurde das Computerprogramm DIVAFlow geschrieben, das ein Fliissigkeitsmodell
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fiir die Zustandsgleichungen von p; und p, benutzt, das geeignet ist Neutralteilcheninjek-
tion zu simulieren. Wir beschreiben die im Programm zur Lésung des Gleichungssystems
angewandten numerischen Methoden. SchlieBlich zeigen und diskutieren wir Resultate,

die in der Magnetfeldkonfiguration von ASDEX-Upgrade berechnet wurden.

2.1 Die Gleichgewichtsgleichungen

Wir betrachten in diesem Kapitel axialsymmetrische Plasmakonfigurationen, wie sie im
Tokamak vorliegen. Als der Geometrie angepaBte Koordinaten benutzen wir das zylin-
drische Koordinatensystem (R,,z), wobei R der Abstand zur Symmetrieachse, ¢ die
ignorable Winkelkoordinate und z die Koordinate entlang der Symmetrieachse ist. Das
Verhalten des Plasmas werde durch die Einfliissigkeitsgleichungen des GCP’s beschrie-
ben, wie sie in Kapitel 1 hergeleitet wurden (1.69 - 1.72, 1.56, 1.58). Stationire Gleich-
gewichtszustinde werden durch zeitunabhingige Losungen dieses Gleichgewichtssystems

beschrieben, und erfiillen damit die Gleichungen:

V-(ov)=0 , (2.1)

pv-Vv=jxB—V.P , P=p,i+ B_Pepp | (2.2)
(g—}:)a = % ; (%%)p = —p"—p_];)i y qtf-Bi=4, (2.3)
E4+vxB=0 , (2.4)

VXE=0 |, (2.5)

V-B=0 , (2.6)

VB = ' - (2.7)

Fiir isotropen Druck reduziert sich das Gleichungssystem auf die MHD-Gleichgewichts-
gleichungen mit Massenstrémung, wie es von Zehrfeld und Greene [20] zum ersten Mal
diskutiert wurde. Gleichung (2.3) ist dort durch die Entropieerhaltung des idealen Ga-

ses zu ersetzen. Wir lassen hier die explizite Form der Zustandsgleichungen p, . (p, B)
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so lange wie mdglich offen, um die Giiltigkeit der allgemeinen Formeln nicht durch spe-
zielle Abhéangigkeiten einzuschrinken. Wie man die im folgenden benutzte allgemeine
Darstellung fiir axialsymmetrische Vektorfelder findet, wird in Anhang (A) gezeigt. Wir

nutzen diese Darstellung fiir die magnetische Induktion B und die Stromdichte j,

B= %{(W XV + 1eJVip) (2.8)
und
| 1 _,_ (V¥
j=5-(VIxVp- ER v-(ﬁ)w) ; (2.9)

wobei ¥(R,z) der poloidale magnetische FluB und J(R,z) der Poloidalstrom ist (Defini-

tion sieche Anhang (A)). In gleicher Weise kénnen wir fiir die Massenstrémung pv
o 2i(w;;,,{ N PN o) (2.10)
Ye

und die Wirbeldichte V x v des Geschwindigkeitsfeldes

a1 L IR A4
Vv = g[V(;) x Ve —R*V { R }V(p] (2.11)

schreiben. Wy (R, z) ist der poloidale Massenflul und L/p die poloidale Wirbelstirke des
Geschwindigkeitsfeldes.

Die Rotationsfreiheit des elektrischen Feldes (2.5) erméglicht die Einfiihrung einer Po-
tentialfunktion @ fiir das elektrische Feld:

E=-Vo. . (2.12)
Die allgemeine Potentialfunktion @ fiir axialsymmetrische elektrische Felder E,
Dp
B(R,0,7) = Bu(Ry2) + 5% (2.13)
enthalt einen raumlich nicht eindeutigen Anteil, der mit einer toroidalen Ringspannung &y,
= —f Eds , (2.14)

verbunden ist. Diese ist bei der Frage nach resistiven Gleichgewichten [24] wichtig.
Da wir ein ideal leitendes Plasma betrachten, mu8 die Ringspannung verschwinden. Im
anderen Fall wiirde der toroidale Strom im Plasma stindig anwachsen und ein stationirer

Zustand ware nicht moglich.
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Setzen wir (2.8), (2.10) und das elektrische Feld mit ®; = 0 in das Ohmsche Gesetz ein,

so erhalten wir

1 L F«oJ
47r2p{§w — Ry Vi = VI (Vi Ve)Ve} . (2.15)

Die toroidale Komponente dieser Gleichung muB auf Grund der Axialsymmetrie ver-

V@M -

schwinden, d.h.
VU (VIyxVp)=0 . (2.16)

Daraus folgt Wy = ¥y(¥), d.h. die Flichen konstanten poloidalen Massenflusses fallen
mit denen konstanten poloidalen magnetischen Flusses zusammen. Die Komponente
parallel zu VU fiihrt einerseits auf die Bedingung @, = ®,(¥) und legt andererseits die

toroidale Massenstromung L mit
L = pJ¥;, + 47°R*p®;, (2.17)

fest. Dabei bedeutet (...)) = V¥-V(...)/|V¥|’. Fiir Funktionen, die nur von ¥ ab-
héngen, bedeutet dies, daB ' =d/dW¥. Mit dieser Darstellung fiir L kénnen wir die
Stréomungsgeschwindigkeit in eine Komponente entlang B und eine andere in ¢-Richtung
aufteilen:
NG

vi= —;“—B + 27R*®, Vo :=v + v, . (2.18)
Damit ist eine Strémung parallel zu Magnetfeldlinien mit der Flichengréfie ¥, (¥) und
eine toroidale Stromung mit dem elektrischen Feld (@}, # 0) verbunden. Die durch
das elektrische Feld getriebene, toroidale Strémung entspricht einer starren Rotation
der FluBifliche ¥ mit der Winkelgeschwindigkeit 2 = ®/,. Auf diese Weise erhalten wir
Stromungen parallel zu Magnetfeldlinien mit ¥/, # 0 und ®}, = 0, bzw. rein toroidale

Strémungen mit @, # 0 und ¥}, = 0.

Wir betrachten nun die Kraftebilanz (2.2). Die toroidale Komponente kann mit den

Gleichungen
V- (pv-Vv) = %RZB-V[Mf,J + (2rR)®, W] (2.19)
1
(V-P) = B-V(A 2.20
V- (V-P) = o—=-B-V(AJ) (2.20)
und
(i B) = B. 9.21
Ve:(jxB) = o—=-B-VJ (2.21)
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in einer Form geschrieben werden, die ihre Integrabilitdt entlang den Feldlinien erken-
nen lafit. Dabei ist A durch Gleichung (1.59) gegeben und M; ist das Verhiltnis von
poloidaler Strémungsgeschwindigkeit zu poloidaler Alfvengeschwindigkeit,

Ve y!?
M; = popms = po—
Fius BuBe o urboiol

(2.22)

Die integrierte Form der toroidalen Komponente fiihrt auf eine neue Flichengrofie J,, (¥),
Ju(¥) =7J —4r’R?®, 0, , T7:=1-Mi-A . (2.23)

Sie zeigt, dal der Poloidalstrom auf den magnetischen Flachen nicht mehr konstant ist.
Die Stromdichte j enthélt also eine Komponente senkrecht zu den magnetischen Flichen,

die fir statische Plasmen mit isotropem Druck verschwindet.

Die Komponente der Kraftebilanz parallel zu B kann ebenfalls entlang den Magnet-
feldlinien integriert werden und ergibt eine Beziehung, die eine Verallgemeinerung der

Bernoulligleichung in der Kontinuumsmechanik darstellt:

1 2
Up(0) = ;(pA(p,B, U) + py + U, B-v — %) ; (2.24)

Up(7) ist eine weitere, durch die Integration erzeugte FlachengréBe. Sie ist die Erweite-
rung der dynamischen Enthalpie [9] auf anisotropen Druck. Sie wurde von Iacono et al.

[8] das erste Mal angegeben. Zur Integration wurde benutzt, daBl einerseits
v, v?
B-(pv-Vv)=pB-V(—B.v — E) (2.25)
P
gilt und wir andererseits mit der Integrabilititsbedingung (2.3)
B-VP = sB-V{A(p,B) + l}} (2.26)

erhalten.

Die Komponente senkrecht zu den magnetischen FluBlflichen fithrt auf eine quasilineare

partielle Differentialgleichung zweiter Ordnung fiir den poloidalen magnetischen Flu8
U(R,z),
—Rdiv [TY%] = podm*R? [L(I’;fI + \IJ:,B-V] 4
233+ ,uA‘:r’R"'p[U;) 8,45 ] ; (2.27)
OV’ o8
Sie ist das Analogon zur Gleichung von Grad-Shafranov-Schliiter-Liist im isotropen stati-

schen Fall und wurde das erste Mal von Iacono et al. [8] in einer leicht modifizierten Form
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angegeben. In der entsprechenden Gleichung fiir das GCP, die von Dobrott & Greene
[21] hergeleitet wurde, ist der Term p[UL — @A /O¥] durch einen kinetischen Ausdruck
zu ersetzen. Fiir verschwindende poloidale Strémung und ohne Anisotropie stimmt der
Differentialoperator auf der linken Seite mit dem des statischen Falles iiberein. Zur Her-
leitung der partiellen Differentialgleichung wurden folgende Darstellungen fiir die drei in

der Kraftebilanz vorkommenden Summanden benutzt:

VU-(pv-Vv) = pvw-v("—z) - vw-v(g) —

2 4m2R? p
VO 2V WL VT ,
= div(M2 R )+ pEySy ve.ve, |, (2.28)
1 1 \A'
(GxB) = — VPR div(——) — v .
V. (jxB) 41r"’R’[ #OIV [*R2div( 0 ) — 1JVVY Jl , (2.29)
o VP A 1
VVU.divP = —41]_2#0 div(A R ) yEeyE L AIJVY-V] +
[V A B?
. V. —VUu.v|i—| . :
+47"2F0R2v VA + Vp, + #OV \Y 5 (2.30)

Die Zustandsgleichungen

Schliefllich betrachten wir die Zusﬁandsgleichungen fiir die Druckkomponenten

Pi..(p,B,¥). Wir wollen fiir die hier benutzte Einfliissigkeitsbeschreibung das in Ka-
pitel 1 vorgeschlagene Modell (1.68) heranziehen, das geeignet ist, Druckanisotropie zu
beschreiben, wie sie durch Neutralteilcheninjektion erzeugt wird. In diesem Modell ist
die Gesamtmassendichte p des Plasmas aus dem Anteil des thermischen isotropen Hinter-
grundplasmas pyp und dem der nichtthermischen anisotropen heifien Ionen pyg, die durch
die Neutralteilcheninjektion erzeugt wurden, zusammengesetzt. Das Verhiltnis von ther-
mischem zu nichtthermischem Plasma, pgp /pyp;, darf nicht von p und B abhingen, kann
sich aber von FluBfliche zu FluBfliche &ndern. Ist der Anteil von nichtthermischem
Plasma am Gesamtplasma durch a(¥) gegeben, so konnen die Zustandsgleichungen in

der Form

pi(p B, ¥) = (1 a())p"C(¥) +a(W)p(£)"Cy(¥) (2:31)

P.(p,B,¥) = (1 —a(¥))p"C(¥) + a(¥)pB™+ C,(¥) (2.32)
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geschrieben werden. Fiir die Exponenten «, 4, und v, legen wir die Werte
5

7=l,bzw.§ Tl e Bty v L TR | (2.33)
zugrunde, die wir der Einfachheit halber als im Plasma konstant annehmen. Fiir a = 0
erhalten wir so ein Plasma mit isotropem Druck und fiir a =1 ein Plasma mit rein
anisotropem Drucktensor, der fiir 9y = 2 und 7, = 1 mit dem des CGL-Modells identisch
ist. Definieren wir durch das ideale Gasgesetz Temperaturen T, T und T, fiir den
thermischen und nichtthermischen Teil, so sind die Zustandsgleichungen identisch mit

Gleichungen, die die Variation der drei Temperaturen auf einer FluBfliche angeben:

m

T(p,¥) = I P C(Y) (2.34)
T,(p, B, ¥) = %(%)”’"cu(xp) : (2.35)
T.(p,B, V) = %BHCJ\I!) : (2.36)

Es ist k die Boltzmannkonstante und m = m; + m, die Summe aus Ionen- und Elek-
tronenmasse, wenn es nur eine Sorte einfach ionisierter Ionen gibt. Fiir die partiellen

Differentiale der Gesamtdruckkomponenten und das Potential A(p, B, ¥) erhalten wir

B(%)” = —na(@)p(£)cy(w) = -E;a,, , (2.37)

(), = 10— 2 CN + o+ Da(0p(B) "0 = 2, 239
| B(%)M = 7,a(¥)pB™C,(¥) = B—a , (2.39)

o(F2),., =101~ (W) C) + a(B)pBC(¥) = 2, (240

und

A(p,B, %) = ——(1 — (V) C(¥) + () (£) " CA(¥) + —-a(¥)BC. (V241

fir 7 = £ und fiir v = 1 muB p"~/(y — 1) durch In(p) ersetzt werden.

33




2.1. DIE GLEICHGEWICHTSGLEICHUNGEN

Das Gleichgewichtsproblem kann also wie im Falle isotropen Drucks auf die Losung
einer quasilinearen partiellen -Differentialgleichung fiir ¥ reduziert werden. Die Diffe-
rentialgleichung ist in unserem Modell allerdings mit sieben algebraischen Gleichungen
gekoppelt, aus denen bei vorgegebenen Flichengréfen Wy, @y, Jy, Uy, C, Cy und C,
die physikalisch anschaulichen Gré8en v,, vq, J, p, T, T, und T, berechnet werden
miissen. Setzen wir voraus, daB die algebraischen Gleichungen Losungen besitzen, so ha-
ben wir ein kompliziertes, physikalisch hoch nichtlineares Gleichungssystem. Bevor wir
auf die Eigenschaften dieses Gleichungssystems eingehen, betrachten wir die kinetische

Formulierung in Axialsymmetrie.

Das driftkinetische axialsymmetrische Gleichgewichtsproblem

Fir den Fall axialer Symmetrie gibt es von Dobrott & Greene [21] eine Beschreibung
des Gleichgewichtsproblems, das die Gleichungen des halbmikroskopischen GCP-Modells
benutzt. Durch die Einfithrung einer Pseudo-Hamilton-Funktion

H,(ufy 1% 8) = 20§ + S2v) 4+ uB + g, - o (2.42)
fir jede Teilchensorte v kénnen die driftkinetischen Gleichungen durch Verteilungsfunk-
tionen der Form {, (1, H,, ¥) gelost werden, wobei y das magnetische Moment pro Mas-
seneinheit ist. Die Massendichte p, die parallele Massengeschwindigkeit pvy und die
Druckkomponenten p,, ergeben sich durch Momentenbildung und Summation iiber
die Teilchensorten. Die Anderung von p und py.. entlang einer Magnetfeldlinie kann
auf Grund der Abhéingigkeit der Verteilungsfunktionen f, von den Pseudo-Hamilton-
Funktionen H, iiber die Anderungen der Magnetfeldstirke B und der Geschwindigkeit v,
ausgedriickt werden. Die Bedingung der Quasineutralitit eliminiert dabei das parallele
elektrische Feld. Wenn wir mit d das Differential entlang B bezeichnen, so erhalten wir

C,.dB C

e fash ) Voww - 3 2.4
,0 (1 + P ) B P vﬂbdvf} ) ( 3)
2.2 dB 2.2
dpy = (py —p. + MPVAC'F)F dfp— MPVAC¢)V¢dV-b (2.44)
und
dB
dp, = (2p. + C)E- — Cyvedvy . (2.45)

Dabei sind die Funktionen C,, C, und C, durch
Co 1= L Cun = (X 120X 12Cn) Z(2)'Cus (246)

J——
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C¢ = ZCM,G = (2 th, u,0)2/ Z(:rll—l;)zcy,u (247)

und

m,

ch= el 5 31_ P EEper (2.48)

erklart, wobei sich die Summation iiber alle Teilchensorten erstreckt. Die C, , sind durch

die kinetischen Integrale

G i=2gm, Bt /om dpp? j_:o dujl% (2.49)

definiert. Die drei Gleichungen fiir p, p; und p, sind die Aquivalente der parallelen
Kraftebilanz (2.24) und der Zustandsgleichungen in der Fliissigkeitsbeschreibung. Die
hier nicht benétigten Gradienten senkrecht zu den magnetischen FluBflichen kénnen in
der gleichen Weise gebildet werden [21].

Iacono et al. [8] haben gezeigt, daB sich durch Einsetzen von (2.43) in (2.44) und (2.45)
die Differentialquotienten der Fliissigkeitstheorie o, und B, , durch folgende Ausdriicke

der kinetischen Theorie wiedergeben lassen:

_ Mo P — .
o) = B’;(Pu =HPLeT '(-J:(P + C+) + Mivil’) ’ /Bll = (Mf: B C¢Vi) ’ (2'50)

Cy
Cyvi

(2.51)

0 C
QLE%;(2P.|.+C.—'C—;(P+C+)) ) By =

Es 1aBt sich leicht zeigen, daB diese Ausdriicke die Integrabilitatsbedinung erfiillen.

Der Unterschied zwischen der kinetischen Beschreibung und der Einfliissigkeitsdarstel-
lung tritt klarer hervor, wenn die kinetischen Funktionen C,, C, und C, in den entspre-

chenden Flissigkeitsgrofien ausgedriickt werden [8]:

v? 1

i, ¥ o [ , 2.52

p @ By — M3 (259

1 By

=0, = . 2.53
ﬂc. = _2#0&‘ +a, +B.(1- i ) - (2.54)
B? B’ By — M;
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Die in einer Fliissigkeitsbeschreibung positiven Gréflen B, und M} fithren auf eine Pol-
stelle in diesen Funktionen, wenn die Strémung parallel zum Magnetfeld die Schallge-
schwindigkeit erreicht, 8; = M2. Bei isotropem Druck ist dies der Fall bei ¥},°B?/p = yp.
Im Falle des CGL-Modells lautet die Bedingung ¥},°B?/p = 3p;. Die Definitionen der
kinetischen Funktionen zeigen allerdings, dafl diese Polstelle nur dann auftritt, wenn
> .(a./m,)*C,, eine Nullstelle hat. Aus der Definition von C,, folgt, dafl fiir Vertei-
lungsfunktionen, die im Phasenraum lokal stabil sind, d.h. 0f,/0H, < 0 erfiillen, C,,
negativ definit ist und ¥, (q,/m,)*C,, keine Nullstellen haben kann. Mithin zeigt die
kinetische Beschreibung keine Polstelle in C,, C¢ und C,, aufler in Fillen, in denen die
Verteilungsfunktionen f, grofiere Bereiche mit 9f,/0H, > 0 oder positive Spriinge haben.
Tacono et al. zeigten, dafl in einem Zweikomponentenplasma die Funktionen C, und C,
fiir lokal stabile Verteilungsfunktionen negativ definit sind. Dies ergibt sich aus einer
Umformung der Ausdriicke fiir C; und C, unter Ausniitzung der Quasineutralitatsbe-

dingung (n; = n,) und fithrt auf

B
ie VCV P
Cpmpiai. iy

P = ] .

2

(2.56)

In Fliissigkeitsbeschreibungen kann $; mit Hilfe der parallelen Druckkomponente darge-
stellt werden, so dafl M? = f§; die kinetische Energiedichte pv}, die mit ¥}, # 0 verbunden
ist, mit der thermischen Energiedichte von p; vergleicht. Um eine Vorstellung zu erhal-
ten, was dieser Vergleich fiir die kinetische Beschreibung bedeutet, betrachten wir ihn
der Einfachheit halber fiir eine Teilchensorte. Wir benutzen dazu eine Verteilungsfunk-
tion, die bei Iacono et al. [8] zu einem Vergleich der kinetischen GCP-Darstellung der

axialsymmetrischen Gleichgewichtstheorie mit deren Einfliissigkeitsbeschreibung heran-

1Fiir C, gilt die negative Definitheit fiir beliebig viele Teilchensorten, wenn deren Verteilungsfunk-
tionen lokal stabil sind. Dies kann mit der Ungleichung

a)O ba) - (O b.a)d b.a) =) aa(b, —b) >0 , a8 >0 (2.55)

v<p

gezeigt werden, wobei Gleichheit fiir b, = b, gilt, wenn a,a, # 0 ist.
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Abbildung 2.1: Skizze der Verteilungsfunktion in logarithmischem Mafistab.

gezogen wurde, und nur eine Massenstrémung parallel zu B erzeugt (Abb.: 2.1):

u'.<—%v¢ : T = N,exp(-5H,)

( exp(—5,H.) H::= %@“ +uB<H,<H,
B: . :
u;] 2 _.§VQ : fy = Nu ; exp(_ﬂquu) Hlv S Hv S Hlu+ 69 (2.57)
\ exp(_ﬂv(Hlv_6v)) Hlv + 611 S Hv

Dabei sind N, (¥) = n,(¥)(5.(¥)/27)*? und B,(¥) := m,/kT,(¥) Normierungsfaktoren,
des weiteren sei H,, (i, ) := uB,(¥) + &,(¥) und H*(g,B) := uB + q,®,(B)/m,. Die
Funktionen B,(¥) und &,(¥) sind so zu wihlen, da auf jeder Fluffliche

H,, > max H(g,B) gilt. Der Teil f* der Verteilungsfunktion ist eine Maxwellvertei-
lung, wahrend fiir uj > 0 die Verteilungsfunktion fiir §, # 0 durch Ausbildung einer
Schulter von der Maxwellverteilung abweicht. Die Wahl von H,, stellt sicher, daB in der
Schulter der Verteilungsfunktion fir 6, # 0 keine gefangenen Teilchen enthalten sind.
Somit tragen nur die umlaufenden Teilchen zur poloidalen Strémung bei, erhéhen aber

gleichzeitig auch den Wert fiir p,.
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Der Quotient p,vi/py, kann mit Hilfe der Geschwindigkeitsmomente

M,, = 27B"* / dpm [~ du’l'luflnf., -

27B 1 3f<
s 1\/“ B dH H, - H: aH (2.58)
ausgedriickt werden,
v2 M2
y—L = ——9 2.59
P P MM, — M3, ( )
Die benétigten Momente kénnen durch Umformungen als
n? d, B, 1 3
2 _ _wirvy2 — -2B,%,
M,, = ﬂ,( B, ) 27re ) (2.60)
Mg, = n, exp(—p8 Ly )(l + -E—fmdy e vB
00 v umv ] \/',T_l' o
3 o ¥ v
[ed”F(E)Y(Bv - B) e e /BV((I)V o i' II)) 3
g »
~I(5,y(B. ~B) + 8,3, - = .l))]) : (2.61)
M,, = —exp( ﬁ, - 1|) 1+ / dy e™¥B
5
& "P(a,y(B., ~B)+d,+ A3, - 2a) -
5
-I(,y(B. - B)+ 4,3, - =4)))]) , (2.62)

geschrieben werden, wobei I'(a, z) die unvollstindige I'-Funktion ist und die Definitionen
y := pB,und d, := 6,0, als Abkiirzungen eingefiihrt wurden. In der linken Abbildung 2.2
ist p,vi/py. iiber d, und B, als Parameter aufgetragen, wobei B, > B = 2T gewahlt wur-
de. Der Einfachheit halber haben wir &, =0 = ®, genommen, womit wir bei genauer
Betrachtung von (2.59) eine obere Grenze fiir p,v}/py, erhalten. Es ist zu erkennen,
daBl das Verhéltnis p,v}/py, zum einen nach oben beschrinkt ist und zum anderen Wer-
te um 1 erst ab d, ~ 10 und nur fiir B, ~ B erreicht. Da d, die Breite der Schulter
in Einheiten der Abfallinge S, beziiglich H, mifit, bedeutet dies eine erhebliche De-
formation der Maxwellverteilung. Eine asymptotische Entwicklung der unvollstindigen
I-Funktionen in p,v}/py, zeigt, daB der Quotient fiir B, = B und d, — oo gegen 3 geht,
d.h. p.vj < 3py, fiir die betrachteten Verteilungsfunktionen. Die Polstelle von K,, die im
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Abbildung 2.2: Die linke Abbildung zeigt das Verhiltnis von kinetischer Bewegungs-
energie zu paralleler Warmeenergie. Dies entspricht dem Verhéltnis von M2 zu y,p,/B*.
Rechts ist das Verhiltnis der Gesamtteilchendichte zum Maxwellschem Teil der Teilchen-

dichte dargestellt. Dabei gilt B=2 ,v, =0, ®, =0=2,.

CGL-Modell bei p, v} = 3py, liegt, kann vom kinetischen Modell nur fiir den nicht realisti-
schen Grenzfall d, — oo erreicht werden. In der rechten Abbildung 2.2 ist das Verhiltnis
der Teilchendichte n,,.,, die sich aus der Vérteilungsfunktion ergibt, zum Maxwellschen
Anteil n, an der Teilchendichte (8, = 0) ebenfalls iiber d, und B, aufgetragen. Daraus
ist ersichtlich, da8 fiir d, ~ 10 und B, ~ B die Anzahl der Maxwellschen Teilchen schon
kleiner ist als die, die durch §, in der Schulter der Verteilungsfunktion hinzukommen.
Fiir d, — oo betrachten wir besser das Verhiltnis n, /n,,.,, das dann gegen Null geht, d.h.
es gibt nur noch umlaufende Teilchen. An diesen Ergebnissen wird sich durch andere lo-
kal stabile Modellverteilungsfunktionen nichts &ndern, da die Parameterbereiche fiir pvj
und py, die in der kinetischen Beschreibung zugéinglich sind, auch fiir sie gekoppelt sein
werden und daher in gleicher Weise eingeschriankt sind. Verteilungsfunktionen, die lokal
stabil sind, beschrénken sich so automatisch auf Bereiche mit pvi < 3p;. Wird in der
Flissigkeitsbeschreibung auf eine Konsistenz in diesen Parameterbereichen Wert gelegt,
so mufl dort diese Beschrinkung ebenfalls eingehalten werden. Da hier p, v;, und p,

durch die Flachengréfien verbunden sind, wird deren freie Wihlbarkeit eingeschrankt.
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2.2. ZUR LOSBARKEIT DES AXIALSYMMETRISCHEN GLEICHGEWICHTSPROBLEMS

2.2 Zur Losbarkeit des axialsymmetrischen Gleichgewichts-
problems

Auf Grund der Korrespondenz der partiellen Differentiale der Druckkomponenten mit
den kinetischen Funktionen (2.50) und (2.51) kann das Losungsverhalten des Gleichungs-
systems fiir Fliissigkeitsmodelle und fiir das kinetische Modell gemeinsam untersucht
werden. Die Lésbarkeit des Gesamtgleichungssystems bestimmt sich einerseits aus dem
Lésungsverhalten der algebraischen Gleichungen und andererseits aus dem Charakter der
partiellen Differentialgleichung fiir ¥. Fiir das kinetische Modell sind die entsprechenden

Differentialgleichungen entlang Magnetfeldlinien zu betrachten.

Die quasilineare partielle Differentialgleichung

Nehmen wir an, wir hitten das Problem der algebraischen Gleichungen, bzw. der ma-

gnetischen Differentialgleichungen, gelést, dann kann die partielle Differentialgleichung
fir ¥ (2.27) in der Form

D(¥) = F(R, T, |VY|) (2.63)

geschrieben werden. Dabei reprisentiert D den auf ¥ wirkenden Differentialoperator
und F stellt formal die rechte Seite dar. Ohne poloidale Massenstromung und oh-
ne Druckanisotropie ist der Differentialoperator D elliptisch und die Differentialglei-
chung kann als Randwertproblem gelost werden. Dies entspricht der physikalischen
Problemstellung eines durch ideal leitende Winde eingeschlossenen Plasmas. Durch
die Funktion 7 im Differentialoperator von (2.23) hiingt die Elliptizitit der Differential-
gleichung von der Stéirke der poloidalen Massenstrémung und der Druckanisotropie ab.
Es ist bekannt, daB die Differentialgleichung fiir zunehmende poloidale Massenstrémung
hyperbolisch wird, wodurch das zugehérige Randwertproblem nicht mehr korrekt gestellt

ist.

Der Charakter der Differentialgleichung kann durch eine Analyse des Differentialope-
rators D festgestellt werden. Diese Untersuchung kann auf die kanonische Form von
partiellen Differentialgleichungen mit zwei unabhingigen Variablen zuriickgreifen [25]
und betrachtet die aus den Koeffizienten der zweiten Ableitungen des Differentialopera-

tors gebildete charakteristische Determinante D. Ihr Vorzeichen bestimmt den Charakter
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der Differentialgleichung. Wie bereits Iacono et al. [8] gezeigt haben, erhilt man

>0 elliptisch

2 2 , O i .
D= (1 - ;[VlI'] W) =0  parabolisch : (2.64)

<0  hyperbolisch

Beriicksichtigt man, daB mit den Gleichungen (2.23) und (2.24) die Massendichte p und
der Poloidalstrom J und damit auch A(p,B,¥) als Funktionen von R, ¥ und |V|

wiedergegeben werden kénnen, kann zusammen mit (2.3) die Determinante auf die Form

K
= 22 0
=g"H ——Bﬁ.Ko iy (2.65)
gebracht werden, wobei
KD = 1 + (o} + ﬁl(l = Nn) ’ N,:l = % 5 N = ﬁ" =7 M; $ (2-66)

Die Determinante hat Nullstellen bei 7 = 0 und bei K, = 0. Ihr Vorzeichen ist durch das

Vorzeichen von K, und das Vorzeichen des Nenners in (2.65) bestimmt. Im kinetischen
Modell lautet K, [21]:

K 1+%(3pl)

ey i 18
o =1+52(2p. +C.) . (2.67)

Ve, ¥

Ohne poloidale Rotation (M: = 0) erhalten wir als Elliptizititsgrenzen die Bedingung
an das Nichteintreten der sogenannten ”Firehose”-Instabilitit (1 — A > 0) und der so-
genannten Spiegelinstabilitat (1 4+ a, + B,(1 — 8,/B;) > 0). Nehmen wir an, daB

lasyls [Bogls [A] = O(popL,/B?) < 1 gilt, so sind bei nicht zu grofier Anisotropie beide
Bedingungen erfiillt. Da die Toroidalgeschwindigkeit in der Elliptizititsbedingung nicht
vorkommt, bleibt die partielle Differentialgleichung unter den eben genannten Bedingun-

gen fiir rein toroidale Geschwindigkeiten elliptisch [8].
Fiir M} > 0 verschiebt sich die Nullstelle von K,:
Ko =0 ——t M; = ﬂ* = ﬁ“ — —-—-—ﬂi— < ﬂ" f (2.68)
l+a,+ 8.
Weiter hat K, eine Polstelle mit Vorzeichenwechsel bei M2 = g,. Diese Eigenschaft ist

vom Gleichgewichtsproblem mit isotropem Druck her bekannt und fiihrt auf ein klei-

nes Intervall knapp oberhalb von 8%, in dem D negativ ist. In diesem Intervall hat
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das Gleichgewichtsproblem hyperbolischen Charakter. Deutlicher erkennt man den Vor-
zeichenwechsel von D, wenn man, wie in [8], die charakteristische Determinante durch

Eliminierung von 8, — M3 als Nenner in K, umschreibt,

B —M;

D=7B*(l+4a,+ ﬁ*)BgM; XM7Y (2.69)
wobei
X=Bi(l+a,+pB.)+B;(1-A+45) (2.70)
und
Y=Bi(1+a,+B.)8"+BiB(1-4) . (2.71)

In dieser Darstellung ist zu sehen, da D zwei Nullstellen (7 = 0, #* = M2) und zwei Pol-
stellen (BiM} — XM} + Y = 0) hat. Die beiden Polstellen von D entsprechen den Aus-
breitungsgeschwindigkeiten der langsamen und schnellen magnetoakustischen Wellen [8].
Mit der Annahme B}/B% < 1, die fiir den Tokamak erfiillt ist, lassen sich die beiden

Polstellen approximativ berechnen. Fiir die schnellen magnetoakustischen Wellen erhilt

man
B2 B?
M:,. = ']_:T':‘(]-‘!'a.l.‘l'ﬂ.l.)‘Fl_A‘i'ﬁu ol ke O(B—: (2.72)
P T
und fiir die langsamen magnetoakustischen Wellen
24201 LA L A" 4
M, =6"+ g;[zi(i o ﬁf )3 + O(E—;) < H (2.73)

wobei wir angenommen haben, daB fiir die Gréfen |, y, [B.,],|A] = O(pop.,/B?) < 1
gilt, wie dies fiir Tokamaks im allgemeinen der Fall ist. Der erste hyperbolische Be-
reich erstreckt sich also iiber das Mj-Interval [3*, M3, ], der zweite elliptische Bereich
reicht dann bis M3, . Fiir Stromungen mit M7 > M2, bleibt die Differentialgleichung
hyperbolisch. Dies stimmt fiir isotropen Druck (¢oy,, = A =0, f;,. = poyp/B?) und der
Annahme B} /B} <« 1, d.h. B ~ B?, mit den Ergebnissen in [22] {iberein und erwei-
tert diese. Abbildung 2.3 zeigt das Verhalten der charakteristischen Determinante als
Funktion von MZ. Fiir 1 — A < B ergibt sich ein qualitativ anderes Verhalten. Diese
Bedingung liegt jedoch in Tokamaks nicht vor, kénnte aber in stellaren Plasmen durchaus

erfillt sein.

Tacono et al. haben in [8] gezeigt, daB in dem Verhalten von K, fiir M2 = 3, ein wesent-

licher Unterschied zwischen den Fliissigkeitsmodellen und der kinetischen Beschreibung
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Dovd) 1-A>p* D (M:) -A<f

pfw

Abbildung 2.3: Skizze des Verhaltens der charakteristischen Determinante
fir 1 —A> B, und fir 1 — A < .

des GCP’s liegt. Im GCP-Modell zeigt K, fiir lokal stabile Verteilungsfunktionen keine
Polstelle und fiir pop,/B? < 1 ist auch keine Nullstelle vorhanden. Der erste hyperboli-
sche Bereich verschwindet aber nicht in der kinetischen Beschreibung wie in [8] behauptet
wird, sondern ist fiir lokal stabile Verteilungsfunktionen nicht erreichbar. Diese koppeln,
wie wir gesehen haben, die parallele Strémung mit der parallelen Druckkomponente, so
daB der in Frage stehende Parameterbereich nicht zuginglich ist. Die Koppelung selbst
ist Ausdruck eines toroidalen Effektes, namlich des Auftretens gefangener Teilchen. Un-
ter diesem Gesichtspunkt sind Aussagen iiber das GCP in Axialsymmetrie, die aus der
Zylindersymmetrie (als der in fiihrender Ordnung dominierenden Geometrie bei einer
Naherung fiir groBes Aspektverhaltnis) gewonnen werden [8], neu zu betrachten. Bei
zylindrischer Symmetrie existieren keine gefangenen Teilchen, so dal Strémung und par-
allele Druckkomponente entkoppeln und sich ihre Parameterbereiche nicht gegenseitig

einschranken.

Wir betrachten im folgenden nur Unterschallstrémungen, d.h. M2 < 3,.
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2.3 Das Gleichgewichtsproblem und die Flichengréfien

Um die partielle Differentialgleichung (2.27) zu lésen, miissen wir die rechte Seite in
der Form F(R, ¥, |V¥|) kennen. Fiir das Fliissigkeitsmodell bedeutet dies, daf wir die
Flachengréfen Uy, @y, Ju, Up, Cy, C., C und a(¥) festlegen miissen, wobei a(0) als
Parameter eine Sonderrolle einnimmt, und wir sieben algebraische Gleichungen zu 16sen
haben, um die physikalischen GréBen v, vr, J, p, Ty, T, und T zu erhalten. Da$ diese
Aufgabe nicht einfach ist, ist aus der Berechnung stationirer Gleichgewichte mit isotro-
pem Druck bekannt [22, 23]. Im kinetischen GCP-Modell, das wir ab jetzt nicht weiter
betrachten wollen, bleiben von den Flichengréfen nur noch ¥, @, und J, mit den
GréBen vp, vy und J verbunden. Die Werte fiir die Massendichte und die Druckkompo-
nenten sowie ihre Gradienten sind aus den kinetischen Integralen unter Beachtung der

Quasineutralitit zu bestimmen.

2.3.1 Die Léosbarkeit der algebraischen Gleichungen

Nehmen wir an, das Problem der rdumlichen Abhéngigkeit W(R,Z) sei gelést, dann legen
die Flichengréfien iiber die algebraischen Gleichungen die zugeordneten physikalischen
Groflen fest:

T (2.74)
v od
Vo BTTM +27R®], , Bp:= 27:R ; (2.75)
.I”'OJM U TU
0= f](p,BT) = m = TBT + 2WﬂnR¢'MlI’M N (276)
19! *B? 1
0 =1,(p,B:) = A(p, B, ¥) + % 5=~ Up(¥) — 5(2rREL) . (270)

A(p,B,¥) und py(p, B, ¥) sind fiir das Modell des thermischen Hintergrundplasma und
einer nichtthermischen lonenspezies durch die Gleichungen (2.31) und (2.41) gegeben.
Diese konnen durch die Gleichungen (2.34 - 2.36) ersetzt werden, die die jeweiligen
Temperaturvariationen als Funktionen von p, B und ¥ wiedergeben.

Bis auf die impliziten Gleichungen f, = 0 und f, = 0, aus denen die Massendichte p

und das toroidale Magnetfeld By bestimmt werden, sind die Gleichungen algebraisch
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auflosbar. Die prinzipielle Aufldsbarkeit der beiden Gleichungen nach p und By ist
durch den Satz iiber implizite Funktionen gegeben. Danach sind f, und f; nach p und

By bzw. J auflésbar, wenn die Jacobische Funktionalterminante ungleich Null ist:

of, ot
0Bz 5!9— 1
0# = —[M;B; —XM; +Y] =0 , (2.78)
of, of, HoP
8B, 0p

dabei sind X und Y in (2.70) und (2.71) definiert. Die Nullstellen der Jacobischen De-
terminante sind mit den Polstellen der charakteristischen Determinante identisch. Die
prinzipielle Auflésbarkeit ist also an den Grenzpunkten des ersten hyperbolischen zum
zweiten elliptischen Bereich (M2 = M2, ) und vom zweiten elliptischen zum zweiten hy-
perbolischen Bereich (M2 = M2, ) nicht gegeben. Auch zeigt sich, daf of,/0p o B — M3,
so daB es fiir B & M2 besser ist, f, zur Bestimmung von p und f; zur Bestimmung von By
zu benutzen.

Die prinzipielle Losbarkeit der Gleichungen f;(Br, p) = 0 und f,(Br, p) = 0 besagt nicht,
daB die Losungen reell sein miissen. Der algebraische Charakter der Gleichungen deu-
tet darauf hin, daB sie im allgemeinen komplexe Lésungen haben werden. Besitzen
wir allerdings in dem Gebiet, in dem wir die algebraischen Gleichungen 18sen wollen,
eine spezielle reelle Lsung (Br, p) und hat die Jacobische Determinante in diesem Ge-
biet keine Nullstelle, dann haben wir im ganzen Gebiet reelle Losungen fiir f;, = =0,
die sich als Fortsetzung der speziellen Losung ergeben. Die algebraischen Gleichungen
sind also im ersten elliptischen und ersten hyperbolischen Bereich ldsbar. Enthilt ein
Lésungsbereich den Punkt M2 = M2, , so kénnen die algebraischen Gleichungen fiir die
physikalischen Gréfien nicht mehr stetig geldst werden, vielmehr treten Diskontinuitdten

bei M2 = M?,, auf, sogenannte stationére Schocks [26], die wir nicht im Rahmen dieser

psw

Arbeit behandeln.

Tacono et al. [8] haben fiir das GCP-Modell darauf hingewiesen, dafl die Bedingung
(2.78), als Bedingung fiir die Integrierbarkeit der Differentialgleichungen fiir die Massen-
dichte und der Magnetfeldstirke entlang Feldlinien fiir lokal stabile Verteilungsfunktio-
nen erfiillt ist, wenn sie die Kriterien fiir ”Firehose”- und Spiegelstabilitat erfiillen. Hier
treffen die gleichen Aussagen zu wie bei der Diskussion der Elliptizitat der partiellen
Differentialgleichung (vgl. S. 43).
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2.3.2 Die Gleichung fiir die Massendichte

Betrachten wir die Gleichungen zur Bestimmung von By und p fiir den Fall eines Toka-
maks, in dem 7 & 1 ist, so sehen wir, daB f, = 0 von J =~ J,, gelést wird. Die Gleichung
fiir die Massendichte hat eine empfindliche Struktur, wie aus der Betrachtung stationirer
Gleichgewichte mit isotropem Druck bekannt ist [20, 22]. Mit den Gleichungen (2.31)
und (2.41) erhalten wir als Gleichung fiir f,(p, B1):

k i+l 1 k. o
fz(p,BT) = —rﬁa["'y_"(ﬁ) Cu'i‘:ij.”'CJ_]"i‘ 5(1 —a)v_lp IC+
19.°B 1 K
§ p’ = E(ZWRQM) . (2.79)

Um das prinzipielle Losungsverhalten von f, = 0 einfacher diskutieren zu kénnen, neh-
men wir an, dal B o< 1/R sei, d.h. J=aJy und |B;| < |B;|. Wir betrachten f, als
Funktion von p auf einer magnetischen Fliche ¥, halten also die Flichengréfien kon-
stant und nehmen R als Parameter. Fiir p — 0 dominiert der Summand 1¥},*B?/p?, so
da f, o< 1/p? ist. Fiir p — oo sind die wichtigen Terme p"l und p*~'. Es andert sich
nichts an der Argumentation, wenn v =1 gilt und p*~'/(y — 1) durch Inp ersetzt wird.
f, hat ein Minimum beziiglich p bei B, = M2, das durch die Lésung der Gleichung
v!’B?
p

=9(1-a)p"C+ (7 + 1)@(%)1"0" (2.80)

gegeben ist. Diese Gleichung gilt auch fiir ¥ = 1. Da f, immer ein Minimum hat, kann
f, = 0 hochstens zwei Lésungen p, > p, mit M2(p,) > M2(p,) haben. Durch eine Ande-
rung von R auf der FluBfliche ¥ kénnen sich die Koeffizienten in f, so verindern, daB
der Punkt B, = M}, an dem p, = p, gilt, iiberschritten wird und keine reelle Losung
fir p moglich ist. In Abbildung 2.4 sind fiir die Fille a = 0 und a = 1 die Auswirkun-
gen der R-Abhéangigkeit auf f,(p, By) mit den genannten Niherungen skizziert. Fiir den
Fall isotropen Druckes, d.h. a = 0, fiihrt eine Verkleinerung von R im wesentlichen zu
einer Anhebung der Kurve. Ab einem bestimmten Wert R,;, wird das Minimum von f,
beziiglich p positiv und die Gleichung f,(p, B;) = 0 hat keine reelle Losung fiir p. Im
Falle a = 1 hingt das Verhalten von f, auf Grund einer Anderung von R davon ab, wel-
cher der beiden Terme mit C; bzw. C, dominiert, d.h. wie sich py und p, zueinander
verhalten. Falls py > p, gilt, dominiert der Term mit C; iiber den mit C,. Eine Verklei-
nerung von R hat zur Folge, daf f, absinkt, wahrend eine Vergréfierung von R f, anhebt.
Fir p, > p, ist das Verhalten umgekehrt und fiir p; & p, lassen sich keine eindeutigen

Aussagen machen, da die entsprechenden Terme gegeneinander arbeiten. Fiir die reelle
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R\

Abbildung 2.4: Skizze fiir das Verhalten von f, iiber p mit R als Parameter fiir die Félle
a=0und a=1.

Lésbarkeit der algebraischen Gleichungen ist also die Wahl der Flachengréfien von grofier
Wichtigkeit.

2.3.3 Die Festlegung der Flichengrofien

Da die Flichengrofen fiir die physikalische Beschreibung eines Gleichgewichtszustan-
des ungeeignet sind und zudem keine Zuordnung zu experimentellen Daten erlauben,
benutzen wir das Konzept der Referenzlinie [22]. Dazu gehen wir von ineinander ge-
schachtelten magnetischen Flufiflichen aus (Abb. 2.5), wobei der Wert des poloidalen
magnetischen Flusses ¥ auf der magnetischen Achse ¥, und am Plasmarand ¥y sei. Bei
dieser Gelegenheit fiithren wir das von der Fluf$fliche U5 eingeschlossene Plasmavolumen
V(¥5) ein. Ein poloidaler Schnitt durch das Plasmavolumen definiert in der R-z-Ebene
das Gebiet G(U3), in welchem das Plasma enthalten ist, und die G berandende Kurve
T = 8G. Eine Referenzlinie Ly ist dann durch

Lp :={R,z: R =Rx(¥),z = za(¥); ¥ € (¥4, ¥5)} (2.81)
erklirt. Einer GroBe f, die als f(R,z) auf dem Plasmagebiet gegeben ist, wird durch

f2(¥) = f(Ra(¥), za(¥)) (2.82)
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(Ry,2,)

Abbildung 2.5: Eine mogliche Referenzlinie, die vom Plasmarand zur magnetischen

Achse fiihrt.

eine Profilfunktion auf der Referenzlinie zugeordnet. Durch Vorgabe von Profilfunk-

tionen fir die physikalischen Gréfien auf der Referenzlinie kénnen die Flichengréfien

berechnet werden:

e Hodr

! ]' .
(I)M — M(VT,R - BT,Rvp'R) ) BT,R = 97R, )

Up =

Ju = Tadn — 47"21:{;‘1’;&@;4 )

ke mtl 1 i
— T —T 1-— 4
m{a( P 3 £ l’R) e a)'r-— 1 R} )
1 1
+5 VBl — 5 (27 RA2],)’
k B2
Cu y ;Tn.n}& )
R
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k 1

C.= ETL,RB—R ; (2.88)
k., 1

C —_ I; R R_l (2.89)

Dabei haben wir v; = v3/B; als Variable eingefiihrt, um eine Gréfie betrachten zu kén-
nen, die auf der magnetischen Achse endlich bleibt. Die Ableitungen der Flichengréfen
nach ¥, die zur Losung der partiellen Differentialgleichung bendtigt werden, lassen sich

ebenfalls aus den Profilfunktionen berechnen:

d' |-,
\IJ:! = E(pRVP,R) ’ (290)
— .
3" = E[m(w,ﬂ —Bravia)| _ (2.91)
, _d o
T = g [mdn — 4T RET,, @ 4
S AR
Tn =1 — foprVip — HodPr— _“R—Bz—m ) (2.92)
R
d [k y+1
o1
SviBa - (%RR@ )] , (2.93)
d ik Bgy
Ci=1gl= Tun(p) §35 (2.94)
d rk 1
!
C, = g[=Tungs] (2.95)
1
C' = d‘I,[ R?] . (2.96)

Um Gleichgewichte mit verschwindender Massendichte am Plasmarand , d.h. mit einer
Plasma-Vakuum-Grenze, betrachten zu kénnen, ist es giinstiger die Rolle der Massen-

dichte in C; und C gemiB py = |¥},|/|vs .| durch |v;| zu ersetzen. Statt C; und C,
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die bei verschwindender Massendichte unendlich werden, betrachtet man die endlichen

FlichengréBen
_ k - s d k *
C" = ;TH.R(Bklvp,RI)T" ’ CII = E[ET"-R(BRIVPJ{l)-’“] ’ (2-97)
—_— k - - ravi d k * -1
C=—Talv;a[™™ , T'= E[amvplnrv ] (2.98) |

Die Bestimmungsgleichungen fiir p und v; sind dann auszutauschen, d.h. v} ist aus der
parallelen Kréftebilanz (2.24) und p iber die Flichengréfe ¥/, zu bestimmen. Diesem

Austausch entsprechend fithren wir

. v
A(|v:],B, ¥) := A(|;;£[,B,\p) -
1 - 1 i 1

= ——7 (1 =a)|ve[""C(¥) + —a(¥)(|vz|B)™WCy(¥) + —a(¥)B+CL(T) (2.99)

gl N ot

ein. In die partielle Differentialgleichung fiir ¥ (2.27) muff dann

0A _ (0A vy O . 9A

(w)p,g =(35) ..+ (3|V;|) (2.100)

welB vl o B,¥

eingesetzt werden.

2.3.4 Referenzlinie und Randbedingungen

Die Regularitit der partiellen Differentialgleichung (2.27) verlangt, daB ihre rechte Sei-
te endlich bleibt. Semenzato et al. [22] haben gezeigt, daf§ dies auf der magnetischen
Achse nicht automatisch erfiillt ist. Vielmehr fiihrt die Forderung nach Regularitit zu
Bedingungen an die Profilfunktionen und ihre Ableitungen auf der Achse. Der Grund
fiir diese Schwierigkeit liegt im Auftreten von dRy/d¥ in den Ableitungen der Flichen-
grofien. Benutzen wir eine Taylorentwicklung fiir ¥(R,z) um die magnetische Achse, so
zeigt sich, daB der Verlauf von Rg(¥) in der Nihe der Achse durch

W_WA

Ra(¥) = Ry + tvx Xi= g,

(2.101)

gegeben ist. Dabei ist (R4,z,) der Ort der magnetischen Achse und t hiangt vom Winkel
ab, unter dem die Referenzlinie die magnetische Achse trifft. Die Ableitung dRy/d¥
fihrt daher auf Terme, die an der magnetischen Achse divergieren. Das Beheben dieser
Divergenzen fordert von den Profilfunktionen an der Achse ein #hnliches Verhalten und

fiihrt auf Bedingungsgleichungen fiir die Ableitungen der Profilfunktionen auf der Achse.
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In Semenzato et al. [22] wurde eine Referenzlinie gewihlt, die fiir den dort betrachteten
Fall des isotropen Drucks die Losbarkeit der Gleichung fiir die Massendichte garantierte.
Da wir dies bei anisotropem Druck nicht kénnen, wihlen wir eine Referenzlinie, die das

Problem der Divergenz auf der Achse vermeidet. Fiir die Referenzlinie
LR = {R,Z . RR = RA) Zp = Z(‘p);‘I’ € (‘I,A) \I’B)} N (2.102)

die eine Vertikale von der magnetischen Achse zum Plasmarand beschreibt, gilt
dRy/d¥ = 0. Benutzen wir nun Profilfunktionen, die auf der Achse endliche Ableitungen
besitzen, so ist die Regularitit der partiellen Differentialgleichung auf der magnetischen
Achse gesichert.

Als nichstes betrachten wir den durch ¥y gegebenen Plasmarand. Im Gegensatz zu [22]
und [23] legen wir den Plasmarand in einer Art und Weise fest, die experimentnaher ist.
Bei gegebener Position der magnetischen Achse (R,, z,) wird der Plasmarand durch die
erste, der um die Achse geschachtelten FluBfliche bestimmt, die entweder eine Begren-
zungsstruktur trifft, oder auf der sich ein Sattelpunkt von ¥(R,z) ausgebildet hat. Im
letzteren Fall bezeichnet man die Kurve aus dem Schnitt der poloidalen Ebene mit der
das Plasma begrenzenden FluBfliche als Separatrix und den Sattelpunkt als x-Punkt.
Begrenzungsstrukturen sind einerseits GefaBwinde und Einbauten oder spezielle.Begren-

zungspunkte durch eingebrachte Limiter.

Die Bedingungen, die wir an die Profilfunktionen am Plasmarand stellen miissen, leiten
wir aus zwei Forderungen her. Wir nehmen erstens an, dafi das Magnetfeld am Plas-

marand stetig sei, und zweitens, dafi Stréme nur im Plasma und in externen Leitern

fliefen.

Die Stetigkeit des Magnetfeldes bedeutet, dafi ¥(R,z) stetig differenzierbar und der Po-
loidalstrom J am Plasmarand stetig sein muBl. Da aulerhalb des Plasmas Stréme nur in
externen Leitern flieBen, ist der Poloidalstrom am Plasmarand durch den Strom gegeben,
der in den externen Leitern in poloidaler Richtung flieBt, d.h. der Gesamtstrom Js, der

Toroidalfeldspulen. Damit erhalten wir als Forderungen
Je(¥s) = Js, = (2.103)
und M} =0 = A auf dem Plasmarand. Dies ist dquivalent zu
Pr(Us)Vin(¥s) =0 , pr(¥p)a(¥s)=0 |, (2.104)

und kann entweder mit pp(¥p) = 0 erfiillt werden, d.h. mit einem Plasma-Vakuum-
Ubergang, oder mit py(¥s) # 0 und Vi r(¥s) =0 = a(¥p). Damit das Magnetfeld am
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Plasmarand stetig sein kann, mufl der Druck bei endlicher Randdichte am Plasmarand
isotrop sein. Weitere Randbedingungen ergeben sich, falls die Stromdichte am Plas-
marand stetig gegen Null gehen soll. Dies ist gleichbedeutend damit, daB die partielle
Differentialgleichung fiir ¥ am Plasmarand stetig ist, d.h. daB ihre rechte Seite stetig

gegen Null geht. Daraus ergeben sich als weitere Randbedingungen,
Pr(¥e)=0 = 0= pp(Vs)=J5(T5) (2.105)
bzw.
pr(¥s) #0 = 0={v;,,Vrr,Pr, I Thra 2 }ece, - (2.106)

Dann ist ¥(R,z) iiberall zweimal stetig differenzierbar.

2.4 Die numerische Losung des Gleichgewichtsproblems

Zur Losung des Gleichgewichtsproblems wurde das Programm DIVAFlow entwickelt.
Es 16st das Gleichungssystem aus partieller Differentialgleichung und den algebraischen
Gleichungen auf einem Rechteckgebiet [Ruiny Rimax) X [Zmins Zmax)- Da in der partiellen Dif-
ferentialgleichung fiir ¥ die rechte Seite und die Koeflizienten der hochsten Ableitungen

von der Losung selbst abhéngt, verwenden wir eine Picard-Iteration

vy

—R’V- (7 R

) =FR, ¥, |VE]) , (2.107)

wobei wir die Behandlung des nichtlinearen Terms 7(R, ¥, |V¥|) in der Iteration weiter
unten betrachten werden. Durch Regelung der Stréme in den duBeren Leitern wird
die Position der magnetischen Achse festgehalten. Um ¥ = 0 als mégliche Losung des
Gleichungssystems zu verhindern, halten wir den Toroidalstrom I, des Plasmas durch

eine Skalierung konstant.

2.4.1 Die Toroidalstromdichte und der poloidale magnetische Fluf}

Zur Losung der partiellen Differentialgleichung in einem Picard-Iterationsschritt verwen-
den wir eine Methode, die zuerst in [27] fiir die Berechnung statischer Gleichgewichte mit
isotropem Druck vorgeschlagen und angewendet wurde. Die Methode geht davon aus,
dall wir mit einer gegebenen axialsymmetrischen Stromdichte j. fiir den vom Plasma

erzeugten Anteil ¥, am poloidalen magnetischen Fluf ¥ ein Biot-Savartsches Gesetz
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formulieren kénnen: Sei G ein toroidal-axialsymmetrisches Gebiet und G4 seine poloi-
dale Querschnittsfliche (nicht notwendigerweise ein Rechteckgebiet), dann erhalten wir
U, durch

Uy (x) = / /G Lo Rja(R % = -21? jij TL(x,S‘c)jT(:"c)é% (2.108)
mit

Lex, %) = 22/RR{ (1 - VK@) -EM} , K= i ﬁ;Rf(z — 109

K (k) und E (k) sind die vollstindigen elliptischen Integrale der ersten und zweiten Gat-
tung. L(x,X) hat die Eigenschaft

R*V- (%) —2rpu,RRE(x — ) (2.110)
und ist somit die Greensche Funktion der Gleichung
AYA' :

RV ( = ) = —2mpoRjx - (2.111)

L(x,%) hat die physikalische Bedeutung einer Induktivitat, die die Wirkung der Strom-
dichte im Raum vermittelt. Das Biot-Savartsche Gesetz (2.108) wiirde es erlauben U,
direkt zu berechnen, was aber sehr aufwendig wire.

Eine schnellere Methode U5 zu bestimmen, kann aus der Betrachtung des Randwertpro-

blems

VR‘I: ) =—2mpRiz , ¥|8Gr =0 (2.112)

abgeleitet werden. Die Randbedingung bedeutet physikalisch, daB sich bei Gy eine
ideal leitende Wand befindet, die als Faradayscher Kéfig verhindert, dafl der von jr
erzeugte poloidale magnetische FluB aus Gp hinausdringen kann. Setzen wir statt der
Toroidalstromdichte die linke Seite von (2.112) in das Biot-Savartsche Gesetz (2.108)

ein, dann erhalten wir

Y =~ fffG ] V‘I")dﬂ" . (2.113)

V bedeutet dabei, da8 der Gradient auf die Integrationsvariable X wirkt. Mit der Um-

formung des Integranden

1% (V;:') v. {LW” - tIf‘—-—} + UV (?) (2.114)

R’div(
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ergibt sich eine neue Darstellung fiir U,:

1 AvA /AT

U, = U — f Li=ds | 2.11
i dm2u, JJagr R? ( 5)

wobei dS das gerichtete Flichenelement von dGy ist. Fiir die Herleitung wurde die
Eigenschaft (2.110) von L und die Randbedingung an ¥* benutzt. Wir kénnten also ¥,

durch Losen des Randwertproblems (2.112) fiir ¥* und einer Integration nur noch iiber

JG: erhalten, die allerding noch fiir jeden Punkt in G. ausgefiihrt werden muff. Die |

Anzahl der Integrationen kann aber weiter reduziert werden, da mit (2.115) insbesondere

1 Vs i
Vg i= U] 0Gr = — 1 j [ Ld'S (2.116)

gilt. Losen wir also zusitzlich zu (2.112) das Randwertproblem

Vi,

RY- (v

)= —2mpuRjx , Up|0Gr = Vyg (2.117)

so erhalten wir U, iiberall in Gy, ohne die Integration in (2.115) tiber das Innere von G,
ausfiihren zu miissen. Um W, auf diese Art und Weise zu berechnen, sind zwar zwei
Randwertprobleme zu 16sen, doch dies 148t sich numerisch viel effizienter und schneller
durchfiihren, als die Integrationen in (2.108) oder in (2.115). Fiir die vollstindige Losung
von ¥ muf jetzt nur noch der durch Stréme in duBleren Leitern erzeugte FluB zu ¥,

addiert werden.

2.4.2 Die quasilineare partielle Differentialgleichung

Das beschriebene Lésungsverfahren fiir die Picard-Iterationsschritte, das schnelle Algo-
rithmen zur Losung linearer Differentialgleichungen nutzen kann, kann im allgemeinen
nicht auf quasilineare Differentialgleichungen angewandt werden. Spalten wir jedoch

unseren Differentialoperator entsprechend

—R*V( %‘f-’) - —TR2V-(VT;I') —VU.Vr (2.118)

auf und schreiben die partielle Differentialgleichung mit Hilfe der Flichengréfen um, so

erhalten wir

A4

=) = KJ) + 4n* R, + 4R (M3 + A) (B, B — ﬁv. (Z{‘f))

—47°RB2(M2 + A)R' , (2.119)

—R2V-(
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wobei M2 := p,pv2 /B2 gesetzt wurde. Auf der linken Seite steht bis auf den Faktor
27 Ry, die toroidale Stromdichte (2.9). Wir wenden die Picard-Iteration auf (2.119) an,
d.h.

AA! s =

—R?V. (—R—) = FR, 0, VI, VVT) (2.120)
und nehmen die zweiten Ableitungen von ¥ im dritten Summanden der rechten Seite
mit in die Iteration. Auf diese linearisierte Differentialgleichung kénnen wir das Losungs-
verfahren anwenden, falls sichergestellt werden kann, dafl sich das Verhalten der in die
Tteration genommenen zweiten Ableitungen kontrollieren 1aft. Die ungewdhnliche Be-
handlung dieses Teils der zweiten Ableitungen ist moglich, da sie mit dem poloidalen
Kriimmungsradius r der magnetischen Flufflichen verkniipft ist,
V\IJ) s 5 B; 1 vy )
Rz/  27Rr ' r R|VY|

B,B! — 471r,v-( = -RV:( (2.121)

Der poloidale Kriimmungsradius ist eine sehr anschauliche Gréfle, die sich wéhrend der
Picard-Iteration gut kontrollieren 1i8t. Ein eventuelles Fehlgehen der Iteration kann auf

diese Weise lokalisiert werden.

Driicken wir die Terme J’ und p/, durch die Flichengrofen und deren Ableitungen aus,
so erhalten wir nach lingerer Rechnung die von uns fiir die Picard-Iteration benutzte

Form:

3 " " ' A
vi
1 6A Ko apll o 0P
—ks— v 70 -k, — "B 50 + k= "By (2.122)

Die {k;}izo...s €rgeben sich als
N, i, Br 1=K, M. A 41r’R’\IJ’ o

=1, T
=Rt R a +2 3 i (2.123)
k=2rRE2"T | N, = 7B :
1 = ™ B?Kn 3 A — TBP + KOBT 3 (2-124)
N, 4r*R*T, @,
k, = 'rKo [—N M; g5 +K o T—F2 + M3(1+N )] (2.125)
eI YA ATRTL DL, V2

k=3 [Nnvi B Ko{—3t—F e (1 +NJY (2.126)
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Wl

k, = X (2.127)
=1 = %y Na _
ko =ko= 22 N, 5 +K (1-N,)] (2.128)
= #ollig Na
k= 22 [N B KoN, | (2.129)
und

o2 piesNa

k= 25 [N“_Bg -K,| . (2.130)

Die Abkiirzungen N, N, und K, sind in (2.66) definiert. Der Kriimmungsradius taucht
nur noch im zweiten Summanden von (2.122) in der Form B?/r auf. Dadurch verhalt
sich dieser Term an den kritischen Punkten des Kriimmungsradius, d.h. auf der Achse

(r — 0) und an x-Punkten, regular.

2.4.3 Die Rolle des Toroidalstromes

Sind die Flachengroen stetige Funktionen von ¥, so ist ¥ = 0 eine Losung des Glei-
chungssystems. Die Picard-Iteration wiirde ohne weitere Bedingung auf diese Losung
fiihren. Um dies zu verhindern, geben wir den im Plasma flieBenden toroidalen Gesamt-
strom Iz mit Iz # 0 vor und halten ihn wihrend der Iteration konstant. Dazu skalieren

wir die Profilfuntkionen mit einem Faktor o,, den wir als Lésung der Gleichung
I = A(o) / j2(o)dRdz (2.131)
G

mit A(o,) =1 erhalten. j3(o = 1) sei die Toroidalstromdichte mit nicht skalierten Pro-
filfunktionen, und jr = j3(¢ = 0,) diejenige mit skalierten Profilfunktionen. Da die Pro-
filfunktionen in die Toroidalstromdichte in stark nichtlinearer Form eingehen, wird o,
durch ein Newtonverfahren ermittelt.

Es zeigt sich, daB es wegen der Nichtlinearitét der Skalierung ungfinstig ist, diese bei jeder
Picard-Iteration vorzunehmen. Der Grund dafiir ist, daB sich die Anderungstendenzen
durch die Picard-Iteration, d.h. ohne Skalierung der Profile, mit denen durch die Ska-
lierung ungiinstig tiberlagern und das Iterationsverfahren destabilisieren. Wir erhalten
ein stabileres Konvergenzverhalten, wenn wir die beiden Anderungstendenzen trennen.
Dies 1aft sich erreichen, indem wir fiir einige Picard-Iterationen den toroidalen Plasma-
strom nur iiber A konstant halten, d.h. die Profile festhalten und die Stromdichte j;
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fiir die Picard-Iteration durch A-j. ersetzen. Wenn sich die ergebende Folge A nicht
mehr &ndert, d.h. |A' — Xi7?| < ¢, ist, wird die Skalierung der Profilfunktionen durch die
Berechung von o, durchgefiihrt.

2.4.4 Die Kontinuitdtsmethode

Durch die Koppelung der quasilinearen Differentialgleichung mit den algebraischen Glei-
chungen ist das gesamte Gleichungssystem hoch nichtlinear. Iterative Verfahren, die
auf solche Probleme angewendet werden, neigen zur Divergenz. Deshalb fithren wir die
Nichtlinearitdt mit drei Kontinuitdtsparametern «,, o, und e, ein, die schrittweise von
Null auf Eins erhéht werden. Dabei fithren wir zuerst die toroidale Massenstrémung (o),
dann die poloidale Massenstrémung (a,) und schliefllich die Druckanisotropie (c,) ein.
Den Startpunkt fiir die Iteration bildet ein statisches Plasmagleichgewicht mit isotropem
Druck.

Abb.: 2.6 zeigt eine Skizze des Programmablaufs.

2.4.5 Die Eingabeparameter

Als Eingabeparameter gehen zum einen der gewiinschte Toroidalstrom I; und die Posi-
tion der magnetischen Achse (R,, z,) ein, die wie beschrieben, wihrend der Iteration
konstant gehalten werden. Die Profilfunktionen fiir die physikalischen Gréflen auf der
Referenzlinie werden einmal in ihrer Form durch normierte Profilfunktionen f(x) gege-
ben, wobei x der in (2.101) definierte normierte poloidale magnetische Fluf ist und die
Werte x = 0 auf der magnetischen Achse und x =1 am Plasmarand hat. Zum ande-
ren werden sie durch die Werte der physikalischen Gréflen auf der magnetischen Achse
umd am Plasmarand bestimmt. Eine Ausnahme bilden die Temperaturen, deren Werte
durch die Fixierung des Toroidalstroms bestimmt sind und fiir die nur das Verhéltnis
von Achse zu Rand festgelegt ist. Die Achs- und Randwerte der Massenstromungen
sind mit den Temperaturen gekoppelt, um die kinetische Energie des Plasmas mit seiner
thermischen Energie vergleichbar halten zu kénnen und die Elliptizitatsbedingung besser

unter Kontrolle zu haben.
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Diagramm fiir das Programm DivaFlow

Flupfunktion %0
furStart; A =1
n=0, i=0

n=n+1 i=1i+1 o jin'i ’ R‘:l
w10 it ¥ mit
i .%ni
xgcj*‘nro Kl]ll.‘iT
T
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Nein |0 31 <
n n A
i=0
%n0 _0 #0020
]'r . A ) At l“
Y
Nei F
A ein
g, und Skalierung | lg -1l < €32
Y
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Y
entsprechenden =1
Kontinuitats- Pv
parameters oy =1
i Konvergiert
Y
| Stop I
Abbildung 2.6:
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2.5 Numerische Rechnungen

Die Rechnungen mit dem Programm DIVAFlow wurden in der Magnetfeldkonfigurati-
on des Fusionsexperimentes ASDEX-Upgrade (AUG) ausgefiihrt, deshalb soll diese hier
kurz beschrieben werden. AUG ist ausgelegt, um elongierte D-férmige Plasmen zu er-
zeugen. Nahern wir die poloidale Plasmaoberfliche durch eine Ellipse, so hat diese ihren
Mittelpunkt bei R = 1,65 m, einen kleinen Halbradius von 0,5 m und eine Héhe von
0,8 m. Diesen Werten ist das von uns betrachtete Rechengebiet, das die physikalischen
Abmessungen [0,9 m, 2,60 m] x [-1,4 m, 1,4 m] hat, angepaBt und nimmt damit die
Innenseite des VakuumgefiBes auf, in dem das Plasma erzeugt wird. Die Rechnungen
werden auf einem Gitter von 41 x 65 Punkten ausgefiihrt, soweit nichts anderes an-
gegeben ist. Wir erhalten so ein physikalisches Gitter mit einer radialen Intervallinge
von dR = 4,25 cm und einer vertikalen von dz = 4,375 cm, d.h. wir haben ein nahezu

quadratisches Gitter.

Das toroidale Hauptmagnetfeld wird von sechzehn ringférmig angeordneten Toroidal-
feldspulen erzeugt, die Feldstirken B, von bis zu 3,9 T bei R = 1,65 m erméglichen. Wir
benutzen bei unseren Rechnungen eine Feldstirke B, = 2,9T, was einem Gesamtpoloi-
dalstrom von 24 MA in den Toroidalfeldspulen entspricht. Fiir das externe poloidale
Magnetfeld stehen drei toroidale Spulenpaare ({V1o, V1u}, {V20, V2u}, {V30, V3u})
zur Verfiigung, die symmetrisch zur Aquatorialebene angeordnet sind. Das Spulenpaar
{V20, V2u} wird bei den Rechnungen benutzt, um die Lage der magnetischen Achse
wihrend der Iterationen konstant zu halten. Dazu werden sie so mit Strémen beschickt,
daB bei (Ro,2,) = (1,65, 0,08) ein annihernd homogenes vertikales Magnetfeld erzeugt

wird, das zur radialen Lageregelung dient.

2.5.1 Charakterisierung von Gleichgewichten

Plasmagleichgewichte werden durch eine Vielzahl von Parametern charakterisiert, die wir
hier in drei Klassen einteilen wollen. Die erste Klasse von Parametern sind lokaler Natur,
wie z.B. die Position der magnetischen Achse, eines x-Punktes oder des Limiterpunktes
an dem das Plasma &uBlere Strukturen beriihrt. Als zweite Klasse kénnen wir Parameter
betrachten, die mit den magnetischen Flachen verbunden sind. Sie umfassen originire
Flachengrofien, wie z.B. ¥}, oder @), aber auch Mittelwerte auf FluBflichen und Volu-
menmittelwerte, die iiber ein von der FluBfliche spezifiziertes Volumen gehen. Zu den

FluBflichenmittelwerten gehort der sogenannte Sicherheitsfaktor q, der als Ableitung des
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toroidalen nach dem poloidalen magnetischen Flul definiert ist:

q(¥) := % [y Brrd’s = L4 RI%‘I’ICH . (2.132)
T(¥)

Es kann gezeigt werden, daB er die mittlere Anzahl von toroidalen Umlaufen angibt, die
eine Feldlinie auf einer FluBfliche benétigt, um einmal poloidal umzulaufen. Seinen Na-
men leitet q daraus ab, daB ein héherer Wert von q dem Magnetfeld eine grofiere Steifheit
verleiht und damit Sicherheit vor sogenannten Knick-(Kink-)-Instabilititen bietet. Der

Wert von q auf der magnetischen Achse
_ o Ja

qA . R_A V lI’Plﬂ.ll'zz

entsteht als Grenzwert und gehort zur ersten Klasse von Parametern.

(2.133)

Als dritte Klasse betrachten wir Volumenmittelwerte, die sich {iber das ganze Plasmage-
biet erstrecken. Eine wichtige Gruppe sind hierbei Volumenmittelwerte, die aus Energie-
dichten gebildet werden, z.B. aus den Druckkomponenten p;, p,. Thre Bedeutung liegt
zum einen Mal darin, daB sich aus der Kréftebilanz des Plasmas integrale Beziehun-
gen ableiten lassen, die diese Volumenmittelwerte mit Flachenintegralen iiber eine das
Plasma einschlieBende Oberfliche verbinden (s. Anhang B). Die Oberflichenintegrale
enthalten nur noch Magnetfeldkomponenten auf dieser Fliche. In Experimenten kon-
nen die Magnetfeldkomponenten gemessen werden, wodurch es méglich ist, bestimmte
Kombinationen aus den Volumenmittelwerten experimentell festzulegen.

Zum anderen lassen sich Plasmagleichgewichte mit ihnen in verschiedene Klassen ein-
ordnen. Um die Mittelwerte besser vergleichen zu kénnen, werden sie auf eine spezielle

Energiedichte des poloidalen Magnetfeldes bezogen, die als (B;)? /(2p,) erklért ist, wobei

1 ;U'oIP
Bp) = — dl = .
(Be)e T f B; » (2.134)

gilt. In den Abbildungen, die FluBflichen von Plasmagleichgewichten zeigen, sind fol-

gende wichtige Groflen angegeben, deren Bedeutung wir hier kurz erliutern:

Be (sprich: beta poloidal) ist eine GréBe, die das Verhaltnis von volumengemitteltem
Druck, d.h. der thermischen Energiedichte, zu der oben genannten poloidalen
Magnetfeldenergie angibt. Da in Fusionsplasmen ein hoher Druck eingeschlossen
werden soll, werden dort hohe Werte von f, angestrebt (8 a2 2 — 3). Die Werte |
lassen sich fiir anisotropen Druck in gleicher Weise fiir die Druckkomponenten er-

klaren, d.h. B, Bp. (nicht zu verwechseln mit den partiellen Ableitungen By.L)-
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Be 148t sich dann als aritmetisches Mittel aus beiden erkliren.

]; gibt das Verhéltnis von zwei Energiedichten des poloidalen Magnetfeldes an, der volu-
mengemittelten poloidalen Magnetfeldenergiedichte zu der oben genannten. 1; wird
als Induktivitatskoeffizient bezeichnet und ist ein Ma8 fiir die raumliche Verteilung

der Toroidalstromdichte.

p ist das Verhéltnis des Volumenmittelwertes, der aus der Differenz der Energiedichten
des toroidalen Vakuummagnetfeldes By, und des toroidalen Magnetfeldes By, d.h.
(B3, — B%)/(2,), gebildet wird, zu der speziellen poloidalen Magnetfelddichte.
Betrachten wir die Differenz von B}, und B2, so kann diese mit der Niherung
(Br =~ Byo) als Byo(Bro — Br)/pte beschrieben werden. Damit kann g als Differenz
von toroidalen magnetischen Fliissen interpretiert werden und gibt damit ein MaB
dafiir, wieviel das Plasma zum toroidalen magnetischen FluB beitragt. Ist pu < 0,
so verstdrkt das Plasma das Toroidalfeld und wird deshalb als paramagnetisch
bezeichnet. Ist > 0, dann wird das Toroidalfeld abgeschwicht und das Plasma
verhilt sich diamagnetisch. g wird daher als diamagnetisches Moment bezeichnet.
Von ihm leitet sich mit 8, := 1 — p der sogenannte diamagnetische 8-Wert ab, der
ein diamagnetisches Plasma mit f;, < 1 beschreibt und ein paramagnetisches mit
Bn > 1.

2.5.2 Tests und Validierung

Als Ausgangspunkt fiir die Darstellung des Einflusses von Massenstromungen und a-
nisotropem Druck dient uns im folgenden ein mit dem Programm DIVA des MPI fiir
Plasmaphysik (Garching) berechnetes statisches Gleichgewicht mit isotropem Druck.

Die Profile sowie die Achs- und Randwerte sind in Tabelle 2.5.2 zusammengefait, wo-
bei das Profil fiir den Druck in Dichte- und Temperaturprofil aufgespalten ist, um es
fir DIVAFlow benutzen zu kénnen. Abb. 2.7 zeigt die Konturlinien des poloidalen
magnetischen Flusses, sowie die Gefilwand und einige Einbauten. Charakteristische
Plasmaparameter sind auf der linken Seite angegeben. Der Plasmastrom I, liegt bei
344.4kA und die Achse liegt bei (R,,2,) = (1.75,0.0875). Da der Poloidalstrom auf der
magnetischen Achse grofer ist als am Plasmarand, ist das Plasma leicht diamagnetisch.

Der diamagnetische Wert von f,, der mit 1 — y bestimmt wird, daher liegt unter Eins.

Das Programm DIVAFlow wurde fiir isotropen Druck in seinem Verhalten bei vernach-
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phys. GroBe | Profilfunktion Achswert Randwert

Iy (1-x) |J, =24.0312 MA | J, = 24MA

n (1 —x)? 10**m=* 10”m™3

T (1 - x)? 4.48-107K 4.48-10°K

Tabelle 2.1: Profile sowie Achs- und Randwerte fiir das Referenzgleichgewicht.

Plosma current in MR 0.344
L \l Ll u'/uu[uuuhmnihrrmﬂ—r diomagnetic part (MA) 0.041
B NN T, pressure part (MR) 0.303
b ARG HITITTTY Plasma Inner energy (MJ) 0.082
n | Magnetic axis R = 1.707
\ &
z = 0.087
1.00 _]
Flux on oxis 1.422
B - q on oxis 0.822
] X-point R = 1.452
d s z = 1.006
0.60 _J Flux at x-polint 0.442
! q(95%) 11.914
nE - Beta poloidal (betap(ipp)) 1.021
! Inductivity coefficient (11) 2.2594
=€ E betap(ipp) + 11/2 2.168
0.20 | I
Diomagnetic Flux 3.075E-04
T Diaomagnetic beta poloidal 0.88B4
&’ - Toroidal fileld (R=1.85) 2.908
Tt I Plasma volume 11.880
=0.20 |\ |_ Plosma clrcumference 4.055
) |- External Currents:
2 { IvVie $.715 hASwdy 810. 4535 kA
Iviwe 9.187 hAlIwdy £34.1391 kA
3 E 1v2e =3.118 kAIwdg ~440.183 kA
-0.60 _| | tv2ye =5.248 LAJwdg -431.128 KA
' 1vae =1.128 LASwdg -31.328 kA
il | ivay -1.021 LA/wdyg =25.988 kA
1 ICele -3.491 LA/wdyg =17.4355 kA
n - 1Celu 0.732 kAlwdyg 3.880 LA
] Ipsle 0.432 kA/wigy 0.4132 kA
i ”“"I;",‘”r Tpslu -8.432 kAlwdg -0.432 kA
-1.00 _ ,‘N RN AR B
~ IRERE) ulllum",’mn
1 Ny vy Yy
17 s v el
L rd \\\\\\unmlul"lluuur
H LTS ~ \\\\\\\\\mumn",'u".m I~
=-1.40 )} ~ rd == SR CCTTETTTLTLTITI TR T
T T LW | T T T 1 T T T
0.90 1.50 2.10

Abbildung 2.7: Konturen des poloidalen magnetischen Flusses ¥, wichtige Gleichge-
wichtsgrofien und Stréme in externen Spulen. Der Wert von betap (ipp) wird bei aniso-

tropem Druck durch 1/2(8,, + B,.) gebildet.
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Abbildung 2.8: Aufgetragen sind die Werte des poloidalen magnetischen Flusses ¥ in
[Vs/m?] (links) auf der magnetischen Achse und am Plasmarand und des Sicherheitsfak-
tors q (rechts) auf der magnetischen Achse iiber 1/Ng, wobei Ny die Anzahl der Gitter-
intervalle in R-Richtung ist. Es wurden die drei Gitter 40x 64, 80x128 und 160 x 256
betrachtet.

lassigbarer Stirke der poloidalen und toroidalen Massenstrémung mit dem Programm
DIVA verglichen. Beide Programme halten den Toroidalstrom Ir sowie die magnetische
Achse wihrend den Iterationen fest und bestimmen den Plasmarand in derselben Wei-
se. Bei gleichen Eingabeparametern und Profilen wurden die berechneten Matrizen des
poloidalen magnetischen Flusses verglichen. Die Ergebnisse beider Programme zeigten
eine sehr gute Ubereinstimmung.

Die Konvergenz des Programmes mit der Anzahl der Gitterpunkte wurde unter verschie-
denen Anforderungen getestet. Als Parameter, die bei Gleichgewichtsrechnung von der
GittergroBe abhingen, haben wir die Werte des poloidalen magnetischen Flusses ¥ auf
der magnetischen Achse und am Plasmarand sowie den Wert von q auf der magneti-
schen Achse untersucht. Wir zeigen in Abb. 2.8 fiir den Fall isotropen Druckes und rein
toroidaler Strémung (iostherme Zustandgleichung), die auf der Referenzlinie die Halfte
der lokalen Schallgeschwindigkeit betragt, d.h. v, = kTg/2m, die Werte der drei Pa-
rameter fiir unterschiedliche GittergroBen. Alle drei Parameter zeigen eine quadratische

Konvergenz, die auch in allen anderen Fillen gefunden wurde.
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Abbildung 2.9: Die auf einer mit konstanter Winkelgeschwindigkeit rotierenden
FluBifliche wirkenden Zentrifugalkréfte, die mit wachsendem Abstand von der Symme-
trieachse grofer werden.

2.5.3 Toroidale Strémungen bei isotropem Druck

Der EinfluB rein toroidaler Strémungen kann am einfachsten mit Hilfe der Zentrifugal-
kraft verstanden werden, die auf die in toroidaler Richtung rotierenden Volumenelemente
des Plasmas wirkt (Abb. 2.9). Die durch die Gleichgewichtsgleichungen beschriebene
rein toroidale Bewegung zeigt sich (vgl. 2.17) als eine Rotation der jeweiligen Fluf$fliche
mit der Winkelgeschwindigkeit Q(¥). Auf Volumenelemente bei gréBeren Radien wirken
daher stirkere Zentrifugalkrifte. Da sich die Plasmateilchen auf einer Fluifliche leicht
verschieben lassen, fithren die unterschiedlich starken Kréfte zu einer Verschiebung der
Dichte zu groBeren Radien. Ist die Temperatur auf FluBflichen konstant, so ergibt sich

auf den Flufiflichen eine der barometrischen Héhenformel dhnliche Dichteverteilung [28]:

m(27rR‘I>§4(‘I’))2) ’ (2.135)

p = po(¥) exp( 2KT(T)

wobei das Gravitations- durch das Zentrifugalpotential ersetzt ist. In [28] wurde gezeigt,
dafl die Form (2.135) auch die exakte Lésung fiir die Gleichung der Massendichte (2.79)
ist. Diese wird in DIVAFlow numerisch gelést, um poloidale Massenstréme mit der-
selben Gleichung behandeln zu kénnen. Um die Dichtevariation zu zeigen, haben wir p
und p, auf einer Horizontalen, die vom inneren Plasmarand (R < R,) {iber die magneti-
sche Achse zum &dufleren Plasmarand (R > R,) fithrt, berechnet und {iber den normierten

Flufl x aufgetragen (Abb. 2.10). Da wir die Auftragung hidufiger benutzen, sei sie an
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Abbildung 2.10: Links: Variation der Teilchendichte in Einheiten von [10*m™] {iber
dem normierten poloidalen magnetischen Fluf auf der Geraden {R(x),z = 2 x

Rechts: Die mit der Teilchendichte verbundene Flachengréfie n, := po/m in Einheiten
von [10*°m~*] zeigt keine Variation auf FluBflichen.
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Abbildung 2.11: Gleichgewicht mit toroidaler Rotation, das aus dem Referenzgleichge-
wicht entsteht, wenn das Plasma mit einfacher Schallgeschwindigkeit rotiert.
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dieser Stelle kurz erldutert. Wir erhalten fiir eine auf der Horizontalen darzustellende
GroBe immer zwei Kurven, eine fiir R(x) < R,, deren Punkte mit * gekennzeichnet sind,
und eine fiir R(x) > R,, deren Werte mit e gekennzeichnet sind. Bei einer Grofe, die auf
FluBflachen konstant ist, d.h. die nur von ¥ bzw. von x abhingt, fallen beide Kurven
zusammen. Variiert eine Gréfie auf der FluBfliche, dann ergibt sich eine Art Hystere-
sekurve. Abb. 2.10 zeigt links die Variation der Dichte auf magnetischen FluBflichen
iber x aufgetragen. Im Auseinanderfallen der Kurven fiir R(x) > R, und R(x) < R, ist
die Wirkung der Zentrifugalkraft dadurch zu sehen, daB fiir gleiche x-Werte die Dichte
fir R(x) > R, groBer ist als beim entsprechenden Wert R(x) < R,. Das rechte Bild zeigt
den numerisch bestimmten Wert p,(¥), der auf einer FluBfliche nicht variiert, so daf§

beide Kurven aufeinander liegen.

Die an der TorusauBienseite erhohte Dichte fithrt auch zu einer Erhéhung des Drucks
und damit des Druckgradienten. Dieser Effekt ist fiir Stabilititsuntersuchungen wichtig,
da z.B. die sogenannten Ballooning-Instabilititen durch den Druckgradienten in dieser
Plasmaregion getrieben werden.

Da die Starke der Zentrifugalkréifte auf jeder FluBfliche noch von der dort herrschen-
den mittleren Teilchendichte abhéngt, ergibt sich als weitere Folge eine Deformation der
FluBflichen. Wiirde der Plasmarand fixiert bleiben, ergibe sich daraufhin eine Verschie-
bung der magnetischen Achse [23]. Da wir die magnetische Achse festhalten, verschiebt
sich die duBerste magnetische Fliche. Ein Vergleich zwischen dem statischen Gleichge-
wicht in Abb. 2.7 und dem mit toroidaler Rotation in Abb. 2.11 zeigt, daB sich die duBer-
ste FluBfliche der Struktur auf der Torusinnenseite nihert. Fiir das Gleichgewicht von
Abb. 2.11 wurde auf der ganzen Refernzlinie fiir die toroidale Rotation einfache Schall-
geschwindigkeit angenommen, d.h. mvZ ; = kT;. Um die magnetische Achse an ihrem
Platz zu halten, miissen schlieBlich die Zentrifugalkrifte durch die elektromagnetischen
Krafte aufgefangen werden. In Abb. 2.12 haben wir fiir auf der Referenzlinie konstante
toroidale Rotationen die Stréme in den zur Lageregelung der magnetischen Achse be-
nutzten Spulen V20 und V2u iiber dem Quadrat der toroidalen Machzahl m? := mv2 /kT
aufgetragen. Die mit der Strémung zunehmende Zentrifugalkraft ZuBert sich in der in

unserem Falle linearen Zunahme der Stréme mit m?2.

2.6 Poloidale Massenstrémung bei isotropem Druck

Ist zusétzlich zur toroidalen Massenstromung eine poloidale vorhanden, so indert sich

das Bild der Kréfte deutlich. Die Bewegung eines Plasmavolumens bleibt nicht mehr auf
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I/[kA]

-5.8

Abbildung 2.12: Die Stréme in den Poloidalfeldspulen V20 und V2u, die zur Lagerege-
lung der magnetischen Achse dienen, in Abhangigkeit vom Quadrat der toroidalen Mach-
zahl. Die mit der Machzahl ansteigenden Zentrifugalkrifte bedingen stirkere Strome in
den Spulen.

einen festen Radius R beschrankt, sondern fithrt auf der Fluifliche um die magnetische
Achse herum. Dabei erfahrt es zusitzlich zu den Zentrifugalkriften eine Corioliskraft F.
Ist & || Vz der Vektor der Winkelgeschwindigkeit des Plasmavolumens, so fiihrt die po-

loidale Geschwindigkeitskomponente mit
Fc_‘ = zm(Vp XL:;) “ V(P (2.136)

zu einer Kraft in toroidaler Richtung (Abb. 2.13), die nur durch eine elektromagnetische
Kraft ausgeglichen werden kann. Eine toroidale Kraft aus dem Kreuzprodukt jx B kann
sich nur {iber zwei poloidale Komponenten ergeben. Das heifit, es mufl einen Anteil der
Stromdichte j geben, der durch die magnetischen Flichen flieBt und mit B, zusammen
die toroidale Komponente der Corioliskraft kompensiert. Damit ist der Poloidalstrom J
nicht mehr wie bei statischen Gleichgewichten oder bei rein toroidaler Strémung eine
Flachengrofle, sondern variiert auf FluBflichen.

Die Kompensation der Corioliskraft ist aber der geringere Effekt dieser ”radialen” Strom-

dichte. Mit dem wesentlich starkeren toroidalen Magnetfeld By gekreuzt ergibt sich eine
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Abbildung 2.13: Die Corioliskrifte auf einer FluBifliche, sowie die sie bilanzierenden
magnetischen Krifte, die einen Strom j, senkrecht zur FluBfliche verlangen.

Kraft in den FluBflichen, die durch einen Druckgradienten auf der FluBfliche aufge-
fangen werden muB. Dies bedeutet, daB die Dichte, und bei Benutzung der isentropen
Zustandsgleichung fiir die Abhéngigkeit des Druckes von der Dichte und der Temperatur,
auch die Temperatur auf den FluBflichen variiert. Abb. 2.14 zeigt in der Auftragung
iiber x die Variation der Teilchendichte bzw. der Temperatur auf der Horizontalen durch
die magnetische Achse. Die Erh6hung des Drucks auf der TorusauBenseite ist im linken
Teil der Abb. 2.15 zusehen. Im rechten Teil ist der Poloidalstrom abgebildet, wobei die
Differenz der Kurven ein Ma$ fiir die Stirke der radialen Strome darstellt, die durch die

magnetischen Flachen flieflen.

Fiir ein Gleichgewicht mit einer Stromung parallel zu Magnetfeldlinien und isentroper Zu-
standsgleichung, die die Profile und Parameter des Referenzgleichgewichtes fiir Teilchen-
dichte, Temperatur und Poloidalstrom benutzt, zeigen wir in Abb. 2.14 und Abb. 2.15
die Variation der Teilchendichte und der Temperatur bzw. des Poloidalstroms und der
damit verbundenen FlachengréBe Jy. Als Profil fiir die auf das poloidale Magnetfeld nor-
mierte Poloidalgeschwindigkeit haben wir eine lineare Abhingigkeit ~ (1 — x) benutzt
und die Achs- bzw. Randwerte mit mv;?, = 0.81B%2kT, bzw. mv}*, = 0.16B2kTy. Dich-
te und Temperatur zeigen beide hohere Werte auf der TorusauBenseite und verstirken

wie bei der toroidalen Strémung den Druck. Die Dichte variiert zum Teil um mehr als
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Abbildung 2.14: Teilchendichte in Einheiten von [10**m~] (links) und Temperatur in
10'K (rechts) auf der Linie {R(x),z,} aufgetragen. Die Variation auf der FluBfliche
zeigt eine Erhohung beider Gréflen an der TorusauBlenseite gegeniiber der Innenseite.
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Abbildung 2.15: Links: Variation des Poloidalstroms J in MA. Die Differenz der beiden
Kurven gibt ein MaB fiir die Starke der Stréme durch die FluBflichen.
Rechts: Die mit J verbundene Fliachengréfie J, in MA. Die poloidale Strémung trigt die
Differenz zwischen dem ”paramagnetischen” Verlauf von J (Jp < J,,).

10 % zwischen der Innen- und der AuBenseite des Torus.

Die das Plasma charakterisierenden Parameter sind trotz der recht hohen poloidalen
Stromung fast die gleichen wie beim isotropen statischen Gleichgewicht. Dies liegt vor
allem daran, da wir in unseren Rechnungen den Poloidalstrom auf der magnetischen
Achse festhalten. Abb. 2.15 zeigt, da8 der Poloidalstrom auf der magnetischen Achse
grofler ist als am Rand, wahrend fiir die Flichengrofe J,, das umgekehrte gilt. Hielten
wir den Wert von Jy, auf der Achse fest und lieSen die poloidale Strémung gegen Null
gehen, so wiirde Jy in den Poloidalstrom iibergehen und wir héitten anstatt eines dia-
magnetischen Plasmas ein paramagnetisches. Wir kénnen also die poloidale Strémung

auch so interpretieren, daB sie einen zusétzlichen Diamagnetismus im Plasma erzeugt.
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2.6.1 Poloidale Stréomung und anisotroper Druck

Das Bild der Kraftebilanz kompliziert sich natiirlich, wenn zusétzlich zur Massenstrémung
die Druckanisotropie hinzukommt. Betrachten wir die Kraft durch den anisotropen

Drucktensor, so erhalten wir

B? 2 B

Durch das toroidale Magnetfeld enthilt der letzte Term eine Kraft in toroidaler Rich-

Vop=Vp, + I PegB  PimPip  p g V(p"BP*)B . (2.137)

tung. Ohne poloidale Massenstrome fiihrt dies zwangsliufig wieder zu Strémen durch
die magnetischen Flichen, da diese Kraft ausgeglichen werden muB. Da die Richtung
der Kraft durch das Vorzeichen von Py — p. bestimmt wird, die Corioliskraft aber nicht
vom Umlaufsinn der poloidalen Strémung sondern von deren Betrag abhingt, kénnen

sich die beiden Effekte auf die "radialen” Strome verstirken oder abschwichen.

Die Krifte in der magnetischen Fliche sind nicht mehr so einfach auseinanderzuhalten,
wie dies bei isotropem Druck der Fall war, da jeder Term einen Anteil in diesem Teil
der Kraftbilanz liefert. Deutlicher zeigen sich die Auswirkungen auf die Massendichte,
wenn wir die integrierte Form der parallelen Kraftbilanz wieder entlang Magnetfeldlinien

differenzieren und nach B-Vp auflsen:

B, )B-VB v  B-.-VR

T : (2.138)

1

;B.sz(l_ B +ﬁu_M§ R
Dabei haben wir die Definitionen der partiellen Differentiale der Druckkomponenten und
Integrabilititsbedingungen benutzt. In dieser zum ersten Mal in [8] angegebenen Form
erkennt man, da8, solange 1 > S, /(8 — M2) gilt, sich die Dichte wie die Magnetfeldstir-
ke dndert. Wir betrachten dahingehend das Standardgleichgewicht mit der gleichen po-
loidalen Massenstrémung wie im vorigen Abschnitt, behandeln aber den Druck in der
CGL-Form mit a(¥) = 1. Wir haben dabei angenommen, da8 die Druckanisotropie auf
der Referenzlinie verschwindet. Die Profilfunktionen fiir die anisotropen Temperatu-
ren Ty und T, sind dieselben wie die der isotropen Temperatur zuvor, d.h. ~ (1 — x).
Abb. 2.16 zeigt die Teilchendichte auf der Horizontalen durch die magnetische Achse
iber R bzw. x aufgetragen. Die Dichtevariation hat sich gegeniiber dem Fall isotropen
Druckes umgekehrt, so daf§ jetzt die Dichte auf der Torusinnenseite grofier ist. Abb. 2.17
und Abb. 2.18 zeigen die CGL-Temperaturen bzw. die CGL-Druckkomponenten. Die
Temperaturen variieren vor allem am Plasmarand wegen der starken Abhéngigkeit von
der Magnetfeldstarke betrichtlich.  Hier iiberschitzt das CGL-Modell die Variation
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Abbildung 2.16: Verlauf der Teilchendichte in Einheiten von [10**m~®] iiber R in m bzw. ! E
x. Die Dichtevariation auf FluBflichen hat sich im Vergleich zum Fall mit isotropem 4
Druck umgekehrt. :
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Abbildung 2.17: Verlauf der CGL-Temperaturen in Einheiten von [107K] {iber x. T, ist
in den Regionen groBerer Magnetfeldstirke, d.h. auf der Torusinnenseite, hoher. Dies
ist ein Ausdruck der in dieser CGL-Gleichung enthaltenen Erhaltung des magnetischen
Moments der Teilchen. T zeigt die umgekehrte Variation.
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Abbildung 2.18: Verlauf der Druckkomponenten in kPa iiber x. Die Variation von Dichte
und paralleler Temperatur heben sich nahezu auf, wiahrend die Dichtevariation und die
Variation der Senkrecht-Temperatur sich verstirken.
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Abbildung 2.19: Verlauf des Poloidalstroms in MA dber R in m und iiber x.

durch die Vernachlassigung der Warmestréme. Bei den Druckkomponenten zeigt p, ei-
ne deutliche Verringerung seines Wertes an der TorusauBenseite. Dieser Effekt kénnte
fir Stabilitatsbetrachtungen von Wichtigkeit sein. Abb. 2.19 zeigt den Poloidalstrom,
der durch die Druckanisotropie besonders verandert wird. Durch die geringe Anhebung
seines Wertes auf der Achse gegeniiber des Wertes auf dem Rand durchliuft er sowohl
ein Minimum als auch ein Maximum. Dies bedeutet, dafl die Niveaulinien des Poloidal-
stroms eine Separatrix aufweisen, d.h. eine Linie konstanten Poloidalstromes (J = J;),

die das Plasma durchquert und Bereiche mit J < Jp von denen mit J > J, trennt.
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Kapitel 3

Stabilitit von Plasmen mit anisotropem
Druck und Massenstromung

In diesem Kapitel behandeln wir die Stabilitdt des GCP in seiner Einfliissigkeitsformu-
lierung. Wir benutzen dazu einen Lagrangeformalismus, der sich eines Koordinatensy-
stems bedient, das mit der Fliissigkeitsbewegung verbunden ist. Zur Bestitigung der
gewihlten Lagrangefunktion leiten wir die Bewegungsgleichungen des Plasmas ab. Aus
deren Lagrangescher Formulierung erhalten wir dann die Stabilititsgleichung. Diese
Stabilitatsgleichung schlieft die Liicke zwischen den Stabilititsbetrachtungen, die Plas-
mastréomungen und einen isotropen Druck betrachten, und denen, die nur einen ani-
sotropen Drucktensor betrachten und die Effekte durch Stréomungen vernachlissigen.
Durch die Annahme relativ allgemeiner Abhéngigkeiten fiir die Druckkomponenten ist
die so gewonnene Stabilititsgleichung eine Verallgemeinerung des CGL-Plasmamodells
mit Strémung, das feste Abhangigkeiten vorgibt. SchlieBlich betrachten wir fiir die Sta-
bilitatsgleichung den Grenzfall der stark lokalisierten Ballooningmoden mit Hilfe des

Eikonalansatzes.

3.1 Der Lagrange-Formalismus

Wir betrachten ein Fluid mit der Lagrangefunktion
—_— 1 2 1 2 3
L= jg(zpv 2,u°B pA)d’x (3.1)

wobei G das von Plasma erfiillte Gebiet zum Zeitpunkt t sei. A ist die bei der Plasma-
bewegung am Plasma geleistete Arbeit aus der Fliissigkeitsbeschreibung des GCP. Diese
hingt laut Gleichung (1.56) vom Ort nur iiber die Massendichte p und die Stirke der
magnetischen Induktion B ab und besitzt die durch (1.57) gegebenen partiellen Ablei-
tungen. Aus physikalischen Griinden nehmen wir an, daB fiir die Bewegung des Fluids
die Erhaltung der Masse (1.71) und des magnetischen Flusses (1.69) gelte, und die Ar-
beit A die Integrabilititsbedingung (1.75) erfiillt. Zur Verifikation der Lagrangefunktion
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leiten wir die Bewegungsgleichung fiir das betrachtete Plasma durch Variation des zur
Lagrangefunktion geh6érenden Wirkungsintegrals

1= [ L) dt (3.2)

1
ab. Die tatsichliche Bewegung des Plasmas, die es von einem Gebiet G(t,) nach G(t,)
iiberfiihrt, zeichnet sich durch ein Extremum des Wirkungsintegrals beziiglich allen an-
deren méglichen Bewegungen aus, die dasselbe leisten, d.h. G(t,) nach G(t,) fiihren. Bei
stationiren Bewegungen, d.h. G(t) = G(t,), stellt sich die Frage, ob kleine Stérungen
in der Bewegung die Stationaritdt durch ein unbegrenztes Anwachsen zerstéren konnen.
Dies untersucht die sogenannte Stabilititsanalyse der Bewegungsgleichung. Wir wihlen
den Weg iiber das Wirkungsintegral, da uns dieser die Bewegungsgleichungen mit Hilfe
von zeitabhéngigen Transformationen in einer Form liefert, die es erlaubt, die Gleichun-

gen der Stabilitatsanalyse besonders einfach zu erhalten.

3.2 Die Durchfithrung der Variation

Die Betrachtung der Bewegung eines Fliissigkeitsvolumens, das sich zum Zeitpunkt t
am Ort x aufhélt, kann prinzipiell von zwei besonders ausgezeichneten Koordinatensy-
stemen erfolgen. Das erste betrachtet die Bewegung des Fliissigkeitsvolumenelementes
entlang seiner Bahn x(t) (x) vom Startpunkt X aus, an dem es sich zum Zeitpunkt t = t,
befand. Mit einem sogenannten begleitenden Dreibein, das mit dem Fliissigkeitselement
fest verbunden ist, verfolgt der Betrachter vom Startpunkt aus die Verformungen, die das
Volumenelement auf seinem Weg erfahrt. Dieser sogenannten Lagrangeschen steht die
Eulersche Beschreibung der Bewegung gegeniiber. Sie nimmt ein ortsfestes Koordinaten-
system an und betrachtet die Bewegung aller Fliissigkeitselemente durch ein Geschwin-
digkeitsfeld. Im stationdren Fall, d.h. wenn sich das Geschwindigkeitsfeld an festem
Ort nicht mit der Zeit &ndert, sind die Strémungslinien des Geschwindigkeitsfeldes mit
den Bahnlinien der Fliissigkeitselemente identisch. Im nichtstationiren Fall weichen die
Bahnen von den Strémungslinien ab. Ein Betrachter, der die Volumenelemente an einem
festen Ort x vorbeigleiten sieht, beobachtet Fliissigkeitselemente, die von unterschiedli-
chen Ursprungsorten x kommen. In der Eulerschen Beschreibung entfernt sich also der
Ursprungsort X(t) (x) des gerade betrachteten Volumenelementes, wihrend in der La-
grangeschen Beschreibung sich das betrachtete Volumenelement vom Ursprungsort, d.h.

vom Betrachter, entfernt.
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Um die Variation einer Bewegung zwischen zwei Punkten zu beschreiben, scheint mit-
hin die Lagrangesche Darstellung der Bewegung intuitiver zu sein als die Eulersche. Es
zeigt sich auch, dafi Erhaltungssitze, die fiir die Bewegung gelten sollen, eine einfache
Form annehmen. Eine Schwierigkeit der Lagrangeschen Darstellung besteht darin, dafl
sie zur Beschreibung der Verformungen der Volumenelemente zeitabhiingige Koordina-
tensysteme bendtigt. Ist diese Schwierigkeit allerdings bewaltigt, so vereinfachen sich
viele Schritte, die in der Eulerschen Beschreibung umstindlich sind.

Um den Ubergang zwischen Lagrangescher und Eulerscher Darstellung zu vereinfachen,
betrachten wir die Bewegung eines Fliissigkeitselementes als eine zeitabhangige Trans-

formation des Raumes auf sich selbst:
x(t): x — x(t) (%) mit x=x(t=0)(X) . (3.3)
Entsprechend erkldren wir die Umbkehrtransformation
x(t): x — x(t)(x) , (3.4)
und erhalten damit die Gleichung

x = %(£) x(t) (%)) = (X(t) 0x(£)) (%) - (3.5)

Dabei haben wir das Kompositionssymbol o verwendet, um die unabhingigen Variablen
und den Transformationscharakter der Bewegung zu betonen. Die Benutzung von zeit-
abhingigen Transformationen hat den Vorteil, daB wir auf einfache und wohldefinierte
Weise zwischen der Lagrangeschen und Eulerschen Beschreibung wechseln kénnen. In
dem oben erliuterten Sinne liegt die Lagrangesche Beschreibung der Bewegung vor, wenn
% und t die unabhingigen Variablen sind, und die Eulersche Beschreibung, wenn x und

t das unabhingige Variablenpaar sind. So ist die zeitliche Anderung der Transformation

Bx(t)

x(t) (%) := —5~(%) (3.6)

auf einfache Weise mit der Eulerschen Geschwindigkeit v eines Fliissigkeitsvolumens am

Ort x verbunden:

v(t) (x) := x(t)ox(t) (x) . (3.7

In Anhang (C) beschreiben wir die zeitabhingigen Transformationen genauer, wahrend

wir hier auf die dort abgeleiteten Ergebnisse zuriickgreifen.

75




3.2. DIE DURCHFUHRUNG DER VARIATION

Die Transformation x(t) (x) induziert eine Metrik, die in dem zeitabhiingigen begleiten-

den Dreibein

x2(t) (%) = pazx(t) (3 (39

und dem metrischen Tensor g,,(t) (x) = x,(t) (X)-x,(t) (X) ihren Ausdruck findet. Fiir

das Volumenelement gilt dann

Vet) (}) d'x = &x(t) (%) (3.9)

wobei g(t) (x) die Determinante des metrischen Tensors ist.

In Anhang (C) wird gezeigt, da die Erhaltungssitze fiir die Masse und den magne-
tischen Flufl in dieser Metrik eine besonders einfache Form annehmen und sich in der
Zeitunabhéngigkeit der Gréflen ,/gp und ,/gB* ausdriicken,

5(%) = V&) (R) p(t) ox(t) (%) (3.10)

und

B (%) = 1/g(t) (X)B*(t) ox(t) (x) = (B(t) ox(t) (%)) -V (¥ (t) ox(t) (%)) . (3.11)

Die physiklische Deutung von Gleichung (3.10), d.h. die Erhaltung der Masse, ist schnell
ersichtlich, wenn sie mit dem Volumenelement d*x multipilziert und (3.9) beachtet wird.
(3.11) kann in &hnlicher Weise mit Hilfe des zeitabhingigen Dreibein (3.8) und des me-
trischen Tensors g,, interpretiert werden.

Wir beschreiben die Variation der Fliissigkeitsbewegung durch die einparametrige Trans-

formationsschar
x(t; €) (%) == x(t) (x) + ew(t) (x) (3.12)

wobei € der Variationsparameter und w die Lagrangesche Versetzung ist. Fiir ¢ =0
erhalten wir eine ungestérte Bahnbewegung. Der Variationsparameter geht in natiirlicher
Weise in die zeitabhingige Metrik iiber, d.h. wir haben x,(t;€) (X) und g,,(t;€) (X) zu
betrachten.

Um die Notation zu vereinfachen werden wir im weiteren die Transformationen ohne die
unabhéngigen Variablen angeben und, wie in (3.7), bedeutet der Punkt die Ableitung
nach der Zeit t fiir die damit bezeichnete Transformation. Des weiteren nehmen wir an,

daf8 Skalar- und Vektorfelder als Funktionen der Eulerschen Koordinaten, d.h. von x
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und t, gegeben sind, z.B. B = B(t) (x). Damit Unklarheiten beziiglich der momentanen
Darstellung vermieden werden, geben wir zusammengesetzte Transformationen mit dem
Kompositionssymbol an.

Nach diesen Vorbemerkungen schreiben wir den Integranden in der Lagrangefunktion in

der zeitabhingigen Metrik als

1 2 1 d 1.. ]-g;.w Sp ov ° .\/g Euv 34 5Y
1 v —B?— pU)ox = —(=px* — —2B B —pU(%=,(*-B B )'/*)).(3.13
(577" = 3B~ PUox = (5% — g - 2B B = UL C B B) ))-(3:13)

Der Integrand kann also in der Form L = L(x,X,, X, t) geschrieben werden. Da die Volu-
menintegration nun iiber das Gebiet G, = G(t,) geht, konnen wir im Wirkungsintegral

Zeit- und Volumenintegration vertauschen:

1= | ® L%, %, % t)dtd% . (3.14)
Go Jt1
Die explizite Zeitabhangigkeit der Lagrangedichte entsteht durch eine mégliche Zeit-
abhangigkeit von p und B”. Sind diese zeitunabhingig, geht die Zeit nur noch iiber die
Ortsabhingigkeit in L ein.
Wir fithren nun die Variation des Wirkungsintegrals durch und verlangen als Extremal-

bedingung ihr Verschwinden, d.h.

ta BL oL 30
f / {wox}- {at ) ( ) }dtd X+
+ Lo]t {3 {wox}: —) ({wox} ) }dtd”n o hud315)

wobei wir eine partielle Integration vorgenommen haben. Wir nehmen als Randbedin-
gung fiir die Versetzung w an, dafl sie an den Integrationsgrenzen (t = t,, t;, X € 8G,)
verschwindet. Das zweite Integral kann dann partiell integriert werden und verschwin-
det auf Grund dieser Randbedingungen. Damit die Variation von I verschwindet, muf
das erste Integral fiir beliebige w, die die erwéhnten Randbedingungen erfiillen, Null
ergeben. Dies kann nur der Fall sein, wenn
0
2+ (50, =0 (3.16)
gilt, d.h. die sogenannte Euler-Lagrange-Gleichung erfiillt ist. Dies ist eine Differenti-
algleichung, die die funktionale Abhéngigkeit der Transformation von der Zeit t festlegt
und damit die Fliissigkeitsbewegung bestimmt.
Mit Hilfe der Formeln aus Anhang (C) und unter Beriicksichtigung der partiellen Ablei-

tungen von A erhalten wir
L .
%

(i

(3.17)
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und
ou opf
e 8rx8" gxgr | B(Py — p*)ox]yﬁﬂ B B
6x,‘ {\/_g P.LOX+ 2 .\/_ + B B ﬂ }x5 . (3.18)

Setzen wir dies in (3.16) ein, dann erhalten wir die Bewegungsgleichung in ihrer Lagran-

geschen Form, die mit der von Newcomb [29] angegebenen tibereinstimmt.

Unter Benutzung von (C.24), (C.25) und (C.36) und der Vektoridentitdt °
B2

V——B VB=BxVxB (3.19)
erhalten wir
(?—Ii) o% = {VEox}(~BxVxB+V-p) , p=p.i+PZPLBB . (3.20)
31{# In Ko ' B2

Setzen wir dies in Gleichung (3.16) ein, so ergibt sich die Eulersche Darstellung der
Bewegungsgleichung (vgl. (1.72)) als

pgt + pv-Vv = L(V><B)><B V-p . (3.21)
Ho

3.3 Die Energieerhaltung

Das von uns betrachtete Fliissigkeitsmodell ist auf Grund der beiden Erhaltungssétze fiir
die Massendichte und den magnetischen Flufl sowie der Potentialeigenschaft der Arbeit
ein konservatives Modell fiir die Stréomung. Im vollen Sinne konservativ ist es allerdings
nur, wenn p und B” zeitunabhingig sind. Wie bereits erwédhnt, hat die Lagrangedichte
dann keine explizite Zeitabhangigkeit, d.h. L = L(X,x,,xX), und das betrachtete Ge-
samtsystem ist energieerhaltend. Wir zeigen dies, indem wir die zeitliche Anderung des

Integrales I,
dI

dt = K(tﬁ) i K(tl) 5 E(tz) + E(t,) (3°22)
betrachten, wobei
Kt)= [ Loscdx (3.23)
Go 2
und
1 2 8
B(t) = | VE{(5B" + pA)ox}dk (3.24)
Go Ho
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die kinetische bzw. die potentielle Energie sind. Eine andere Form erhalten wir, wenn
wir bei der Variation von I (3.15) fiir die Versetzung w die Fliissigkeitsbewegung v, die
die Euler-Lagrange-Gleichung erfiillt, einsetzen. Da die Fliissigkeitsbewegung nicht den
Randbedingungen an die Versetzung gentigt, ist das zweite Integral in (3.15) nun von
Null verschieden und es gilt

a_ dy 9 . oL £
kb po _/GJH {Bt ax ('a_x:)m}dtdx ' (3:25)

Liegt sowohl das Magnetfeld als auch das Geschwindigkeitsfeld in 0G, stromt also kein
Plasma oder magnetischer FluB durch 8G, so verschwindet der zweite Term durch par-

tielle Integration wegen

(3 ;fi) = VgV: {[(pl+——B2)v— ( p"];pl)(B-v)B]ox} . (3.26)

und wir erhalten
t2 9 .. o
- j j 9 (p37)dtd*% = 2(K(t,) — K(t,)) - (3.27)
Go vt 6t:
Zusammen mit (3.22) ergibt dies die Energieerhaltung

K(t,) + E(t.) = K(t,) + E(t.) . (3.28)

3.4 Verbindung zum Hamilton-Formalismus

Die Hamiltonfunktion H ist definiert als die Legendretransformierte der Lagrangefunk-
tion L:

B, %) 1= %7 = L(x(r 0 050 0) = 32 + VE((5 B 4 A)ox) - (329)
Dabei ist
oL
— =7= 3.3
SETTR pX (3.30)
der zu % adjungierte Impuls. Nun ergibt die Variation des Integrals I
ox 0x, 3H o
L Brplt - —]- = . 3.31
jGjt{ [x S R S L (3.31)
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Durch partielle Integration der letzten beiden Terme und mit den gleichen Annahmen

3.5. DIE STABILITATSGLEICHUNG

fiir wox auf G, und fiir t = t,, t,, erhalten wir
or ,0H o~
-=—jGJ {E [x-——] (wox) I3 ~ (go), Jad% . (3.32)

Fiir beliebiges w erhalten wir als Bedingung fiir das Verschwinden der Variation die

kanonischen Gleichungen

S350 . OH
k=-- ud  #= ( 3X,.)|p (3.33)
Die erste kanonische Gleichung ist dabei identisch mit der Einfithrung des adjungierten
Impulses
0H ox . OL 0x
a—ﬂ_-—‘il"--é—;"l'x—-a—xa—?r' (334)

und die zweite kanonische Gleichung ergibt die Bewegungsgleichung.

3.5 Die Stabilitdatsgleichung

Um mit dem Kompositionssymbol die Darstellung im weiteren nicht zu belasten, kenn-
zeichnen wir Transformationen bzw. Skalar- und Vektorfelder, die mit einer der beiden
Ortstransformationen x bzw. X verkniipft sind durch ~. Dies ist eindeutig, da hchstens
eine der beiden auftritt und aus den Definitionen der entsprechenden Felder auch er-

sichtlich ist, welche gemeint ist, z.B.

W =wox . (3.35)

3.5.1 Die Stabilitdtsgleichung und die zweite Variation

Die erste Variation des Wirkungsintegrals I hat mit der Euler-Lagrange-Gleichung fiir
x(t) (x) eine Extremalbedingung fiir die Bewegung geliefert. Analog zur Diskussion
relativer Extrema in der Differentialrechnung entscheidet das Vorzeichen der zweiten
Ableitung nach €, d.h. der zweiten Variation, ob ein Minimum oder ein Maximum
vorliegt. Fiir die Bildung der zweiten Variation nutzen wir, da§ aus der Struktur von L

B =0 ()= (330
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folgt. Benutzen wir noch, dal §°L/(9x9%) = p1 ist, so erhalten wir

d’1 Wy BL o
= fG o L [P + W g Wb (3.37)

Ist x(t) (%) ein Extremum von I, so ist die notwendige und hinreichende Bedingung fiir
ein Minimum, da die zweite Variation positiv fiir alle zugelassenen Versetzungen w ist,
d.h. d?I/de® > 0. Wir weisen daraufhin, daB die zugelassenen Versetzungen dieselben

sind wie bei der ersten Variation, d.h. dieselben Randbedingungen erfiillen miissen.

Bevor wir die Minimalbedingung weiter diskutieren, betrachten wir den zweiten Sum-
manden im Integranden von (3.37). Fiir jedes p und X ist 9°L/(0x,0x,) ein Tensor
zweiter Stufe. Seine explizite Darstellung erhalten wir, indem wir die entsprechenden

Ableitungen bilden. Starten wir mit (3.18) und beachten wir
6pJ..i| = 3P¢.|| dp aPJ..u 0B

9x, Op 0% " 0B %5

(3.38)

so erhalten wir mit den Formeln aus Anhang (C), sowie mit (3.10) und (3.11) die Dar-

stellung
62L §2 3 o o~ A on = ﬁ’ Bap)
oo =~ VE(g 1+ 206, + 80 B+ (B 2u) X% =
ar vt (x*BB* + B'Bx*) + L Aﬁ‘ﬁ“xpxp i
Fo Ho
2 BB an GgPyely = g
B (a“ _ aJ- - 2A)B i BB + o] + ﬁll ﬂ.L AxABB,u} . (3.39)
HoB Ho

Dabei haben wir die Definitionen in (1.59) fiir die partiellen Ableitungen der Druckkom-
ponenten benutzt. Die Potentialeigenschaft der Arbeit A (1.58) fiihrt zum verschwinden
des letzten Terms in (3.39). Mit dem Tensor 9°L/(0x,0x,) 1aBt sich ein Tensor Q vierter
Stufe bilden

0’L 0’L

a2 2 S SSLET AN afiu Llosberal) B 1 |
\/EQ = —X, ax*ax“x“ — \/EQ X aanx“ X (3 40)

Dieser wurde von Hain, Liist und Schliiter [18] fiir die Stabilitdtsbetrachtung von stati-
schen Plasmen mit isotropem Druck eingefiihrt und wurde hier fiir anisotropen Druck
mit Massenstrémungen verallgemeinert. Es mag verwundern, daB in die Form des Ten-
sors Q bzw. in 8°L/(0x,0x,) die Fliissigkeitsgeschwindigkeit scheinbar nicht eingeht,
d.h. fiir statische und stationire Plasmen gleich aussieht. Der Unterschied ist jedoch,

daB im stationiren Fall die Fliissigkeitsbewegung iiber die von ihr induzierte Metrik
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isotherm | isentrop CGL
P
o 0 0 _‘Yu#oﬁli‘
ay 0 0 'muo%%
Bi| mm | & 2 B, (1 + 1) o ok
il e "3p2.| B
3 Pl o Ps
A e T Pl T Hopa

Tabelle 3.1: Partielle Ableitungen der Druckkomponenten in verschiedenen Modellen.

in die beiden Tensoren eingeht. Es darf des weiteren nicht vergessen werden, da die
Fliissigkeitsbewegung auch tiber die Euler-Lagrange-Gleichung, d.h. die Kriftebilanz,

Auswirkungen auf die magnetische Induktion und den Drucktensor hat.

Die Darstellung (3.39) fiir den Tensor zweiter Stufe hat den Vorteil, daB wir eine ge-
schlossene Darstellung des Tensors haben, die die Plasmamodelle mit isotropem und
anisotropem Druck vereint. In Tabelle 3.5.1 sind fiir Plasmen mit isotropem Druck die
partiellen Ableitungen aus der isotropen bzw. der isothermen Zustandsgleichung und fiir
Plasmen mit anisotropem Druck die des modifizierten CGL-Modells zusammengefaft.
Setzen wir diese ein, so erhalten wir den Tensor des jeweiligen Modells. Im Gegensatz
dazu wire es nicht mdglich, aus einer Herleitung des Tensors unter alleiniger Beniitzung
von Zustandsgleichungen eines Modells, z.B. des CGL-Modells, auf das Aussehen oder
Verhalten des Tensors in anderen Modellen zu schlieBen.

Betrachten wir nun wieder die Bedingung fiir ein Minimum des Wirkungsintegrals, d.h.
d’I/de* > 0. Setzen wir die Darstellung (3.39) fiir den Tensor zweiter Stufe in (3.37) ein,
so sehen wir, da der daraus entstehende Term symmetrisch in den Indizes A und L ist.
Die Frage, ob es ein W gibt, fiir das d*I/de* < 0 gilt, kann als ein Minimierungsproblem

fiir d’I/de* beziiglich W betrachtet werden. Auf dieses Problem kénnen wir erneut die
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Variationsrechnung anwenden, in dem wir d?I/de* als Wirkungsintegral

'i-—[ ]tz (Bl + i dta>x (3.41)
Fdagdu T s T :
mit der Lagrangedichte
fLf@ ey = rep s (3.42)
] lvJ|v=1,2,3y 1A ax‘\ax“ M .

interpretieren. Die Lagrangedichte L hiingt auf Grund der Bewegung explizit von der
Zeit ab, d.h. die zu W gehorende Energie ist im Gegensatz zu der zur Bewegung x(t) (x)
gehorenden keine Erhaltungsgrofe mehr. Bilden wir die Variation von I beziiglich W,
d.h. setzen wir W = W(t, €) (X), so erhalten wir in analoger Weise wie bei der Fliissig-
keitsbewegung eine Euler-Lagrange-Gleichung fiir w:

o i d*L
o+ (W o

)IF =0 . (3.43)

Riicken wir von den Randbedingungen an W ab, d.h. nehmen wir W(t,) (x) # 0 und legen
wir W(t;) () nicht fest, dann beschreibt (3.43) die Zeitentwicklung einer Versetzung W,
die auf dem Hintergrund einer stationiren Bewegung x(t) (x) stattfindet, diese Bewegung
aber nicht beeinflufit. Dies ist aber genau das, was eine lineare Stabilitdtsgleichung
leistet. Wir haben also mit (3.43) die lineare Stabilititsgleichung in ihrer Lagrangeschen
Darstellung erhalten, die fiir isotropen Druck im statischem Fall mit der in [18] gegebenen

Form tiibereinstimmt.

3.5.2 Die Stabilitatsgleichung und die Bewegungsgleichung

Die Herleitung der Stabilititsgleichung aus der zweiten Variation des Wirkungsintegrals I
unterliegt der Einschrinkung, daf fiir die Lagrangedichte L die Arbeit A als Funktion
von p und B erklirt sein mufl. Stabilititsbetrachtungen, die davon ausgehen, dafl sich
die Bewegung des Plasmas und die Stdrung auf verschiedenen Zeitskalen entwickeln,
konnen iiber den Lagrangeformalismus nicht erreicht werden. Vielmehr miissen in die
Zeitentwicklungsgleichungen des Plasmas wie sie z.B. durch (1.71) - (1.74) gegeben sind,
Lagrangesche Stérungen, die mit der Lagrangeschen Versetzung W verbunden sind, ein-
gefithrt und das Gleichungssystem linearisiert werden.

Diesen Weg miissen wir nicht gehen, da wir die Bewegungsgleichung in ihrer Lagran-
geschen Darstellung besitzen. Betrachten wir Stérungen der Plasmabewegung, die den

magnetischen FluB und die Teilchenzahl erhalten, so erlangen wir die Stabilititsgleichung
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direkt aus der Variation der Bahnbewegungen x(t; €) (x), wie sie in der Bewegungsglei-

chung vorkommt:

d [ [ -4 s aT
Dabei sei T durch
g Eonl e . exsr  eues BB
T o= {VBlgp. + 525288+ alpy - B8 B e B - D, ()
0

210,/
gegeben. Formal ist die Definition von T mit dem Ausdruck fiir L/dx, identisch. Wir
haben T hier eingefiihrt, um zum Ausdruck zu bringen, daf} die Lagrangesche Darstellung
der Bewegungsgleichung nicht an die Existenz einer Lagrangedichte gebunden ist. Die
einzige Annahme, die zur Ausfithrung der partiellen Ableitung T /8x, notwendig ist,
ist, dafl die Druckkomponenten nur iiber die Massendichte und die Magnetfeldstirke vom
Ort abhingen mégen. Die Stabilititsgleichung (3.44) ist formal identisch mit der aus
der zweiten Variation (3.43), unterscheidet sich allerdings in ihrer Herleitung dadurch,
daB die partiellen Ableitungen o, und f,, der Druckkomponenten von der Zeitskala
abhéngen kénnen, auf der sich die Stérung entwickelt. Die als Integrabilititsbedingung
(1.75) an die Arbeit A(p,B) eingefithrte Forderung an die partiellen Ableitungen der
Druckkomponenten mufl auch hier gelten. Dies ist dadurch begriindet, daB lokal auch
die durch die Versetzung am Plasma geleistete Arbeit A ein totales Differential von p

und B sein sollte.

Ein Beispiel fiir diese Art der Stabilititsbetrachtung findet sich bei Hain, Liist und
Schliiter [18]. Unter der Voraussetzung, daf die physikalischen Vorginge, die die Fliissig-
keitsbewegung bestimmen, auf einer Zeitskala stattfinden, die groff gegeniiber der Stof-
zeit der Teilchen ist, kann fiir das stationdre Gleichgewicht ein isotroper Druck ange-
nommen werden. Betrachten wir Stérungen, die auf einer Zeitskala anwachsen, die klein
gegeniiber der Stofizeit ist, so wird sich von einem isotropen Druck ausgehend eine Druck-
anisotropie entwickeln. Dies bedeutet, daf die durch die Variation der Bahnbewegung
entstandenen partiellen Ableitungen oy, und f,, in der Stabilititsgleichung die eines

stoBfreien Plasmas sein werden, wie es das CGL-Modell beschreibt:

a"=—2ﬂo£il ; a¢=ﬂo%—t ) ﬁu=3ﬂo% : ﬂ¢=#o%*; : (3.46)

Da sich die Versetzung auf dem Hintergrund eines isotropen Drucks entwickelt, ist in

den partiellen Ableitungen (p; = p, = p) zu setzen, d.h.
P
= e “Qﬂoﬁ—z 35 HDEE #oBB; , Bi= 3#0'15; y Bi= J”o‘ﬁp; e (3.47)
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Wie sich leicht iiberpriifen 188t, erfiillen diese die Integrabilititsbedingung (1.75). Dieses
Modell ist durch den Lagrangeformalismus nicht beschreibbar, da sich keine Funktion
A(p,B) angeben 1dfit, die sowohl fiir die Fliissigkeitsbewegung als auch fiir die Stérung
gilt. Da die Stabilitdtsgleichungen aus dem Lagrangeformalismus und der Bahnvariation
in der Bewegungsgleichung vom Aussehen identisch sind, interpretieren wir im weiteren
die partiellen Ableitungen so, daB sie durch die Zeitskala bestimmt seien, auf der sich
die Storung entwickelt. Wir schreiben die Stabilitdtsgleichung in ihrer Lagrangeschen
Darstellung als

pw + F (W) =0 (3.48)

wobei F,(W) der in (3.44) auf W wirkende Operator sei, dessen explizite Darstellung wir
mit der rechten Seite von (3.39) erhalten,

-~ 52

F 5 B’ s i _1580H
F(W)= - (\/Ewu-{(ﬂ—[l +2(By +8,)] - Bu)xXx* + (B + ﬂ—)x"x* ~
0 0
g A
Ho Fo
o +ﬁ|l_ﬁJ._A
JUDBQ ju'D

~Au
B B x°x, —

*BB}) . (3.49)

I

3.6 Die Eulersche Darstellung der Stabilitdtsgleichung

Die Eulersche Darstellung der Stabilititsgleichung erhalten wir in zwei Schritten. Zuerst
betrachten wir die zweifache Zeitableitung, und danach den Differentialoperator F,.
Um die Zeitableitungen ins Eulersche Bild zu iibersetzen, verwenden wir der Deutlichkeit

halber wieder das Kompositionssymbol. Fiir die erste Ableitung erhalten wir dann
Wox = (wox)oXx=Ww+Vv-Vw , (3.50)

wobei wir benutzt haben, daff xox die Einheitstransformation ist. Bei der Bildung der
zweiten Zeitableitung haben wir nicht nur die Zeitabéngigkeit von v, sondern die von

(v-V)ox zu beriicksichtigen,

S

ox = (v'vox+(v-Vw)ox)'o)°{=

W +2v-Vw + v-V(v.-Vw) + ((v*ox)d,(wox))ox . (3.51)
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Da die Metrik von der Flissigkeitsbewegung induziert ist, erhalten wir mit (C.63) die
Formel

Wox=W+2v-VW+v-V(v.VW)+V-Vw (3.52)
wobei der letzte Term verschwindet, wenn wir annehmen, daB die Fliissigkeitsbewegung
stationar ist.

Die Eulersche Form F(w) des Differentialoperators F.(W) kann mit den Formeln des
Nablakalkiils in Anhang (C) und (3.39) aus (3.49) gewonnen werden:

f‘(w) = —V[(%(%+ﬁ; +a,)-— pL)V-w] - (Vw)-V(QBT:+p¢) —

1+, 1+ a,
Ho Ho

(- +p.) V(W) + [B-V(B

24,
1-A O!"‘—‘Q!J_—zA

B-(B-Vw)) . (3.53
= 5 B(BYwW) . (353)

Unter Verwendung der Kréftebilanz kann der Operator nach lingerer Rechnung in die

V-w) +V( B-(B-Vw))] =

-B-V( B-Vw) + B-V(B
h&ufiger benutzte Gestalt

= 1

F(w) = -V-(ow(v-Vv)) - ;—((Vx Q)xB + (VxB) xQ)—V.(w.VP) et
BA

—v-{i—z (Be + @u)V-w = a,b:(b-Vw)]g — — [(b-Vw)b + b(b-Vw)] +

0

2
+E_ (A= a)V-w — (o — a, = 2A)b:(b-Vw)|bb}  (3.54)
0
umgeschrieben werden. Dabei ist b der Einheitsvektor in Richtung der magnetischen

Induktion B und

Q:=Vx(wxB) (3.55)
ist die Storung der magnetischen Induktion B (nicht zu verwechseln mit dem zuvor
betrachteten Tensor 4. Stufe). Nehmen wir an, dafi die Fliissigkeitsbewegung stationr
ist, erhalten wir fiir die Stabilititsgleichung

pW + 2pv-V'W + pv-V(v-Vw) + F(w) =0 . (3.56)

Die am héaufigsten benutzte Form der Stabilidtsgleichung erhélt man, wenn die Terme,
die nur Ortsableitungen enthalten zu einem Differntialoperator F(w) zusammengefafit

werden:
pW + 20v- Vv = —F(w) 1= —pv-V(v-Vw) - F(w) . (3.57)

Der Operator F ist in der Eulerschen Darstellung nicht mehr zeitabhingig und eignet

sich daher, um die Frage nach der Stabilitit in eine etwas einfachere Form zu bringen.
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3.7 Ein notwendiges Stabilitdtskriterium

Da der Operator F in (3.57) von der Zeit unabhéngig ist, kénnen wir nach Lésungen der
Stabilititsgleichung fragen, deren Zeitverhalten durch e“* wiedergegeben wird. Damit

erhalten wir eine quadratische Eigenwertgleichung [30]
wpw — 2iwpv-Vw —F(w) =0 . (3.58)

Durch Multiplikation mit dem konjugiert komplexen w* und Integration {iber das Plas-

magebiet erhalten wir als notwendige Stabilitatsbedingung
§W = f woF(w)dx >0 . (3.59)
G

Sie kann ausgehend von Gleichung (3.53) in einer symmetrischen Form geschrieben wer-

den,

2 B2
W = f dax{ —plv-Vw|* + (1 - A)];’—|b-VW|2 — (g —ax — 2A)ﬂ—[bb : Vwl® +
G 0 0

2

-+ |, V-w — a,bb : Vw + H-"—W-VP*[’ -

Qo B2
B2 #0 ®|2 *’
= |a,bb: Vw — X VP 4+ ww : VVP } . (3.60)
a4 fo B?
wobei
B2
P"‘:=7+pl gt e e = e (3.61)
0

gesetzt wurde. Fiir die Herleitung dieser Form wurde beim partiellen Integrieren von
den Randbedingungen an B, v und w Gebrauch gemacht, sowie quadratisch erganzt.
Diese Form stellt die Verbindung her zwischen den notwendigen Stabilitétskriterien fiir
Plasmen mit isotropem Druck [10] und den Plasmen mit einem anisotropen Drucktensor
[12). Setzen wir in die symmetrische Form die dem CGL-Modell entsprechenden Werte
fiir die partiellen Differentiale o, oy und f§, ein, so ist sie mit der von Wang und
Bhattacharjee [12] angegebenen Form fiir die Variation der "potentiellen Energie” der
Stérung identisch.

Eine zweite Form fiir §W, in der sich Stabilititseigenschaften von verschiedenen Plas-

mamodellen betrachten lassen, ergibt sich mit F(w) in der Darstellung von (3.54). Mit
W-((VXQ)XB) =V-(Q><(wa)) -Q* , (3.62)
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einer partiellen Integration und der Beriicksichtigung der Randbedingungen erhalten wir

oW =/6d°x{% +Q-(jxw)+ (w-Vp,)V-w— w-(V-(w pv'Vv)) -

2 AB?
—plv-Vw] + V. (wﬂ?’—)bb . Vw +2=—|bb : Vw[* +
Ho Fo
B?
(Bl V-l + 0,V — bb: Vvl — g fbb vw|=)} . (3.63)
0

Einigen Termen kommt in dieser Darstellung physikalische Bedeutung zu. So stecken im
ersten Summanden die Alfvénwellen (Q? /u,), im letzten die gewGhnlichen Schallwellen
(B.) und ihre Entsprechungen (a,, —e;) auf Grund der B-Abhéngigkeit der Druck-
komponenten. Dabei ist zu beachten, dafi im allgemeinen —cy > 0 gilt, wie z.B. im
CGL-Plasmamodell (—oy = 2p,p;/B?). Im zweiten Summanden steckt die leicht zugéng-
liche Form, der destabilisierende Anteil der Kink-Instabilitdten (Q-j;xw =j,Q-bxw).
Die restlichen Terme entsprechen den schnellen magnetoakustischen Wellen und den

Austausch-Instabilitdten.

3.7.1 Vergleich der Stabilitdt unterschiedlicher Plasmamodelle

Kruskal und Oberman [13] konnten mit Hilfe der kinetischen Beschreibung des statischen
Plasmas die Stabilitdt von verschiedenen Plasmamodellen vergleichen, indem sie von der
Freiheit, die in den von ihnen betrachteten Gleichgewichtsverteilungsfunktionen steckte,
Gebrauch machten. Die beiden sich hierbei ergebenden Vergleichstheoreme lassen sich

mit Hilfe von (3.63) in der entsprechenden Fliissigkeitsform nachvollziehen.

Das erste Vergleichstheorem setzt ein Plasma mit anisotropem Drucktensor voraus. Da
die GleichgewichtsgréBen festgelegt sind, konnen wir §W bei gegebenem Versetzungsfeld
w als Funktion der partiellen Ableitungen der Druckkomponenten betrachten. Halten
wir B, konstant (diese Freiheit gibt uns die Integrabilitidtsbedingung), so hingt der Wert
von dW nur noch von der B-Abhingigkeit der Druckkomponenten ab. Da das CGL-
Plasma Warmestrome vernachléssigt, zeigen die Druckkomponenten in diesem Modell

die stirkste Abhangigkeit von der Magnetfeldstirke B, d.h. es gilt in diesem Fall
0W < 6Wear - (3.64)

Die hier vorgestellte Fliissigkeitsversion dieses ersten Vergleichstheorem von Kruskal und

Oberman kann so interpretiert werden, daff die Vernachléssigung von Wirmestrémen
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parallel zum Magnetfeld (und diese werden in dem hier betrachteten Modell wie auch

bei Kruskal und Oberman betrachtet) bei anisotropen Plasmen stabilisierend wirkt.

Das zweite Vergleichstheorem erhalten wir, wenn wir ein isotropes Plasma zum Aus-
gangspunkt unserer Uberlegungen machen (A = 0). Bei gegebenem Versetzungsfeld w
sehen wir, daBl 6W fiir eine Storung, die sich mit anisotropem Druck entwickelt, wegen
(cry, —ay 2 0) einen groferen Wert hat als die sich mit isotropem Druck entwickelnde,

dh.
§Wio < W . (3.65)

Die physikalische Grundlage fiir diese Annahme ist, daB die Stofzeit der Ionen klein
genug ist, damit sich auf der Gleichgewichtszeitskala ein isotroper Druck einstellen kann,
die Instabilitadt sich aber auf einer kiirzeren Zeitskala als der der Stofzeit entwickelt.
Das Verhalten der Druckkomponenten mufl deshalb auf der Zeitskala der Instabilitét als
anisotrop angenommen werden, auch wenn es von einem isotropen Druck aus startet
(siehe auch S. 84). Dies bedeutet, da eine Stérung, die den isotropen Druck bewahrt,
instabiler ist (im Sinne der "potentiellen Energie” éW, die zur Verfiigung steht), als eine

Stérung,die einen anisotropen Druck entwickelt.

3.8 Stark lokalisierte Storungen: Die Ballooning-Gleichungen

Im allgemeinen ist die Frage nach der Stabilitit toroidaler Plasmen ein dreidimensionales
Problem. Es gibt aber Stérungen, fiir die sich das Stabilitdtsproblem auf ein eindimensio-
nales Problem entlang Magnetfeldlinien reduziert. Die Stérungen zeichnen sich dadurch
aus, dafl sie sich entlang der Magnetfeldlinie nur wenig #ndern, ihre Anderung senk-
recht dazu dagegen grofl ist. Stérungen dieser Art werden durch den Druckgradienten
in solchen Plasmagebieten getrieben, in denen der Kriimmungsvektor des Magnetfeldes
die gleiche Richtung hat wie der Druckgradient, beim Tokamak handelt es sich dabei
um die Torusaufienseite. Solche Plasmagebiete werden deshalb als Regionen ungiinsti-
ger Krilmmung bezeichnet. Da sich die Amplitude dieser Stérungen in den Regionen
ungiinstiger Kriimmung verstarkt, sie sich dort also aufblihen, werden sie als Ballooning-
moden bezeichnet. Sie sind insofern von Interesse, als sie, durch den Druckgradienten
getrieben, den maximalen Druck, d.h. die thermische Energie des Plasmas bestimmen,

der durch ein toroidales Magnetfeld eingeschlossen werden kann.

In diesem Abschnitt leiten wir die Ballooning-Moden-Gleichungen im Rahmen der WKB-
Methode [31] mit dem sogenannten Eikonalansatz her. Wir betrachten dann die Glei-
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chungen in axialsymmetrischer toroidaler Geometrie, fiir die bekannt ist, daB eine Stro-
mung senkrecht zu Magnetfeldlinien das Zeitverhalten der Gleichungen so &ndert, daf
ein Normalmodenansatz nicht mehr méglich ist [32]. Erst in jiingster Zeit konnte das
numerisch festgestelle Zeitverhalten der Losungen [33], das ebenfalls numerisch in [34]
und [35] untersucht wurde, theoretisch erklart werden [36]. In allgemeiner toroidaler

Geometrie beschrianken wir uns auf den Fall von Strémungen parallel zum Magnetfeld.
3.8.1 Der Eikonalansatz

Wir benutzen fiir die Storung den sogenannten Eikonalansatz, der das Verhalten der

Stérung durch das Produkt einer schnell verdnderlichen Phase und einer sich langsam

dndernden Amplitudenfunktion beschreibt,
o0 1 k
— inS(X) =)W (3.66)
w = 35 ()

Dabei ist (1/n) > 1 der Kleinheitsparameter der Entwicklung. Anderungen von § er-
zeugen so mit n eine sich schnell zndernde Phase. Fiir die Phasenfunktion S nehmen

wir
B.VS=0 und —g—f—+v-VS=0 (3.67)

an. Fir allgemeine Geschwindigkeiten v wird das Eikonal S auf Grund der zweiten Glei-
chung zeitabhéingig sein, falls die Fliissigkeitsbewegung nicht rein parallel zu B verlauft,

In diesem Falle gilt ganz allgemein % = 0. Die Bewegungsgleichung fiir w kann mit

(3.53) in der folgenden fiir die Durchfiihrung der Entwicklung giinstigen Form geschrie-

ben werden:

o*w ow
P ot + QPVV—aT

+ pv-V(v.-Vw) =

2 Bz
B 14 B+ 0TI W) + V(L4 B+ )V ow o+
.uo \ ]

B B?

+(Vw)-V(pL + 5#—0) =Y (Pust: E)V-w =
1

—LB-V(B(I +a,)V-w) — ‘u—V((l +a,)BB: Vw) +
Ho e

+—1—B-V((1 — A)B-Vw) — L B.V(B(o)— . —24)bb: Vw) . (3.68)
Ho Ho

90




3.8. STARK LOKALISIERTE STORUNGEN: DIE BALLOONING-GLEICHUNGEN

Wir setzen (3.66) in diese Gleichung ein und ordnen nach Potenzen von n, wobei wir die

Bedingungen aus (3.67) berticksichtigen. In fithrender Ordnung (O(n?)) erhalten wir
2
E—(l-l—ﬂi_-}—al)Wg'VS:O — WO'VS=0 3 (3.69)
0

d.h. die Stérung ist bezliglich des Wellenvektors k = nVS rein transversal, und kann
somit in der folgenden Form dargestellt werden:

w,= XN+ 2B | N=BX2VS
p B

Der Vektor N wird im allgemeinen die Zeitabhéngigkeit von S tibernehmen. Als Glei-

(3.70)

chung in O(n) erhalten wir

(1 -+ a-L)B'(B'vwo) = Wo'v(#op.j_ + %Bz)
B (146, +«,) 2

wobel wir das Ergebnis aus der fithrenden Ordnung (3.69) verwendet haben. Gleichung

f:=V.w,+iw,-VS = (3.71)

(3.71) eliminiert die zu k parallele Komponente der Stérung in der Ordnung n von w;.
Die Gleichung in O(n°) ergibt dann

0*w, ow, '
P g+ 20V Vgt v V(v V) = —-B-V((1— A)B-Vowy) -

1 B2

B? .B? ;
‘_Wo'V(V(T + pl)) + l;u_.(l + [e 5} + ﬁ_L)(V'wl + JWZ-VS)VS -
0 0
l+a,
Ho
Wir erhalten daraus eine Gleichung fiir die beiden zu k transversalen Komponenten von

—1i

B2
B-(B-le)VS—I—iwl-V(ﬂ+p;)VS S 1 1)
0

W,, in dem wir die Komponenten in Richtung VS eliminieren:

o*w, ow,

Pu(p oe T2V Vg

—I%B-V(Bf(l o) TG e/ R BB VWD

+ pv-V(v-Vwo)) N ’P_',_(#LDB-V((I — A)B:-Vw,) —

—fV(E ¥ (V2 ) (3.73)
25 TP T V(NG SRl
Der Projektionsoperator P, sei erkliart durch
= 1 1
¥ 1| (O AT, 13 2ot i N7 4 ; 3.74
P,=1 |VS|2VSVS — VSP Sx (@)% VS (3.74)

Er hingt wie N im allgemeinen von der Zeit ab. Gleichung (3.73) wird als Ballooning-
Moden-Gleichung bezeichnet.
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3.8.2 Die Ballooning-Gleichungen in Axialsymmetrie fiir rein toroidale Ge-
schwindigkeiten

In axialsymmetrischer toroidaler Geometrie gilt fiir eine Geschwindigkeit in Symmetrie-
richtung die Darstellung (vgl. (2.18))

v =2rR*®. Vo |, (3.75)

wobei ' = VU.V/|VU|?* die Ableitung senkrecht zu magnetischen FluBflichen ist. Fiir S

erhalten wir als Losung der beiden Bestimmungsgleichungen
S=¢+2rQ(7,0,0,) — 270t (3.76)

mit ¢ und O als toroidale bzw. poloidale Winkelvariable auf der FluBfliche. Q ist durch

1 (©B-Vyp .
Q(Y,0,0,) = —— j@ 5ogd® mit Q(U,0,+2m0)=q¥)  (3.77)

definiert. Wir wihlen eine neue poloidale Winkelvariable, in der das Eikonal besonders

einfach wird:

Q(¥,0,0,)
q(¥)

In der fiir Wellenph&nomene typischen Weise kénnen wir fiir die raumliche Abhéangigkeit

S=¢+27q(¥)0 — 270, t mit 6= (3.78)

des Eikonals einen Wellenvektor k
k:=nVS =n(Vy +27rqV8 + 27(q'8 — out)VY) | (3.79)

definieren. Wie wir sehen, ist er wegen ®}; im allgemeinen zeitabhingig. Nur fiir
(@3 # 0), dem Fall der starren toroidalen Rotation, verliert er seine Zeitabhangigkeit.
Sein Auftauchen war lange Zeit der Grund, daB die nichtstarren toroidalen Rotatio-
nen, bei denen die Stromung sich von Flufliche zu FluBfliche indert, aus der theo-
retischen Behandlung der Ballooning-Moden scheinbar ausgeklammert werden muften.
Numerische Rechnungen von Cooper [33], die zeitabhingige Ballooning-Gleichungen fiir
diesen Fall 16sten, zeigten ein periodisch auftretendes Anschwellen der Amplitude der
Storungen, das von einem leichten Anwachsen der maximalen Amplitude begleitet war.
Erst Hameiri und Chun [36] erklarten, dieses Zeitverhalten. Sie zeigten, daf sich diese
Zeitabhéngigkeit aus dem Wellenvektor eliminieren 148t, indem eine neue zeitabhingige

poloidale Koordinate

(I)Mt ey Q(\IJ: G), eo) 1 ¢Mt (3.80)

f=0-2
q q
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eingefithrt wird. In dem Koordinatensystem (6, ¢) bewegen wir uns gerade so entlang

einer Magnetfeldlinie, daf§ der Wellenvektor zeitunabhéngig erscheint:
VS = Vo + 2rqVl + 27q'6VT . (3.81)

Seine raumliche Abhingigkeit hat er allerdings nicht verloren, da immer noch die sékulare
Abhingigkeit von § iiber © vorhanden ist. In der Differentialgleichung fiir w, bedeutet
dies, daB der Projektionsoperator P, nicht mehr von der Zeit abhingt. Allerdings sind
die Koeffizienten der Differentialgleichung jetzt periodische Funktionen von der Zeit mit
der Periode T = q/®/,, da sie im ortsfesten Koordinatensystem periodische Funktionen
von 0 =0+ t®!,/q sind. Die Differentialgleichung ist vom Floquetschen Typ und ihr

Zeitverhalten wird durch Funktionen der Form
wo(f,t) = €W (0,t) (3.82)

beschrieben, wobei W, mit der Periode T periodisch in t ist. Die numerisch festgestellte
Periode des Anschwellens der Stromungsamplituden ist mit der zeitlichen Periodizitét
von W, zu erklaren, wihrend das Zeitverhalten des Anwachsens durch den Imaginéranteil
der komplexen Frequenz v wiedergegeben wird. Wir haben soweit gezeigt, dafl das Zeit-
verhalten, das fiir die Ballooning-Moden mit isotropem Druck bei verscherter toroidaler

Stromung festgestellt wurde, ebenso bei anisotropem Druck auftritt.

3.8.3 Die Ballooning-Gleichungen fiir rein parallele Geschwindigkeiten

Bewegt sich das Plasma nur entlang den Magnetfeldlinien, so entfallt die Beschrénkung
auf die axialsymmetrische Geometrie und wir kénnen die Ballooning-Gleichungen fiir
allgemeine toroidale Magnetfelder betrachten. Fiir die divergenzfreie Massenstrémungen

entlang Magnetfeldlinien gilt
pv.=0uBr (3.83)

wobei U!, = d¥,,(¥)/dV¥ ist, und wir angenommen haben, da magnetische Flachen exi-
stieren, die es erlauben einen poloidalen magnetischen Flufi ¥ zu definieren. Das Eikonal
ist nun zeitunabhingig. Mit dem Normalmodenansatz, der die Zeitabhéngigkeit von w,
mit et spezifiziert, lassen sich die Ballooning-Gleichungen in ein Eigenwertproblem fiir

die komplexe Frequenz w umwandeln [37, 12]. Dies ist das gleiche Vorgehen, wie es bei
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der Formulierung des notwendigen Stabilitatskriteriums fiir allgemeine Stérungen ange-
wandt wurde (vgl. Abschnitt 3.7). Setzen wir (3.83) und den Normalmodenansatz in
(3.73) ein, so erhalten wir eine Gleichung fiir w,, in der nur noch Ableitungen von w,
entlang einer Magnetfeldlinie vorkommen. Multiplizieren wir die Gleichung mit w? und
integrieren wir iiber den Weg L der Magnetfeldlinie, so erhalten wir eine notwendige
Bedingung fiir die Stabilitit gegen Ballooning-Moden:
2 2 dl B2 2
0<w f plwa' S = j (1= A= o) = |b-Vwi[* = (e — as — 24)[b-(b-Vw,)[* —
L L Ho

2

o B* ;
- (1 + )b (b Vws) — Ewo-V(—+p,) +

po(l+ oy + B.) 2,
+we(wo V(Y (e + p )] 3.84
b 250 TPNE, ;L 38

Ein Vergleich mit dem Stabilitatskriterium fiir allgemeine Stérungen (3.60) zeigt die mi-
nimierende Wirkung des Eikonalansatzes. Der stabilisierend wirkende vierte Summand

in (3.60) ist auf Grund des Eikonalansatzes in (3.84) verschwunden.

Das Stabilitatskriterium (3.84) geht im Falle isotropen Drucks in das in [37] beschriebene
und fiir den Fall des CGL-Modells in das von Bhattacharjee [12] hergeleitete Kriterium
iiber. Es stellt somit eine Verbindung zwischen den beiden Kriterien her und verallge-
meinert sie. Die Minimierung des Integrals beziiglich der zu B parallelen Komponente
von w, wie sie fiir den Fall isotropen Drucks und des CGL-Modells fiir axialsymme-
trische toroidale Plasmen durchgefithrt wurde, wollen wir hier nicht mehr in Betracht
ziehen. Wir vermuten, daf fiir axialsymmetrische toroidale Plasmen eine geeignete Mini-
mierung existiert, wenn die partiellen Differentiale o, und g, , fiir die Gleichgewichts-

und Stabilitdtsbetrachtung die jeweils gleichen Abhingigkeiten von p und B haben.
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Anhang A

Zur Darstellung von axialsymmetrischen
Vektorfeldern

Bei den Problemen des Gleichgewichts und der Stabilitdt von Plasmen spielt die Dar-
stellung von Vektorfeldern in geeigneten Koordinaten eine wichtige Rolle. Wir wollen
hier einige Beziehungen herleiten, die bei axialsymmetrischen Problemen der Geometrie
des Tokamaks niitzlich sind.

A.1 Allgemeine axialsymmetrische Vektorfelder

Als Koordinatensystem, das der Axialsymmetrie angepafit ist, benutzen wir die Zylinder-
koordinaten (R, ,z). Ein Vektorfeld V(R, ¢,z) kann dann mit Hilfe der nicht normierten
Basis (VR, Vg, Vz) in der Form

V = VaVR + V, Vo + V,Vz (A.1)

dargestellt werden. Dieses Vektorfeld ist axialsymmetrisch, wenn die Vektorkomponen-
ten (Vg, V,, V,) von ¢ unabhingig sind.

Wir bezeichnen Richtungen oder Vektoren, die parallel zu V¢ sind, als toroidal und
Richtungen oder Vektoren senkrecht dazu als poloidal. Jeder Vektor 1afit sich eindeutig

als Summe eines poloidalen und eines toroidalen Vektors schreiben:
V=Vi+ Vi, Vei=VoVR+V,Vz , V3=V Vp-. (A.2)

Eine generelle Eigenschaft axialsymmetrischer toroidaler Vektorfelder ist ihre Divergenz-
freiheit, da V-V = Ap =0 fiir R # 0 gilt. Damit tridgt nur der poloidale Teil eines

Vektors zu dessen Divergenz bei,
LVAR AR VAR Y (A.3)

Wird die Rotation eines axialsymmetrischen Vektorfeldes gebildet, so 1aBt sich zeigen,

daB die Rotation des toroidalen Anteils in einen poloidalen Vektor iibergeht und der
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A.2. DIVERGENZFREIE AXIALSYMMETRISCHE VEKTORFELDER
Poloidal.Flux

Abbildung A.1: Zylinderkoordinaten und poloidale Fliisse.

poloidale Anteil einen toroidalen Vektor ergibt:

Vx(V,Ve) =VV,xVp L Vo |,
Vx{VaVR +V,Vz} = VVu xVR+ VV,xVz || Vo . (A.4)

A.2 Divergenzfreie axialsymmetrische Vektorfelder

Fir divergenzfreie Vektorfelder gilt, daB sie als Rotation eines weiteren Vektorfeldes

dargestellt werden kénnen,
VV=0 = V=VxA . (A.5)

Wegen (A.3) und (A.4) kénnen wir bei divergenzfreien axialsymmetrischen Vektorfeldern
den divergenzfreien poloidalen Vektor immer als Rotation eines toroidalen Vektors schrei-
ben, z.B. Ar = LU(R,2)Vp, da Vx Ve =0 fiir R # 0. Damit folgt fiir divergenzfreie
axialsymmetrische Felder die allgemeine Darstellung

1
V=§;V\IIXV90+V,,V¢ = R 4 (A.6)
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wobei die Bedeutung der Funktion ¥(R,z) noch zu bestimmen ist. Diese ergibt sich,

wenn wir den poloidalen Flufl betrachten, der durch eine Kreisfliche F(R, z) tritt
(Abb. A.1), deren Radius durch R gegeben ist und deren Mittelpunkt auf der z-Achse

liegt. Unter Verwendung des Stokesschen Satzes erhalten wir

Vias = 22 j " U(R,2)Vy-VeRdp = U(R,2) . (A7)
27 Jo

F(R,z)

Dabei haben wir die Darstellung fiir V; aus (A.6) und fiir die Linienintegration auf dem
Kreisrand ds = VpR?de benutzt. Die Funktion ¥(R,z) in (A.6) gibt also gerade den
poloidalen FluB des Vektorfeldes V durch die angegebene Kreisfliche wieder.

A.3 Spezielle Vektorfelder

Die in unserem Zusammenhang interessanten Felder sind das Feld der magnetischen
Induktion B und das Feld der Massenstrémung pv mit der Massendichte p und der
Flussigkeitsgeschwindigkeit v.

Betrachten wir zuerst die magnetische Induktion B, so gilt fiir sie
V-B=0 , VxB=yj , (A.8)

wobei j die Stromdichte ist. Ersetzen wir in (A.6) V durch B, so erhalten wir ¥(R,z)
als poloidalen magnetischen FluB. Aus dem Zusammenhang zwischen magnetischer In-
duktion und Stromdichte kénnen wir B, bestimmen. Analog zu V betrachten wir den
poloidalen Flul der Stromdichte durch F(R,z). Dieser ist identisch mit dem poloidalen
Strom J, der durch die Kreisfliche F fliefit,

. 2 ] 2
J(R,2) = ] jo-dS = j —B,(R,2)Vy-VoR*dp = ~B,(R,z) .  (A.9)
F(R.2) o fo Fo
Die magnetische Induktion geniigt als der Darstellung
1
B= E(VII' xVe+ u,JVyp) . (A.10)
Die Stromdichte erhalten wir durch Rotationsbildung entsprechend (A.8)

Sy
J-—-g(VJXV(p-F;;RVQQ-VX(V‘I’XV(F‘)V(,D) , (A.11)

wobei wir beriicksichtigt haben, daB die Rotation des poloidalen Teils von B auf einen
toroidalen Vektor fithrt. Fiir die Auswertung von (A.11) merken wir an, daf§ sich der
Faktor V-V x (VU x V) als die Divergenz von (VU x Vi) x Vi = —V¥/R? erweist,
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weil die Rotation eines Gradienten verschwindet. Damit geht (A.11) in die einfachere

Form

VlII))

1 1
j= —(VJ — —R2%*V.
i= g (VIxVe - RV (5

(A.12)
iber. Fiir eine stationire Massenstrémung, die weder Quellen noch Senken hat, gilt
V(pv)=0 . (A.13)

Analog zur Behandlung der magnetischen Induktion fithren wir hier den poloidalen Mas-
senfluf ¥y (R,z) ein. Mit (A.6) erhalten wir entsprechend:

1
= ﬂ(VlI'M xVep+ LVyp) (A.14)

wobei L das Analogon zum Poloidalstrom J ist. Mit der Strémung ist ein weiteres
Vektorfeld verbunden, seine Wirbeldichte Vxv. Auf dem gleichen Weg, wie wir zur
Darstellung der Stromdichte j (A.12) gelangten, erhalten wir jetzt fiir die Wirbeldichte

Zg’;‘ Vo) . (A.15)

— 1 L 2
VXv= ﬂ(V(p)><v¢p RV (
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Anhang B

Charakterisierende Integrale fiir
axialsymmetrische Gleichgewichte mit
Massenstromung und anisotropem Druck

Ausgangspunkt fiir die Herleitung der integralen Beziehungen fiir axialsymmetrische
Plasmen [38, 39] sind die Gleichungen

V-(pv)=0 , (B.1)
pv:Vv—jxB+V-p=0 , p=plf+(p“—p¢)bb ’ (B.2)
VxB= ,U'oj (B3)
und
V-B=0 . (B.4)
Mit den Identitdten
1 3
jxB=-—V.(—1-BB) , B.5
j =il ) (B.5)
pv-Vv =V (pvv) (B.6)
kann der Tensor
T:=pvv+ Ef iBB+ (B.7)
=F 2t Ho P .

eingefiihrt werden. Dieser erlaubt fiir die Kréftebilanz (B.2) die Darstellung

V-T=0 . (B.8)
Der Virialsatz kann mit T als
=2 B?
V(T:x)=T:1=pv+ i +2p. +py (B.9)
0
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KAPITEL B. CHARAKTERISIERENDE INTEGRALE FUR AXIALSYMMETRISCHE GLEICHGEWICHTE MIT
MASSENSTROMUNG UND ANISOTROPEM DRUCK

P

%dez=

L
(Umrandung der
S, Kontrollfliche)

Abbildung B.1: Skizze eines axialsymmetrischen Plasmas mit Kontrollfliche S,, sowie
den Vektoren 7 und n und den Formen des Flichenelementes ds, je nach betrachteter

Flache.

geschrieben werden. Aus diesen beiden Gleichungen werden die integralen Beziehungen
gewonnen. Zur Rechnung benutzen wir die Zylinderkoordinaten (R, @, 2).

Wir betrachten eine in der R-z-Ebene geschlossene Kurve L, die das Plasma poloidal
einschlieBt (Abb. B.1). Die toroidale Rotation von L erzeugt die Fliche S, mit dem Vo-
lumen V, das das Plasma enthilt. Die poloidale Fliche S, sei als Schnitt des Volumens V
mit der poloidalen Ebene bei ® definiert.

Wir integrieren die beiden Gleichungen (B.8) und (B.9) iiber das Volumen Vg, das durch
die poloidalen Flachen S, und S,,,,, sowie eines Teiles von S, mit der Lénge d¢ begrenzt
ist.

Zuerst betrachten wir den Virialsatz

// [pv? + 2]37': +2p, +pyJdV = / ][T-x]-ds (B.10)

O(Vas)
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mit x = RVR +2zVz und dem Volumenelement dV = RdRdzd¢. Fiir die rechte Seite
gilt an den verschiedenen Oberflichen

(T-x)-ds = (T-x)-nd’s, , (T-x)-ds=(T-x)-eud’s, |, (B.11)

wobei n der Einheitsvektor senkrecht zur Fliche S, ist. Die Integrale iiber S, und
Se1ae sind vom Betrag gleich, haben aber ein unterschiedliches Vorzeichen auf Grund der
Flachenorientierung und kiirzen sich deshalb. Wir nehmen an, dafi sowohl der Druckten-
sor wie die Massenstromung auflerhalb des Plasma verschwinden, bzw. vernachléssigbar
sind. Dann reduziert sich die rechte Seite von (B.10) auf das Oberflichenintegral iiber

die Terme mit dem Magnetfeld:
2 f/{—-—-—-(x 1) —(x b)(b-n)}d%, . (B.12)

Zerlegen wir das poloidale Magnetfeld auf der Fliche S, in seine tangentiale und normale
Richtung, d.h.

B, =B,n+B.7 , (B.13)

wobei 7 der Tangentialvektor von S, in der poloidalen Ebene (nicht zu verwechseln mit
der Funktion 7 aus der Gleichgewichtsbeziehung fiir den Poloidalstrom J (2.23)) ist, so

erhalten wir

_f/2

Da der Poloidalstrom auferhalb des Plasmas konstant ist, kann das erste Integral in der

B%‘o - S 1 2 fe PO‘]B
Sj] e (em)d's, = ﬁv/ j/ BldV , Br= 2 (B.15)
n d¢

geschrieben werden, wobei wir die von Shafranov [28] gegebene Beziehung

] Re(x-n)d%, = (3 + a) j jj R*dV (B.16)

benutzt haben. Damit lautet der Virialsatz

2o f/(B‘z B})(x-n) - 2B,B,(x-m)d%, .  (B.14)

Form

B B2
Vd¢ 0 0
1
— [/ (B? — B?)(x-n) — 2B,B,(x-7)d%, . B.17
2#0!(’ 2)(xn) — 2B,B, (x-7)d’s (B.17)
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Betrachten wir nun die Kriftebilanz. Mit dem GauBschen Satz erhalten wir fiir das

Volumenintegral iiber V,, die Gleichung
0= /]T-ds:jfT-ds,,+[/T-ds¢+ o Tedayggie (B.18)
O(Vag) Sn S¢ Sg+de

Dabei ist in d*s, = Rdld¢ dl ein poloidales Wegelement auf der Fliche S, und
d’s, = dRdz. Mit der Grenzbeziehung dé — 0 ergibt sich

d
0= §(T-n)Rdl + /i (3(T-eds) . (B.19)
L Sy
Mit
de, oB . .
25"V, 3 e B:VR + (Bp-VR)e, (B.20)
und
ov
73 = ~VrVR+ (Vo VR)e, (B.21)

kénnen die Integranden in ihre Komponenten zerlegt werden. Das erste Integral fiihrt

auf

VR-(T-n) = p,(VR-n) + p"—];-P—*(VR-B)B,, +

B? 1
o (VR-m) - o (VR-B)B, + p(VR-v)(v-n) , (B.22)

Vz:(T-n) = p,(Vz-n) + D_PL(y,.B)B, +

B
2
—B—(Vz-n)—-l(Vz-B)Bn+p(Vz-v)(v-n) g (B.23)
2, Ho
T-n) = " B.B, + 2L_Pi(o BB B.24
e (Tn) = pra(vn) = BB, + PLoP(e, B)B, (B.24)
0

Das zweite Integral enthilt

0 s 2 B? B%‘ Pi —Pi1n
VR a¢(T-e¢) ml ey et N ) S (B.25)
\Y -—a—(T-e)—o (B.26)
Z a‘i) ¢) — ’ 2




KAPITEL B. CHARAKTERISIERENDE INTEGRALE FUR AXIALSYMMETRISCHE GLEICHGEWICHTE MIT
MASSENSTROMUNG UND ANISOTROPEM DRUCK

€5 ¢(T e,) = pvr(v- VR)+%(B .VR) + 2 };P*BT(BP-VR) : (B.27)

Wir betrachten hier nur die radiale Komponente. Auf Grund der Axialsymmetrie erhal-

ten wir

$(VR-T-n)Rdl= % J[(R-Tm)as, . (B.28)
L Sn

Benutzen wir noch einmal die Annahme, dafl die Druckkomponenten und die Massen-
stromung auflerhalb des Plasma vernachlassigbar ist, dann laBt sich das Integral in der

Form

f/(VRTn S—[/(EVRn——(VRB)B)dz =

= _or [f T°)d’ s /] )(VR-n) — 2B,B,(VR-7)d%, (B.29)

schreiben. Dabei haben wir die ebenfalls von Shafranov [28] angegebene Beziehung
[/ R*VRnd?s, = 2n(a+1) f/ Red’s, (B.30)
Sn S

benutzt. Damit erhalten wir aus dem Virialsatz und der radialen Kriafetbilanz die beiden

integralen Beziehungen

vf/ (py+2ps +pv° + 2]3;'; - B%°2;0B'zr)dv =
T S// (B2 — B2)(x-n) — 2B,B, (x-)ds, (B31)
und
27"/] (py — p; =B, +pv; + % + —B%"Q;B?‘“)ds,# -
% Sf/ (B? — B?)(VR-n) — 2B,B,(VR:7)d%, . (B.32)

Beide miissen im axialsymmetrischen Gleichgewicht erfiillt sein. Sie kénnen durch pas-
send (d.h. physikalisch evident) eingefithrte Gréfen miteinander in Beziehung gesetzt

werden. Wir setzen

1 .uoI'r
— —=1 B.
(Br)= - §Bedl = B2 (B.33)
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(v = % v/f R i—zs{f .Rds, | (B.34)

wobei Lp die Linge der Kurve L sei und I, der toroidale Plasmastrom ist.. Weiter

erklaren wir die Funktionen s, und s, durch

5, = (Bpl)iV J] 2524~ RaVR)m) — B,B((x ~ RyVR)-m)d%s, , (B.35)

= s [[ 5 (VRon) ~ BB (V) (B.36)
L Sn

mit R, dem Radius der magnetischen Achse und einem mittleren gewichteten Radius

Rr
J wRds,
= fwds, (B.37)

mit

Wisp - S Bt evit g 4 2;'0 (B.38)
Mit den Abkiirzungen

Bey = 2#0((—12'% ; (B.39)

Bes = 2p, Eg*))z : (B.40)

= gi;‘é , (B.41)

[t 5= @% , (B.42)

Wp = g1, ((PBVE)? , (B.43)

Wi = g ({’];'f)); : (B.44)
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o, IEFEBR)
Agii= 2u5 (Bo): (B.45)
erhalten wir fiir die beiden Gleichungen (B.31) und (B.32)
ﬁP" =+ 2ﬂPJ.. + 2w1= + 2‘N‘r + li TS 2(51 + 52) (B46)
und
R
ﬁp“ Ty Ap + QWT + li + .u — 2'1'{_‘32 . (B.47)
A
Sie kénnen so kombiniert werden, dafl I; und u getrennt auftreten:
1
Bt Brs = 500+ Wo 4 2Wa k=5, 45,14 27) (B.48)
A
1
et 58+ We == (s +5(1= 12) - (B.49)
A

Da die Terme mit der poloidalen Massenstromung und der Druckanisotropie, d.h. mit
W? und Asp, von der GréBenordnung des Gesamt-f sind, die anderen Terme aber von
der Ordnung Eins sind, kénnen wir durch die Vernachlissigung von W2 und A, die

einfacheren Gleichungen

Be. = (Sl + 32(1 P &)) +p (B50)
und
Bey + 2Wy = 2%52 —L—p (B.51)

erhalten.

Die Werte fiir s, und s, kdnnen aus experimentellen Messungen des Magnetfeldes um
das Plasma herum bestimmt werden. Bei Gleichgewichtsrechnungen kénnen die Integra-
le direkt berechnet werden. Dazu ist es giinstig, die Oberflichen in Volumenintegrale

umzuwandeln und die Funktionen s, und s, durch

.= (B,,)zv /jj{Bz ) + sto(x — Ry VR)-By xjr }d’x (B.52)

und

82:

2V j_[[{ + 1 VR)-Be XJT}d X (B.53)

zu bestimmen. Die anderen in (B.46) und (B.47) vorkommenden Gré8en stehen bei
Gleichgewichtsrechnungen in gleicher Weise zur Verfiigung, so da8 (B.46) und (B.47) zu

einer Konsistenzpriifung der berechneten Gleichgewichte herangezogen werden kénnen.
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Anhang C

Tensordarstellung von zeitabhiingigen
Transformationen

Fir den Leser, der mit der Tensorrechnung nicht vertraut ist, wollen wir hier die in der
vorliegenden Arbeit benutzte Notation erkliren. Wir leiten einige niitzliche Resultate

her, die in Kapitel (3) verwendet werden. Fiir Summationen gilt die Einsteinkonvention.

C.1 Ubersicht zur Tensoranalysis

Wir betrachten ein krummliniges Koordinatensystem {u*},z125- Die kovarianten und

kontravarianten Basisvektoren werden durch

ox

x*=xlti=Vu , x,=x,:= S (C.1)
erkldrt. Sie erfiillen die Gleichungen
xtx, =6, , 1=xx, : (C.2)

die sich aus Qu*/du* = §*, mit u*(x({u*})) bzw. aus ohe) Gh= T mit x({u*(x)}) ergeben.

Die letztere Form ist identisch mit

d
ai“ = x"6"x, . (C.3)
Definieren wir die Tensoren
ga =X, x, , g"i=x*xt (C.4)

so erfiillen sie wegen Gleichung (C.2)
88 = 96", und x,=g.,x" , x"=g"x, . (C.5)

Mit Hilfe der Gleichung

dx” _ Og*
0x, 0Ox,

mn

B =, (C.6)
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erhalten wir die Identitat

agm
0%,

=—(g¥x*+g"'x") ,

sowie

= —x"x*

0x,

Fiur die Determinante des metrischen Tensors g, gilt

1
VE = X, (x, Xx;) bzw. E = Vu'-(Vu’x Vu?)

Aus dem Laplaceschen Entwicklungssatz fiir Determinanten erhalten wir

Jg
2 g =gb*
agx# gx” g v

Durch Vergleich mit Gleichung (C.5) folgt

Jg

= B
g, gg

(C.7)

(C.8)

(C.9)

(C.10)

(C.11)

Sei €,4, das Permutationssymbol, dann definieren wir den antisymmetrischen Tensor €

durch

Capy = \/geﬂﬁ'r

(C.12)

Damit erhalten wir einige niitzliche Relationen fiir die Auswertung von Kreuzprodukten

und Rotoren:

1
= Eeamx,,xx, :
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1
N = é-e,,,,.,x"xx" . (C.18)
XXX =Tx, (C.19)
X KX, =" (C.20)

Mit Hilfe von (C.9), (C.19) und (C.20) erhalten wir noch

OVE _ -  OVE_
—6-}{—“ — \/gx ’ m — —\/_x,, = (C.?l)

Verwenden wir (C.17) und x,,, = x,,, so 148t sich

(%)ln = (v&x"),, =0 (C.22)

zeigen.

Bisher haben wir nur die Basisvektoren betrachtet. Sei nun A ein Vektorfeld, dann sind

seine kovarianten bzw. seine kontravarianten Komponenten durch die Gleichungen
A*=A-x" , A, =Ax, (C.23)
definiert, und fiir das Vektorfeld gilt die Darstellung

A=A, =Ax" . (C.24)

C.2 Nabla-Operator und Tensoranalysis

Die Wirkung des Nabla-Operators V kénnen wir formal durch Nachdifferenzieren nach

den Koordinaten {u*} ableiten,

_0A  Ou* 9A

VA= G0 = T

=:x*0,A = x"A,, , (C.25)

wobei d, die partielle Ableitung nach der u-ten Koordinate bezeichnet. Damit k&nnen

wir die gangigen Operationen mit dem Nabla-Operator folgendermaBen schreiben:

VA =x*9,(A) = x*A,, , (C.26)
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VA =x*0,(A)=x"A, , (C.27)
V-A=x"-0,(A) =x"-A, , (C.28)
VXA =x"x0,(A)=x"xA . (C.29)

Bilden wir zweite Ableitungen, so erhalten wir

V-VA =x*-9,(x*0,(A)) =x*-(x*A,)),, = x"-(xl’:‘An +XALL) (C.30)

V(VA) =x"9,(x*0,(A)) = x*-(x*A)),, = X (2 AR XM A ) i, nobo(©:81)

|

V(V-A) =x*9,(x*-0:(A)) = x*(x*-A),, = x*(x) A, +x*A, ) (C.32)
und

Vx(VxA)=x"x0,(x*x0,(A)) = x"x(x*xA,) (C.33)

I

Fir die doppelte Rotation kénnen wir

VX[V XA) = xnx(xl"“xAu + x*xAm”)
= x;‘:l(x“'Ala) 5 AIA(X#'X::,) + XA(X"-AIXIP) = ANM(X"°X") (034)

schreiben. Unter Verwendung von V(V-A) = VX (Vx A) + V-(VA) und dem Vergleich
mit (C.32) erhalten wir die Formel

x#(x) A HxMA ) = xT(x7A L) Hx(xA L) (C.35)

1Al
Eine niitzliche Formel fiir die Divergenz 1a8t sich mit Hilfe von (C.22) und (x*-x,),, = 0
ableiten,

1 1

V-A = x*(AMX,), = A}, — x% XA = AX, + E(\/g)uA* = \/E(\/EA*)H . (C.36)
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C.3 Zeitabhingige Transformationen

Wir betrachten nun zeitabhingige Koordinatensysteme. Diese lassen sich als Trans-
formationen des Raumes in sich selbst mit einer parametrischen Abhingigkeit von der
Zeit

x : x — x(t)(x) (C.37)
auffassen. Zum Zeitpunkt t = 0 geben die x die urspriinglichen Punkte wieder, d.h.
x = x(0)(x) . (C.38)
Die Umkehrabbildung sei durch die Gleichung
x = x(t)(x) (C.39)
definiert. So gilt
%= X(Ox(D)E) = F(E)ox(t)(F) - (C.40)
In gleicher Weise finden wir
x = x(DE()(x)) = (x(t)o%()(x) . (C.41)

Um die Notation zu Vereinfachen, nehmen wir 0.B.d.A. an, daB die {X"} die kartesischen
Koordinaten sind. Von einem krummlinigen Koordinatensystem kénnen wir immer durch

- . . . . . . w0 o
eine geeignete Transformation auf ein kartesisches iibergehen. Die Positionsvektoren x

und x sind dann erklirt durch
x(t)(x) = x*(t)(x) e, , x=x"e, |, (C.42)

wobei {e,} die kartesische Basis bezeichnet. An dieser Stelle ist eine Bemerkung zur
Darstellung von Ortsvektoren beziiglich der ortsfesten Koordinaten und der bewegten
Koordinaten angebracht. Betrachten wir x vom ortsfesten Koordinatensystem aus, so

gilt
x(t)(x) = x*(t)(x) e, (C.43)

d.h. wir haben beziiglich der erklirten Basisvektoren zeitabhangige Koordinaten. Vom

bewegten Koordinatensystem aus gilt natiirlich
x = x*(t)ox(t)(x) e, =x"e, , (C.44)
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d.h. wir haben zeitunabhéingige Koordinaten. Diese Eigenschaft zeichnet ja gerade ein

bewegtes Koordinatensystem aus. Entsprechend gilt auch fiir x
x(t)(x) =x"(t)(x) e, , x=x"(t)ox(t)(x)e,=x"e, . (C.45)

Wir definieren die zeitabhingigen kovarianten und kontravarianten Basisvektoren unserer

Transformation beziiglich der ortsfesten Koordinaten durch

x* = x*(t)(x) := V(x"(t)ox(t))(x) . x, = x,(t)(x) := %(fc) . (C.46)

Fiir t=0 sind sie mit der kartesischen Basis identisch.

Um die Formeln im folgenden zu vereinfachen, gehen wir in allen Gleichungen dazu iiber
nur noch die Transformationen zu schreiben, und ihre explizite Zeit- und Ortsabhingig-
keit nicht mehr anzugeben. Wir gehen dabei davon aus, daB8 die Transformation auf ihre
Definitionsvariable wirkt, wie dies in (C.46) der Fall ist. Ortsal;hiingigkeiten, die von
einer vorgeschalteten Transformation herriihren, werden durch das Kompositionssymbol
angezeigt. MiBverstandnisse sind bei dieser Regelung zwar ausgeschlossen, doch wo wir
denken, dafl diese kiirzere Schreibweise das Verstindnis erschwert, greifen wir zur expli-
ziten Angabe aller Abhéingigkeiten zuriick. Als Beispiel diene die Identitit (C.40), die

in der verkiirzten Schreibweise so aussieht:
X = X0X 4. (C.47)

Da auf der rechten Seite, durch das Kompositionssymbol kenntlich gemacht, zwei Trans-
formationen stehen, und die letzte als Definitionsvariable den Ortsvektor x besitzt, muf
auf der linken Seite der Ortsvektor selbst stehen.

Da wir uns im weiteren fiir die zeitlichen Anderungen unserer Transformationen interes-
sieren, fithren wir den Zeitdifferentiationsoperator 8, ein. Er wirkt, so weit nicht durch
Klammern kenntlich gemacht, immer nur auf die direkt nach ihm stehende Transforma-

tion.

C.3.1 Wie bewegt sich das Koordinatensystem?

Um den Unterschied zwischen den Basisvektoren in den verschiedenen Koordinatensy-
stemen explizit zu zeigen, bilden wir die Zeitableitung der Identitét (C.42),

0= d,(x0x) , (C.48)
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leiten diese nach x* ab und vertauschen die Ableitungen,

0 = d,(x,0%x) . ‘ (C.49)

Diese Gleichung besagt, dafl die kontravarianten Basisvektoren im bewegten Koordina-
tensystem keine Zeitabhéangigkeit haben, d.h. es sind die gleichen Basisvektoren wie zum
Zeitpunkt t=0, d.h. x,(0)ox(0)(x) =e,. Aus der weiter oben gemachten Bemerkung

wird dies sofort verstandlich.
Wir fithren

w = w(t)(x) := d,x(t)ox(t)(x) (C.50)

als lokale Geschwindigkeit der Transformation ein. Diese Geschwindigkeit wird aller-
dings an das bewegte System geheftet. Die Definition wird verstdndlich, wenn wir uns
vorstellen, dall wir uns auf einem FluB mit der Strémung bewegen. Befanden wir uns bei
t=0 am Ort X, so bewegen wir uns zum Zeitpunkt t mit der Geschwindigkeit 8,(x(t))(x)
von X aus betrachtet. Wir kénnen dies aber auch so ausdriicken, da8 wir sagen, der Flu8

besitzt zum Zeitpunkt t am Ort x die Geschwindigkeit 3, (x(t))ox(t)(x).
Das Gesagte wird verdeutlicht, wenn wir die Zeitableitung der Identitit (C.40) bilden:

0 = d,xox + ax-V(;cox) = dx = —w-Vx , (C.51)

wobei die zweite Formulierung im bewegten Koordinatensystem zu sehen ist. Damit

erhalten wir fiir die kontravarianten Komponenten
Ox" = —w* . (C.52)

Diese Formulierung besagt, daB sich der Startpunkt x mit der Geschwindigkeit —w von

uns entfernt.

C.3.2 Die zeitliche Anderung der Metrik

Wir betrachten nun die Anderung der Basisvektoren im ortsfesten Koordinatensystem.

Fiir die kontravarianten Basisvektoren gilt

G,

» = ox

ax (0.x) = (wox),, = x,-V(wox) . (C.53)
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Die Anderung der kovarianten Basisvektoren wird durch
d.x* = 8,(Vx"ox) = V(x"ox) + d,x-V(x*ox) (C.54)
beschrieben. Mit (C.50) und (C.52) erhalten wir
d,x*ox = —Vw* + w-V(x"ox) . (C.55)

Damit besitzen wir die Moglichkeit die Zeitabhingigkeit des metrischen Tensors im orts-

festen Koordinatensystem zu bestimmen,
0.8, = (0:x,)-x, + x,-(0:x,) = (Wox),,-x, + x,,-(Wox),, . (C.56)

Mit 9.(g*g.,) = 0 erhalten wir die Zeitabhangigkeit fiir die Inverse des metrischen Ten-

SOTS,

o.g" = —g"*(0.8.,)8" - (C.57)

Mit Hilfe von (C.11) ergibt sich die zeitliche Anderung der metrischen Determinante,
B
Ve

og = g gt 0g,..= 2g div(wox). .. &= 0,/g = div(wox) . (C.58)

C.3.3 Wie andern sich Vektorfelder?

Wir nehmen an, dafl wir ein Vektorfeld in der Form A(t)(x) gegeben haben, d.h. wir
betrachten das Vektorfeld ebenso als Transformation. Uns interessiert nun die zeitliche
Anderung des Vektorfeldes am Ursprungsort X zum Zeitpunkt t. Dazu betrachten wir
die Komponenten von A beziiglich der zeitabhingigen Basisvektoren. Fiir die kontrava-

rianten Komponenten erhalten wir laut deren Definition

ah, = 6.(x,,-on) =
= (wox),-(Aox)+ d,Aox +x,-((wox)-V(Aox)) . (C.59)

Unter Verwendung von
w*V(A, ox) = w-VA + wxrotA (C.60)
erhalten wir
(x* O, A,)ox = O, A + V(A-w) — wxrotA . (C.61)
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Auf die gleiche Weise betrachten wir die kovarianten Komponenten,
x,0A" = x,0,(x"-Aox) =
= X,(Aox)-0x" + 0,Aox+ (w-VA)ox) (C.62)

und es gilt mit (C.55)

(x,0,A*)ox = O, A —rot(wx A) — Adivw + wdivA . (C.63)

C.3.4 Massen- und Flulerhaltung in der idealen MHD

Wir bestimmen jetzt die Variation der Massendichte p(t)(x) und der magnetischen In-
duktion B(t)(x) mit der Zeit, wenn sich das Plasma mit der Geschwindigkeit w(t,x)

bewegt. Betrachten wir die Kontinuititsgleichung fiir die Massendichte,

dp
V=5

so erhalten wir mit (C.58) und 9,(pox) = 8,pox + (Wox)-V(pox) die kompakte Form

+w-Vp+pV-w | (C.64)

p
O.(/E(pox)) =0 &> pox == C.65
(vE(pox)) p i (C.65)
Fiir die magnetische Induktion gilt
B
aa_t =rot(wxB) und divB=0 . (C.66)
Benutzen wir (C.58) und (C.63) mit A = B, so erhalten wir
x,0B*+Bdivw=0 <<= 4,(,/gB*) =0 |, (C.67)
so daB
Boxie tiuifix (C.68)
VB 4. '
gilt.
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