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Abstract

Steady-state stellarators constitute an important option for a future fusion reactor.
The helical magnetic field required for plasma confinement can be produced by means
of a set of modular nonplanar coils. In order to achieve optimum power density of the
plasma, the magnetic flux density inside the torus is made as high as possible. State-
of-the-art estimates allow values of the magnetic flux density on axis of Bg =4 — 7 T.

The present report is concerned with investigations on modular nonplanar stella-
rator coil systems. Coil systems with poloidal periodicity £ = 2 and a coil system of
the W VII-AS type with superposed £ =0, 1, 2, 3 terms are treated. Furthermore, the
parameters are simultaneously varied while keeping constant the ratios of certain ma-
gnitudes. In the parameter space of the geometric values and coil number the following
quantities are evaluated: mazimum magnetic fluz density in the coil domain, stored ma-
gnetic energy of the coil system, magnetic force density distribution or magnetic forces,
and mechanical stress distribution in the coils. Numerical methods are applied in the
programme systems used for these calculations. The aim of the study is to determine
an optimum regime for the above parameters. The numerical results are compared with
those of analytical approximation solutions.
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1. Einleitung

1.1. Plasmaphysikalischer Hintergrund

Die Kernfusion stellt ein bedeutendes Energiereservoir dar und kénnte deshalb
fir die Zukunft zur langfristigen Energieversorgung geeignet sein. Weltweit werden
aus diesem Grunde die physikalischen und technologischen Probleme, die mit der
kontrollierten Kernfusion zusammenhangen, erforscht. Das Ziel dieser Forschung ist
die Entwicklung eines wirtschaftlich arbeitenden Fusionsreaktors [1, 2.

Bei der Kernfusion verschmelzen leichte Atomkerne und bilden schwerere. Dabei
tritt der sogenannte Massendefekt auf, d.h. der neugebildete Kern ist leichter als die

Summe seiner Teile. Die Massendifferenz wird in Energie umgewandelt, entsprechend
dem EINSTEINschen Aquivalenzgesetz

AE = Am 3.

Der Energiebetrag AE ist die Bindungsenergie der Kernbausteine ( Nukleonen ). Die
Bindungsenergie pro Nukleon hingt von der Anzahl der Nukleonen des Isotopes ab.
Bei den leichten Isotopen ist sie fiir Helium besonders grof und betriagt 7.07 MeV pro
Nukleon [3]. Im Vergleich dazu ist die chemische Bindungsenergie fossiler Brennstoffe
um mehr als sechs Groflenordnungen kleiner; sie betrigt bei Steinkohle etwa 4.2 eV
pro Molekiil (33.5 M J/kg) [4]. *He stellt deshalb im Hinblick auf die Energieausbeute
ein attraktives Fusionsprodukt dar.

Um den Helium-4-Kern zu bilden, ist es praktisch nicht méglich, 2 Wasserstoff-
kerne und 2 Neutronen direkt zu verschmelzen, da das gleichzeitige Zusammentreffen
der 4 Nukleonen duflerst unwahrscheinlich ist. Man kann jedoch z.B. die Reaktion
der Wasserstoff-Isotope Deuterium (?H) und Tritium (3H), die als ZweierstoB ablauft,
verwenden ( DT-Reaktion ). Dabei entsteht ein Helium-Kern (*He) und ein Neutron.
Die freiwerdende Energie wird in Form von kinetischer Energie auf den *He-Kern (-
Teilchen ) und das Neutron ibertragen.

Damit es zu Fusionsreaktionen kommt, miissen die Nukleonen mit geniigend
grofler kinetischer Energie zusammenstofien, um die gegenseitigen elektrostatischen
Abstofikrafte zu iberwinden. Deshalb mufl das Deuterium-Tritium-Gemisch auf
Temperaturen von etwa 10® K aufgeheizt werden. Dabei 16sen sich die Elektronen
vom Kern ab, und es entstehen zu gleichen Teilen positiv geladene Ionen und negativ
geladene Elektronen. Ein solches Gemisch wird Plasma genannt. Im Fusionsplasma
miissen auflerdem gentigend viele Teilchen fiir eine gewisse Zeit vorhanden sein, um
eine ausreichende Fusions-Leistungsdichte zu erzielen. Die DT-Reaktion zeichnet sich
dadurch aus, daf sie mit relativ hohen Leistungsdichten bei vergleichsweise mafiigen
Temperaturen ( T ~ 1.5-10% K ) ablauft ( z.B. p; ~ 1.8W/cm? bei Teilchendich-
ten von np = ny = 5-10°m~3 ) [3]. Sie hat aber den Nachteil, daB fiir sie das




radioaktive Tritium notwendig ist. Dieses ist in der Natur kaum vorhanden und
mufl deshalb im Reaktor selbst erzeugt werden. Zu diesem Zweck wird das Plasma
mit einem Mantel ( Blanket ) umgeben, in dem sich, je nach Konzept, festes oder
flissiges Lithium befindet. Die Reaktion der Neutronen mit Lithium fiihrt u.a. zur
Bildung von Tritium. Ein Heliumkreislauf kann die Aufgabe {ibernehmen, die durch
die Neutronen im Blanket erzeugte Warme aus dem Reaktor abzufiihren und dem
Kraftwerk zuzuleiten [3].

Neben der DT-Reaktion sind andere anwendbar, z.B. die Reaktion D + 3He.
Dabei entsteht “He und ein Proton. Der Vorteil dieser Reaktion liegt darin, da8 nur
geladene Teilchen entstehen, deren Energie man durch Direktkonversion in verwert-
bare elektrische Energie iberfiihren kann. AuBlerdem vermeidet man dabei die Hand-
habung des radioaktiven Tritiums. Zwar entstehen gleichzeitig durch DD-Reaktionen
auch in geringem Mafle Tritium und Neutronen, aber das Abschirmungproblem ist
vergleichsweise leicht zu 16sen, und ein Blanket ist nicht notwendig, so dal der Reak-
tor sehr kompakt gebaut werden kénnte. Der Nachteil der D-3He-Reaktion ist eine
relativ geringe Fusions-Leistungsdichte [3].

Ein Fusionsplasma steht als gasformige Materie unter starkem Druck und
mufl deshalb durch duBlere Krifte am Abstromen gehindert werden, d.h. es mu8 ein-
geschlossen werden. Der Einschlufl der Energie einer ausreichenden Anzahl von Plas-
mateilchen tiber eine gewisse Zeit ist fiir die Energiebilanz eines Fusionsreaktors von
entscheidender Bedeutung. Das Produkt aus Teilchendichte n und Einschlulzeit g5
muB einen bestimmten Wert erreichen, um zu einer positiven Energiebilanz zu kom-
men ( typisch nrg > 1020351:/ m3 ). Es gibt verschiedene EinschluBarten fiir Plasmen;
eine davon ist der magnetische Einschlu8 [3, 5]. Er soll im folgenden ausschlieflich be-
trachtet werden. Bei diesem Einschlukonzept wird die Tatsache ausgeniitzt, daB sich
geladene Teilchen im allgemeinen spiralférmig um magnetische Feldlinien bewegen.
Die Ursache dafiir ist die LORENTZkraft F;, = ¢ - ¥ X B. Die einfachste Ein-
schluBkonfiguration ist ein langer Zylinder, ausgefillt mit einem homogenen, axialen
magnetischen Feld. Wenn die Teilchendichte nicht zu gro8 ist, kreisen ( “gyrieren” )
die Teilchen ziemlich ungestért um die Feldlinien, wahrend sie sich langs der Feld-
linien frei bewegen. Auf diese Weise werden sie von den Wanden ferngehalten. Da
der Zylinder jedoch offene Enden hat, entsteht ein Plasmaverlust, der zwar durch
spezielle End-Magnetfelder ( “magnetische Spiegel” ) verringert werden kann, aber
prinzipiell nicht zu verhindern ist [5].

Um die Nachteile einer solchen linearen Anordnung zu vermeiden, hat man ge-
schlossene Anordnungen geschaffen, bei denen das Magnetfeld ringformig ( toroidal )
gefithrt wird. Dieses Magnetfeld kann durch eine toroidale Anordnung von Spulen
erzeugt werden. Im Idealfall kann man sich den Torus gleichmaBig mit einer un-



endlich diinnen Stromschicht in poloidaler* Richtung belegt denken. Dieser “ideale
Torus” erzeugt ein Magnetfeld By, das eine 1/r-Abhangigkeit aufweist, wie man mit
Hilfe des Durchflutungsgesetzes zeigen kann. Das “reine Torusfeld” ist also inhomo-
gen. Der Feldgradient verursacht eine Drift parallel bzw. antiparallel zur Torusachse
( siehe Bild 1 ), je nach Ladungsvorzeichen der Teilchen. Diese Drift verursacht eine
Ladungstrennung und damit ein elektrisches Feld, dessen Kraftwirkung wiederum zu
einer Drift fihrt. Die Richtung dieser Drift weist radial nach aufien, d.h. das Plasma
verschiebt sich als Ganzes an die duflere Wand des Gefafles. Das reine Torusfeld ist
also fir den Plasmaeinschlufl ungeeignet.

Ein stabiler Plasmaeinschlu kann erst erreicht werden, wenn man zusatzlich
zum Torusfeld By, ein poloidales Magnetfeld By einfiihrt. Die Kombination beider
Magnetfelder ergibt ein schraubenférmiges ( helikales ) Feld [3]. Da die Teilchen sich
lings der Feldlinien frei bewegen, befinden sie sich im helikalen Feld abwechselnd
ober- und unterhalb der Ebene 2z = 0. Im zeitlichen Mittel andert sich ihre Lage
zur Torusseele wenig, da die genannte Drift parallel und antiparallel zur Torusachse
fir eine Teilchenart immer nur in eine Richtung wirkt, so dafl sich die Teilchen
genau so oft auf die Ebene z = 0 zu bewegen, wie von ihr weg. Auf diese Weise ist
die Teilchendiffusion senkrecht zum Magnetfeld stark eingeschrinkt und damit eine
wichtige Voraussetzung fiir einen stabilen Plasmaeinschlufi erfillt.

@ — toroitdale Richiung
¥ — poloidale Richtung

z — Torusachse

Bild 1: Quasitoroidale Koordinaten und Darstellung wichtiger geometrischer Groflen
einer toroidalen Anordnung. Es gilt: r = Ry + pcos .

*Die poloidale Richtung wird in der Ebene ¢ = const. durch den Winkel ¥ be-
schrieben; in quasitoroidalen Koordinaten p,p, ¢ gilt: €y = €, X €y, siehe Bild 1.




Das poloidale Feld By, das zur Bildung des helikalen Magnetfeldes notwendig ist,
kann durch Strome innerhalb oder auierhalb des Plasmas erzeugt werden. Der erste
Weg wird beim Tokamak [6, 7] beschritten, indem man im Plasma einen Ringstrom
induziert. Beim Stellarator [5, 8] dagegen wird By durch stromfiihrende dufere Leiter
erzeugt. Beim klassischen Stellarator sind diese schraubenférmig um das Plasma an-
geordnet. Die Feldkomponente By kann jedoch auch durch eine spezielle Formgebung
der Spulen, insbesondere durch Auslenkung in toroidaler Richtung, so da§ nichtebene
Spulen ( englisch: twisted coils ) entstehen, erzeugt werden.

1.2. Allgemeine Problematik von Stellarator-Spulensystemen

Der Stellarator zeichnet sich durch eine grofie Mannigfaltigkeit in der magneti-
schen Feldtopologie und der zugehdrigen Spulensysteme aus. Es gibt ein breites Spek-
trum verschiedener Stellarator-Konfigurationen, die ein helikales magnetisches Feld
erzeugen, die sich aber hinsichtlich der Form der magnetischen Achse, der Anordnung
der Spulen und der Spulenform unterscheiden. Wegen der Vielzahl der Parameter ist
es schwierig, plasmaphysikalisch optimale Konfigurationen zu finden, die einen sta-
bilen magnetischen Einschlu8 bei hohem Plasmadruck versprechen. Zwar gibt es auf
diesem Gebiet bedeutende Erfolge ( ein Beispiel dafiir ist der im IPP Garching ent-
wickelte “Advanced Stellarator” [9] ), allgemeine Parameterstudien erscheinen aber
wegen des sehr groflen numerischen Aufwands kaum durchfiihrbar.

Die wichtigsten Varianten von Stellarator-Konfigurationen aus der Sicht der Spulen-
systeme sind:

- Die magnetische Achse des Systems kann kreisformig in der Ebene, planar oszil-
lierend oder helikal umlaufend geformt sein.

- Die Spulen konnen mehrere Spulensysteme bilden, die mechanisch miteinander
verkettet sind. Sie kénnen aber auch modular angeordnet sein, so dafl es keine
mechanische Spulenverkettung gibt.

- Die Spulen konnen eben, nichteben, in ihrer Apertur kreisférmig, elliptisch oder
triangular geformt sein oder eine Gestalt haben, die eine Kombination dieser Ei-
genschaften darstellt. Die toroidale Auslenkung der einzelnen nichtebenen Spu-
len kann eine Form haben, die durch mehrere poloidale FOURIERkoeffizienten
beschrieben wird und die sich von Spule zu Spule unterscheidet.

- Die Anzahl der toroidalen Feldperioden kann variieren; sie betragt im allgemei-
nen zwischen M = 4 und M = 6.

Im folgenden soll der klassische Stellarator dem modularen Stellarator gegeniiberge-
stellt und ein Vergleich durchgefiihrt werden.

Der klassische Stellarator besteht aus kreisférmigen Toroidalfeldspulen und aus
£ Paaren zusatzlicher helikaler Windungen, die schraubenférmig um das Plasma-



gefall angeordnet sind. Die Stromrichtung in den helikalen Windungen ist alternie-

rend, d.h. der Strom flieBt in benachbarten Windungen in entgegengesetzter Rich-
tung.*

Bild 2: Klassischer Stellarator mit heltkalen Windungen der poloidalen Periodizitdt
L =2 ( entnommen aus (8] ).

Bild 2 zeigt das Schema eines klassischen L2-Stellarators. Die Bezeichnung L2 be-
deutet, daB hier der poloidale FOURIERkoeffizient £ = 2 dominiert. Zugleich gibt
£ die Anzahl der helikalen Leiterpaare in poloidaler Richtung an. Viele existierende
Stellaratoren sind nach diesem Prinzip aufgebaut. Der klassische Stellarator bietet
als Experimentiereinrichtung Vorteile, da die Toroidalfeldspulen und die helikalen
Windungen unabhéingig voneinander betrieben werden kénnen. Durch unterschied-

liche Einstellung des Stromes in den Spulen kann das Verhiltnis By/By in weiten
Bereichen variiert werden.

Ein Nachteil des klassischen Stellarators ist die Verkettung der helikalen Win-
dungen mit den Toroidalfeldspulen. Wenn bei grofien Konfigurationen die helikalen
Windungen in ein starkes toroidales Magnetfeld eingebettet sind, treten starke radiale
Krifte auf, die in ihrer Richtung von einem helikalen Leiter zum nichsten abwechseln.
Das Abstiitzproblem der Helices ist in solchen Konfigurationen schwierig zu losen,
zumal wenig Platz fiir Strukturmaterial vorhanden ist. Sind zudem beim Stellarator-
Reaktor die Spulen supraleitend, so ist die Wartung der Anlage auBlerordentlich er-
schwert. Fiir den Stellarator-Reaktor erscheint deshalb ein modularer Aufbau des
Spulensystems unerlaBlich. Diese Forderung wird zusatzlich durch die Notwendigkeit
erhirtet, daB das innenliegende Blanket, in dem die Energiekonversion stattfindet
und in dem Tritium erbriitet wird, zugénglich und auswechselbar sein muf.

Ein modularer Stellarator ist dadurch gekennzeichnet, daB er aus einzelnen Spu-
len aufgebaut ist, die zwar in poloidaler Richtung, nicht jedoch in toroidaler Richtung
geschlossen sind. Zur Erzeugung der Feldkomponente By sind die Einzelspulen im

* Im Gegensatz zum klassischen Stellarator ist die Stromrichtung im “Torsatron”
in allen helikalen Windungen gleichgerichtet [8].




allgemeinen nichteben und so angeordnet, dafl die lateralen Auslenkungen von Spule
zu Spule mit einem gewissen Steigungswinkel gegeneinander verschoben sind. Da
diese Spulen naturgemi8 nur relativ kleine laterale Auslenkungen besitzen konnen,
besteht die Mdglichkeit, das Spulensystem in toroidaler Richtung aus Segmenten auf-
zubauen ( modularer Aufbau ). Eine natiirliche Modularisierung ist bereits durch die
Feldtopologie vorgegeben, da das Magnetfeld im allgemeinen in toroidaler Richtung
periodisch aufgebaut ist, d.h. es besteht aus mehreren toroidalen Feldperioden. Eine
weitere Segmentierung der Feldperioden ist im allgemeinen mdglich.

Modulare Stellaratoren konnen in 2 Klassen aufgeteilt werden:
- Konfigurationen mit helikal umlaufender magnetischer Achse, siehe Bild 3;
- Konfigurationen mit nahezu kreisformiger magnetischer Achse, siche Bild 4.

Konfigurationen mit helikal umlaufender Achse ( HELIAC ), bestehend aus einem
zentralen Leiter und helikal angeordneten Kreisspulen, wurden in [10] behandelt. Im
IPP in Garching wurde gezeigt, daB eine Modularisierung des Spulensystems méglich
ist [11] ( siehe Bild 3 ). Beim HELIAC-Typ tberwiegt die poloidale Komponente
¢ = 1. Beim W7AS-Typ mit nahezu kreisformiger magnetischer Achse ( AS = Ad-
vanced Stellarator ) iiberwiegen dagegen die poloidalen Komponenten £ > 2. Durch
eine geschickte Formgebung der modularen Spulen erhélt man eine im Hinblick auf
den magnetischen EinschluB optimierte Kombination von £ = 0, 1, 2, 3-Termen [9].
Auf diese Weise werden die sekundaren Plasmastrome im Vergleich zum klassischen
Stellarator reduziert [12], und die Stabilitit der Plasmasiule wird verbessert. Zwi-
schen den Klassen sind auch Kombinationen méglich, die einen guten magnetischen
EinschluB versprechen. Beispiele dafiir sind der in [13] beschriebene HELIAS mit
einer geringfiigig helikalen magnetischen Achse, sowie Konfigurationen mit inden-
tierten ( bohnenfdrmigen ) Spulen und einer nahezu planaren magnetischen Achse
(14].

Einfache £ = 1 Systeme konnen bereits durch ebene Spulen, deren Mittelpunkte
auf einer helikal umlaufenden Achse angeordnet sind, erreicht werden. Auch £ = 2
und £ = 3 Systeme konnen durch ebene Spulen erzeugt werden; dabei miissen die
einzelnen Spulen elliptisch oder triangular geformt sein [15]. Der Grad der Helizitat
( Rotationstransformation ¢, siehe Abschnitt 2.1.2. ) des magnetischen Feldes, der
durch solche ebenen Spulen erreicht werden kann, ist jedoch relativ klein. Um die

Rotationstransformation zu vergréfern, ist die Verwendung von nichtebenen Spulen
erforderlich [16].
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Modulares Stellarator-Spulensystem vom HELIAC-Typ, 5 Feldperioden mit

14 Spulen, tnsgesamt 70 Spulen.
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Bild 3

1d 4: Modulares Ste!larator-Spulensystem vom WT7AS-Typ, 5 Feldperioden mit je 9

Spulen, insgesamt 45 Spulen.
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Der Stellarator stellt eines der frithesten Einschlufikonzepte im Hinblick auf
einen Fusionsreaktor dar [17]. Er bietet gegeniiber dem Tokamak Systemvorteile,
da er prinzipiell stationar, d.h. mit zeitlich konstantem Magnetfeld betrieben wer-
den kann. Damit werden Wirbelstromverluste in den Spulen, die aus Grinden der
Energiebilanz des Reaktors supraleitend sein miissen, und in der Struktur vermieden.
Das Plasma selbst kann nettostromfrei, d.h. mit einer verschwindenden Summe aller
Stréme in toroidaler Richtung betrieben werden [8]. Deshalb sind beim Stellarator
im Gegensatz zum Tokamak keine Plasmastromabbriiche ( englisch: disruptions ) zu
befiirchten. Fiir die stromfiihrenden uBeren Leiter kommen aus Wartungsgriinden
und aus Griinden der mechanischen Stabilitit beim Fusionsreaktor nur Spulensy-
steme in Betracht, deren Einzelspulen nicht miteinander mechanisch verkettet sind.
Das fithrt auf modulare Spulensysteme mit nichtebenen Spulen. Bild 5 zeigt eine
solche toroidale Anordnung von modularen, nichtebenen Spulen.

Coils : i : Shield

| Blanket

Bild 5: Schematische Darstellung eines modularen Stellarator-Reaktors mit Plasma,

Plasma

Blanket ( fir die Energiekonversion ), Abschirmung und nichtebenen Spulen. Das
gesamte Spulensystem enthdlt 80 Spulen, aufgeteilt in 5 Feldperioden zu je 6 Spulen.
Von den Spulen ist nur der stromfihrende Querschnitt dargestellt.

Zum Problemkreis der supraleitenden Spulen fiir Fusionsreaktoren wurde bisher
eine Vielzahl von Arbeiten verdffentlicht [7, 18, 19, 20, 21]. Die meisten Arbeiten be-
fassen sich mit ebenen Spulen, wie sie beim axialsymmetrischen Tokamak verwendet
werden. In der Arbeit [21] wurden fiir den Tokamak Spulen in D-Form als optimal



vorgeschlagen, da dann die Biegemomente reduziert und konstante Zugspannungen
in den Spulen erzeugt werden. In [22] sind dazu analytische Ausdriicke fiir die ma-
gnetischen Krafte angegeben. Die Ergebnisse werden in (23] verfeinert fiir reale Spu-
lensysteme mit endlichen Querschnittsabmessungen. Weitere analytische Resultate
hinsichtlich diverser Systemgrofen sind fir “ideale” D-Spulen in [24] abgeleitet.

In den vergangenen Jahren hat sich eine internationale Arbeitsgruppe aus Ver-
tretern Japans, der UdSSR, der USA und Westeuropas mit dem INTOR-Projekt
( International Tokamak Reaktor ) befaBt. Die Tagungen fanden unter der Schirm-
herrschaft der JAEA ( International Atomic Energy Agency ) in Wien statt. In dem
Abschlufibericht ( Phase One ) [7] wird das Spulensystem von INTOR. ausfiihrlich
behandelt, und fiir den Aufbau der supraleitenden Spulen sind diverse Vorschlige
ausgearbeitet. Zusatzlich gibt es, um das praktische Betriebsverhalten von grofien
supraleitenden Spulen zu untersuchen, das LCT-Projekt ( Large Coil Task ) [25].
Sechs in ihrem Aufbau unterschiedliche Spulen von verschiedenen Herstellern in Eu-
ropa, Japan und den USA wurden in der Experimentieranordnung in Oak Ridge TN
(USA) installiert, und die Testphase ist inzwischen abgeschlossen worden.

Wahrend es eine umfangreiche Literatur zur Stellaratorphysik gibt ( Ubersicht in
[26] ), sind Stellarator-Spulensysteme in Reaktordimensionen mit modularen, nicht-
ebenen Spulen bisher nur vereinzelt untersucht worden. Nachdem das Prinzip von
modularen, nichtebenen Stellarator-Spulensystemen in [16] erstmals 1973 gezeigt
wurde, begann man 1980 im IPP in Garching das W7AS-Experiment zu erarbeiten
[12]. In [27] sind die Eigenschaften des Vakuum-Magnetfeldes von W7AS beschrie-
ben und in [28] ist das Spulensystem behandelt. In der Folge wurde das W7AS-
Spulensystem zu Reaktordimensionen hochskaliert, um die technischen Probleme
eines solchen Systems zu identifizieren. In [18] sind die Resultate fiir unterschied-
liche Spulensysteme vom W7AS-Typ in Reaktordimensionen dargestellt. Es wurden
u.a. die Feld- und die Kraftverteilung in den Spulen berechnet und die mechanischen
Spannungen in den Spulen fir einfache Abstiitzkonzepte analysiert. In den folgenden
Arbeiten wurden die Abstiitzkonzepte komplexer (29, 30| und auf verschiedene Kon-
figurationen angewandt. In den USA wurden etwa gleichzeitig 2 Studien fir einen
Stellarator-Reaktor mit modularen, nichtebenen Spulen ausgefithrt: Der UWTOR-M
der University of Wisconsin [19] und der MSR des Los Alamos National Laboratory
in Zusammenarbeit mit der University of California [31].

Die geometrischen Abmessungen der Spulen eines solchen Spulensystems mit Re-
aktordimensionen werden im wesentlichen durch den mittleren Plasmaradius rp, zu
dem die Dicken von Blanket und Abschirmung zu addieren sind ( siehe Bild 5 ),
und durch den Spulenstrom I., der zur Erzeugung des magnetischen Feldes auf
der Plasmaachse erforderlich ist, bestimmt. Beim Fusionsplasma ist nach heuti-
gem Kenntnisstand [32] mit einem Plasmaradius rp = 1 — 2m zu rechnen [18, 19].




Beriicksichtigt man Blanket und Abschirmung, erhalt man einen mittleren Spulenra-
dius @ = 3.0 — 5.5m. Den Spulenquerschnitt A, einer Spule kann man abschitzen,
wenn man von einer magnetischen Flufidichte auf der Plasmaachse von By = 5T
ausgeht. Bei einem grofien Torusradius von Ry = 20m und einer Spulenanzahl von
N = 30 erhdlt man einen Gesamtstrom von I, = 16.7MA. Es ergeben sich also
Spulenquerschnitte von A; ~ 1m?, bei mittleren Stromdichten von j. = 16 M A/m?
in den Spulen. Diese Zahlen zeigen bereits, dafl die stromtragenden Spulen mit Vo-
lumina von V, = 20 — 40m32 auBerordentlich grofl sind. Nichtebene Spulen dieser
Groflenordnung wurden bisher noch nicht gebaut*; sie bedeuten technisches Neuland.

Typische Parameterbereiche fiir Stellarator-Spulensysteme mit Reaktordimensionen
sind in der folgenden Tabelle zusammengefafit:

- Grofier Torusradius Ry 15 —-25m

- Mittlerer Plasmaradius p 1-2m

- Mittlerer Spulenradius a 3.0—55m

- Spulenquerschnitt Ac ~ 1.0m?

- Spulenvolumen Ve 20 — 40 m3

- Spulenanzahl N 20 — 60

- Gemittelte Stromdichte Je 10 — 25 MA/m?
- Gesamt-Spulenstrom I, 10-30MA

- Durchflutung N - I, 400 — 600 M A
- Magn. Flufidichte auf der Plasmaachse By - 4-1TT

- Max. magn. Fluidichte an den Spulen By 85—-12T

- Fusionsleistung Pp 04 —-4GW

- Gespeicherte magnetische Energie Emn 60 — 240GJ

Die stromtragenden Spulen sind gemaf$ f = _; x B mechanischen Kraftwir-
kungen ausgesetzt. Aufgrund der hohen Stromdichte und der grofien magnetischen
FluBdichte im Spulenbereich sind die Spulen bereits im statischen Fall mechanisch
auBerordentlich stark belastet. Das Maximum der magnetischen Kraftdichte in den
Spulen kann Werte von etwa 300 M N/ m3 erreichen. Dadurch treten in den Spulen
mechanische Spannungen auf, die den magnetischen Kriften in jedem Volumenele-
ment das Gleichgewicht halten. Die mechanische Spannungen diirfen dabei nicht die
zuldssigen Grenzwerte der Materialien liberschreiten.

* Die grofiten bisher gebauten nichtebenen, supraleitenden Spulen sind die Yin-
Yang-Spulen fir die Endverschlisse der Spiegelmaschine MFTF mit einem
grofen Radius von 2.5m und einem Gesamt-Spulenstrom von 8 M A [20].
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1.3. Problemstellung und Ziel der Arbeit

Im Interesse eines wirtschaftlich arbeitenden Fusionsreaktors wird eine hohe
Fusions-Leistungsdichte py angestrebt. Diese ist abhdngig von den Plasmaparame-
tern und dem Betrag der magnetischen FluBdichte im Plasma ( p; ~ 5% B4 [3] ).
Dabei bezeichnet § allgemein das Verhiltnis von Plasmadruck p zum Magnetfeld-
druck Bg /2p0; B ist also der normierte Plasmadruck. Der Plasmadruck p ist eine
Funktion der Dichte und der Temperatur des Plasmas. Es kommt demnach darauf
an, die beiden Gréflen # und B so weit wie moglich zu steigern. Der normierte Plas-
madruck g ist jedoch wegen der Gefahr von Plasmainstabilititen beschrankt. Man
kann zwar beim Stellarator durch spezielle Magnetfeldtopologien die Bedingungen fiir
den stabilen Plasmaeinschlu8}, z.B. durch Reduktion der sekundiren Plasmastrome,
verbessern und damit die f-Grenze erhohen. Erfolgsbeispiele fiir die Forschungen auf
diesem Gebiet sind der “Advanced Stellarator” [9,12] und die in [13] beschriebene
HELIAS-Konfiguration. Die theoretischen Modellrechnungen zur 3-Grenze bediirfen
jedoch der Verifikation durch laufende und kiinftige Stellarator-Experimente. Fir
den Fusionsreaktor wird ein mittleres § fiir den stabilen Plasmaeinschlufi von 5%
angestrebt. Die Erhéhung der 3-Grenze, die man als plasmaphysikalische Optimie-
rung bezeichnen kann, ist nicht Gegenstand dieser Arbeit.

Gegenstand dieser Arbeit ist die technologische Optimierung von modularen,
nichtebenen Stellarator-Spulensystemen. Dabei soll unter der technologischen Opti-
mierung allgemein verstanden werden, dafl der Betrag der magnetischen FluBdichte
im Plasmabereich gesteigert wird. Da die magnetische FluBidichte im Spulenbereich
linear mit By ansteigt, der Energieinhalt des magnetischen Feldes, die magnetischen
Krifte und die mechanischen Spannungen in den Spulen mit BZ anwachsen, diese
Grofien jedoch durch die Art der verwendeten Materialien und deren zuldssige Be-
anspruchungen beschrankt sind, kommt es darauf an, dafl diese Groflen fir einen
festen Wert By minimiert werden. Das technologische Optimum ist dann erreicht,
wenn unter Beachtung der Randbedingungen und Bewertung der einzelnen Gréfien
ein resultierendes Minimum erzielt wird. Zwischen der plasmaphysikalischen und der
technologischen Optimierung kann es in dem gewahlten Parameterbereich zum Ziel-
konflikt kommen, so daBl die endgiiltigen Parameter eines konkreten Spulensystems
im Wege des Kompromisses gefunden werden miissen.

Die Aufgabenstellung dieser Arbeit ist es, Studien an modularen, nichtebe-
nen Stellarator-Spulensystemen durchzufiihren. Die Untersuchungen werden an L2-
Spulensystemen mit 5 toroidalen Feldperioden, d.h. einem standardisierten Modell
mit gleichartigen Spulen der toroidalen Periodizitit M = 5 und der poloidalen Pe-
riodizitat £ = 2, und an einem Spulensystem vom W7AS-Typ, genannt ASRA6C,
das eine ﬂberlagerung von £ = 0, 1, 2, 3-Termen enthalt, vorgenommen. Die To-
pologie des Magnetfeldes im Plasmaraum stellt beim L2-Stellarator hinsichtlich der
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EinschluBeigenschaften fiir das Plasma kein Optimum dar, da die #-Grenze rela-
tiv niedrig ist. Fir die Fragen der technologischen Optimierung des Systems ist
das aber nicht wesentlich. Das Spulensystem ASRAG6C arbeitet dagegen bei einer
hoheren Rotationstransformation ¢, und die sekundaren Plasmastrome sind reduziert.
Die Magnetfeldtopologie ist in der Weise optimiert, die fir den “Advanced Stellara-
tor” kennzeichnend ist [9]. Die B-Grenze fiir den stabilen Plasmaeinschluf liegt hier
hoher als beim L2-Stellarator, sie erreicht allerdings nicht den fiir Fusionsreaktoren
erwiinschten Wert von 5 %.

Bei den Parameterstudien am L2-Stellarator werden der grofie Torusradius Ry,
der Spulenradius a, die Anzahl N der Spulen des Systems, der Spulenquerschnitt
Ac = h - d, das Aspektverhiltnis des Spulenquerschnitts Aq = h/d, sowie die to-
roidale Spulenauslenkung ¢ aus der Ebene ¢ = const. variiert ( siche Bild 1 und
Bild 5 ). Auflerdem werden simultane Parametervariationen unter Konstanthaltung
bestimmter Groflenverhiltnisse vorgenommen.

Als Kenngroflen fiir vergleichende Beurteilungen werden in diesem Parameterraum
e die maximale magnetische FluBidichte im Spulenbereich,

e der magnetische Energieinhalt des Spulensystems,

e die magnetischen Krafte und

e die mechanischen Spannungen in den Spulen

berechnet. Diese Groflen werden im folgenden als Systemgrofien bezeichnet. Zur
Berechnung der Systemgrofien werden Programmsysteme benutzt, die numerische
Methoden anwenden.

Das Ziel dieser Arbeit ist es, optimale Bereiche fiir die genannten Systemgrofien
in dem gewahlten Parameterraum zu finden. Die numerischen Resultate werden mit
analytischen Naherungsformeln fiir die SystemgroSen verglichen. Aus den errech-
neten Daten werden die Zusammenhinge zwischen wichtigen Systemgrofien eines
Spulensystems ermittelt, z.B. zwischen dem magnetischen Energieinhalt des Spulen-
systems und den mechanischen Spannungen in den Spulen.

1.4. Gliederung der Arbeit

Die ersten beiden Kapitel dieser Arbeit sind einfiihrende Kapitel. Sie dienen
dazu, die Problemstellung und das Arbeitsumfeld zu umreifien und folgerichtig auf
das Thema der modularen Stellarator-Spulensysteme mit nichtebenen Spulen hin-
zufihren. Im Kapitel 2. werden die wichtigsten Begriffe des magnetischen Einschlus-
ses erlautert. SchlieBlich wird in kompakter Form die analytische Beschreibung des
geraden Stellaratorfeldes gegeben, wie sie aus der Literatur wohlbekannt ist. Die
Ableitung der zugehérigen erzeugenden Stromverteilung zeigt, da modulare Spulen-
systeme zur Erzeugung helikaler Magnetfelder moglich sind.
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Die Kapitel 3. bis 6. bilden den Kern dieser Arbeit. In den Kapiteln 3. und 4. wird
wegen der grofien Mannigfaltigkeit der Stellarator-Konfigurationen von konkreten Sy-
stemen abstrahiert und die Betrachtung auf L2-Spulensysteme beschrinkt. In dem
Kapitel 3. werden der magnetische Energieinhalt und die magnetische Flufidichte im
Spulenbereich, die magnetischen Krifte und die mechanischen Spannungen in den
Spulen mit Hilfe von numerischen Methoden in dem gewahlten Parameterraum syste-
matisch untersucht. Um die numerischen Berechnungen zu kontrollieren, werden sie
mit analytischen Naherungen verglichen, die in der Arbeit [37] fir die Systemgrofien
abgeleitet worden sind. Ferner wird mit Hilfe des Virialtheorems der Zusammen-
hang zwischen der gespeicherten magnetischen Energie des Spulensystems und den
mechanischen Spannungen in den Spulen hergestellt.

Im Kapitel 4. werden simultane Parametervariationen unter Konstanthaltung
des Spulenaspektverhiltnisses A, = Rp/a und des Verhiltnisses a/h der Spulen fir
die genannten Systemgrofien durchgefiihrt. Die Ergebnisse werden mit den in [37]
abgeleiteten analytischen Losungen verglichen.

Kapitel 5. enthalt die Optimierung eines konkreten Stellarator-Spulensystems
vom W7AS-Typ [12]. Die magnetischen Eigenschaften dieser Konfiguration werden
beschrieben, die wichtigsten Daten werden berechnet und mit den Ergebnissen der
Parameterstudien von Kapitel 3. verglichen. Abschliefend werden die Systemgrofien
dieser Konfiguration fiir die Parameter A¢ = h - d und Ay = h/d optimiert.

Kapitel 6. gibt schlieBlich in einer Zusammenfassung die Beschreibung und Be-
wertung der Untersuchungsergebnisse.

Die Kapitel 7. bis 9. bilden den Anhang dieser Arbeit und enthalten die theore-
tischen Grundlagen, das Literaturverzeichnis und das Verzeichnis der Formelzeichen.
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2. Magnetischer Einschlufl

2.1. KenngroBen helikaler Magnetfelder

In diesem Abschnitt werden einige wichtige Begriffe, die fiir den magnetischen
EinschluB8 von Bedeutung sind, erliutert. Es handelt sich um eine Zusammenfassung
von Darstellungen, wie sie in der Literatur verstreut zu finden sind ( siehe vor allem
in [16, 33, 34] ).

2.1.1. Magnetische Flachen

Die Differentialgleichungen der magnetischen Feldlinien lauten in krummlini-
gen, orthogonalen Koordinaten z;, ¢ =1,2,3:

V911 dzy _ V922 dz, _ V933 dz3
B, B, Bj ‘

(2,1)

Dabei sind die B; die physikalischen Komponenten der magnetischen FluBdichte B 3
und die g;; sind die Komponenten des Metriktensors, dessen Linienelement ds aus
der Beziehung (d5)? = o ZJ- gijdz;dz; folgt. In Zylinderkoordinaten p,, ¥ lautet
(2,1)
dp  pdp dz
B, B, B’

In einer toroidalen Anordnung spannt die einzelne helikale Feldlinie bei vielen Um-

(2,2)

laufen um die Torusachse im allgemeinen eine schlauchférmige Flache auf. Diese ma-
gnetische Flache kann durch die Skalarfunktion (%) = const. beschrieben werden.
Magnetische Feldlinien, die zu verschiedenen Fliachen gehdren, sind ineinanderge-
schachtelt und enthalten in ihrem Innern die magnetische Achse. Alle magnetischen
Feldlinien liegen auf magnetischen Flachen, so dafi die Bedingung

Vi-B=0 (2,3)
erfiillt ist, d.h. der Gradient von 3 steht senkrecht auf der magnetischen Flache.

Magnetische Flichen spielen eine wichtige Rolle bei der Betrachtung des ma-
gnetohydrodynamischen ( MHD - ) Gleichgewichts einer Plasmasaule, die in einem
Magnetfeld B eingeschlossen ist.

In der idealen MHD-Theorie ist ein Gleichgewichtszustand erreicht [33], wenn sich
die Druckkraftdichte Vp und die magnetische Kraftdichte }':,, x B die Waage halten.
Dann gilt also

Vp=Jp x B. (2,4)

Dabei ist p der hydrodynamische Druck des Plasmas und fp die Plasmastromdichte.
Gleichung (2,4) und die MAXWELLschen Gleichungen fiir den stationaren Fall
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rot B = pg jp,
divB =0,
divyy =0 (2,5)

bilden die Bedingungen fiir das MHD-Gleichgewicht. Aus diesen Gleichungen folgt
unmittelbar

B-Vp=0, (2,6)

Jp-Vp=0. (2,7)

Gleichung (2,6) sagt aus, dal B und grad p orthogonal zueinander sind, d.h. die
Flachen konstanten Drucks stimmen mit den magnetischen Flachen iiberein. In (2,7)
zeigt sich, daBl die Plasmastromdichte 5';, iberall parallel zu den Fliachen konstanten
Drucks verlauft. Mit anderen Worten: Die 5';,- und B-Linien liegen in Flichen mit
p = const. Diese Flachen sind die magnetischen Flachen 1 = const., da es wegen
Vp L B keinen Gradienten von p in Richtung der magnetischen Flachen gibt. Die 3';,—
und B-Linien zusammen ergeben ein Netz, das die magnetischen Flachen tiberzieht.

2.1.2. Rotationstransformation

In quasitoroidalen Koordinaten p,,? ( Bild 1) wird das helikale magnetische
Feld durch die toroidale und die poloidale Feldkomponente B, und By beschrie-
ben. Betrachtet man eine Schnittflache, die normal zur magnetischen Achse liegt, so
durchstoBt eine Feldlinie bei jedem Umlauf um die Torusachse einmal diese Flache.
Bei jedem toroidalen Umlauf k kann eine poloidale Winkeldifferenz ¢, festgestellt wer-
den, so daB sich bei N Umlaufen der Gesamtbetrag des Winkels zu fo:l L, ergibt.
Ein mittlerer Wert wird durch

N

1
= 1 —E 2.8
: Nl—%oNk_lbk (2,8)

definiert und als Rotationstransformation . bezeichnet [34]. Die Rotationstransfor-
mation ¢ beschreibt die Helizitdt des magnetischen Feldes.

Es gibt eine zweite Definition der Rotationstransformation, die den magneti-
schen FluB zugrunde legt. Wenn innerhalb einer magnetischen Flache 1 der toroidale
FluB als ®(¢) und der poloidale Flu8 als X (1) bezeichnet wird, dann ist die Rotati-
onstransformation ¢ durch

4X(¥)
a3(%)

gegeben [34]. Im allgemeinen ist ¢ eine Funktion der magnetischen Flache 1.

L=2

(2,9)
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2.1.3. Verscherung

Wenn die Rotationstransformation ¢ von 1, d.h. vom Radius p abhangt, vari-
iert die Steigung der Feldlinien von Flache zu Flache. Die Ableitung von ¢ nach der

radialen Koordinate p wird als Verscherung © bezeichnet [33]:
3 pt  du
" 27Ry dp’

(2,10)

2.1.4. Magnetische Mulde

Mit Hilfe des Volumens V, das von einer magnetischen Flache 1 endlicher
Dicke gebildet wird, und des in diesem Volumen enthaltenen magnetischen Flusses
® kann man das spezifische Volumen V' definieren [33]:

_av

’ —
V_d‘I"

(2,11)
Dieses spezifische Volumen ist identisch mit dem Linienintegral der reziproken ma-
gnetischen FluBdichte lings einer magnetischen Feldlinie auf der magnetischen Flache
1, wenn sich die Feldlinie nach einem toroidalen Umlauf schlieft, unabhéngig davon,
welche Feldlinie ¢ betrachtet wird [33]:

dl

vi=9¢ —. 2,12

: (2.12)
Wenn die magnetischen Feldlinien nicht geschlossen sind, kann das spezifische Volu-
men folgendermafen definiert werden:

Vi= lim = —=. (2,13)

Das spezifische Volumen V' kann dann als ein Ma8 fiir den Mittelwert von 1/B auf
einer magnetischen Flache 1 betrachtet werden. Wenn V! mit zunehmendem Radius
p abfillt, d.h. wenn B im Mittel zum Rande hin ansteigt, dann liegt eine sogenannte
mittlere Minimum-B-Region vor, die eine wichtige Bedingung fiir die Stabilitat des
Plasmas ist. Wird der Wert von V' auf der magnetischen Achse mit Vj und auf einer

duBeren magnetischen Fliche mit V] bezeichnet, dann ist die magnetische Mulde

v = AV'/V' durch

g AV _ Vo-Va
— Wley " V!

(o]

(2,14)

definiert.
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2.2. Magnetische Struktur des geraden Stellaratorfeldes

Im folgenden wird in kompakter Form eine zusammenhingende analytische Be-
schreibung eines Stellarator-Magnetfeldes einschliefilich der erzeugenden Stromver-
teilung gegeben, wie sie aus der Literatur wohlbekannt ist [16, 34]. Zur quantitativen
Bestimmung dieser magnetischen Struktur wird der Torus durch einen langen Zy-
linder approximiert. Das entspricht einer toroidalen Konfigaration mit dem Aspekt-
verhaltnis A, = Rp/a — oo. Dieser “gerade Stellarator” hat ein magnetisches
Feld mit helikaler Symmetrie. Aus diesem Grunde ist eine analytische Behandlung
moglich. Das Magnetfeld kann durch Ringspulen in Kombination mit helikalen Win-
dungen endlicher Steigung oder durch nichtebene Spulen erzeugt werden. Fiihrt
man Zylinderkoordinaten p,p, 2 ein, so hingt das magnetische Feld nur von p und
0 = ¢ — az ab, wobei a = 27 /L die Steigung der helikalen Windungen beschreibt
( L = Lange einer Feldperiode in 2-Richtung ).

Fliefit innerhalb des Zylinders kein Strom ( 7 = 0 ), so 148t sich das magneti-
sche Feld wegen rotB = 0 als Gradient eines skalaren magnetischen Potentials &g
darstellen: '

B =Vdg. (2,15)

Wegen divB = 0 muB das Potential die LAPLACEgleichung erfiillen
V3épg =o. (2,16)

Die Losung von (2,16) fir den geraden Stellarator lautet [34]:

oo
&g =Byz+ = Z by Iy (Lap) sinf(p — az) fir a > o. (2,17)
a
=1

Dabei ist By der Betrag des axialen magnetischen Feldes in z-Richtung, die b, sind
die noch zu bestimmenden Integrationskonstanten und die I sind die modifizierten
BESSELfunktionen erster Art mit der Ordnung £.

Die Feldkomponenten erhilt man mit Hilfe von (2,17) zu

oo >
B, = —a—B = thﬂIz(Eap) sin£(p — az),
p  i— |
1005 =, ¢
By,=-——7—= by — Ip(Lap) cosb(p — az),
P p Op ; lap ( ) ( )

i




o -
B,=—-2=B,- thﬁIt(Eap) cosf(p — az). (2,18)

0z
=1

Dabei ist I die Ableitung der modifizierten BESSELfunktion I; nach dem Argument.

Stellt man das magnetische Feld B mit Hilfe des Vektorpotentials A entsprechend der
Relation B = rotA dar, so ergibt sich, wenn man die Normierung A; = 0 vornimmt
(34], der Zusammenhang

Bfioi @zt angp: 7

YT 8z  p dp

3

d(pA dA ad

p' dp 9z

Damit lauten die Komponenten des Vektorpotentials:

1 & :
=, Z by It(Lap) sinl(p — az),
P =1

Apz_

1 [eo}
Ay, = By g - Z by I} (Lap) cos E(p — az),
=1

Az =0. (2, 20)

Um die Gleichung der magnetischen Flachen %(Z) = const. zu erhalten, benotigt man
die Differentialgleichungen der magnetischen Feldlinien, die in Zylinderkoordinaten
folgende Form haben

o _ o0 _0:

- ==, 2,21
B, "B, B (2,21)

Unter Verwendung von (2,3) und der Relation B = rotA und unter Beriicksichtigung
der helikalen Symmetrie, also

9 8 148

i o e S 2,22
80  dp adz’ (2,22)

ergibt sich nach elementaren, aber umfangreichen Umformungen die Gleichung fiir
die magnetischen Flachen

v=A;+apAp =apAy, = const. (2,23)
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Im folgenden soll nur eine harmonische Komponente* des magnetisches Feldes be-
trachtet werden. Die Gleichungen fiir das skalare Potential & g und fiir die magneti-
schen Flachen 9 lauten in diesem Fall

®p =Byz+ ib,_ I;(Lap) sinf(p — az), (2,24a)
Y= Bo (ep)? — be 2apI)(Lap) cosl(p — az) ). (2,24b)
2 Bo ¢ ’

Fiir kleine Werte von p ( genauer: fiir Lap < 1) gilt

1 fapy

1 Lap,t—1 I(la
Ii(ta) = (L)t o fellor)

2(¢—-1)! ap
Damit folgt aus (2,24b) fiir die magnetischen Flichen in der Ebene z = 0:
b 1 ¢
2 b g1, 1\t _
(p) By T= 1)1 (2) (ap)® cos Lp = const. (2,25)

Speziell fiir £ = 2 ergibt sich
2 by
p*-(1- B—cos2tp) = const. (2,26)
0

Gleichung (2,26) stellt fir |by/Bg| < 1 Ellipsen dar, wahrend sich fiir |by/Bp| > 1
Hyperbeln ergeben. Die magnetischen Flachen fir £ = 1, £ = 2 und £ = 3 Stellarator-
Felder sind in Bild 6 dargestellt. Die singuliren Punkte werden Separatrixpunkte
genannt. Eine magnetische Fliche, die diesen Punkt enthilt, heiit Separatrix.

a

7z

Bild 6: Querschnittsbilder magnetischer Flachen fiir £ =1, £ = 2 und £ = 3 Stellara-
torfelder ( entnommen aus [33] ).

* Das Feld von £ Paaren dinner heltkaler Lester besteht zwar aus einer unendlichen
Summe von harmonischen Komponenten, aber die Komponente mit + = £ ist
dominant.
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Es soll nun die Stromverteilung auf der Zylinderoberfliche mit dem Radius p = a
berechnet werden, die das helikalsymmetrische Feld innerhalb des Zylinders erzeugen
kann. Dazu wird die LAPLACEgleichung im Gebiet innerhalb und aufilerhalb des
Zylinders gelost [16].

Im Bereich innerhalb des Zylinders gilt nach (2,17):
1 cO
®p;i=Boz+ — Zbﬁ Iy (Lap) sinl(p — az) fir a > o. (2,27)
@ =1
Die analoge Losung fiir den Bereich auBerhalb des Zylinders lautet
oo
: . -
D5 = g E bee K¢(Lap) sinl(p — az) fir a > o. (2,28)
=1 )

Sie wird durch die modifizierten BESSELfunktionen zweiter Art K, dargestellt, weil
das Feld im Unendlichen gegen Null gehen muS8.

Die Koeffizienten by; und by, konnen gemaf der ersten MAXWELLschen Gleichung
aus der Randbedingung

< | I =
J = m(n X (Bj(a) — Be(a))) (2,29)

an der stromtragenden Grenzschicht ( Dicke h — 0 ) bei p = @ bestimmt werden.

In Komponenten lautet (2,29):

0 = (Bp" - Bpe)‘p:a y
- _1_(3 . — By)
Jo = Loh zi ze p:a,
jz = =——(Byi ~ Bpe) (2,30)
poh p=a

Aus den Gleichungen (2,30) erhilt man Hilfe von (2,15) und unter Verwendung der
WRONSKI-Determinante [35]

1
W{Kq(z), Io(2)} = I(z) Ky(z) — Kp(z) () = — (2,31)
die folgenden Zusammenhange:
Ij(£ca)

— b, £ 7 a > 2,32
bye bt'KE(Zaa) fir£>1, a>0, (2,32)

20



Jop =1Jz0a fir>1, a>0, (2,33)

nojoh = Bo, jo:=Jp(t=0) firt=0. (2,34)

Fir die Stromdichteverteilung kann also wegen (2,33) folgender Ansatz gemacht wer-
den:

oo
Jp =1Jo+ Zj’_aacos!!(p - az),
=1

oo
Jr= E_u cos £(p — az). (2,35)
=1

Die Koeffizienten j; hingen von der Grofle der Auslenkung der Stromlinien in z-
Richtung auf dem Zylinder ab. Mit Hilfe der Stromdichtekomponenten erhélt man
durch Integration die Gleichungen fiir die Stromlinien, denn es gilt fir p = a:

dz d_(p_

2,36
Jz Jo ( )

Die Integration ergibt, wenn wiederum eine dominante Komponente j; der Stromli-
nien betrachtet wird, in der Umgebung von z = zp:
z=22'7_—"‘sin£(go—a(z—zo))+zo. (2,37)
£ 50
Gleichung (2,37) fir die Stromlinien ist eine nichtlineare Gleichung vom Typ
f(z,¢) = 0. Sie zeigt eine periodische Struktur: Wegen 6 = ¢ — az laufen die
Stromlinien nach einem poloidalen Umlauf ( A8 = 27 ) in sich selbst zuriick. Denkt
man sich die Stromlinien durch Spulen endlicher Ausdehnung ersetzt, ist damit ge-
zeigt, daB modulare Spulensysteme zur Erzeugung helikaler Magnetfelder moglich
sind.

Die maximale Auslenkung aus der Ebene z = 2g lautet:
z =225, (2,38)

Damit ergeben sich die Koeffizienten by; und by, wenn man (2,38) benutzt und die
Gleichungen (2,32-2,34) bericksichtigt, zu

by = Bo Lz a? a K)(Laa), (2,39)
bge = Bo Lz o? al)(Laa), (2,40)
hirf=1,2,13,...
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Fiir die Feldstarkekomponenten im Innern des Zylinders ergibt sich

o0
B,=B,a*a Z £? z K, (ca) I)(Lep) sinL(p — az),
=1

(o o]
By =B %E Z € zy K (Laa) Iy (Lap) cosb(p — az),
=1

[e o]
By =B,(1—-a? az €% 2y K, (Lca) Iy (Lap) cos£(p — az)). (2,41)
{=1

In der Praxis ist es nicht méglich, eine dichte Stromverteilung entsprechend (2,35)
herzustellen, da der anregende Strom immer in Spulen mit endlicher geometrischer
Ausdehnung lokalisiert ist. Zwischen den Spulen gibt es Liicken, so dafl es zu ma-
gnetischen Streufliissen kommt und das Feld eine Welligkeit ( engl.: field ripple )
aufweist. Die Approximation des Oberflichenstromes durch Spulen endlicher Aus-
dehnung erzeugt jedoch das gewiinschte magnetische Feld im inneren Bereich des
Zylinders um so genauer, je grofler die Distanz zu den Spulen ist [16].

Geht man von der Konfiguration des “geraden Stellarators” zu einer toroidalen
Anordnung iiber, dann verliert man die helikale Symmetrie. Aus diesem Grunde sind
analytische Losungen dann nicht mehr méglich. Numerische Verfahren zeigen jedoch,
daB auch in diesem Falle magnetische Flachen, zumindestens in gewissen Bereichen
nahe der magnetischen Achse, existieren, und daB es moglich ist, in diesen Berei-
chen eine Rotationstransformation, eine Verscherung und eine magnetische Mulde
des Magnetfeldes zu erhalten. AuBerhalb dieser Bereiche kann das magnetische Feld
eine ergodische Struktur aufweisen.
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3. Parameterstudien am modularen L2-Stellarator

3.1. Uberblick

Wie in Kapitel 1. erlautert, eignet sich eine endliche Anzahl von stromtragenden
Spulen in toroidaler Anordnung zum magnetischen EinschluB eines heiflen Fusions-
plasmas. In (2,37) wurde gezeigt, dal man das dafiir erforderliche helikale Magnet-
feld mit nichtebenen Spulen erzeugen kann. Aus okonomischen Griinden ist beim
Fusionsreaktor eine hohe Fusions-Leistungsdichte p; erwiinscht. Da diese stark vom
Betrag des magnetischen Feldes im Plasma abhangt, versucht man die magnetische
FluBdichte im Torusinnern so gro8 wie moglich zu machen. Nach heutigem Kenntnis-
stand wird eine magnetische FluBidichte auf der magnetischen Achse von By = 4—7T
angestrebt. Die erreichbare FluBidichte auf der Achse ist begrenzt u.a. durch die
zuldssige maximale magnetische FluBdichte in den Spulen. Diese ist zum einen be-
stimmt durch die Art des supraleitenden Materials und dessen kritische Grofien*,
zum anderen durch die zuldssigen mechanischen Beanspruchungen der Spulen. Es
kommt also darauf an, dafl die Feldiiberhéhung, d.h. das Verhiltnis von maximaler
magnetischer Flufidichte By im Spulenbereich zur Flufidichte By auf der magneti-
schen Achse, so klein wie méglich ist.

Der magnetische Energieinhalt im Spulensystem, der von der Verteilung der
magnetischen Fluidichte abhangt, stellt eine weitere wichtige Systemgrofie dar. Die
gespeicherte Energie des magnetischen Feldes ist eine integrale Grofle. Einerseits
ist sie dem Volumenintegral des Quadrates der magnetischen Fluidichte proportio-
nal, wobei iiber das Volumen des gesamten Raumes zu integrieren ist. Andererseits
wird sie nach dem Virialtheorem gema8 (7,48) durch das Volumenintegral der me-
chanischen Spannungen im Spulensystem beschrieben, wobei iiber das Volumen des
Spulensystems zu integrieren ist. Das bedeutet, dal die magnetische Energie dem
Produkt aus den mittleren mechanischen Spannungen im Spulensystem und dem Spu-
lenvolumen ( einschl. Strukturmaterial ) proportional ist. Eine Minimierung der Ma-
gnetfeldenergie bietet also technische und damit letztlich ckonomischen Vorteile. Ein
weiterer vorteilhafter Teilaspekt einer minimalen gespeicherten magnetischen Ener-
gie ist die vereinfachte Entladungsprozedur des Systems im Falle von Stérungen und
Betriebsunterbrechungen.

*Die 8 Grofen “kritische Feldstdrke, kritische Temperatur und kritische Strom-
dichte” sind fir die Eigenschaften eines Supraleiters kennzeichnend. Sie sind
nicht unabhangig voneinander, d.h. es gibt kritische Wertetripel. Diese liegen auf
der Grenzflache in einem dreidimensionalen Parameterraum mit den Koordina-
ten B, T und j, die den supraleitenden Zustand vom normalleitenden Zustand
trennt [3].
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Die Speicherung von Energie im magnetischen Feld eines Spulensystems ist mit
mechanischen Kraftwirkungen auf die stromtragenden Leiter verkniipft. Das Kreuz-
produkt des Stromdichtevektors mit dem magnetischen Flufidichtevektor im Spu-
lenbereich ergibt den Vektor der magnetischen Kraftdichteverteilung in den Spulen.
Aufgrund der hohen Stromdichte und der daraus resultierenden grofien magnetischen
FluBdichte konnen die Spulen bereits im statischen Fall mechanisch aufierordentlich
stark belastet sein, da die mechanischen Spannungen den magnetischen Kraften
in jedem Volumenelement das Gleichgewicht halten miissen. Die mechanischen

Spannungen diirfen die zulidssigen Grenzwerte der verwendeten Materialien nicht
uberschreiten.

Die magnetischen Krifte in einer toroidalen Anordnung von stromtragenden
Spulen sind so gerichtet, daB sie die Induktivitdt des Spulensystems zu vergréfiern
suchen. Anhand von (3,10) erkennt man, daB dies durch eine VergroBerung des Spu-
lenradius @ und durch eine Verkleinerung des grofien Torusradius Ry erreichbar ist,
d.h. die magnetischen Feldlinien versuchen sich zu verkiirzen und ihren Abstand zu
verbreitern. Damit folgt, daB auf die Einzelspule des Systems radiale Krafte, die die
Spule zu vergrofern trachten, und eine resultierende Kraft, die im wesentlichen auf
die Torusachse hin gerichtet ist, wirken. AufBlerdem gibt es bei nichtebenen Spulen
innerhalb einer Feldperiode laterale Krifte zwischen den Spulen, die lings des Spu-
lenumfangs variieren und die in ihrer Grofie von der lokalen Spulenkriimmung und
von dem Abstand zwischen den Spulen abhingen. Die Spulen einer toroidalen Spu-
lenanordnung bediirfen also einer mechanischen Abstiitzung, sowohl gegeneinander
als auch gegen die Torusachse.

Die vier SystemgréBen mazimale magnetische Flufidichte im Spulenbereich,
magnetischer Energieinhalt des Spulensystems, magnetische Kraftdichteverteilung
bzw. magnetische Krdfte und mechanische Spannungsverteilung in den Spulen hangen
zum einen vom Achsenmagnetfeld By, zum anderen von den geometrischen Parame-
tern des Spulensystems und von der Anzahl N der Spulen ab. Die mechanische Span-
nungsverteilung in den Spulen ist aufilerdem von den Randbedingungen, d.h. von der
Art der Abstiitzung und von der Materialzusammensetzung der Spulen einschlieBlich
der Stiitzstruktur, abhingig. Im folgenden wird eine systematische Untersuchung der
Systemgréfen im Parameterraum der geometrischen Grofien und der Spulenanzahl
durchgefiihrt.
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3.2. Aufgabenstellung und Berechnungsmethode dieses Kapitels

Die Parameterstudien werden an einem modularen Stellarator-Spulensystem mit
der poloidalen Periodizitdt £ = 2 ( L2-Stellarator ) durchgefiihrt. Die ebenen und
nichtebenen Einzelspulen mit kreisformiger Apertur sind auf einem Kreis mit dem
grofien Torusradius Ry angeordnet. Die toroidale Periodizitit betrigt M = 5. Ellip-

tische oder anderweitig geformte Spulen werden nicht betrachtet, um die Variations-
breite nicht zu gro werden zu lassen.

Ausgangspunkt fiir die Berechnungen ist eine Konfiguration mit den folgenden
Hauptdaten:

- Grofler Torusradius Ry 15 m

- Spulenradius a 3.24 m

- Zahl der toroidalen Feldperioden M 5

- Spulenanzahl pro Feldperiode n 10

- Gesamtanzahl der Spulen N 50

- Zahl der poloidalen Feldperioden L 2

- Gemittelte Stromdichte Je 18 MA/m?
- Gesamt-Spulenstrom 1. 10.8 MA

- Durchflutung N-I. 540 MA

- Magn. Fluidichte auf der Plasmaachse By 7 . 1

Diese Konfiguration ist von dem “Advanced Stellarator Burner” ( ASB ) abgelei-
tet, der Reaktoreigenschaften besitzt [29]. Die geometrischen Abmessungen sind die
gleichen wie beim ASB. Bei einem Plasmaradius r, ~ 1m ist ausreichend Platz fiir
ein Lithium-Blanket und die erforderliche Abschirmung zwischen Spuleninnenseite
und Plasmarand vorhanden. Durch die Durchflutung wird eine mittlere magnetische
FluBdichte By = 7.2 T auf der magnetischen Achse erreicht, da fiir den idealen Torus

_ kMo NI,

BO- Z?TRQ (3!1)

gilt.

Die Topologie des Magnetfeldes im Plasmaraum weist bei dieser Konfiguration aller-
dings keine guten EinschluBleigenschaften fiir das Plasma auf, da der L2-Stellarator
nur eine relativ geringe Rotationstransformation ¢ hat. Fir die Fragen zum Energie-
inhalt des Magnetfeldes, zur maximalen magnetischen Flufidichte an den Spulen und
zu den magnetischen Kraften ist das aber nicht wesentlich. Bild 7 zeigt als Beispiel
einen L2-Stellarator mit 5 toroidalen Feldperioden zu je 6 Spulen, also insgesamt
30 Spulen.
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Bild 7: L2-Stellarator mit 80 nichtebenen Spulen der toroidalen Periodizitit M = 5

Das Achsenmagnetfeld von By = 7.2T liegt dem Betrage nach an der oberen
Grenze des technisch moglichen Bereiches. Fiir die folgenden Parameterstudien ist
das jedoch von untergeordneter Bedeutung, da es leicht moglich ist, die errechneten
Daten auf einen anderen Bezugswert By umzurechnen.

Die Untersuchung der Systemgrofien wird in Abhangigkeit von folgenden Para-
metern des Spulensystems durchgefiihrt:

Grofler Torusradius Rg

Spulenradius a

Spulenanzahl N

Spulenquerschnitt Ac

Aspektverhiltnis des Spulenquerschnitts Aq

Toroidale Spulenauslenkung ¢

Mit der Variation des grofien Torusradius Ry und des Spulenradius a wird
zugleich das Spulenaspektverhiltnis Ay = Ro/a variiert. Die toroidale Spulenaus-
lenkung c ist auf den groBen Torusradius Ry bezogen ( ¢ = ¢/[m]/Ro[m] ) und stellt
die maximale Auslenkung aus der Spulenebene dar.
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Fir die Berechnung der Systemgréfien in Abhangigkeit von den genannten Pa-
rametern des Spulensystems miissen numerische Verfahren angewendet werden. Eine
analytische Behandlung ist wegen der endlichen Spulenanzahl und der nichtebenen
Spulen nicht méglich. Fiir die Feldberechnung wird das EFFI-Programmsystem [36]
verwendet. Dieses Programmsystem benutzt zur Berechnung der Feldgrofien einen
Algorithmus, der auf einer Kombination von analytischer und numerischer Integra-
tion des BIOT-SAVARTschen Gesetzes gema8 (7,8) und der Beziehung fiir das Vek-
torpotential gemaB (7,7) basiert. In diesem Programmsystem wird vorausgesetzt,
dafB sich die stromtragenden Spulen aus geraden Volumenelementen mit rechtecki-
gem Querschnitt zusammensetzen lassen. In den einzelnen Volumenelementen ist
die Stromdichte konstant und flieBt in Langsrichtung. Zur Ermittlung der Gesamt-
feldstarke bzw. des Vektorpotentials werden die Beitrige der einzelnen Volumenele-
mente in das globale kartesische Koordinatensystem transformiert und aufsummiert.

Die Berechnung der Induktivitdtsmatrix fiir das Spulensystem erfolgt ebenfalls
mit dem genannten Programmsystem. Dabei wird die Beziehung (7,18) in Verbin-
dung mit (7,15), (7,16) und (7,9) durch die erwdhnte Kombination analytischer und
numerischer Integration des Vektorpotentials ausgewertet.

Die Kraftdichten in den Spulen werden mit dem EFFI-Programmsystem
gemafB (7,20) berechnet. Die Spulen sind langs ihres Umfangs in 40 Volumenele-
mente unterteilt. Fiir jedes Volumenelement wird ein Wert des Kraftdichtevektors f_'
in globalen, kartesischen Koordinaten errechnet. Dabei wird iiber die magnetische
FluBdichte B in dem betreffenden Element integriert und der Mittelwert gebildet,

gemaf
f:%;//f}'xﬁdv. (3,2)
Ve

Durch eine Koordinatentransformation kann die Kraftdichteverteilung f in ein
natiirliches, lokales Koordinatensystem R, S, T umgerechnet werden. Dieses lo-
kale Koordinatensystem wird durch die Orientierung eines jeden Volumenelements
der Spule bestimmt, wobei R den Normalen-, S den Binormalen- und T den Tan-
genteneinheitsvektor anzeigt. Man kann R auch als Radialkomponente und S als
Lateralkomponente bezeichnen. Mit der Transformation der Kraftdichteverteilung f
in das lokale Koordinatensystem R, S, T ist eine Kontrolle des Ergebnisses moglich,
denn da die Stromdichte ; in diesem Koordinatensystem nur die Komponente j hat,
ergeben sich fiir die Kraftdichteverteilung f die Komponenten fg und fg in radialer
und in lateraler Richtung, wahrend die Komponente fr verschwindet. Bild 8 zeigt
als typisches Beispiel die mittlere Kraftdichteverteilung einer nichtebenen Spule eines
L2-Stellarators in lokalen Koordinaten.
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Zur Berechnung der mechanischen Spannungen in den Spulen wird das Pro-
grammsystem SAP V(2) [38] benutzt. Dieses Programmsystem berechnet mit Hilfe
der Methode der finiten Elemente (FE) [39] unter Zugrundelegung linear elastischer
Materialdaten den Verschiebungsvektor @ der Knoten der Elemente und den mechani-
schen Spannungstensor S fiir die Elemente. Als Eingangsgrofie dient die magnetische
Kraftdichteverteilung f, die mit Hilfe von Formfunktionen [40] in die Knotenkréfte
der finiten Elemente umgerechnet wird. Die Losung des Problems erfolgt durch nu-
merische Behandlung des zum Differentialgleichungssystem der Gleichungen (7,42)
in Verbindung mit (7,30) und (7,38) zugehdrigen Variationsproblems [39].

J
MN/m 2.
T 100 1
£ :
50
0 4
-50

0 ' 10 ' 20 ' 30 ' 40

ARG —— =

Bild 8: Magnetische Kraftdichteverteilung in einer nichtebenen Spule eines L2-
Stellarators in Abhdngigkeit von der Lingskoordinate der Spule. Die Abbildung zeigt
die Komponenten fg, fs, fT und den Betrag der Kraftdichte.

Damit das Spulensystem im Gleichgewicht bleibt, miissen die einzelnen Spulen
abgestiitzt werden. Die Abstiitzung erfolgt hier in der Weise, da8 die Zwischenrdume
zwischen den Spulen durch materielle Elemente der gleichen Hohe h wie die der Spu-
len ausgefiillt werden. Auf diese Weise entsteht eine toroidale Schale, die an dem
Ort der Spulen mit einer magnetischen Kraftdichteverteilung belegt ist. Die resul-
tierenden Krifte der einzelnen Spulen werden also durch gegenseitige Abstitzung
( Gewdlbeabstiitzung ) aufgefangen. Bild 9 zeigt als Beispiel die Darstellung der fini-
ten Elemente einer solchen toroidalen Schale mit 30 nichtebenen Spulen. Diese An-
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ordnung besteht insgesamt aus 4800 Elementen mit 9600 Knoten, da 8-knotige finite
Volumenelemente verwendet werden. Die Berechnung wird mit isotropen Materialda-
ten ( E = 150 GPa, v = 0.3 ) fiir alle Elemente der toroidalen Schale durchgefiihrt.
Auf diese Weise ist die Spannungsverteilung unabhangig von den Materialdaten. Die
errechneten Spannungswerte sind den Mittelpunkten der finiten Elemente sowie den
Randpunkten in der Mitte der Elementseitenflichen im Torusinnern zugeordnet.

N
7
==

Bild 9: Toroidale Schale mit 80 nichtebenen Spulen.

Fiir Anordnungen mit mehr als 30 Spulen wird, da das FE-Programmsystem
hochstens 9999 Knoten verarbeiten kann, mit der halben Spulenanzahl gerechnet.
Dieser halbe Torus mufl an den Schnittflichen durch feste Randelemente gehalten
werden. Untersuchungen haben gezeigt, daf§ die durch diese Randbedingungen ver-
ursachten Storungen auf die Spannungsverteilung in den Spulen, die weit von den
Schnittflichen entfernt angeordnet sind, praktisch keinen Einflufl haben.

Die Gesamtanordnung einer toroidalen stromtragenden Schale ist kraftfres,
d.h. sie muBl nicht durch dufere Krdfte gehalten werden. Es treten deshalb an
der toroidalen Schale keine Reaktionskrédfte mit daraus resultierenden zusitzlichen
mechanischen Spannungen auf. Auf diese Weise ist es moglich, die Ergebnisse der
Spannungsanalyse der Spulen bei veranderten Parametern des Spulensystems zu ver-
gleichen.
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3.3. Analytische Naherungen

Fir die Kontrolle von numerisch gewonnenen Resultaten ist es vorteilhaft, wenn
man sie mit solchen in Beziehung setzen kann, die man analytisch erhalten hat. Ana-
lytische Losungen zeigen unmittelbar die Abhingigkeit der Feldgrofien von den Pa-
rametern. Sie sind jedoch fiir den betrachteten Problemkreis nur mdglich, wenn man
gewisse Idealisierungen vornimmt. In der Arbeit [37] sind analytische Naherungen
abgeleitet, die fiir die Geometrie des 1dealen Torus mit endlicher Wandstdrke gelten.
Die endliche Wandstérke gestattet es, die magnetische Feldverteilung und die Strom-
dichteverteilung, und damit auch die magnetische Kraftdichte- und die mechanische
Spannungsverteilung in der Wandung zu betrachten.

Die Behandlung des Problems erfolgt in quasitoroidalen Koordinaten p,p,4d,
entsprechend Bild 1 bzw. Bild 10.

“

Bild 10: Idealer Torus mit endlicher Wandstarke h

3.3.1. Magnetische Feldverteilung und magnetischer Energieinhalt

Unter der Voraussetzung der Axialsymmetrie lauten die Gleichungen fiir die
Stromdichte- und die magnetische Feldverteilung des idealen Torus mit endlicher
Wandstarke h:

h
jﬂz—-—ﬂ& far a—%SpSa-f-E, (3,3)

koh
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und

Bo— fir0<p<a-2
By = E ks g (3,4)
02T2~P . h R
Bo—— fira-—3<p<a+3,
mit r = Ry + pcosd.

Die Bedingung divB = 0 ist erfiillt, da die By,-Komponente nicht vom Winkel ¢
abhangt.

Der Maximalwert der magnetischen Flufidichte, der fir die Auslegung von
Spulen besonders interessant ist, tritt an der Spuleninnenseite, die der Torusachse
zugewandt ist, auf, d.h. an der Steller = Rg—a+ % Fiir eine diskrete Anzahl von N

Spulen betragt die maximale magnetische Fludichte an den Spulen ndherungsweise
(22]:

By = By — 20 - (1+ lh ) (3,5)
Rp—a+ 35 (Ro—-a+§)N_1
Ry—a

Diese Naherung kann fir die Definition eines Feldiiberhohungsfaktors f 53 verwendet
werden, der nur von geometrischen Parametern und von N abhangt:

B R 1
flg =M = 2 h(1+ = ), (3,6)
By Ro—a+§ (Ro—a.+§)N_1
Ry—a

fiir a+ % < R,

Der Energieinhalt des magnetischen Feldes eines idealen Torus mit endlicher
Wandstéarke betragt ndherungsweise [37]:

B2 1h 1h2 a2 1 1h 1h2
Ep = 0 9x2,2 St T4 ¥ e o — (- =——+4+ == }. 3,7
m= ﬂ'aRo{l o 12&2+R3(4 6a+8a2)} (3,7)

Fir eine Konfiguration mit unendlich diinner Wandstarke (h = 0) folgt:

B2
E,-d=2_0—41r233(1— 1-—) (3,8)
Ho

Bezieht man die magnetische Energie des idealen Torus mit endlicher Wandstarke h
auf die magnetische Energie des idealen Torus mit verschwindender Wandstarke, so
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kann man einen Energieiiberhéhungsfaktor f i;'. definieren, der nur von geometrischen
Parametern abhangt:

lh 2 1h , 1A
. En i+ hh o+ &G -3+
fg= = . (3,9)
Eid ..I_lizf
4 RZ

Bei endlicher Wandstarke gilt im allgemeinen f§ < 1.

Aus (3,8) 18t sich mit Hilfe der Beziehung E;4 = 1 L;4 IZ die Induktivitit des idealen
Torus ( mit N einwindigen Spulen ) zu

Lig = o N (Ro — \/ R} — a?) (3,10)

bestimmen.
3.3.2. Magnetische Krafte

Die mittlere magnetische Kraftdichte in der Spule betragt naherungsweise [37]:

_ B 27Ry lh a2 1" Th" “Th®
(o) = 2u0h Nd {1- +R2( ”4a+8a2)}' (3,11)

Der mittlere Magnetfelddruck auf eine Spule ist

B 2R, 1h  a® 1 1h 1h?
=000 Ol & Sl Ly 3,19
Pe = Suo Na (1T §a Rg(z a el (3,12)
Bezieht man den mittleren Magnetfelddruck p, = (f,) - h einer Spule mit endli-
cher Spulenhéhe h auf den Magnetfelddruck eines Segments des idealen Torus mit
verschwindender Wandstéarke, so kann man den Faktor fb definieren, der nur von
geometrischen Parametern und von N abhéangt:

1h 4 a? (1 _1h, 1h2
f’ Dp 211'R01 a+Rg (5—4a+8a2) (3 13)
D~ "Bz 2. Nd 1a? ’
0 1 L
zuo 1+ 257) 1+ 25z

Bg 2712q2 1h 1 h2

F, = — 20
. 2p9 N { T 3a 12
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Fiir den ideale Torus mit A — 0 erhilt man

(3,15)

Bezieht man die resultierende Kraft einer Spule mit endlicher Spulenhohe A auf die-
jenige des idealen Torus mit verschwindender Wandstéirke, so kann man den nur von
geometrischen Parametern abhingigen Faktor f definieren:

1h 1 h? 3 a? 2h , 1A%
p F, 1-3a+13,7 + 37 (L— 33+ 3,7) Gl
F=F. - 2 R2 1 ’
rid =2 ( -1)

T
o:u lﬁu
)

Fiir h < a und a < Ry gilt im allgemeinen fi < 1.
3.3.3. Mechanische Spannungen

Der mechanische Spannungszustand des axialsymmetrischen Problems einer
dinnwandigen toroidalen Schale mit einer radialen magnetischen Kraftdichtevertei-
lung kann vollstdndig bestimmt werden [37]. Die Spannungskomponenten lauten:

B2 R rIn(1+ g5 cosd) — acosd

2ug ah rcos? 9

Ulpz

BS R% ln(1+ﬁacosﬂ)

= 3,17
o9 2ug h rcos ’ (3,17)
mit r = Ry + acos? .
Fir Apm = Ry/a — oo gelten die Naherungen
Bg a 4 a
s (nd T ek ML RRA B 8
% g 2k (L T 3 Ry Y
Bg Ty 2 o) (3,18)
= — —(1 - = —-cos?). A
70 2[.!.0 h 2R0

Die betrachteten Spannungskomponenten sind also proportional dem Magnetfeld-
druck auf der Plasmaachse Bg /2p0 und dem Verhiltnis Spulenradius a zu Spulenhdhe
h. Fir alle 4 € [0,27] und fir alle %Q € (1,00) herrscht bei der gegebenen ra-
dialen Kraftdichte f, ~ ,.l—z in toroidaler Richtung Druck (o, < 0) und in poloidaler
Richtung Zug (og > 0) vor.
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Nach dem Virialtheorem besteht gemafi (7,48) zwischen dem magnetischen
Energieinhalt einer stromtragenden toroidalen Schale, an die keine dufleren Krafte
angreifen, und der Spur des mechanischen Spannungstensors dieser Schale der fol-
gende einfache Zusammenhang

Ep = //fsps av . (3,19)
14

Dabei betrigt die Spur des Spannungstensors unter Verwendung von (3,17)

Bg E_Rg %cosﬁ—- In(1+ ]%cosﬁ)

S = = — .
i %o t 09 2pp h a? (1+ £ cosd) cos? &

(3,20)

Die Spur des Spannungstensors spS = o, + oy ist fiir alle ¢ € (0,27 ] und fir
alle —}—EQ € (1,00) positiv, wie es sein mufi. Fihrt man die Integration iber das
Volumen der toroidalen Schale Vp = 472 Ryah, nachdem der Integrant in einer Reihe
entwickelt wurde, aus, so folgt

Em—f//sdeV Bg. 27r2a2R0{1+1;22+1;4+ . (3,21

Diese Gleichung stimmt mit (3,7) iiberein, wenn man dort A~ — 0 gehen lafit. Die
Virialspannung oy, d.h. der Mittelwert der Spur des Spannungstensors, betragt

1 a.2 1at
o T BTl | g tiars sii X, ,22
VT///sdeV 2pg2h{1 8R4+ } (3,22)
Vr

Die Summe der Betrige der Mittelwerte der einzelnen Spannungskomponenten ist

B} a 5 a? 7 _at
Zl(o)] = Kool + Kool = 50 53310+ 5672 + 207

+ ---}. (8,23)
Wegen 0, < 0 und oy > O fiir alle 9 € [0,27] und fiir alle £2 € (1,00) gilt hier
Z|{(c)| = (Z]|o|). Bezieht man diese Summe der Betrdge auf die Virialspannung
nach (3,22), so kann man einen Faktor g, definieren, der nur von geometrischen
Parametern abhangt:

1+ 5% + thols
i oy 1+ %%} + %%—;

Die Summe der Betriage der Mittelwerte der einzelnen Spannungskomponenten ist
also unter den genannten Voraussetzungen etwa dreimal so grof§ wie die Virialspan-
nung oy = Epy/V7 des idealen, dinnwandigen Torus.

34




Fiir die Beurteilung der Festigkeit eines Bauteils ist es wichtig, den einachsigen
Spannungszustand mit dem allgemeinen dreiachsigen Spannungszustand vergleichen
zu konnen. Nach der Hypothese des VON MISES wird dabei fiir beide Zustinde die
gleiche Gestaltanderungsarbeit zugrundegelegt [41]. Die Definition der Vergleichs-
spannung ( von Mises Spannung ) lautet in kartesischen Koordinaten [42]

M = \/%{("x"ay)z + (0y —02)% + (02 —02)2 } + 3(72, + 72, +72,).
(3,25)
Sie ist invariant gegeniiber einer Koordinatentransformation. Fiir eine dinnwandige
toroidale Schale, in der nur die Normalspannungskomponenten o, und oy auftreten,
errechnet sich das Maximum der Vergleichsspannung naherungsweise zu [37]

a?
OoMagas ® = =1/ 7 (1 + 3E+56R2+89R3) (3,26)

fir h<aund e <K Ry.
Fir den Mittelwert der Vergleichsspannung (o, ) gilt:

B2 a 1 a?
(oom) =2 — V7 (1 +==). (3,27)
Ho
Normiert man die Summe der Betrige der Mittelwerte der einzelnen Spannungs-

komponenten nach (3,23) auf den Mittelwert der Vergleichsspannung nach (3,27), so
ergibt sich eine GréBe, die nur vom Spulenaspektverhiltnis A,, = Rg/a abhangt:

2 2
i o= 1o S
Eliegl el —+ 5B _ 1134 M (3,28)
(oMY s VI BT § 01y pad ’
833 833

Die Summe der Betrige stimmt also in etwa mit dem Mittelwert der Vergleichspan-
nung iiberein. Folglich kann man mit Hilfe von g/, nach (3,24) von der Virialspan-
nung oy = Ep/Vr auf die mittlere Vergleichspannung schliefen. Normiert man das
Maximum der Vergleichspannung oys,,.. auf den Magnetfelddruck Bg /2po an der
Plasmaachse, so kann man den Faktor f{, s definieren, der nur von geometrischen
Parametern abhangt:

foag = DMuaz o 2 7(1+3——-+56—2+89
B}j2mo 2k

o 72 Rg P (3,29)
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3.3.4. Charakteristische Zahlenwerte der Referenzkonfiguration

Setzt man die genannten Zahlenwerte der Konfiguration von Abschnitt 3.2. in
die Gleichungen ein, so kann man die Induktivitat L;q des idealen Torus ( fir N = 50

einwindige Spulen ) berechnen:

L;g = po N*(Rg — \/R% — a2) = 1.112mH .

Der Energieinhalt dieses idealen Torus ergibt sich zu:
1
Eiq= 3 Lig I? = 64.88GJ.

Der Magnetfelddruck auf der Plasmaachse ist:

2

Bj
Po = —0 = 20.63MPa.
2 po

Fiir die mittlere Kraftdichte in der Spule ( bei N = 50 Spulen ) ergibt sich:
B3 27rR0{ lh a? (1 1h 1h2
" 2pph Nd 6a RZ'2 4a.

Die resultierende Kraft auf eine Spule ist:

B} 47%R}
2 Ko N

=)} = 62.TTMN/m?.

( . 1) = —88.60MN.
2

1- 2

(o}

Frig = —

Das Maximum der Vergleichsspannung ergibt sich zu:

B? a a?
= —— —4 [T (1 3— 56~—~ 89 125.60 M Pa .
9vMpaz 2 1o 2h ( i RO i RO T )

Der Mittelwert der Vergleichsspannung (o, s) ist

Bg a 1 a?
N — — — — ) = 88.90MP

0
so daB das Verhiltnis des Maximalwerts der Vergleichsspannung zu ihrem Mittelwert
ToMMaz o 1.4
(oum)
betragt.
Wegen Ep,, = 64.88GJ und Vr = 412 Roah = 1918.7m?3 folgt fiir die Virialspan-
nung
Em
oy = —— = 33.82MPa
Vr
und fiir den Faktor
g:, = Z|{o)] = 2.98
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3.3.5. Kritik der analytischen Methode

Die Ergebnisse der analytischen Betrachtung gelten fiir die Geometrie des
idealen Torus mit endlicher Wandstarke, also fiir eine toroidale Schale endlicher Dicke.
Bei der Bestimmung des Maximalwertes der magnetischen FluBidichte benutzt man
das Modell einer diskreten Anzahl von axialsymmetrisch angeordneten Linienstrémen
[22]. Fir die Verteilung der Stromdichte und damit der magnetischen FluBdichte und
der magnetischen Kraftdichte wird Axialsymmetrie vorausgesetzt ( 3/8p =0 ). Die
Losungen fir die mechanischen Spannungskomponenten gelten zudem nur fir eine
dinnwandige Schale mit A < @ und 8/3p =~ 0. Wegen der gleichmiBigen Stromdich-
teverteilung in toroidaler Richtung tritt in dem Modell kein Streufeld auf, d.h. das
Magnetfeld ist ganz im Innern der toroidalen Schale und in den Wandungen loka-
lisiert. Aus diesem Grunde geben analytischen Losungen die Verhiltnisse in realen
Systemen mit einer endlichen Spulenanzahl nur ungenau wieder. Der EinfluB des
magnetischen Streufeldes in realen Systemen ist analytisch nicht zu bestimmen.

Fiir ein toroidales Spulensystem mit einer endlichen Anzahl nichtebener Spu-
len konnen bessere Ergebnisse nur erzielt werden, wenn man numerische Methoden
anwendet. Numerische Berechnungen gestatten im Prinzip eine beliebig genaue Be-
stimmung der Ergebnisse.

3.4. Numerische Berechnungen

Die numerischen Berechnungen werden an modularen Spulensystemen des L2-
Stellarators durchgefiihrt ( siehe Bild 7 ). Ausgangspunkt der Berechnungen sind
die Daten der im Abschnitt 3.2. genannten Referenzkonfiguration. Die Variations-
parameter sind der grofle Torusradius Ry, der Spulenradius a, die Spulenanzahl N,
der Spulenquerschnitt A, das Aspektverhiltnis des Spulenquerschnitts A4 und die
toroidale Spulenauslenkung ¢. Der Parameterbereich ist so gewahlt, daB er die Pa-
rameter der Referenzkonfiguration einschliefit und das Gebiet umfafit, in dem die
Daten eines zukiinftigen Fusionsreaktors voraussichtlich liegen werden. Mit Hilfe des
im Abschnitt 3.2. beschriebenen EFFI-Programmsystems [36] werden die maximale
magnetische FluBdichte Bjs an den Spulen und die Gesamtinduktivitat L des Spulen-
systems und damit der Energieinhalt F,, des Magnetfeldes berechnet. Die maximale
magnetische Fluidichte Bjs wird auf die FluBdichte By der magnetischen Achse be-
zogen; der Quotient ist der Feldiiberhohungsfaktor fg = Bjs/Bp. Die gespeicherte
magnetische Energie E,, des Spulensystems wird auf den Energieinhalt E;; des zu-
gehorigen idealen Torus bezogen; der Quotient wird als Energieiiberhohungsfaktor
fE = Em/E;4 bezeichnet.

Die magnetische Kraftdichteverteilung in den Spulen und die resultierenden
Krafte der Spulen werden ebenfalls mit Hilfe des EFFI-Programmsystems bestimmt.
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Zur Berechnung der mechanischen Spannungen in den Spulen wird das Programmsy-
stem SAP V(2) [38] verwendet. Dieses Programmsystem benutzt als Eingangsgrofe
die berechnete magnetische Kraftdichteverteilung und berechnet mit Hilfe der Me-
thode der finiten Elemente unter Zugrundelegung linear elastischer Materialdaten
den Verschiebungsvektor @ der Knoten der Elemente und den mechanischen Span-
nungstensor S fir die Elemente.

In den numerischen Berechnungen werden die folgenden Gréflen in allen Féllen kon-
stant gehalten: '

- Magn. Fludichte auf der Plasmaachse By T2
- Zahl der toroidalen Feldperioden M 5
- Zahl der poloidalen Feldperioden L 2

Bei den Parameterstudien dieses Kapitels wird grundsatzlich jeweils nur ein Para-
meter variiert. Alle anderen werden konstant gehalten. Um aber die magnetische
FluBdichte auf der Plasmaachse in allen Féllen konstant halten zu konnen, muf ent-
sprechend (3,1) bei der Variation von Ry oder N auch der Spulenstrom I, variiert

werden. !

In den folgenden Abschnitten 3.4.1. bis 3.4.6. sind die Ergebnisse der numerischen
Berechnungen graphisch dargestellt, und anschliefend erfolgt die Diskussion.

3.4.1. Variation des grofien Torusradius Ry

Der Variationsbereich von Ry ist: 6.48m < Ry < 22.68m.
Das entspricht einem Spulenaspektverhiltnis Ay, von: 2.0 < Rp/a < 7.0.

Zusitzlicher Variationsparameter ist die toroidale Spulenauslenkung ¢: Es werden
Funktionswerte fiir ebene Spulen (¢=0) und fiir nichtebene Spulen mit ¢ =06m
und ¢/ = 1.2 m ermittelt.

Wegen By = const. und A, = const. wird der Spulenstrom I und die Spulenstrom-
dichte j. und damit die Durchflutung proportional mit Ry variiert. Die Spulenhohe
betriagt h = 1.0 m, die Spulenbreite d = 0.6 m und der Spulenradius a = 3.24 m. Die
Gesamtanzahl der Spulen ist N = 20, d.h. pro toroidaler Feldperiode gibt es n = 4
Spulen.

In den Tabellen 1 und 2 und in den Bildern 11 bis 13 sind die Ergebnisse dargestellt.
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Ry [m)] 6.48 8.10 | 11.34 | 1296 | 15.0 16.20 | 19.44 | 22.68
Am = Ry/a 2.0 2.5 3.5 4.0 4.63 5.0 6.0 7.0
I. [MA] 11.66 | 14.58 | 20.41 | 23.33 | 27.0 29.16 | 34.99 | 40.82

jc[MA/m?] | 19.44 | 24.30 | 34.02 | 38.88 | 45.0 | 48.60 | 58.32 | 68.04

c=0
L [pH] 417.0 | 343.0 | 271.0 | 252.1 | 235.0 | 227.6 | 214.2 | 205.5
Em [GJ] 28.37 | 36.46 | 56.46 | 68.60 | 85.66 | 96.76 | 131.1 | 171.2
By [T] 13.66 | 13.53 | 15.21 | 16.41 | 18.08 | 19.12 | 22.08 | 25.15
Em/FE;q 0.955 | 1.010 | 1.141 | 1.219 | 1.320 | 1.383 | 1.567 | 1.758
B/ Bo 1.897 | 1.879 | 2.113 | 2.279 | 2.511 | 2.655 | 3.066 | 3.493
¢ =0.60m
L [pH] 436.9 | 355.6 | 278.7 | 258.5 | 241.1 | 233.6 | 218.9 | 210.4
Em [GJ] 29.72 | 37.80 | 58.06 | 70.34 | 87.88 | 99.32 | 134.0 | 175.3
B [T] 14.51 | 15.44 | 16.58 | 18.21 | 19.26 | 22.17 | 25.18
Em/[Eq 1.001 | 1.046 | 1.173 | 1.249 | 1.355 | 1.420 | 1.601 | 1.800
B/ Bo 2.015 | 2.144 | 2.302 | 2.529 | 2.675 | 3.079 | 3.497
¢ =120m
L [pH] 302.5 | 277.8 | 258.1 | 249.3 | 233.3 | 224.0
Em [G]] 63.02 | 74.59 | 94.08 | 106.0 | 142.8 | 186.7
B [T) 16.62 | 17.35 | 18.78 | 19.66 | 22.55 | 25.50
Em/Eiq 1.273 | 1.343 | 1.450 | 1.515 | 1.707 | 1.916
B/ Bo 2.308 | 2.409 | 2.607 | 2.730 | 3.132 | 3.542

Tabelle 1: Wertetabelle numerisch gewonnener Resultate in Abhdngigkeit vom grofien
Torusradius Rg. Es bedeuten: I, = Gesamtspulenstrom, j. = Mittlere Spulenstrom-
dichte, ¢ = c¢'/Rg = Bezogene toroidale Spulenauslenkung, L = Gesamtindukti-
vitdt des Spulensystems, Ey, = Gespeicherte magnetische Energie des Spulensystems,
E;q = Magnetischer Energieinhalt des idealen Torus, By = Mazimale magnetische
Flufidichte an den Spulen, By = Magnetische Flufdichte auf der magnetischen Achse.
Die Spaltenziffern 1,..,8 nummerieren die berechneten Falle.
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1 2 3 4 5 6 7 8
R [m] 6.48 | 8.10 | 11.34 | 12.96 | 15.0 | 16.20 | 19.44 | 22.68

Am = Rp/a 2.0 2.5 3.5 40 | 463 | 5.0 6.0 7.0
I, [MA] 11.66 | 14.58 | 20.41 | 23.33 | 27.0 | 29.16 | 34.99 | 40.82
Je [MA/m?] 19.44 | 24.30 | 34.02 | 38.88 | 45.0 | 48.60 | 58.32 | 68.04

c=0
(f)[MN/m®] | 78.10 | 95.40 | 137.1 | 161.1 | 194.5 | 215.8 | 280.0 | 354.3
' Frpy.. [MN] 206.3 | 179.5 | 147.7 | 135.6 | 122.4 | 114.5 | 98.10 | 83.10
OuMpsa, IMPa] | 250.1 | 204.3 | 181.4 | 161.7 | 157.1 | 156.1 | 156.5 | 161.8
fp 3.786 | 4.625 | 6.647 | 7.810 | 9.429 | 10.46 | 13.57 | 17.18
fr 0.965 | 0.840 | 0.691 | 0.635 | 0.573 | 0.536 | 0.459 | 0.389
fvm 12.13 | 9.905 | 8.795 | 7.839 | 7.616 | 7.568 | 7.587 | 7.844
¢ =0.60m
(f) [MN/m3] 97.20 | 136.9 | 160.3 | 192.9 | 213.9 | 277.0 | 350.1
Fryras [MN] 198.1 | 155.4 | 142.9 | 128.6 | 122.0 | 104.3 | 88.00
OyMpga, [IMP2] 241.4 | 182.2 | 170.0 | 161.8 | 160.3 | 160.6 | 168.2
fp 4.712 | 6.637 | 7.771 | 9.352 | 10.37 | 13.43 | 16.97
fr 0.927 | 0.727 | 0.669 | 0.602 | 0.571 | 0.488 | 0.412
fvm 11.70 | 8.833 | 8.242 | 7.844 | 7.772 | 7.786 | 8.155
¢ =1.20m

(f) [MN/m?] 141.0 | 161.8 | 191.1 | 211.9 | 272.4 | 343.6
Frifo. [MN] 193.8 | 166.3 | 145.1 | 136.6 | 115.7 | 97.80
OuM g, IMPa 210.9 | 186.6 | 173.3 | 171.3 | 174.4 | 184.5
b 6.836 | 7.844 | 9.265 | 10.27 | 13.21 | 16.66
fF 0.907 | 0.778 | 0.679 | 0.639 | 0.541 | 0.458
fvm 10.22 | 9.047 | 8.402 | 8.265 | 8.455 | 8.949

Tabelle 2: Wertetabelle numerisch gewonnener Resultate in Abhdngigkeit vom grofien
Torusradius Ry. Es bedeuten: I, = Gesamtspulenstrom, jo = Mittlere Spulenstrom-
dichte, ¢ = c'/Ro = Bezogene toroidale Spulenauslenkung, (f) = Mittlere magne-
tische Kraftdichte, Fy,, .. = Mazimale resultierende magnetische Kraft einer Spule,
OuMpra, = Mazimale Vergleichsspannung, fp = (f)h/((Bg/Z,uo)(l - %;—22)) = Re-
lative mittlere magnetische Kraftdichte, fr = Fyry,../Fr;qy = Relative re:uitierendc
magnetische Kraft, fypr = avMMu/(Bg/2uo) = Relative mazimale Vergleichsspan-
nung. Die Spaltenziffern 1,..,8 nummerieren die berechneten Falle.
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Bild 11: Feldiberhohungsfaktor fg = Bps/Bo und Energietuberhohungsfaktor fg =
Em/E;q in Abhdangigkeit vom grofen Torusradius Rg. Die punktierte Linte tm oberen
Bild zeigt die analytische Ndherung fb nach (8,6), im unteren Bild die analytische
Funktion fg nach (3,9).
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Bild 12: Relative mittlere magnetische Kraftdichte fp = (f)h/((B2/2po)(1 + %—%27))

und relative resultierende magnetische Kraft fp = Fry,.. [ Fr,y mit Fr,, nach (3,15)

in Abhdngigkeit vom grofen Torusradius Ry. Die punktierte Linie im oberen Bild
zeigt die analytische Néherung f, nach ($,13).
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Bild 13: Relative mazimale Vergleichsspannung fy pr = OuMyp,,/ (Bg [2p0) und Fak-
tor go = (Z|o|) /oy mit oy = Em/Vr ( Virialspannung ) in Abhdngigkeit vom
grofen Torusradius Rg. Die punktierte Linie im oberen Bild zeigt die analytische
Néherung f{, ,, nach (8,29), im unteren Bild die analytische Funktion gl nach (3,24).
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Diskussion der Ergebnisse ( Bilder 11 bis 13 ):

Mit steigendem grofilen Torusradius Ry und konstant gehaltener Spulenanzahl N
nimmt im allgemeinen sowohl die Feldiiberhohung an den Spulen als auch die Ener-
gieliberh6hung im Spulensystem zu. Das ist auf die wachsenden Liicken zwischen
den stromfiihrenden Spulen und damit auf das zunehmende Streufeld zurickzufiihren.
Bei der Feldiberhohung gibt es allerdings im Bereich kleiner Werte von Ry und gerin-
ger toroidaler Spulenauslenkung ¢ ein flaches Minimum. Die analytische Naherung
nach (3,6) beschreibt dieses Verhalten qualitativ recht gut. Fir eine hohere Spu-
lenanzahl N ist entsprechend (3,6) eine Verschiebung dieses Minimums hin zu
groflerem Spulenaspektverhiltnis zu erwarten. Die analytische Naherung fiir den
Energieiiberh6hungsfaktor f%; nach (3,9) gibt das Verhalten in diskreten Spulensy-
stemen nicht wieder, denn diese Naherung ist nur in geringem Mafle von Ry abhéngig.
Die Tatsache, dafl in diskreten Spulensystemen ein relativ grofier Anteil der gespei-
cherten magnetischen Energie im Auflenraum lokalisiert ist, dominiert.

Wegen des zunehmenden Streufeldes nimmt die relative mittlere magnetische
Kraftdichte fp in den Spulen zu und die relative resultierende magnetische Kraft fp
der Spulen ab. Die Zunahme von fp wird durch die analytische Naherung nach (3,13)
tendenziell richtig wiedergegeben. Die relative maximale Vergleichsspannung fy as
in den Spulen zeigt bei mittleren Werten von Ry ein flaches Minimum. Im Bereich
dieses Minimums ist der EinfluBl der toroidalen Spulenauslenkung ¢ ebenfalls minimal.
Die analytische Naherung nach (3,29) beschreibt den tendenziellen Verlauf von fy s
richtig, zeigt jedoch dieses Minimum nicht. Der Faktor g,, der das Verhaltnis der
mittleren mechanischen Spannungen zur Virialspannung angibt, hat einen monoton
abnehmenden Verlauf, der durch das wachsende Streufeld verursacht ist.

3.4.2. Variation des Spulenradius a

Der Variationsbereich von a ist: 2.5m < a < 7.0m.
Das entspricht einem Spulenaspektverhiltnis A,, von: 6.0 > Rg/a > 2.14.

Zusatzlicher Variationsparameter ist die toroidale Spulenauslenkung ¢: Es werden
Funktionswerte fiir ebene Spulen (c=0) und fiir nichtebene Spulen mit ¢! = 0.6m
(c=0.04) und ¢’ = 1.2m (c=0.08) ermittelt.

Der grofie Torusradius betragt Ry = 15.0 m, die Spulenhdhe A = 1.0m, die Spulen-
breite d = 0.6 m und die mittlere Stromdichte j, = 45 M A/m?. Die Gesamtanzahl
der Spulen ist N = 20, d.h. pro toroidaler Feldperiode gibt es » = 4 Spulen.

In den Bildern 14 bis 16 sind die Ergebnisse dargestellt.

In den Abschnitten 3.4.2. bis 3.4.6. wird auf die Prasentation der Wertetabelle
der numerisch gewonnenen Resultate verzichtet, da die Ergebnisse der numerischen
Berechnungen in den Abbildungen eindeutig dargestellt sind.
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Bild 14: Feldiberhéhungsfaktor fg = Bpg/Bg und Energieuberhohungsfaktor fr =
Em/E;q in Abhdingigkeit vom Spulenradius a. Die punktierte Linte im oberen Bild
zeigt die analytische Naherung fi nach (8,6).
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Bild 15: Relative mittlere magnetische Kraftdichte fp = (f)h/((Bg/Zp,o)(l + %%’f))
0

und relative resultierende magnetische Kraft fp = Fr,..[Fr;y mit Fy,, nach (3,15)
in Abhdngigkeit vom Spulenradius a. Die punktierte Linie im unteren Bild zeigt die
analytische Ndherung f}p nach (8,16).
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Bild 16: Relative mazimale Vergleichsspannung fy pr = avMMu/(Bgﬂ,uo) und Fak-
tor g0 = (L|o|) /oy mit oy = Ep/Vr ( Virialspannung ) in Abhdngigkeit vom
Spulenradius a. Die punktierte Linie im oberen Bild zeigt die analytische Naherung
f{,M nach (8,29), im unteren Bild die analytische Naherung g, nach (8,24).
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Diskussion der Ergebnisse ( Bilder 14 bis 16 ):

Wird bei ansonsten konstant gehaltenen Parametern des Spulensystems der Spulen-
radius a variiert, so ergibt sich bei der Feldiiberhéhung an den Spulen ein flaches
Minimum. Im Bereich dieses Minimums ist der Einflul der toroidalen Spulenauslen-
kung ¢ ebenfalls minimal. Die analytische Naherung nach (3,6) zeigt in dem betrach-
teten Bereich dieses Minimum nicht; sie ist eine monoton wachsende Funktion von
a. Die Energieiiberhohung im Spulensystem nimmt mit wachsendem Spulenradius a
ab. Das bedeutet, daf mit zunehmendem Spulenradius der Anteil der im Streufeld
lokalisierten magnetischen Energie zuriickgeht.

Die relative mittlere magnetische Kraftdichte fp der Spulen zeigt wegen des
abnehmenden Streufeldes den gleichen Verlauf einer geringfiigigen Abnahme. Die
relative resultierende magnetische Kraft fz der Spulen nimmt wegen des abnehmen-
den Streufelds mit wachsendem Spulenradius a zu. Das bedeutet, dal wegen (3,14)
die resultierende magnetische Kraft F, der Spulen selbst eine mehr als quadratische
Zunahme mit a aufweist. Die relative maximale Vergleichsspannung fy s in den
Spulen nimmt mit der Erhéhung von a stark zu. Die analytische Naherung nach
(3,29) gibt dieses Verhalten tendenziell richtig wieder. Der Faktor g, ist wegen des
abnehmenden Streufeldes eine monoton wachsende Funktion des Spulenradius a.

3.4.3. Variation der Spulenanzahl N

Der Variationsbereich von N ist: 20 < N < 60.

Zusatzlicher Variationsparameter ist die toroidale Spulenauslenkung ¢: Es werden
Funktionswerte fiir ebene Spulen (c=0) und fiir nichtebene Spulen mit ¢’ = 0.6m
(c=0.04) ermittelt.

Da wegen By = const. die Durchflutung NI = Njc.A. konstant gehalten werden
muB, ist es notwendig, bei A = const. die Spulenstromdichte j. umgekehrt pro-
portional mit N zu variieren. Der grofie Torusradius betrigt Bg = 15.0m, der
Spulenradius a = 3.24 m, die Spulenhdhe h = 1.0m und die Spulenbreite d = 0.6 m.

In den Bildern 17 bis 19 sind die Ergebnisse dargestellt.
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Bild 17: Feldiberhohungsfaktor fg = Bpg/Bo und Energieuberhéhungsfaktor fp =
Em/E;4 in Abhdngigkeit von der Spulenanzahl N. Die punktierte Linie tm oberen
Bild zeigt die analytische Niherung fp nach (3,6), im unteren Bild die nicht von N
abhdngige analytische Funktion fg nach (3,9).
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Bild 18: Relative mittlere magnetische Kraftdichte fp = (f)h/((Bg /2u0)(1 + %%—22—))
0

und relative resultierende magnetische Kraft fg = Frppo,/Frig mit Fr,y nach (3,15)
in Abhdngigkest von der Spulenanzahl N. Die punktierte Linie tm oberen Bild zeigt
die analytische Naherung fb nach (3,18), im unteren Bild die analytische Naherung

[T nach (8,16).
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Bild 19: Relative mazimale Vergleichsspannung fy p = OyMpsan/ (BZ/2p0) und Fak-
tor go = (2|0 |) /oy mit oy = En/Vr ( Virialspannung ) in Abhdngigkeit von der
Spulenanzahl N. Die punktierte Linie im oberen Bild zeigt die analytische Naherung
fir pg nach (8,29), im unteren Bild die analytische Naherung gl nach (3,24). Diese
sind nicht von N abhdngiyg.
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Diskussion der Ergebnisse ( Bilder 17 bis 19 ):

VergroBert man in der toroidalen Anordnung die Anzahl N der Spulen, so wird
eine gleichméfigere Strombelegung des Torus und eine Verkleinerung der Liicken
zwischen den Spulen erreicht. Dadurch nehmen sowohl die Feldiberh6hung an den
Spulen als auch die Energieiiberhohung im Spulensystem monoton ab. Die magne-
tische Flufidichte in Spulennidhe und das Streufeld im AuBenraum werden reduziert.
Die analytische Naherung nach (3,6) beschreibt den Verlauf der Feldiiberhohung in
Abhingigkeit von der Spulenanzahl N mit einem Fehler bis zu ~ 15 % recht gut. Die
Energietiberhohung des Spulensystems sinkt fiir eine grofie Spulenanzahl N sogar
unter den Wert des zugehorigen idealen Torus. Das ist auf den endlichen Quer-
schnitt der Spulen des realen Systems zuriickzufiihren. Die analytische Naherung fir
den Energieiiberh6hungsfaktor fb nach (3,9), die von N unabhingig ist, gibt den
asymptotischen Grenzwert der Energietiberh6hung fiir N — co an.

Die relative mittlere magnetische Kraftdichte fp der Spulen ist eine mono-
ton fallende Funktion von N. Die analytische Naherung nach (3,13) beschreibt
diesen Sachverhalt recht gut. Die relative resultierende magnetische Kraft fr der
Spulen steigt wegen des abnehmenden Streufelds monoton mit N an. Die analyti-
sche Naherung fiir den Faktor f_{g‘ nach (3,16), die von N unabhangig ist, gibt den
asymptotischen Grenzwert der Kurve fir N — oo an. Die relative maximale Ver-
gleichsspannung fy ps in den Spulen zeigt wegen des abnehmenden Energieinhaltes
des magnetischen Feldes ebenfalls einen mit N monoton abnehmenden Verlauf. Die
analytische Naherung fiir den Faktor f{, a nach (3,29) gibt wiederum den asymptoti-
schen Grenzwert der Kurve fiir N — oo an. Der Faktor gs ist wegen des abnehmenden
Energieinhalts des magnetischen Feldes eine monoton zunehmende Funktion von N.

3.4.4. Variation des Spulenquerschnitts A¢

Der Variationsbereich von A ist: 0.3m2 < A, < 1.8m?2.

Das entspricht bei festgehaltener Spulenbreite d = 0.6 m einer Spulenhdhe h von:
05m < h < 3.0m.

Zusatzlicher Variationsparameter ist die toroidale Spulenauslenkung ¢: Es werden
Funktionswerte fiir ebene Spulen (c=0) und fiir nichtebene Spulen mit ¢ =06m
(c=0.04) ermittelt.

Da wegen By = const. die Durchflutung NI, = NjcAc konstant gehalten werden
muB , ist es notwendig, bei N = const. die Spulenstromdichte j. umgekehrt pro-
portional mit A zu variieren. Der grofie Torusradius betrigt Ry = 15.0m, der
Spulenradius a = 3.24 m und der Spulenstrom 10.8 M A/ m?2. Die Gesamtanzahl der
Spulen ist N = 50, d.h. pro Feldperiode gibt es n = 10 Spulen.

In den Bildern 20 bis 22 sind die Ergebnisse dargestellt.
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Bild 20: Feldiberhéhungsfaktor fg = Bps/Bo und Energieuberhohungsfaktor fp =
Ep/E;q tn Abhdngigkeit vom Spulenquerschnitt Ac. Die punktierte Linie tim oberen
Bild zeigt die analytische Néherung f nach (8,6), im unteren Bild die analytische

Néherung f nach (8,9).
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Bild 21: Relative mittlere magnetische Kraftdichte fp = (f)h/((B3/2mo)(1 + %;—2,))
0

und relative resultierende magnetische Kraft fr = Fyy,,, [ Friq mit Fy,, nach (8,15)
in Abhdngigkeit vom Spulenquerschnitt A = h-d. Die punktierte Linie im oberen

Bild zeigt die analytische Naherung fb nach (3,13), im unteren Bild die analytische
Néherung fi nach (8,16).
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Bild 22: Relative mazimale Vergleichsspannung fypr = at,MM“/(Bgﬂ,uo) und Fak-
tor g0 = (Z|o|) /oy mit oy = Em/Vr ( Virialspannung ) in Abhdngigkeit vom
Spulenquerschnitt Ac = h - d. Die punktierte Linie im oberen Bild zeigt die analyti-
sche Naherung f{,M nach ($,29), im unteren Bild die analytische Ndherung gl nach
(3,24). Letztere ist nicht von A; abhdngig.
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Diskussion der Ergebnisse ( Bilder 20 bis 22 ):

Bei konstant gehaltener Durchflutung nimmt mit ansteigendem Spulenquerschnitt
A die Stromdichte j; in den Spulen umgekehrt proportional ab. Das hat zur Folge,
daB sowohl die Feldiberh6hung an den Spulen als auch die Energieliberh6hung im
Spulensystem monoton abnehmen. Die analytische Naherung nach (3,6) zeigt eben-
falls einen monoton fallenden Verlauf. Der Abfall dieser Funktion ist jedoch starker
als bei den zugehdrigen Kurven der realen Systeme mit einer diskreten Anzahl von
Spulen, da hier die Variation des Spulenquerschnitts A. allein durch Verinderung der
Spulenhodhe h erreicht wird, wahrend die Spulenbreite d konstant gehalten wird. Da-
gegen gibt die analytische Naherung fiir den Energieiiberhdhungsfaktor fi nach (3,9)
das Verhalten in diskreten Spulensystemen recht gut wieder. Das ist auf die in diesem
Falle relativ dichte Spulenbelegung mit 50 Spulen zuriickzufiihren. Mit wachsendem
Spulenquerschnitt A; und damit wachsender Spulenhohe h nimmt die gespeicherte
magnetische Energie des Spulensystems im Vergleich zu der des zugehorigen idealen
Torus immer mehr ab. Ein zunehmender Anteil der magnetischen Energie ist im
Bereich der Spulen selbst lokalisiert.

Die relative mittlere magnetische Kraftdichte fp als auch die relative resultie-
rende magnetische Kraft fr der Spulen nehmen wegen der kleiner werdenden Strom-
dichte jc monoton ab. Die analytischen Naherungen nach (3,13) und (3,16) zeigen
ebenfalls diesen monoton fallenden Verlauf. Die relative maximale Vergleichsspan-
nung fy ps in den Spulen nimmt mit wachsendem Spulenquerschnitt A, und damit
wachsender Spulenhéhe A monoton ab. Die analytische Naherung fir f{, A hach
(3,29) gibt dieses Verhalten recht gut wieder. Der Faktor g, ist wegen des abneh-
menden Energieinhalts des magnetischen Feldes und wegen des zunehmenden Torus-
volumens V7 eine monoton wachsende Funktion von A.. Dagegen ist die analytische
Naherung g/ nach (3,24) nicht vom Spulenquerschnitt A; abhingig.

3.4.5. Variation des Aspektverhdltnisses des Spulenquerschnitts A4

Der Variationsbereich von Aq = h/d ist: 0.416 < h/d < 6.666.

Das entspricht einer Spulenhéhe h von: 0.5m < h < 2.0m und einer zugehdrigen
Spulenbreite d von: 1.2m > d > 0.3m bei konstantgehaltenem Spulenquerschnitt
A; = 0.6 m2.

Zusatzliche Variationsparameter sind die toroidale Spulenauslenkung ¢ und die Spu-
lenanzahl N: Es werden Funktionswerte fiir ebene Spulen (c=0) und fiir nichtebene
Spulen mit ¢/ = 0.6 m (c=0.04) sowohl fir eine Anordnung von N = 20 als auch
von N = 50 Spulen ermittelt. Der grofle Torusradius betragt Ry = 15.0m, der
Spulenradius a = 3.24 m und der Spulenquerschnitt A, = 0.6 m?2.

In den Bildern 23 bis 25 sind die Ergebnisse dargestellt.
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Bild 23: Feldiberhohungsfaktor fg = Bpg/Bo und Energietuberhohungsfaktor frp =
Em/E;q in Abhdngigkeit vom Aspektverhdltnis des Spulenquerschnitts Ag = h/d.
Die punktierten Linien im oberen Bild zeigen die analytischen Naherungen fJ'E:‘ nach
(3,6), im unteren Bild die analytische Niherung f nach (3,9).
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Bild 24: Relative mittlere magnetische Kraftdichte fp = (f)h/((B2/2u0)(1 + %;‘3—22))
und relative resultierende magnetische Kraft fr = Fry,, [ Fr;y mit Fr,, nach (.1?,15)0 in
Abhdngigkest vom Aspektverhdltnis des Spulenquerschnitts Aq = h/d. Die punktierte
Linie im oberen Bild zeigt die analytische Ndaherung fb nach (8,18), im unteren Bild

die analytische Naherung fi nach (3,16).
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Bild 25: Relative mazimale Vergleichsspannung fy pr = a,,Man/(Bgﬂuo) und Fak-
tor g0 = (Z|o|) /oy mit oy = Epm/Vp ( Virialspannung ) in Abhdngigkeit vom
Aspektverhdltnis des Spulenquerschnitts A = h/d. Die punktierte Linie im oberen
Bild zeigt die analytische Néherung f{,M nach (3,29), im unteren Bild die analytische
Ndiherung g, nach (3,24).
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Diskussion der Ergebnisse ( Bilder 23 bis 25 ):

Variiert man das Aspektverhiltnis des Spulenquerschnitts, d.h. das Verhiltnis von
Spulenhdhe k zu Spulenbreite d, so zeigen die berechneten Kurven sowohl fir die
Feldiberh6hung an den Spulen, als auch fiir die Energieiberh6hung im Spulensystem
ein flaches Maximum. Das Maximum der Feldiiberhhung liegt bei einer Spulenan-
zahl N = 50 je nach toroidaler Spulenauslenkung ¢ zwischen Ag = h/d ~ 2.4 und
Aq = h/d ~ 3.75. Bei einer Spulenanzahl N = 20 liegt es bei Ag = h/d =~ 1.66.
Im Interesse einer geringen Feldiiberhhung ist es deshalb sinnvoll, die Spulen so
breit wie moglich zu bauen. Der Betrag der Feldiberh6hung nimmt mit steigender
Spulenanzahl N, d.h. mit einer gleichmafBigeren Stromverteilung auf dem Torus, ab.
Die analytische Naherung nach (3,6) gibt den Verlauf des FeldiiberhGhungsfaktors
in Abhédngigkeit vom Aspektverhiltnis des Spulenquerschnitts héchst unzureichend
wieder und stellt deshalb hier keine brauchbare Approximation dar. Sie ist nur
giltig in der Nahe von Ay = h/d ~ 1.0. Der Betrag der Energieiberhohung im
Spulensystem hat sein Maximum bei einem Aspektverhéltnis des Spulenquerschnitts
Aq = h/d ~ 1.0. Das ist dadurch bedingt, das bei einer Einzelspule die Induktivitit
ihr Maximum mit einem quadratischen Spulenquerschnitt erreicht. Die analytische
Néherung fiir den Energieliberh6hungsfaktor f},; nach (3,9) stellt die asymptotische
Grenzkurve fir N — oo dar.

Die relative mittlere magnetische Kraftdichte fp der Spulen zeigt bei der Va-
riation des Aspektverhaltnisses des Spulenquerschnitts ein flaches Maximum. Dieses
Maximum liegt bei allen berechneten Kurven bei Aq = h/d ~ 1. Die relative resultie-
rende magnetische Kraft fz der Spulen ist eine monoton abnehmende Funktion von
Agq. Die analytische Naherung fiir den Faktor [ nach (3,16) gibt diesen Sachverhalt
recht gut wieder und stellt fiir N — oo die asymptotische Grenzkurve dar. Die re-
lative maximale Vergleichsspannung fy ps in den Spulen nimmt mit wachsendem Ag
und damit wachsender Spulenhdhe A monoton ab. Die analytische Niherung fiir f{, M
nach (3,29) zeigt die gleiche Tendenz und ist deshalb eine gute Approximation. Der
Faktor gy zeigt bei allen berechneten Kurven ein flaches Minimum. Dieses Minimum
liegt bei Ag = h/d ~ 1. Die analytische Naherung ¢/, nach (3,24) ist unabhingig
vom Aspektverhdltnis des Spulenquerschnitts Aq.
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3.4.6. Variation der toroidalen Spulenauslenkung ¢

Der Variationsbereich von ¢/ ist: 0.0m < ¢/ < 1.8m.
Das entspricht einer bezogenen Spulenauslenkung ¢ = ¢// Ry von: 0.0 < ¢ < 0.12.

Zusatzlicher Variationsparameter ist die Spulenanzahl N: Es werden Funktionswerte
fir N = 20 Spulen und fir N = 50 Spulen ermittelt.

Wegen By = const. mufl die Durchflutung NI, = Nj.A; konstant gehalten werden.
Mit konstantem Spulenquerschnitt A, = 0.6m? betragt deshalb bei N = 50 die
Spulenstromdichte jo = 18 MA/m? und bei N = 20 j; = 45 MA/m?. Der grofie
Torusradius betragt Ry = 15.0m und der Spulenradius a = 3.24 m.

Die toroidale Spulenauslenkung ¢ = ¢//Ry ist das wesentlichste Merkmal nicht-
ebener Spulen. Aus diesem Grunde sollen in diesem Abschnitt weitere Grofen in
Abhéangigkeit von ¢ betrachtet werden. Im einzelnen sind dies die Normalspannungs-
komponenten og und or, die Schubspannungskomponente rg7 ( Indizes S und T
wie in Abschnitt 3.2. erlautert ) und die Virialspannung oy = Ep, [V .

In den Bildern 26 bis 30 sind die Ergebnisse dargestellt.
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Bild 26: Feldtiberhohungsfaktor fg = Bpg/Bo und Energietdberhohungsfaktor fp =
Em/E;q in Abhdngigkeit von der toroidalen Spulenauslenkung ¢'. Die punktierten
Linien im oberen Bild zeigen die analytischen Naherungen fb nach (8,6), im unteren
Bild die analytische Naherung f}; nach (3,9). Diese sind nicht von ¢’ abhdngig.
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Bild 27: Relative mittlere magnetische Kraftdichte fp = (f)h/((B3/2uo)(1 + %%))
und relative resultierende magnetische Kraft fp = Fy,, ./ Fr;y mit Fy;; nach ( 3,15)0 in
Abhdngigkest von der toroidalen Spulenauslenkung ¢'. Die punktierte Linie im oberen
Bild zeigt die analytische Ndherung ffD nach ($,18), im unteren Bild die analytische
Niherung fl; nach (3,16). Diese sind nicht von ¢' abhdingig.
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Bild 28: Relative mittlere laterale Druckspannung fpy = (0g)/(B%/2u0) und rela-

tive mittlere tangentiale Zugspannung frg = (o7)/(B2/2po) in Abhdngigkeit von
der toroidalen Spulenauslenkung c'. Die punktierte Linie ¥m oberen Bild zeigt die

analytische Niherung (o,)/(B2/2uo), im unteren Bild die analytische Naherung
(09)/(B2/2u0). Sie sind nicht von ¢ abhdngig.

64



6 1 " i 1 i " 1

- Maximale Schubspannung
Komponente tg;

Faktor fg;

toroidale Spulenauslenkung —

L " L

Virialspannung

—_—
w
o
A A 1 s
1

[\N]
a
" 1

Faktor f¢,
N
.
=
"
S

0.0 0.5 1.0 1.5 m 2.0
toroidale Spulenauslenkung T

Bild 29: Relative mazimale Schubspannung fsr = TSTM”/(B§/2;LO) und relative
Virialspannung fgy = (Em/VT)/(B2/210) in Abhdngigkeit von der toroidalen Spu-
lenauslenkung ¢!. Die punktierte Linie im unteren Bild zeigt die analytische Naherung
oy /(B2 /2uo) mit oy nach ($,22). Sie ist nicht von c' abhdngig.
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Bild 30: Relative mazimale Vergleichsspannung fy pr = o,,MM“/(Bg/2u0) und Fak-
tor go = (Z|0|) /oy mit oy = Em/Vp ( Virialspannung ) in Abhdngigkeit von der
toroidalen Spulenauslenkung ¢'. Die punktierte Linie im oberen Bild zeigt die ana-
lytische Ndherung f{,M nach (8,29), im unteren Bild die analytische Néiherung gl

nach (8,24). Diese sind nicht von ¢/ abhdngig.
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Diskussion der Ergebnisse ( Bilder 26 bis 30 ):

Mit steigender toroidalen Spulenauslenkung ¢ der Spulen nehmen sowohl die
Feldiiberh6hung an den Spulen als auch die Energieliberhohung im Spulensystem
monoton zu. Das liegt daran, da Spulensysteme mit nichtebenen Spulen neben
der toroidalen Feldkomponente B, zusitzlich eine poloidale Feldkomponente By er-
zeugen. Die Selbstinduktivitdten der Spulen und die Induktivitit des Gesamtsy-
stems und damit die Konzentration der Energiedichte in Spulenndhe wachsen mit
zunehmender toroidaler Spulenauslenkung. Die analytische Naherungen fir den
Feldiiberhdhungsfaktor nach (3,6) und fiir den Energietiberh6hungsfaktor nach (3,9)

sind von ¢ unabhdngig. Gleichung (3,9) gibt den asymptotischen Grenzwert der
Energietiberhohung fir N — oo und ¢ — 0 an.

Die relative mittlere magnetische Kraftdichte fp in den Spulen als auch die
relative resultierende magnetische Kraft fz der Spulen nehmen mit steigender toroi-
dalen Spulenauslenkung ¢ der Spulen monoton zu. Die Zunahme von fp ist jedoch
minimal, weil mit steigender toroidalen Spulenauslenkung ¢ auch das Spulenvolumen
Vsp zunimmt. Die relative mittlere laterale Normalspannungskomponente fpp ist
eine monoton abnehmende Funktion von ¢. In einer diinnen toroidalen Schale mit
axialsymmetrischer Stromverteilung herrscht, wie (3,17) zeigt, in toroidaler Richtung
uberall Druck vor. Enthalt die toroidale Schale jedoch diskrete nichtebene Spulen,
dann ist die Axialsymmetrie gestort und es kann lokal in lateraler Richtung Zug auf-
treten. Bei sehr starker toroidaler Spulenauslenkung ¢ der Spulen kann sogar im Mit-
tel in lateraler Richtung Zugspannung vorherrschen ( (og) > 0, siehe Bild 28 ). Auch
die relative mittlere tangentiale Normalspannungskomponente fr g ist eine monoton
abnehmende Funktion von ¢. Die relative maximale Schubspannungskomponente
fsT hingegen nimmt mit steigender toroidaler Spulenauslenkung ¢ der Spulen stark
zu. Es kommt also bei dem Konzept der gegenseitigen Abstiitzung der Spulen mit
zunehmendem c¢ zu einer ungiinstigeren Spannungsverteilung in den Spulen. Dabei
zeigt eine Anordnung mit 50 Spulen insgesamt niedrigere Spannungswerte als eine sol-
che mit 20 Spulen. Die Virialspannung oy = Ey, /Vr ist eine monoton zunehmende
Funktion von ¢. Das liegt daran, dafl Spulensysteme mit nichtebenen Spulen einen
hoheren Energieinhalt haben als solche mit ebenen Spulen. Die relative maximale
Vergleichsspannung fy ps in den Spulen nimmt mit wachsender toroidaler Spulenaus-
lenkung ¢ zu. Das ist durch die starke Zunahme der Schubspannungskomponenten
bedingt. Der Faktor g, zeigt wegen der abnehmenden Normalspannungskomponen-
ten in den Spulen und des zunehmenden Energieinhaltes des magnetischen Feldes mit
steigender toroidalen Spulenauslenkung ¢ der Spulen einen monoton abnehmenden
Verlauf.
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3.5. Zusammenfassung der Ergebnisse der Parameterstudien

Die magnetische Flufdichte im Spulenbereich ist vor allem fiir den Aufbau der
supraleitenden Spulen und fiir die Auswahl des Supraleitermaterials von Bedeutung.
Die Feldiiberh6hung nimmt zu, wenn man die Liicken zwischen den Spulen vergro8ert.
Folglich steigt sie im allgemeinen mit zunehmendem groBen Torusradius Rp, mit ab-
nehmender Spulenanzahl N und mit abnehmendem Spulenquerschnitt A;. Sie nimmt
auch bei sehr klein werdendem Spulenaspektverhiltnis A;, = Ro/a zu, denn wegen
des Toruseffekts kommt es in diesem Falle an der Seite, die der Torusachse zugewandt
ist, zu einer starken Feldiiberhéhung. Beide Effekte zusammen fiihren dazu, daf es
ein Minimum, d.h. fiir jede Konfiguration ein giinstigstes Spulenaspektverhaltnis Ap,,
gibt. Dieses Minimum fiir die Feldiiberh6hung ist sehr flach und liegt je nach Spu-
lenanzahl bei etwa A,, = 3,...,5. Die toroidale Spulenauslenkung der Spulen sorgt
dafiir, daB8 eine poloidale Feldkomponente By entsteht. Diese fithrt ebenfalls zur
Steigerung der Feldiiberhohung. Die Feldiiberh6hung ist am niedrigsten bei einer
moglichst gleichmafigen Stromdichteverteilung auf dem Torus.

Der magnetische Energieinhalt im Spulensystem ist fiir die Dimensionierung des
Spulenverbandes mafigebend. Nach dem Virialtheorem skaliert das Materialvolumen
des Spulensystems mit dem Energieinhalt, wenn man ein bestimmtes zulassiges Ni-
veau der mechanischen Spannungen in der stromtragenden toroidalen Schale zugrun-
delegt. Der magnetische Energieinhalt skaliert mit dem Quadrat der magnetischen
FluBdichte By auf der magnetischen Achse. Die Energieiiberhéhung in der strom-
tragenden toroidalen Schale nimmt wie die Feldiiberh6hung bei grofiler werdenden
Liicken zwischen den Spulen zu. In diesem Falle vergrofert sich auch das Streufeld
der Konfiguration. Die magnetische Energie des Streufeldes erreicht in den Para-
meterstudien maximale Werte von bis zu 90 % der Energie des zugehorigen idealen
Torus; in realistischen Konfigurationen mit optimierten Parametern liegt sie im Be-
reich von 20 % oder darunter. ( Im Gegensatz dazu kdnnen sich beim “Torsatron” (8]
mehr als vier Fiinftel der gespeicherten magnetischen Energie im Streufeld befinden. )
Der magnetische Energieinhalt des Spulensystems kann auch unter den Wert des zu-
gehorigen idealen Torus absinken. Das ist auf den endlichen Querschnitt der Spulen
des realen Systems zuriickzufiihren. Mit zunehmender toroidaler Spulenauslenkung
nimmt die Energieiiberhohung wegen der wachsenden poloidalen Feldkomponente By
monoton zu.

Die magnetischen Krdfte in den Spulen sind eine Folge der Energiespeicherung
im magnetischen Feld und belasten das Material. Sie skalieren mit dem Quadrat
der magnetischen FluBdichte By auf der magnetischen Achse. Neben der magneti-
schen Kraftdichteverteilung f = ; x B , die die Eingangsgrofe fiir die mechanische
Spannungsanalyse bildet, ist die resultierende Kraft auf die Einzelspule des Systems
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von Bedeutung. Diese resultierende Kraft ist im wesentlichen auf die Torusachse hin
gerichtet. Die resultierende Kraft auf ein Spulensegment der toroidalen Schale des
idealen Torus skaliert wie der magnetische Energieinhalt mit a%. In einem System
diskreter Spulen mit endlichen Abmessungen wachst die resultierende Kraft auf die
Einzelspule sogar stirker ( etwa mit a2® fiir ¢ = 0.08 und N = 20 Spulen, siche
Bild 15 ) an. Bezieht man die resultierende Kraft einer Einzelspule auf die eines
Spulensegments des idealen Torus, so nimmt sie mit wachsendem Streufeld, d.h. mit
zunehmendem grofilen Torusradius Ry und mit abnehmender Spulenanzahl N, ab.
Mit zunehmender toroidaler Spulenauslenkung ¢ der Spulen nimmt die resultierende
Kraft auf die Einzelspule des Systems mit kontinuierlich ansteigendem Gradienten

% monoton zu.

Die mechantschen Spannungen in den Spulen eines toroidal angeordneten Spu-
lensystems skalieren wie die magnetischen Krafte mit dem Quadrat der magnetischen
Flufidichte By auf der magnetischen Achse. Die Maximalwerte der mechanischen
Spannungen, d.h. die der Vergleichsspannung o, s und vor allem die der Schubspan-
nungskomponenten, dirfen die zuldssigen Werte nicht iberschreiten. Die maximale
Vergleichsspannung oy, s, der toroidalen Schale steigt mit zunehmendem Spulenra-
dius a besonders stark an ( durchschnittlich etwa mit a!*7 fiir die Kurven in Bild 16 ).
Die analytische Naherung nach (3,29) gibt dieses Verhalten qualitativ richtig wieder.
Die maximale Vergleichsspannung o,yr,, .. steigt ebenfalls mit zunehmender toroi-
daler Spulenauslenkung der Spulen, abnehmender Spulenhéhe A und abnehmender
Spulenanzahl N an. Fir ein bestimmtes Spulenaspektverhaltnis A, = Rg/a wird
die Vergleichsspannung o, s minimal. Dieses sehr flache Minimum liegt fir IV = 20
Spulen bei etwa Ay, = 5. Fir N > 20 Spulen verschiebt sich das Minimum zu
hoheren Werten fiir das Spulenaspektverhiltnis A,; hin. Als besonderes Merkmal
von Spulensystemen mit nichtebenen Spulen nimmt die gro8te Schubspannungskom-
ponente 7gy mit wachsender toroidaler Spulenauslenkung ¢ der Spulen stark zu ( in
erster Naherung linear mit ¢, siehe Bild 29 ).

Zusammengefaflt gilt, daB die Feldiiberhohung und die Energieiiberh6hung im
Spulensystem um so grofer sind, je konzentrierter die Stromverteilung ist, d.h.

- je weniger Spulen das Spulensystem bilden,

- je grofler die Liicken zwischen den Spulen sind,

- je kleiner der Spulenquerschnitt ist,

- je mehr der Spulenquerschnitt zum Quadrat wird.

Auflerdem nehmen die beiden genannten Systemgrofien mit steigender toroidaler
Spulenauslenkung ¢ der Spulen wegen der zusatzlichen poloidalen Feldkomponente
By zu. Das ist im Einklang mit der Beziehung Ey, = 'fi? [ B%dv.
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Fir das Konzept der gegensestigen Abstitzung einer toroidalen Anordnung
von Spulen durch Bildung einer vollstandigen forotdalen Schale mit konstanter
FluBdichte By auf der magnetischen Achse gilt: Die mittlere magnetische Kraft-
dichte in den Spulen nimmt im allgemeinen mit wachsendem magnetischen Streufeld
zu, wohingegen die resultierende magnetische Kraft der Spulen im allgemeinen um so
grofer ist, je kleiner das magnetische Streufeld ist. AuBerdem steigt die resultierende
magnetische Kraft mit wachsender toroidaler Spulenauslenkung ¢ der Spulen an. Die
maximale Vergleichsspannung o, s Mag ID den Spulen nimmt um so mehr zu, je grofier
das Verhaltnis von Spulenradius a zu Spulenhéhe k und die toroidale Spulenauslen-
kung ¢ sind. Ein besonderes Merkmal von Systemen mit nichtebenen Spulen ist die
starke Zunahme der Schubspannungen bei wachsender toroidaler Spulenauslenkung
der Spulen.

Nachzutragen bleibt noch, dafl die Ergebnisse der Spannungsanalyse, die mit
Hilfe der Methode der finiten Elemente (FE) ermittelt werden, einer kritischen Be-
wertung bediirfen. Es gibt mehrere Faktoren, die die Rechengenauigkeit beeinflussen.
Zunichst ist das verwendete FE-Modell trotz der grofien Elementanzahl ziemlich
grob, denn es gibt z.B. in radialer Richtung keine Unterteilung. AufBlerdem sind
die Elemente im allgemeinen Quader mit unterschiedlichen Seitenabmessungen. Das
kann bei den gegebenen Aspektverhiltnissen der Abmessungen zu Fehlern bis zu
etwa 15 % fithren [43]. Die Spannungswerte auf den Randflichen werden durch In-
terpolation bestimmt, so dafl hier weitere Fehler entstehen konnen. Die ermittelten
maximalen Spannungswerte sind Maxima an den Rechenpunkten und nicht unbedingt
die absoluten Maximalwerte. Zur Ermittlung der absoluten Maximalwerte ware fir
jeden Einzelfall eine Detailstudie erforderlich. Die Ergebnisse werden ferner dadurch
beeinfluit, daB die Kraftdichteverteilung iiber dem Spulenradius nicht bertcksichtigt
ist, sondern daBl mit Mittelwerten der Kraftdichte gema8 (3,2) gerechnet wird. Das ist
jedoch von geringerer Bedeutung, da die mechanischen Spannungen integrale Grofien
der Kraftdichten sind [44]. Trotz der dargelegten Einschrankungen hinsichtlich der
Genauigkeit haben die Ergebnisse ihre Bedeutung, da es bei den Parameterstudien in
erster Linie auf die relative Abhingigkeit von den Variationsparametern ankommdt.
Fiir die genaue Ermittlung lokaler Spannungswerte, insbesondere von Spannungs-
maxima, sind jeweils Detailstudien erforderlich, die iber den Rahmen dieser Arbeit
hinausgehen.
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4. Simultane Parametervariation in toroidalen Spulensystemen

4.1. Allgemeines

In diesem Kapitel werden die Systemgrofien einer toroidalen Spulenanordnung
mit ebenen und nichtebenen Spulen unter der Voraussetzung, dafl die geometrischen
Parameter einer simultanen Variation unterzogen werden, betrachtet. Dabei werden
der grofle Torusradius Ry, der Spulenradius a und die Spulenhohe h gleichzeitig in der
Weise variiert, daB das Spulenaspektverhéltnis Ay, = Rp/a und das Verhaltnis a/h
von Spulenradius und Spulenhdhe konstant bleiben. Die analytischen Naherungen
fir den Feldiiberhohungsfaktor fg = Bjs/Bp und den Energieiberhéhungsfaktor
fE = Em/E;q, sowie fiir die relative Virialspannung fgy und die relative maximale
Vergleichsspannnung fy ps des idealen Torus mit endlicher Wandstarke h sind unter
diesen Voraussetzungen konstante Groflen, da sie nur von den obengenannten dimen-
sionslosen Verhaltnissen abhangen, wie die Gleichungen (3,6), (3,9), (3,22) und (3,26)
zeigen.

Bei der Variation wird eine konstante magnetische FluBidichte auf der magneti-
schen Achse By vorausgesetzt. Der Zusammenhang mit der mittleren Stromdichte
Jo in der Wandung ist

Bo=pojoh. (4,1)

Betrachtet man ein System aus N diskreten Spulen mit der Spulenhdhe h und der
Spulenbreite d, gespeist mit der Stromdichte 7., so folgt

N
() d —
K0 Je Py

Nd ha
271 Ry a Ry’
Bei konstanter magnetischer FluBidichte By auf der magnetischen Achse und konstan-
ter Spulenanzahl N mu8 also bei der obengenannten Variation das Produkt pg jc d

Bo = pojch (4,2)

konstant sein. Das bedeutet, daBl mit zunehmenden geometrischen Dimensionen ent-
weder bei konstanter Stromdichte 7. und konstanter Spulenbreite d das Verhaltnis h/d
von Spulenhéhe zu Spulenbreite immer gréBer und damit die einzelne Spule zuneh-
mend scheibenformiger wird oder dafl bei konstantem Verhéltnis h/d die Stromdichte
Je linear mit 1/d abnehmen mu8.

Bei Spulensystemen in Reaktordimensionen mit supraleitenden Spulen strebt
man an, die Stromtragfahigkeit des Supraleiters auszunutzen. Man wird deshalb
eine Stromdichte oberhalb eines gewissen Wertes wahlen. Das fihrt bei wachsenden
geometrischen Dimensionen tendenziell zu Konfigurationen mit zunehmend filigranen
Einzelspulen und zu steigender Virialspannung oy, da bei j. = const. der Spulen-
querschnitt Ac = h - d wegen Bg ~ jc Ac/Rp nur linear mit Ry ansteigen muS8.
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4.2. Numerische Berechnungen

Die nunrerischen Berechnungen werden wiederum an einem modularen Spulen-
system des L2-Stellarators durchgefiihrt ( siehe Bild 7 ). Dabei werden der grofie To-
rusradius Rp, der Spulenradius a und die Spulenhdhe h in der Weise variiert, daf} das
Spulenaspektverhiltnis A, = Rp/a und das Verhéltnis a/h von Spulenradius und
Spulenhéhe konstant bleiben. Mit Hilfe des erwahnten EFFI-Programmsystems [36]
werden die maximale magnetische FluBdichte an den Spulen, die Gesamtinduktivitat
des Spulensystems und damit der Energieinhalt des Magnetfeldes sowie die magne-
tische Kraftdichteverteilung in den Spulen bestimmt. Zur Berechnung der mechani-
schen Spannungen in den Spulen wird das Programmsystem SAP V(2) [38] benutzt.
Dieses Programmsystem berechnet mit Hilfe der Methode der finiten Elemente unter
Zugrundelegung linear elastischer Materialdaten und der zuvor berechneten magneti-
schen Kraftdichteverteilung als Eingangsgrofie den mechanischen Spannungstensor S
fiir die Elemente.

Der Variationsbereich von Ry ist: 6.0m < Ry < 24.0m.
Der Variationsbereich von a ist: 1.296m < a < 5.184m.
Der Variationsbereich von h ist: 0.4m < h < 1.6 m.

Dabei ist das Spulenaspektverhiltnis mit A,, = 4.63 und das Verhéltnis von Spulen-
radius und Spulenhdhe mit a/h = 3.24 konstant. Das Volumen der toroidalen Schale
variiert entsprechend Vp = 4712 Rgah zwischen der minimalen Grofe Vp = 122.8 m3
und der maximalen Grofe Vg = 7858.8m?, d.h. es wichst mit der dritten Potenz
von Ry an.

AuBerdem sind die folgenden Groflen bei den Berechnungen konstant:

- Magn. FluBdichte auf der Plasmaachse Byg 72l

- Spulenstromdichte Je 45 M A/m?
- Spulenbreite d 0.6m

- Zahl der toroidalen Feldperioden M 5

- Spulenanzahl pro Feldperiode n 4

- Gesamtanzahl der Spulen N 20

- Zahl der poloidalen Feldperioden L 2

Zusitzlicher Variationsparameter ist die toroidale Spulenauslenkung ¢: Es wer-
den Funktionswerte fiir ebene Spulen (¢ = 0) und fiir nichtebene Spulen mit ¢ = 0.04
ermittelt.

Die Ergebnisse der numerischen Berechnungen sind in den folgenden Bildern 31
und 32 dargestellt, ihre Diskussion erfolgt in Abschnitt 4.3.
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Bild 31: Feldiberhohungsfaktor fg = Bps/Bo und Energietiberhohungsfaktor fp =
Em/E;q in Abhangigkeit vom grofien Torusradius Ry unter der Voraussetzung Am =
Ry/a = 4.63 = const. und a/h = 3.24 = const.. Die punktierte Linie tm oberen

Bild zeigt die analytische Funktion f_’B nach (8,6), im unteren Bild die analytische

Funktion [ nach (3,9).
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Bild 32: Relative Virialspannung fgv = (Em/VT)/(B2/210) und relative mazimale
Vergleichsspannung fyy = UvMM”/(Bg/ZﬂO) in Abhdngigkeit vom grofen To-
= 4.63 = const. und a/h =
3.24 = const.. Die punktierte Linie im oberen Bild zeigt die analytische Naherung
oy [(B%/2uo) mit oy nach (8,22), im unteren Bild die analytische Néherung fi 5y

rusradius Ro unter der Voraussetzung Am = Rp/a

nach ($,29).
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4.3. Diskussion der Ergebnisse

Wenn man die geometrischen Parameter einer toroidalen Konfiguration in der
Weise variiert, daB das Spulenaspektverhéltnis Ay, = Ro/a und das Verhiltnis a/h
von Spulenradius und Spulenhéhe konstant bleiben, dann sind fir den “idealen To-
rus” die betrachteten Systemgrofien ebenfalls konstant. Bei einer Anordnung von N
diskreten Spulen ergeben sich jedoch gewisse Variationen der Systemgrofien, die in
den Bildern 31 und 32 dargestellt und im folgenden diskutiert werden:

Die Feldiiberhéhung an den diskreten Spulen nimmt mit zunehmenden geometri-
schen Dimensionen wegen der gréBer werdenden Liicken zwischen den Spulen und des
damit anwachsenden Streufeldes monoton zu. Die bei der Variation festgehaltene An-
zahl N der Spulen bewirkt eine zunehmende Stromkonzentration am Ort der Spulen.
Bemerkenswert ist, dafl die Feldliberhohung an den Spulen fiir kleine geometrische
Dimensionen den Wert der analytischen Naherung nach (3,6) unterschreitet.

Die Energieiiberh6hung in dem Spulensystem mit N diskreten Spulen steigt mit
zunehmenden geometrischen Dimensionen wegen des wachsenden Streufeldes eben-
falls monoton an. Sie ist hier generell hoher als der Wert, der durch die analytische
Naherung nach (3,9) errechnet wird. Das Bild 32 zeigt, daBl der magnetische Ener-
gieinhalt wegen des relativ groflen Streufeldes etwa um den Faktor 1.1 bis 1.4 grofler
ist als der des zugehorigen idealen Torus. Der magnetische Energieinhalt des idealen
Torus skaliert mit Rg, folglich ergibt sich im Fall diskreter Spulen ein noch starkerer
Anstieg ( etwa mit Rg'l fir ¢ = 0.04 und N = 20 Spulen ). Der Betrag des magne-
tischen Energieinhalts ergibt sich fiir die Konfiguration mit Ry = 4m und ¢ = 0.04
etwa zu Ey, = 4.8 GJ und wachst fir By = 24 m auf E,, = 378.5GJ an.

Die Virialspannung oy = Ey,/Vr, d.h. das Verhaltnis von gespeicherter magneti-
scher Energie zum Volumen der toroidalen Schale, zeigt ebenso wie der Energieinhalt
selbst mit zunehmenden geometrischen Dimensionen eine leicht steigende Tendenz.
Sie ist etwa um den Faktor 1.8 bis 2.3 grofler als der Magnetfelddruck Bg /2p0 auf
der Plasmaachse. Die Virialspannung betriagt also bei der betrachteten Konfigura-
tion etwa zwischen oy = 38.2 M Pa und oy = 48.2 M Pa. Die analytische Naherung
nach (3,22) fir den zugehorigen idealen Torus mit endlicher Wandstédrke h ergibt
einen Wert von etwa oy = 30.5 M Pa.

Die maximale Vergleichsspannung oyps,, .. zeigt wie die Virialspannung oy mit
zunehmenden geometrischen Dimensionen eine leicht steigende Tendenz. Sie ist etwa
um den Faktor 7.2 bis 8.0 grofler als der Magnetfelddruck Bg /2po auf der Plas-
maachse. Die maximale Vergleichsspannung wirkt an der Innenseite der Spulen
in dem Bereich, der der Torusachse zugewandt ist und liegt zwischen oypr,,.. =
148.5 M Pa und oypf,,,, = 165.5 MPa. Die analytischen Naherung nach (3,26) er-
gibt einen Wert von etwa oypr,,,. = 125.6 M Pa.
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ZusammengefaBt gilt fiir eine toroidale Anordnung von Spulen, die zu einer
vollstandigen toroidalen Schale mit konstanter FluBdichte By auf der magnetischen
Achse ausgebildet ist, wenn die geometrischen Parameter dieser Schale einer simul-
tanen Variation in der Weise unterzogen werden, dafl das Spulenaspektverhiltnis
Am = Rp/a und das Verhiltnis ¢/h von Spulenradius und Spulenhohe konstant blei-
ben: Der Energieiberhhungsfaktor fg = Eyp/E;q, die Virialspannung oy und die
maximale Vergleichsspannnung o, s,, in den Spulen nehmen trotz erheblicher Zu-
nahme der geometrischen Dimensionen und der gespeicherten magnetischen Energie
nur geringfigig zu. Die Zunahme ist durch die grofier werdenden Liicken zwischen den
Spulen und des damit verbundenen Anwachsens des Streufeldes verursacht. Die maxi-
male Vergleichsspannung oy ps,,,. zeigt die gleiche, mit zunehmenden geometrischen
Dimensionen leicht steigende Tendenz wie die Virialspannung oy, so dafl man aus der
gespeicherten magnetischen Energie und den Volumina der Anordnung die maximale
Vergleichsspannung in den Spulen ( zumindestens fiir kleine toroidale Spulenauslen-
kungen ) abschatzen kann. Naherungsweise konnen die betrachteten Systemgrdéfien
sogar als konstant ansehen werden.
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5. Optimierung eines modularen Stellarator-Spulensystems

5.1. Allgemeines

Zur Grundlage der folgenden Betrachtungen wird eine Konfiguration des “Ad-
vanced Stellarator” [9] vom WTAS-Typ [12] gewahlt, die die Bezeichnung ASRA6C
tragt. Diese Konfiguration ist die Referenzkonfiguration der Studie [45], in der Fra-
gen zur Physik und zur Technologie modularer Stellarator-Reaktoren behandelt sind.
Die Bezeichnung ASRAG6C bedeutet: “Advanced Stellarator Reactor” mit Spulen, be-
schrieben durch ein “Analytisches Windungsgesetz” und 6 Spulen pro Feldperiode,
Version C. Die zentralen Faden der Spulen folgen analytischen Gleichungen, wie sie
in (46| beschrieben sind. Im Vergleich zu den in den Kapiteln 3. und 4. behandelten
Konfigurationen mit Spulen kreisformiger Apertur ist das Spulensystem ASRAG6C
komplizierter: Die Spulen sind in der Projektion auf die Ebene ¢ = const. elliptisch
geformt. Die Ellipsen haben fiir alle Spulen das gleiche Achsenverhiltnis von 1.17
und stehen aufrecht. Sie sind auf dem grofien Radius Ry = 20m mit einer leichten
Ostzillation in der Ebene z = const. entsprechend R(p) = Rp (1 — kcos(5¢)) ange-
ordnet, wobei £k = 0.016 und ¢ der toroidale Winkel ist. Bild 33 zeigt die Aufsicht
von ASRA6C.

Bild 33: Spulensystem ASRA6C
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Die Raumkurve der Spulen von ASRA6C enthilt die poloidalen FOURIERkom-
ponenten £ = 1, £ = 2 und £ = 3. Das Spulensystem besteht aus 5 toroidalen
Feldperioden mit je 6 Spulen. Es gibt im Gesamtsystem 3 verschieden geformte
Spulentypen. Die Spule 1 bzw. die Spule 6 weist eine besonders grofie toroidale Aus-

lenkung aus der Ebene ¢ = const. auf; der maximale Wert betragt etwa c=24m.
Das entspricht ¢ = ¢/ /Ry = 0.12.

Im folgenden werden die Eigenschaften des Spulensystems ASRA6C beschrieben,
die elektromagnetischen Krifte in den Spulen berechnet, die mechanischen Spannun-
gen analysiert und das Spulensystem optimiert. Dabei werden der Torusradius Ry,
der Spulenradius a, die Anzahl N der Spulen des Systems und die toroidale Spulen-
auslenkung ¢ nicht verindert. Variationsparameter sind der Spulenquerschnitt A,
und das Aspektverhiltnis des Spulenquerschnitts Aq. Ziele der Optimierung sind
minimale magnetische FluBidichten an den Spulen, minimaler magnetischer Energie-
inhalt des Spulensystems, minimale Massen des Systems und minimale mechanische
Spannungen in den Spulen.

5.2. Die Eigenschaften des Spulensystems ASRA6C

Das Spulensystem ASRA6C hat die Eigenschaften, die fiir den “Advanced Stella-
rator” typisch sind [12]. AuBlerdem sind bereits einige technische Gesichtspunkte, die
zu einer Verminderung der mechanischen Belastungen und der gespeicherten magne-
tischen Energie fiihren, beriicksichtigt. So ist durch die Wahl eines relativ diinnen
Blankets von durchschnittlich 0.20m Dicke, das in [47] vorgeschlagen wurde, der
Abstand zwischen der Innenseite der Spulen und der Plasmarandschicht auf 1.20m
reduziert. Die Plasmasiule hat einen mittleren Radius von rp = 1.60m, und der
Wert des mittleren Radius der Spulen liegt mit a = 4.57m nahe der unteren, tech-
nisch moglichen Grenze.

Das Magnetfeld im Plasmabereich ist durch eine Rotationstransformation ¢ =
27 0.47 auf der magnetischen Achse mit einer leichten positiven Verscherung gekenn-
zeichnet. Es besitzt eine geringe magnetische Mulde V" = AV'/V' = —0.5%. Der
Betrag der magnetischen Fludichte auf der magnetischen Achse betragt Bg=54T.
Der normierte mittlere Plasmadruck 8 = (p)/(B3/2uo) fiir einen stabilen Plasmaein-
schluB betragt bei ASRA6C weniger als 5% und ist damit fir einen kommerziellen
Fusionsreaktor noch nicht als ausreichend anzusehen.

Die magnetischen Fluflichen und die Projektion der Spulen sind in Bild 34 fir
die toroidalen Winkel ¢ = 0° und ¢ = 36° dargestellt.
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Bild 34: Magnetische FlufifiGchen und Spulen von ASRA6C bet ¢ = 0° und p = 36°

Die charakteristischen Dimensionen und die Werte des magnetischen Feldes sind
in der folgenden Tabelle zusammengefafit:

- Grofler Torusradius Ry 20m

- Mittlerer Plasmaradius Tp 1.6m

- Mittlerer Spulenradius a 4.5Tm

- Radiale Spulenhdhe h 1.20m

- Laterale Spulenbreite d 1.00m

- Mittleres Spulenvolumen Ve 40m3

- Spulenanzahl N 30

- Gemittelte Stromdichte Je 15MA/ m?
- Gesamt-Spulenstrom I, 18MA

- Magn. FluBidichte auf der Plasmaachse By 54T

- Max. magn. FluBidichte an den Spulen By 104T

- Magnetfelddruck auf der Plasmaachse Bg‘/ 210 11.6 M Pa
- Gesamt-Induktivitat (einwind. Spulen) L 722 uH

- Gespeicherte magnetische Energie Em 117G

- Mittlere Kraftdichte (f) 44 MN/m3
- Maximale lokale Kraftdichte |flar 155 MN/m?
- Maximale result. Kraft (eine Spule) | F|res 168 M N

Die Spulen , die einen Querschnitt von A¢ = 1.2m?2 besitzen, werden mit einem

Spulenstrom von I, = 18 M A gespeist, so dafl sich eine Stromdichte jo = 15 M A/ m?2
ergibt. Diese Stromdichte ist ein Mittelwert iber den Windungsquerschnitt, d.h. iber
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die Kombination von Supraleiter mit Cu-Stabilisator, innerem Strukturmaterial, Iso-
lation und Heliumkanilen. Im Innern der toroidal angeordneten, nichtebenen Spulen
existiert eine komplizierte magnetische Feldverteilung. Die magnetische FluBdichte
umfaBt alle drei Komponenten mit betrachtlichen Gradienten. Einen Uberblick iiber
die magnetische Feldverteilung in der Ebene z = 0 im ersten Quadranten der Konfi-
guration gibt das Bild 35.
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Bild 35: Betrag der magnetischen Flufdichte im ersten Quadranten des Spulensy-
stems ASRA6C
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Die Spitzenwerte der magnetischen FluBidichte treten an den Spulen auf. Der
Maximalwert des Betrages der magnetischen Flufidichte befindet sich an der Innen-
seite der Spulen. Wegen der unterschiedlichen Form und der verschiedenen Abstinde
der Spulen differiert das Maximum der magnetischen Flufidichte an den drei unter-
schiedlichen Spulen einer Feldperiode und liegt nicht unbedingt in der Ebene z = 0.
Das absolute Maximum befindet sich an Spule 2 und betrdagt Bys = 10.4 T, siehe
Bild 36. Dieser Wert zeigt, daB Nb3Sn als supraleitendes Material erforderlich ist
[3]. Das Spulenaspektverhaltnis betrigt Ay, = Ro/a = 4.38 und befindet sich damit
im Bereich minimaler Feldiberhohung entsprechend Bild 11 und im Bereich mini-
maler mechanischer Vergleichsspannung entsprechend Bild 13, wenn man jeweils auf
Konfigurationen mit einer Spulenanzahl N = 30 extrapoliert.

Die Gesamt-Induktivitit des Spulensystems ASRA6C betragt L = 722 uH fir
30 einwindige Spulen. Mit einem Spulenstrom von I, = 18 M A fithrt das auf eine
gespeicherte magnetische Energie im Spulensystem von E, = 117GJ. Man kann
diese Zahlenwerte mit denen des “idealen Torus” gleichen Volumens vergleichen:
Lig = uoN*(Rog — \/R2? — a?) = 598 uH und somit E;; = 97GJ. Die Energie
des realen Systems ASRAG6C ist also um den Faktor 1.21 hoher als die des “idealen
Torus”. Das bedeutet, daB etwa 21 % der Energie des magnetischen Feldes im Streu-
feld lokalisiert sind.

|B| q =10.4T

0 S 10 15 20 25 30 35

Bild 36: Magnetische Flufdichte an der Innenseite von Spule 2. Die Werte sind an
5 Konturen entlang des inneren Umfangs der Spule berechnet.
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5.3. Magnetische Krafte

Die magnetischen Krifte, die an den nichtebenen Spulen angreifen, wirken
sowohl in radialer als auch in lateraler Richtung. Um die Kraftdichteverteilung zu
beschreiben, wird das in Abschnitt 3.2. genannte natiirliche, lokale Koordinatensy-
stem R, S, T benutzt. Da in diesem Koordinatensystem die Stromdichte nur dje
Komponente jr hat, ergeben sich wegen f = ;X B fiir die Kraftdichte die beiden
Komponenten fp und fg in radialer und in lateraler Richtung. Die Bilder 37 bis 39
zeigen die iber dem Spulenquerschnitt gemittelten Kraftdichten der Spulen 1 bis 3 in
lokalen Koordinaten. Es wird deutlich, daB die laterale Kraftdichtekomponente fg
bei Spulen mit starker toroidaler Auslenkung ( Spule 1 und Spule 6 ) die gleiche
Grofenordnung erreicht wie die radiale Kraftdichtekomponente fR-

Summiert man die laterale Kraftdichtekomponente [s der Spulen auf, so stellt
man fest, da diese sich {iber eine Feldperiode zu Null addiert, d.h. es gibt kein
Drehmoment in Bezug auf die Torusachse. Die mittlere Kraftdichte in den Spulen
betrigt etwa 44 MN/m2. An der FuBfliche von Spule 2 tritt das lokale Maximum
der Kraftdichte auf. Dieses betrigt etwa |f|ps = 155 MN/m?®. Das Maximum ist
also wegen der starken Gradienten innerhalb der Spule mehr als dreimal so gro8 wie
die mittlere Kraftdichte in den Spulen.

MN/m

-+ P

0 5 10 1S 20 25 30 35

Bild 37: Magnetische Kraftdichtekomponenten der Spule 1 in Abhdngigkeit von der
Langskoordinate der Spule. Die gestrichelte Linse stellt den Betrag dar.
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Bild 38: Magnetische Kraftdichtekomponenten der Spule 2 in Abhdngigkeit von der
Léingskoordinate der Spule. Die gestrichelte Linie stellt den Betrag dar.
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Bild 39: Magnetische Kraftdichtekomponenten der Spule 8 in Abhdngigkeit von der
Léangskoordinate der Spule. Die gestrichelte Linie stellt den Betrag dar.
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Wegen der toroidalen Anordnung des Spulensystems wird auf jede Spule eine
resultierende Kraft ausgeiibt ( siehe Bild 40 ). Der Betrag dieser resultierenden Kraft
differiert von Spule zu Spule; das Maximum betragt fir die Konfiguration ASRA6C
etwa |F|res = 168 MN . Das Bild 40 zeigt die Kréfte im einzelnen.

e

1)
Uigse®,

Bild 40: Resultierende Krdfte der Spulen des Spulensystems ASRA6C

5.4. Analyse der mechanischen Spannungen

Damit das Spulensystem im Gleichgewicht bleibt, wird das in Abschnitt 3.2. be-
schriebene Prinzip der gegenseitigen Abstiitzung der Spulen angewendet: Die Zwi-
schenrdume zwischen den Spulen werden durch materielle Elemente ausgefiillt, so
daB eine toroidale Schale entsteht, die am Ort der Spulen mit einer magnetischen
Kraftdichteverteilung belegt ist. Bild 41 zeigt die Darstellung der finiten Elemente
der Konfiguration ASRA6C. Sie besteht insgesamt aus 4320 Elementen mit 8640 Kno-
ten. Mit dem Programmsystem SAP V(2) [38] werden bei isotropen Materialdaten
( E =150 GPa, v = 0.3 ) die mechanischen Spannungen in den Spulen errechnet.
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Bild 41: Konfiguration ASRAG6C als toroidale Schale.

Als Ergebnis der numerischen Berechnungen erhalt man fiir die Vergleichsspan-
nung ( VON MISES Spannung ) einen maximalen Wert von oypr,,,. = 160 M Pa.
Dieser wirkt auf die Spulen 3 und 4 an der Innenseite der Spulen in dem Bereich ,
der der Torusachse zugewandt ist ( siehe Bild 42 ). Die Vergleichsspannung enthélt
einen betrachtlichen Anteil an Schubspannungen. Die gré8te Schubspannungskom-
ponente tritt an den Spulen 1 und 6 auf, da diese Spulen die starksten toroidalen
Auslenkungen aufweisen. Das Maximum der Schubspannungskomponente rgy er-
reicht nahezu 60 M Pa. Die errechneten Werte fiir die Schubspannungen erscheinen

nicht akzeptabel; die Spulen miissen verstirkt werden, z.B. durch eine Armierung
aus Stahl.
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Bild 42: Vergleichsspannung oy,ps der Spulen 1 bis 6 in Abhdngigkeist von der
Ldingskoordinate der Spule. Die Werte sind an den Innenseiten der Spulen entlang
des inneren Umfangs berechnet.

5.5. Optimierung des Spulensystems

Die Optimierung des Spulensystems wird auf die Variation des Spulenquer-
schnitts bzw. die des Aspektverhiltnisses des Spulenquerschnitts beschrankt. Ziele
der Optimierung sind minimale magnetische Fluidichten an den Spulen, minima-
ler magnetischer Energieinhalt des Spulensystems, minimale Massen des Systems
und minimale mechanische Spannungen in den Spulen. Variationsparameter sind
der Spulenquerschnitt A, bei konstantem Aspektverhaltnis des Spulenquerschnitts
( Ag = h/d =1.2) und das Aspektverhiltnis des Spulenquerschnitts A4 bei konstan-
tem Spulenquerschnitt ( Ac = h-d = 1.2 m? ). Alle iibrigen geometrischen Parameter
und die Spulenanzahl werden nicht variiert.

Die Ergebnisse sind in den folgenden Abbildungen dargestellt. Bild 43 und
Bild 44 zeigen die Abhidngigkeit der SystemgréBen vom Spulenquerschnitt Ac, Bild 45
und Bild 46 die vom Aspektverhaltnis des Spulenquerschnitts Ag4.
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Bild 43: Feldiberhohungsfaktor fg = Bps/Bg und Energietiberhchungsfaktor fr =
Em/E;q in Abhdngigkeit vom Spulenquerschnitt Ac = h -d. Die punktierte Linie
zeigt die analytische Naherung f5 nach (3,6), die gestrichelte Linie f5 nach (8,9).
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Bild 44: Relative mazimale Vergleichsspannung fyapr = oyp,,../ (Bg [2p0) und re-
latives Volumen der toroidalen Schale fy,. in Abhdngigkeit vom Spulenquerschnitt
Ac = h-d. Die punktierte Linte zeigt fl’/M nach (3,29). Die gestrichelte Linie zeigt
Vr = 412 Rpah, normiert auf das Volumen der Ausgangskonfiguration.
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Bild 45: Feldiberhohungsfaktor fg = Bpg/Bp und Energietberhhungsfaktor fp =
Em/E;q in Abhdngigkeit vom Aspektverhdlinis des Spulenquerschnitts Aq = h/d.
Die punktierte Linie zeigt f nach (8,6), die gestrichelte Linie f; nach (3,9).
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Bild 46: Relative mazimale Vergleichsspannung fy pr = 0ypfy,.. /(B3 /210) und rela-
tives Volumen der toroidalen Schale fy, in Abhdngigkeit vom Aspektverhdlinis des
Spulenquerschnitts Aq = h/d. Die punktierte Linie zeigt fi,,, nach (3,29). Die
gestrichelte Linie zeigt Vp = 4n%Rgah, normiert auf das Volumen der Ausgangskon-

figuration.
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5.6. Beschreibung und Bewertung der Ergebnisse

Vergleicht man die Ergebnisse der Optimierungsrechnungen fiir ASRA6C mit

den Resultaten der Parameterstudien nach Kapitel 3., so stellt man, wie nicht anders
zu erwarten, die gleiche Tendenz der Kurvenverlaufe fest. Damit ist gezeigt, daB die
Ergebnisse der Parameterstudien fiir L2-Spulensysteme auf kompliziertere Konfigu-
rationen zumindestens fir die Systemgrofien mazimale magnetische Flufidichte und
magnetischer Energieinhalt in weiten Bereichen tibertragbar sind. Lediglich fiir die
mechanischen Spannungen erhilt man abweichende Resultate.

Die Feldiberhéhung an den Spulen nimmt mit wachsendem Spulenquerschnitt
A; ( Bild 43 ) immer mehr ab, da wegen der konstanten Durchflutung die
Stromdichte abnimmt. Die analytische Naherung nach (3,6) gibt diesen mo-
noton abfallenden Verlauf recht gut wieder. Dagegen zeigt die Feldiberhéhung
an den Spulen in Abhédngigkeit vom Aspektverhiltnis des Spulenquerschnitts A4
( Bild 45 ) ein flaches Maximum. Dieses liegt etwa bei Ag = h/d = 2.0. Da
das Maximum aber sehr flach ist, ist die Feldiberhohung in dem betrachteten
Bereich kaum von A, abhangig und praktisch konstant.

Die Energieiiberhohung im Spulensystem nimmt ebenfalls mit zunehmendem
Spulenquerschnitt A, ( Bild 43 ) monoton ab. In Abhéngigkeit vom Aspekt-
verhéltnis des Spulenquerschnitts Ay ( Bild 45 ) zeigt sie ein flaches Maximum
bei Aq ~ 1.0. Insgesamt hangt der Kurvenverlauf aber kaum von A4 ab und
kann in dem betrachteten Bereich praktisch als konstant angesehen werden. Die
analytische Naherung nach (3,9) gibt in beiden Fallen den Verlauf tendenziell
richtig wieder, allerdings mit einem Fehler von bis zu =~ 35%. Das ist auf die
relativ groBen Liicken zwischen den Spulen ( N = 30 Spulen ) und das dadurch
bedingte Streufeld zuriickzufiihren.

Die maximale Vergleichsspannung oys,,,. nimmt sowohl mit zunehmendem
Spulenquerschnitt A; ( Bild 44 ), als auch mit der VergroBerung des Aspekt-
verhiltnisses des Spulenquerschnitts Ag ( Bild 46 ) monoton ab. Das ist in
beiden Fillen auf die zunehmende Hohe h der toroidalen Schale ( Ac = h - d,
Aq = h/d ) zurickzufiihren. Die analytische Naherung nach (3,29) zeigt ten-
denziell den gleichen Verlauf, aber mit einem Fehler von bis zu ~ 100%. Dieser
grofie Fehler ist zum einen bedingt durch die starken toroidalen Auslenkungen
der Spulen 1 und 6, zum anderen durch die groflen Abweichungen der toroidalen
Schale des Systems ASRA6C ( elliptische Spulenkontur, nicht ganz kreisférmige
Anordnung der Spulen etc. ) vom Modell der Parameterstudien.

Das Volumen der toroidalen Schale Vi hat die gegenlaufige Tendenz und wachst
mit ansteigendem Spulenquerschnitt A; und zunehmendem Aspektverhaltnis des
Spulenquerschnitts Aq wegen der zunehmenden Héhe h der toroidalen Schale in
beiden Fillen kontinuierlich an.
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Man kann also die Feldiiberhhung an den Spulen, die Energieiiberh6hung im
Spulensystem und die mechanischen Spannungen in den Spulen durch eine Quer-
schnittsvergroferung der Spulen ( Abnahme der Stromdichte ) vermindern bzw. da-
durch, daB man die Spulen zunehmend scheibenférmig baut. Beides bedeutet eine
VergroBerung der Spulenhdhe h. Ein Nachteil dieser Methode ist die Tatsache,
daB dadurch auch das Volumen des Torusinnenraumes verringert wird. Dieses Ver-
fahren kann also nur soweit angewendet werden, wie die Platzverhéltnisse es zulassen.
Es besteht jedoch die Mdglichkeit, den Spulenradius a zu erhohen. Das fiihrt aber
tendenziell zu hoheren magnetischen FluBdichten an den Spulen und zu héheren me-
chanischen Spannungen, wie in Kapitel 3. gezeigt wurde.

Will man die Massen bzw. die Volumina der Anordnung reduzieren, so fihrt
dies zu einer Erhohung der magnetischen FluBdichte an den Spulen und zu héheren
mechanischen Spannungen in den Spulen. Diese Reduktion kann so weit erfolgen, bis
die maximal zuldssigen Werte fiir die magnetische Fludichte und die mechanischen
Spannungen in den Spulen erreicht werden.

Als Ergebnis der Optimierungsrechnungen dieses Kapitels kann man feststel-
len, daB das betrachtete Spulensystem ASRA6C bereits eine nahezu optimale Kon-
figuration darstellt. Einerseits erfiillt es die Eigenschaften, die fiir den “Advanced
Stellarator” typisch sind. Andererseits stellt das Spulensystem ein im Sinne dieser
Arbeit weitgehend technologisches Optimum dar. Das Spulenaspektverhiltnis liegt
mit A,, = 4.38 im optimalen Bereich. Der mittlere Radius der Spulen liegt mit
a = 4.57m an der unteren, moglichen Grenze. Wiinschenswert erscheint eine weitere
Optimierung im Hinblick auf eine dichtere Spulenbelegung des Torus, z.B. durch den
Ubergang zu einem System mit 40 Spulen. Damit kénnte eine zusitzliche Reduk-
tion der Feldiiberhéhung, der Energieiiberhohung, der magnetischen Krifte und der

mechanischen Spannungen erzielt werden.

Die hier betrachtete Abstiitzung der Spulen in Form einer vollstandigen toroi-
dalen Schale ist in der Praxis nicht méglich, da der Platz zwischen den Spulen nicht
vollig mit Strukturelementen ausgefiillt werden kann. Das Plasmagefa muf fir die
Startheizung, fir Brennstoffnachfiillung, fiir Pumpen etc. zugénglich sein. Man wird
also den Raum zwischen den Spulen nur teilweise mit Strukturelementen belegen
konnen. Diese miissen so angeordnet sein, dafl die mechanischen Spannungen in den
Spulen so gering wie méglich sind. In der Studie [45] ist eine mdgliche Ausfiihrung
dieses Abstiitzkonzeptes fiir das Spulensystem ASRA6C gezeigt: Die Spulen sind zur
Verstirkung mit einem Gehduse aus Stahl umgeben, und der Raum zwischen den
Spulen ist zu etwa 50 % mit Strukturmaterial ausgefiillt. Auf diese Weise werden die
mechanischen Spannungen innerhalb zuldssiger Grenzen gehalten.
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6. Zusammenfassung

In der vorliegenden Arbeit werden modulare Stellarator-Spulensysteme mit
nichtebenen Spulen in Reaktordimensionen untersucht. Die Untersuchung umfafit
die Abhangigkeit der vier Systemgroflen mazimale magnetische Flufidichte, magne-
tischer Energieinhalt, magnetische Krdfte und mechanischen Spannungen von den
geometrischen Parametern und von der Anzahl N der Spulen des Spulensystems.
Die Parameterstudien werden am L2-Stellarator durchgefiihrt. Dabei werden die Pa-
rameter sowohl einzeln als auch simultan unter Konstanthaltung des Spulenaspekt-
verhaltnisses A;m = Rp/a und des Verhéltnisses a/h der Spulen variiert. Aufilerdem
wird ein konkretes Stellarator-Spulensystems vom W7AS-Typ analysiert und opti-
miert. Die SystemgréBen werden mit numerischen Methoden in dem genannten Pa-
rameterraum berechnet. Die Ergebnisse der numerischen Berechnungen werden mit
analytischen Naherungsformeln verglichen.

Im folgenden werden die wichtigsten Ergebnisse dieser Arbeit beschrieben und
bewertet. Bei der Bewertung liegt die Annahme zugrunde, dafl die technologische
Optimierung mit der Minimierung der betrachteten Systemgrofien einhergeht, wobei
die Randbedingungen zu beachten sind und zwischen den einzelnen Systemgrofien
im Wege des Kompromisses das resultierende Minimum gefunden werden muf8. Die
plasmaphysikalische Optimierung, die eine ausreichend hohe -Grenze fiir den stabi-
len Plasmaeinschlu zum Ziele hat, wird hier nicht betrachtet.

e Als Ergebnis der Parameterstudien beziiglich der Feldiberhhung und der Ener-
gieliberhdhung ist festzustellen, dafi diese Gréflen um so mehr zunehmen, je
konzentrierter die Stromverteilung auf dem Torus ist. Im Interesse einer Mini-
mierung dieser Systemgrofien sollte also die Stromverteslung auf dem Torus so
gleichmdfig wie méglich sein. Das bedeutet eine relativ dichte Belegung des
Torus mit Spulen. Diese Tendenz kann natiirlich nur so weit verfolgt werden,
wie die Platzverhaltnisse es zulassen. Die Spulen diirfen sich nicht gegenseitig
iiberlappen, und die Zuginglichkeit des Plasmagefafies mufl gewahrleistet sein.

e  Alle Systemgrofien nehmen mit wachsender toroidaler Spulenauslenkung zu. Aus
diesem Grunde sollte eine moglichst geringe toroidale Spulenauslenkung ange-
strebt werden. Diese kann um so geringer sein, je naher die Spulen am Plasma
angeordnet sind, d.h. je kleiner der Spulenradius a ist und je mehr die Spulen-
form der Gestalt der letzten magnetischen FluBfliche folgt [27]. Wenn von seiten
der Plasmaphysik eine starke toroidale Spulenauslenkung verlangt wird 9], so
liegt ein typischer Zielkonflikt vor, der bei der Festlegung der endgiiltigen Para-
meter eines konkreten Spulensystems im Wege des Kompromisses gelost werden
muB. Ein kleiner Spulenradius hat den Vorteil, dal die magnetischen Krafte
in den Spulen und damit die mechanischen Spannungen tendenziell sinken, da
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diese in Spulensystemen mit diskreten Spulen besonders stark vom Spulenradius
a abhingig sind. Geringe toroidale Spulenauslenkungen haben auflerdem relativ
groBe lokale Krimmungsradien zur Folge, so daf8 die Spulenfertigung erleichert
wird.

Die Ergebnisse von Kapitel 4. zeigen, daB die SystemgroBen nicht so sehr von den
absoluten geometrischen Abmessungen abhiangen, sondern vom Spulenaspekt-
verhiltnis A, = Rp/a und dem Verhiltnis von Spulenradius zu Spulenhdhe
a/h, wenn man die Spulenbreite d konstant halt. Die absoluten geometrischen
Dimensionen und damit der magnetische Energieinhalt und das Volumen der
toroidalen Schale konnen in erheblichem Umfang variieren, ohne dafl die Sy-
stemgrofien sich wesentlich andern, wenn man die genannten Verhiltniszahlen
und die Spulenbreite d konstant hilt. Dieses Ergebnis wird bereits durch die ab-
geleiteten analytischen Gleichungen fiir die relativen Systemgro8en gema8 (3,6),
(3,9), (3,16) und (3,29) impliziert. Bei nicht zu grofilen toroidalen Spulenauslen-
kungen kann in diesem Falle die maximale Vergleichsspannnung in den Spulen
naherungsweise sogar als konstant angesehen werden.

Fiir das Spulenaspektverhéltnis Ay, = Rp/a gibt es einen optimalen Bereich fiir
die Feldiiberhohung in dem Parameterraum, der je nach Spulenanzahl bei etwa
Am = 3,...,5 liegt. Die maximale Vergleichsspannung zeigt ebenfalls ein flaches
Minimum, das etwa bei A;,;, = 5 und dariiber liegt. Fiir beide Systemgrofen
verschiebt sich das optimale A,, hin zu héheren Werten, wenn die Spulenan-
zahl zunimmt. Die Verhaltniszahl a/h sollte im Interesse der Verminderung der
magnetischen Krafte und der mechanischen Spannungen so klein wie moglich
sein.

Das Virialtheorem beschreibt den Zusammenhang zwischen der gespeicherten
magnetischen Energie und den mittleren mechanischen Spannungen in der to-
roidalen Schale. Fiir ein System diskreter Spulen mit endlichen Abmessungen
wird ein Faktor g, definiert, der das Verhéltnis zwischen dem Mittelwert der
Summe der Betrige der Normalspannungen (L |0 |) in den Spulen und der Vi-
rialspannung oy = Ep/Vp mit Vpr = 412 Rgah angibt. Dieser Faktor betragt
in Spulensystemen mit dichter Spulenbelegung und nicht zu grofien toroidalen
Spulenauslenkungen go ~ 3. Die mittlere Vergleichsspannung (o, s ) stimmt
ungefahr ( bis auf ~ £10% ) mit (X |o|) {iberein, vgl. (3,28). Fir die toroi-
dale Schale ist die maximale Vergleichsspannung verglichen mit der mittleren
Vergleichsspannung im allgemeinen noch um einen Faktor bis zu 2 und sogar
dariiber erhoht.

Vergleicht man die Ergebnisse von Kapitel 5. mit denen der Parameterstudien
am L2-Stellarator, so stellt man fest, da die Ergebnisse zumindest fir die Sy-
stemgrdfen mazimale magnetische Flufdichte und magnetischer Energieinhalt
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ibertragbar sind. Fiir die mechanischen Spannungen erhélt man hinsichtlich
des Betrages abweichende Resultate, sie weisen aber in Abhangigkeit von den
betrachteten Parametern das gleiche tendenzielle Verhalten auf. '

e Untersucht man die Frage, in welchem Mafle die maximale magnetische
FluBdichte Bjs an den Spulen vom Spulenquerschnitt bzw. von der Stromdichte
abhéangt, so zeigen die Bilder 20 und 43 eine schwache Abhéngigkeit. Sie betragt
bei konstantem Aspektverhiltnis des Spulenquerschnitts etwa Bps ~ 350-26,
d.h. bei einer Verdoppelung der Stromdichte steigt die maximale magnetische

FluBdichte Bps an den Spulen etwa um 20% an.

Bei der kritischen Bewertung der Ergebnisse der Parameterstudien hinsichtlich
der mechanischen Spannungen mufi man beriicksichtigen, da die Abstitzung der
Spulen einer realistischen Konfiguration nicht in Form einer vollstandigen toroidalen
Schale ausgefiihrt werden kann. Der Raum zwischen den Spulen kann nur teilweise
mit Strukturelementen belegt werden. Zur Erhohung der mechanischen Stabilitat
wird man die Spulen mit einer Stahlarmierung im Spuleninnern oder aufien mit einem
Stahlgehause verstarken. Das fiihrt im allgemeinen zu einer starken Veranderung der
mechanische Spannungsverteilung im Spulensystem im Vergleich zu der in der hier
betrachteten toroidalen Schale. Aus diesem Grunde sind fiir die genaue Ermittlung
lokaler Spannungswerte in den Spulen, insbesondere von Spannungsmaxima, jeweils
Detailstudien erforderlich. Das diirfte jedoch nicht die Aussagekraft der vorliegenden
Resultate mindern, da es bei ihnen in erster Linie auf die tendenzielle Abhangigkeit
von den Variationsparametern ankommt.

Kritisch bleibt anzumerken, dafl bei den Parameterstudien der Parameterraum
trotz der grofen Anzahl der berechneten Fille bei weitem nicht ausgeschdopft ist.
Die gleichméaBige Untersuchung des gesamten sechsdimensionalen Parameterraums
ist wegen des damit verbundenen hohen Rechenaufwands nicht zu rechtfertigen. Es
erscheint jedoch in den meisten Faillen moglich, durch Interpolation die Zwischenwerte
zu erhalten.
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7. Anhang: Theoretische Grundlagen
7.1. Magnetostatik
7.1.1. Strom- und Feldverteilung

Die MAXWELLschen Gleichungen lauten fiir das magnetostatische Problem

rotH=7, (7;1)

divB=0. (7,2)

Aus (7,1) ergibt sich durch Divergenzbildung
divj = 0. (7,3)

Der Zusammenhang zwischen B und H ist bei Abwesenheit von ferromagnetischen
Stoffen* durch die isotrope Permeabilitatskonstante po gegeben

—

43 = poﬁ. (7s4)

Der Vektor der magnetischen Fluidichte B kann wegen (7,2) durch die Rotation des
Vektorpotentials A ausgedriickt werden

— -

B=rotA. (7,5)

Damit folgt rot rot A= “o f, und wegen rot rot A= -V2A+ grad div f_l‘, divA=0 i
gilt

V2A+ s = 0. (7,6)

Die allgemeine Losung dieser Gleichung lautet

E:f%/‘[f%dv, (7,7)

wobei | 7| der Abstand zwischen Quell- und Aufpunkt ist.

*Die Anwesenheit von ferromagnetischen Stoffen ist beim Fusionsreaktor nicht
ausgeschlossen. In dem Report [45] wurde beispielsweise aus Grinden der mecha-
nischen Festigkeit ein Blanket mit ferritischem Stahl vorgeschlagen. Auflerdem
kénnte man ferromagnetische Stoffe ganz gezielt zur Erzeugung etner bestimm-
ten Feldtopologie einsetzen. In diesen Fallen sind zur Feldberechnung Pro-
grammsysteme anzuwenden, die das nichtlineare magnetische Materialverhalten
berticksichtigen [48].
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Setzt man (7,7) in (7,5) ein, so erhilt man ( fir |7 | = const. ) das allgemeine
BIOT-SAVARTSsche Gesetz

-2/ [

Die Integration hat sich dabei iiber alle stromfiihrenden Spulen bzw. {iber den
gesamten Raum zu erstrecken. Der Beitrag der i-ten Spule zum Vektorpotential
bzw. zur magnetischen Fluidichte lautet

A, = — :

i 4”//_/.117, i (759)
Vi

= Ho Jlxrl

B, = — dv;.

=2 fff fa (7,10)
Vi

7.1.2. Der Energieinhalt des magnetischen Feldes

Die Energiedichte des magnetischen Feldes ist

B
=/fi-d§. (7,11)
)

Diese Beziehung gilt fiir ein Feld beliebiger Form und bei Anwesenheit beliebiger
Materialien. Wenn keine ferromagnetischen Stoffe im Feldbereich vorhanden sind,
gilt (7,4). Dann kann die Integration ausgefiihrt werden, und es ergibt sich fiir die
Energiedichte

_—BH_——BZ (7,12)
2p0

Die Gesamtenergie des magnetischen Feldes erhdlt man durch Integration der
Beitrage der einzelnen Volumenelemente

Em=/J/de= i/J/BZdV. (7,13)

Bei der Berechnung des Energieinhalts eines magnetischen Feldes mit Hilfe von (7,13)
ist {iber den gesamten Raum zu integrieren. Das ist fiir numerische Berechnungen
ungiinstig. Aus diesem Grunde fiihrt man (7,5) in die Energiebeziehung ein und
erhilt schlieBlich die Gleichung fiir die magnetische Feldenergie in der Form

Emzéff'/f-,i'dv. (7,14)
|4
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Die Gleichung (7,14) gestattet es, die Integration lediglich Giber das stromfithrende
Spulenvolumen zu erstrecken. Hat man ein Spulensystem mit N Spulen endlicher
Dimension, so liefert jede Spule ihren Beitrag zum gesamten Energieinhalt. Man
kann schreiben:

. TS 1,19

1=1 k=1 Vi

B | =

oder unter Verwendung von (7,9)

S S [ ][R wn s

Andererseits gilt per Definition

N N
Yo ) LuLiL, (7,17)

=1 k=1

B | =

so daB fir die Induktionskoeffizienten

5 / [/ f / "‘,;’r'; 4v; dVi (7,18)

folgt.

Fiir Spulen mit einem sehr kleinen stromfithrenden Querschnitt und konstanter
Stromdichte gilt ndherungsweise
5dV;  Lid§;
h=e kg

Damit folgt fiir die Induktionskoeffizienten

fj[ LML) ds“ (7,19)

Diese Gleichung entspricht einer Approximation des Spulenstroms durch einen in der
Mitte des leitenden Querschnitts liegenden Stromfaden. Sie eignet sich deshalb zur
Berechnung der Gegeninduktivititen (i # k) und der dufieren Selbstinduktivitaten
des Spulensystems. Die Spulenvolumina miissen wegen r; — 0 fir ¢ = k bei der
Rechnung ausgespart bleiben. Die innere Induktivitit einer Spule kann nur durch
eine Volumenintegration gema# (7,18) gewonnen werden.
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7.1.3. Die Kraftverteilung in den Spulen
Fir die magnetische Kraft, die auf ein stromfiihrendes Volumenelement im
magnetischen Feld wirkt, gilt
f=7xB. (7,20)

Unter Verwendung von (7,1) und (7,4) kann man schreiben

— 1 — —
f=—rotBxB. (7,21)
Jo

Anstelle von (7,20) kann auch die Divergenz des MAXWELLschen Spannungstensors
T zur Darstellung der Kraftdichte f dienen:

—

f=divT. (7,22)

Die Komponenten des Spannungstensors konnen mit Hilfe der Tensoranalysis aus
(7,21) und (7,22) berechnet werden. In einem allgemeinen, orthogonalen Koordina-
tensystem hat T die Darstellung [49]

By — 1B? Bi B3
T= oo B By, — 1 B? Ba3 ’ (7,23)
B3, B3, B;3 — 3 B2

mit B2=B2+ B2+ B2 und B;;=B; B, ij=l,...3.
Man erkennt, dafl der MAXWELLsche Spannungstensor symmetrisch ist. Die Spur
des Spannungstensors ist eine Invariante, d.h. sie ist unabhangig vom Koordina-
tensystem. Sie ist gleich der negativen Energiedichte des magnetischen Feldes
gemaf (7,12):

1

spT = ——B? = —w. (7,24)
2up

Die resultierende magnetische Kraft im Spulensystem verschwindet,* da die Kompo-
nenten des Spannungstensors T;; ~ B;B; mit (1/ r2)? abfallen, die Oberfliche aber

nur mit r2 ansteigt. Es gilt also

ﬁ,esszffdvz f TdAy =0 fir r— oo. (7,25)
v Ay

~ Es wird also auf das Spulensystem keine translatorische Kraft und kein Drehmoment
ausgeiibt.

* Das gilt unter der Voraussetzung, daf sich keine ferromagnetischen Stoffe und
keine beweglichen Ladungen in dem betrachteten Raumgebiet befinden.
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7.2. Elastomechanik
7.2.1. Der Verzerrungstensor

Unter der Einwirkung von Kraften erfahren feste Korper eine Deformation,
da sie bis zu einem gewissen Grade elastisch sind. Sie andern dabei sowohl ihre
Form als auch ihr Volumen. Beschreibt man einen bestimmten Kérperpunkt ( in
geradlinigen, orthogonalen Koordinaten z; ) mit dem Radiusvektor 7(z;), so hat
er nach der Deformation den Wert 7/(z;). Die Verschiebung des Kdrperpunktes
infolge der Deformation wird dann durch den Verschiebungsvektor @ = 7/(z;) —(z;)
dargestellt.

In Komponentenschreibweise gilt also
u,-::ci—z,-, l.=1,2,3. (7,26)

Der Verschiebungsvektor # ist eine Funktion seiner Koordinaten z; vor der Verschie-
bung. Betrachtet man zwei infinitesimal benachbarte Punkte, so ist der Abstands-
vektor zwischen ihnen vor der Deformation dz; und hat nach der Deformation den
Wert d:c' = dz;+du;. Man kann damit den Abstand der Punkte vor der Deformation

mit ds = v/dz; + dz3 + dz3 und nach der Deformation mit ds' = \/ dz!| + dzl, + dzf
bestimmen. Als Differenz der Abstandsquadrate erhilt man

2 I
ds'* —ds® = 2 vij dz; dz; (7,27)

wobel mit

1( du;  Ouy auk Ouy )
2" 0z; oz 8:1:, oz;

der Verzerrungstensor G definiert ist [50]. In (7,28) ist dabei Gber den Index k zu
summieren.

Wi = (71728)

Es ist ersichtlich, dal der Verzerrungstensor symmetrisch ist, d.h. es gilt
Yij = Vi - (7,29)

In der linearen Theorie geht man davon aus, daff die Deformationen so klein sind,
daB man das letzte Glied in (7,28) als Grofle zweiter Ordnung vernachlassigen kann.
Der Verzerrungstensor fiir kleine Deformationen ist also durch

1,0u; Ouj

Wi = ( oz; Oz ) (7.30)

gegeben.* In Matrixform hat der Verzerrungstensor G die Darstellung

| €11 Y12 M3
G=1;= |71 €2 723]|- (7,81)
Y31 Y32 €33

* Bei Verwendung von krummlinigen, orthogonalen Koordinaten 0; ist die Me-
trik des Koordinatensystems zu berticksichtigen. Die dquivalente Darstellung von
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Die Elemente der Hauptdiagonalen werden als Dehnungen, die iibrigen als Gleitungen
bezeichnet.

Den relativen Volumenzuwachs eines Volumenelements bei der Deformation
erhilt man, wie in [50] gezeigt wird, durch Bildung der Divergenz des Verschiebungs-
vektors u:

611‘ 3u1 311.2 au.3

divii= — = .
B 8y i Az, " dz3 (7,32)

Durch Vergleich mit (7,30) erkennt man, da8 der relative Volumenzuwachs gleich der
Spur des Verzerrungstensor G ist. Es gilt also:

AV § .4
Vv = divi = spG = €11 + €22 + €33. (7,33)

Die Komponenten des Verzerrungstensors G sind nicht unabhangig voneinander, son-
dern hédngen, wie (7,30) zeigt, iiber den Verschiebungsvektor # voneinander ab. Sie
miissen die Kompatibilititsbedingung von SAINT-VENANT erfiillen [51]. Diese lau-
tet:

2 2
vij | e Py _ e
azl:k Iy 6:{:"1‘.’; 6:':]-:.:5 33."1:]:

=0, (7,34)

miti £k, j#L 4,4,k e=1,2,3

Diese Bedingung bedeutet mathematisch die stetige Differenzierbarkeit des Verschie-
bungsvektors und physikalisch, daB vor und nach der Deformation die benachbarten
Elemente fugenlos zusammenpassen.

7.2.2. Der Spannungstensor und die Gleichgewichtsbedingung

Bei der Deformation eines elastischen Korpers treten in ihm innere Krafte
auf, die man Spannungen nennt. Diese Kréfte werden im allgemeinen durch auflere

(7,30) lautet dann
1
Ti; = E (u'ilj + u‘jli) )

Dabei bedeutet der Strich die kovariante Ablestung [52]. Die kovariante Ableitung
eines kovarianten Vektors U ist definiert durch

Bu,- k
uih' —rt 50; — I‘lj uk,

wobes tiber den Indezx k zu summieren ist. Die I‘fj sind die CHRISTOFFEL-
Symbole, die von der Metrik des verwendeten Koordinatensystems abhdngen. Die
CHRISTOFFEL-Symbole sind beziiglich threr unteren Indizes i, j symmetrisch,
so dafl die Symmetrie des Verzerrungstensors erhalten bleibt [52].
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Belastungen verursacht. Betrachtet man ein Volumenelement, so greifen die Span-
nungen an der Oberfliche des Elementes an, d.h. die Krafte sind flachenproportional.
Daneben gibt es im allgemeinen volumenproportionale Krafte ( basierend auf Volu-

menkraftdichten f ), die im Schwerpunkt des Volumenelementes angreifen.

Damit der elastische Korper im Gleichgewicht ist, mufl fir jedes Volu-
menelement das Kraftegleichgewicht > ; F; = 0 und das Momentengleichgewicht

3, re K F‘, = 0 erfillt sein. Aus dem Kraftegleichgewicht folgt, wenn an das Volu-
menelement Spannungen und Volumenkraftdichten angreifen,

divS + f=0 (7,35)
oder in Komponentenschreibweise*

Sij
3_12,:+f'7 —Oa

wobei liber den Index 7 zu summieren ist. Dabei ist S der Spannungstensor:

o111 Ti12 T13
S = Sij = | 721 o022 T23 | . (7,36)

31 732 033
Aus dem Momentengleichgewicht folgt
Tij = Tjis (7,37)

d.h. der mechanische Spannungstensor ist symmetrisch. Die Elemente der Hauptdia-
gonalen werden als Normalspannungen, die iibrigen als Schubspannungen bezeichnet.

* Bei Verwendung von krummlinigen, orthogonalen Koordinaten 0; ist wiederum
die Metrik des Koordinatensystems zu berticksichtigen, so dafl die dquivalenie
Darstellung von (7,35) dann

Sijli SE f.‘f 'y

lautet. Der Strich bedeutet die kovariante Ableitung des kontravarianten Span-
nungstensors und ist definiert durch

asY
ETH

S = 257 4 1 ™ 4 T,

wobei tiber den Indez m zu summieren ist. Die I'), sind wiederum die CHRI-
STOFFEL-Symbole [52].
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7.2.3. Das Elastizitatsgesetz

Das Elastizitatsgesetz beschreibt den Zusammenhang zwischen dem Span-
nungstensor und dem Verzerrungstensor. In der physikalisch linearen Theorie gilt
als Elastizitatsgesetz das HOOKEsche Gesetz, das den Spannungstensor linear mit
dem Verzerrungstensor verknipft. Man kann schreiben:

S=E-G, (7,38)
oder in Komponentenschreibweise
Sij = Eijkt - Vit s

wobei iber die Indizes k und £ zu summieren ist. Der in (7,38) definierte Ela-
stizitatstensor E ist ein Tensor 4. Stufe. Ein Tensor 4. Stufe hat im allgemeinen
3* = 81 Komponenten. Da jedoch der Spannungstensor und der Verzerrungstensor
symmetrisch sind und E selbst beziiglich der Indizes 1,7 und k,£ eine Symmetrie
aufweist [51], reduziert sich die Zahl auf 21 fiir einen allgemeinen anisotropen Korper
( z.B. einen Kristall ). Liegt jedoch ein isotropes Material vor, d.h. gibt es in den
Elastizitatseigenschaften keinerlei ausgezeichnete Richtung, so gibt es nur 2 wesent-
liche Konstanten: Den Elastizititsmodul E und die Querdehnungszahl v. Auflerdem
wird noch der Schubmodul G verwendet, der von E und v abhéngt:

E
G= TEF IR (7,39)

Das HOOKEsche Gesetz lautet fiir isotrope Korper in Komponentendarstellung

(€11 + €22 + €33)),

v
= 2G
o11 (enn + 120

022 = 2G (€2 + (€11 + €22 + €33)),

vV
1—2v

o33 = 2G (€33 + (€11 + €22 + €33)),

v
1—2v
12 = 2G M2,

113 = 2G Y13,

723 = 2G 7Y23. (7,40)
Umgekehrt ergibt sich ( in Kurzschreibweise ):

1+v

v
T = —F S~ — 6ij (011 + 022 + 033) (7,41)

E

mit 1, § = 1,2,3.
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Der Wert der Querdehnungszahl ( POISSONsche Zahl ) v kann zwischen 0 und 0.5
liegen. Bei v = 0.5 liegt Inkompressibilitat vor. Fiir Metalle gilt etwa v = 0.3.

Die Gleichgewichtsbedingung nach (7,35), das HOOKEsche Gesetz nach (7,38)
und die Verzerrungs-Verschiebungs-Beziehung nach (7,30) bilden das Gleichungssy-
stem der linearen Elastizitatstheorie. Setzt man ~;; aus (7,30) in (7,40) ein und dann
Si; in die Gleichgewichtsbedingung (7,35), so erhilt man 3 partielle Differentialglei-
chungen fiir den Verschiebungsvektor #. Es gilt unabhéingig vom Koordinatensystem
fiir isotrope Korper [50]

(21 + M) graddivi — protrot@ + f = 0. (7,42)

Dabei sind 1 und A die LAMEschen Elastizititskoeffizienten. Sie hingen mit E und
v zusammen. Es gilt:

vE

AE A (I 30" (7,43)
I "
,U.=G=-2-(1+V). (7,44)

Bei gegebener Belastung f und gegebenen zulidssigen Randbedingungen kann das
elastostatische Problem mit Hilfe von (7,42) gelost werden.
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