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Abstract

For a toroidal shell of finite wall thickness subjected to a given current distribu-
tion the related magnetic field distribution is obtained. This allows one to derive the
stored magnetic energy of the system, and the distributions of the force density and
the mechanical stresses in the shell. Furthermore, the mechanical stresses in the shell
are determined for the force density distributions f, = const. and f, ~ % The virial
theorem is applied to the configurations considered and is compared to results of the
analytical solutions developed in this study.

- These analytical solutions supplement the numerical calculations for the modular
stellarator coil systems treated in IPP report 2/298.
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1. Einleitung

Aus 6konomischen Griinden ist beim Fusionsreaktor eine hohe Fusions-Leistungs-
dichte ps erwiinscht. Da diese von den Plasmaparametern und dem Betrag der magne-
tischen Fludichte im Plasma ( ps ~ #2 B* [1] ) abhangig ist, kommt es darauf an, die
beiden Groflen 8 und B so weit wie moglich zu steigern. Wegen der Gefahr von Plas-
mainstabilititen ist § jedoch beschriankt. Beim Stellarator wird das Magnetfeld fiir den
EinschluB eines heiflen Plasmas ausschliefilich durch externe Stréme erzeugt. Durch die
Gestaltung des Spulensystems ist es moglich, die Topologie des Magnetfeldes in weiten
Bereichen zu beeinflussen. Der Stellarator-Reaktor wird aus Wartungsgriinden modu-
lar aufgebaut sein missen. Bei modularen Stellarator-Spulensystemen, deren Prinzip
erstmals in [2] dargestellt wurde, erhélt man durch eine geschickte Formgebung der ein-
zelnen Spulen optimierte Konfigurationen, in denen die sekundiren Plasmastréme im
Vergleich zum klassischen Stellarator reduziert sind und die Stabilitat der Plasmaséule

verbessert ist [3,4]. Eine weitere Erhohung der 3-Grenze ist in Konfigurationen mit
einer leicht helikalen Achse ( HELIAS [5] ) mdglich.

Das Einschluflvermogen des magnetischen Feldes kann gesteigert werden, wenn
man, unabhangig von der speziellen Magnetfeldtopologie, den Betrag der magnetischen
Flufidichte im Plasmabereich erhéht. Der Energieinhalt des magnetischen Feldes, die
magnetischen Krafte und die mechanischen Spannungen in den Spulen nehmen mit
Bg zu. Diese Groflen sind jedoch durch die Grenzwerte und die zuldssigen Beanspru-
chungen der verwendeten Materialien beschrankt. Es kommt also darauf an, daf8 diese
Groflen fiir einen festen Wert By minimiert werden. Ein Optimum ist dann erreicht,
wenn unter Beachtung der Randbedingungen und Bewertung der einzelnen Gréfien ein
resultierendes Minimum erzielt wird.

Auf die stromtragenden Leiter eines Spulensystems wirken mechanische Krifte.
Die Spulen einer toroidalen Spulenanordnung benétigen eine mechanische Abstiitzung,
sowohl gegeneinander als auch gegen die Torusachse. Fiir eine analytische Betrachtung
kann man als erste Approximation das Spulensystem in der Weise abstiitzen, dafl die
Zwischenrdume zwischen den Spulen durch materielle Elemente ausgefiillt werden. Auf
diese Weise entsteht eine toroidale Schale, die an dem Ort der Spulen mit einer magne-
tischen Kraftdichteverteilung belegt ist. Die resultierenden Krafte der einzelnen Spulen
werden also durch gegenseitige Abstiitzung ( Gewdlbeabstiitzung ) aufgefangen. Die Ge-
samtanordnung einer toroidalen stromtragenden Schale ist kraftfrei, d.h. sie muf} nicht
durch auBere Krifte gehalten werden.

Analytische Losungen sind fiir den betrachteten Problemkreis méglich, wenn man
gewisse Idealisierungen vornimmt. Eine solche Idealisierung ist der “ideale Torus”.
Dieser ideale Torus wird hier in der Weise modifiziert, dafl er mit einer endlichen
Wandstdrke ausgestattet wird. Auch dieses etwas komplexere Modell kann analytisch
behandelt werden. Die gesamte Feldenergie ist im Innern des Torus bzw. in den Wan-
dungen lokalisiert, da auBerhalb des Torus das magnetische Feld verschwindet. Der
Einflufl des magnetischen Streufeldes von realen Systemen wird also vernachléssigt.




Der Vorteil dieses idealen Torus mit endlicher Wandstdrke liegt darin, dal man neben
der Feldverteilung auch die Stromdichte- und damit die Kraft- und die mechanische
Spannungsverteilung in der Wandung betrachten kann. Die Anwendung analytischer
Methoden gestattet es, Skalierungsgesetze abzuleiten.

Die Behandlung des Problems erfolgt zweckmafigerweise in quasitoroidalen Koor-
dinaten p,p,?, entsprechend Bild 1.

* |

Bild 1: Idealer Torus mit endlicher Wandstdrke h

In dieser Arbeit werden die Feld- und die Stromdichteverteilung und damit die
Kraftdichten, die resultierenden Kriafte und die mechanische Spannungsverteilung in
einer diinnen, stromtragenden toroidalen Schale mit analytischen Methoden berech-
net. Die Untersuchung der Feldgréfien wird in Abhingigkeit von den geometrischen
Parametern des Systems durchgefiihrt. Aus den erhaltenen Beziehungen wird der Zu-
sammenhang zwischen dem magnetischen Energieinhalt des Spulensystems und den
mechanischen Spannungen in den Spulen hergeleitet.



2. Magnetische Feldverteilung und magnetischer Energieinhalt

2.1. Die Stromdichte- und die magnetische Feldverteilung in einem idealen Torus mit
endlicher Wandstarke

Nimmt man an, dafl die Stromdichte nur die Komponente in ¢ - Richtung hat, so
erEibt sich fir die magnetische Feldverteilung im Torusinnern ( p < a — % ) mit dem
Durchflutungsgesetz

2T
0

Daraus folgt die 1/r -Abhangigkeit des magnetischen Feldes
H() = o= (2,2)
4 2xr’ :

Wahlt man die Feldstarke auf der magnetischen Achse Ry als Referenzgrofle, so erhalt
man

Hy(Ro) Ro
H(r) = ZelFd fo. (2,3)
Fiir die magnetische Fluidichte im Torusinnern kann man also schreiben
mit r = Ry + pcos?,
" h
fir 0<p<La-—3.
Dabei ist
uo N I,
Bo = By(Ro) = "Eﬁzf (2,5)

wenn man sich den Gesamtstrom aus N Linienstromen mit je I, aufgebaut denkt.

Im Bereich der Toruswandungen a — % <p<a+ % kann man fiir die Stromdichte den
Ansatz

f=—jo%é'a (2,6)
machen. Benutzt man die Beziehung
rot B =poj, (2,7)

so kann im Bereich der Toruswandungen a — % <p<a+ % die magnetische FluBdichte

bestimmt werden. Gleichzeitig wird auch die Bedingung div j = 0 erfiillt. In quasito-
roidalen Koordinaten kann man fiir (6,10)

rot B = & ;(5;("399)) (2,8)




schreiben, wenn B nur eine Komponente in ¢ - Richtung hat. Damit folgt dort unter
Beriicksichtigung von (2,7) und (2,6)

A p C
Bep=—quoRo;+-;- (2,9)

Die Integrationskonstante C' erhilt man, wenn man fiir die Torusauflenseite die Rand-
bedingungﬂ By(p = a + %) = 0 zugrunde legt, zu C = g jo Ry (a + h/2). Aus dem
stetigem Ubergang der magnetischen FluBdichte By an der Stelle p = a — % folgt:

Bo=pgjoh. (2,11)

Diese Gleichung ist identisch mit (2,5), wenn man beriicksichtigt, daf

oo e 2,12
30 = 27 Roh 2:13)
gilt. Dabei ist jo die mittlere Stromdichte in der Wandung.
B
w ‘ 1

~ Bild 2: Magnetische Feldverteilung in der Ebene z = 0 fiir den idealen Torus mit endli-
cher Wandstdarke h

Fir die Stromdichte- und die magnetische Feldverteilung des idealen Torus mit endlicher ,
Wandstarke h folgt schlieBlich:

jﬂ_—_—%%g fiir a—-g:SpSa+g, (2,13)
und
Bo% fir0<p<a-g3,
= Ry atB=p e
Bo — }2; fira—2<p<a+b,
mit r = Ry + pcosd.




Die Bedingung div B =0ist erfilllt, da die B,-Komponente nicht vom Winkel ¢
abhangt.

Der Maximalwert der magnetischen Flufidichte, der fiir die Auslegung von Spulen
besonders interessant ist, tritt an der Innenseite, die der Torusachse zugewandt ist, auf,
d.h. an der Stelle p = a — %, ¥ = 7. Dieser Maximalwert betragt

Ry

By =By —2—
Ro—a+3

fﬁ:a+g<Ro. (2,15)

2.2. Die magnetische Feldverteilung einer diskreten Anzahl von axialsymmetrisch ange-
ordneten Linienstromen

Neben der analytischen Losung der Feldverteilung in einem idealen Torus exi-
stieren fiir eine toroidale Anordnung einer diskreten Anzahl von Spulen analytischen
Naherungen. BORIS und KUCKES [6] haben 1966 geschlossene analytische Ausdriicke
fiir das Vektorpotential und das magnetische Feld einer diskreten Anzahl von axialsym-
metrisch angeordneten Linienstromen abgeleitet. Andere Autoren (7, 8] haben diese
Losungen benutzt, um die magnetische Feldverteilung von D—fé6rmigen Tokamak-Spulen

zu beschreiben. Die Losung fiir die magnetische Fluidichte lautet in dieser Anordnung
fir die Ebene z =0 [7]:

B, = i e 2,16
P 21 r ( (ﬁ;)N—l (%Z)N_l) (’ )
fir Ry <r<R,.

Dabei ist N die Anzahl der Spulen, I ist der Spulenstrom; R; = Ry—a und R = Ry+a
sind geometrische Gréflen entsprechend Bild 2. Wegen (2,5) kann man

Ry 1 |
By, =By — (1+ G
’ r (FHV-1" (BN -1

) (2,17)

schreiben. Gleichung (2,17) stellt eine Erweiterung von (2,4) dar: Sie enthdlt zwei
additive Terme, die die endliche Spulenanzahl N enthalten. Fir N — oo erhalt man
die Losung fiir den idealen Torus nach (2,4). Das Maximum tritt wiederum an der Stelle
p=a— %, 9 =m, alsobeir =Ry —a+ % auf. Dafiir gilt, wenn man bericksichtigt,
dafl der dritte additive Term wegen (&';"—“)N > (RO"TG)N sehr klein und deshalb zu
vernachlassigen ist:

Ry ( | ) , h

Brr =B 1+ 3 fira+ - < Rp. (2,18)

M O Ro—a+? (Rg—a-|—'2—‘)N_1 2
Ry —a
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Felduberhéhung Bps/Bg an den Spulen als Funktion des Spulenaspektverhdltnis-

ses Am = Ro/a und der Spulenanzahl N fiir a/h = 3 = const..

Bild 3

2.3. Der Energieinhalt des magnetischen Feldes eines idealen Torus mit endlicher

Wandstarke

halt des magnetischen Feldes gilt:

1ein

Fir den Energ

(2,19)

dv .

]

1
2p

Em=

v

das Volumenelement

)

7

b

6

(

(2,14) ein und verwendet gemaf

nach

2
©
so folgt

Setzt man B2

dV =rpdpdp dd

]

,20)

2

(

r = Ry + pcosd.

.

mit

Wegen [9]

(2,21)

fir p < Ry




folgt

a—— a+

2 p2 h
Em=——B0R047l'2 0Rg4 2 / -_—_(a+§—p)2

2 po ./ / 2 h2
Ko a—% R(Z) i p2

Die Auswertung des ersten Integrals ergibt

wir

pdp.  (2,22)

a_-—

[\/Rg_ Ro(1 -

Fiir das zweite Integral erhdlt man, nachdem man es in drei Einzelintegrale aufgespalten
hat:

V 1_52)' (2’23)

at+d
(a+%—p)?

——2_ pdp = R3 { — 1 (arcsinn — arcsin £)
e e
+3(C+E)VI-€ - 2+n)V1-n?)
: Em—ez} (2,24)

Wll—l

mit
h

RO ’
a+

a—

(M

= (2,25)

Ry

Wenn man (2,23) und (2,24) in (2,22) einsetzt, erhdlt man eine explizite Formel
fir die magnetische Energie. Zur besseren Ubersicht ist es aber sinnvoll, eine Rei-
henentwicklung fir die einzelnen Funktionen in (2,24) und (2,23) durchzufiihren. Das
ist zulassig, da im allgemeinen h/a < 1 und a/Rg < 1 gilt. Auf diese Weise ergibt sich
schlieilich fiir den idealen Torus mit endlicher Wandstarke h, wenn man Reihenglieder
bis zur zweiten Potenz von % und ﬁ; beriicksichtigt:

B 5 3 1 h 142 a® 1 1h 1A
= =2 Bl it 2,26
= 2#027raR0{1 Tna Rg( 6a T8 et
Fiir eine unendlich diinne Wandstérke (b = 0) folgt mit (2,25) § = n = f = ]1;
Damit verschwindet das Integral (2,24) und fiir (2,23) ergibt sich

d a?
/ P £ 1= Eg) ’ (23 27)




so daB man fir den magnetischen Energieinhalt des idealen Torus mit A — 0 unter
Verwendung von (2,22)

B2
Egy=—"247’R3(1 - /1- =) (2,28)
2 po

erhilt. Gleichung (2,28) stimmt fiir ein groBes Spulenaspektverhaltnis Ay, und ver-
schwindende Wandstarke h mit (2,26) {iberein, denn fiir a < Ry gilt

a? a2 1 a2 la.

Ro (1 - _R_g) 2Ro(1+__ R“

1) - (2,29)

Im Grenzfall Ay, = Rg/a — oo ergibt sich die magnetische Feldenergie einer idealen
Zylinderspule ( ohne Einflul der Enden ) mit dem Radius a und der Liange 27 Ry:

B2
=_—0 27242 Ry. (2,30)

Bid =3 o

Aus (2,28) 1aBt sich mit Hilfe der Beziehung E;q = 1 L;4 I? die Induktivitit des idealen
Torus zu

2 a?
Lig=uN“Ry(1 — 4/1— %) (2,32)

bestimmen, wenn man (2,5) sowie die Relation Iges = N I beriicksichtigt, d.h. wenn
man sich den Gesamtstrom aus N Einzelstromen mit je I. aufgebaut denkt. Fir den
idealen Torus mit endlicher Wandstarke h ergibt sich entsprechend:

1h2 a? 1 1h 1h2

2 G’.

(2,33)




3. Magnetische Kriafte und mechanische Spannungen
3.1. Die Kraftdichteverteilung in einem idealen Torus mit endlicher Wandstarke

Die magnetische Kraftdichteverteilung in der Wandung des idealen Torus ist be-
stimmt durch

-

f=7xB. (3,1)

Durch Einsetzen der Stromdichte- und der magnetischen Feldverteilung gema8 (2,13)
und (2,14) erhilt man

" poh? (Rg+ pcosd)?’ »2)

fo

fir a—%gpga-’r%.

Fiir die beiden anderen Kraftdichtekomponenten gilt in diesem Falle: f, = 0 und

fs =0.

Das Maximum der magnetischen Kraftdichte tritt an der Innenseite, die der Torusachse

zugewandt ist, auf, d.h. an der Stelle p = a — —%, ¥ = w. Es betragt

B3 2

2 po a—2\2"
R(1==)

Firr ein grofies Spulenaspektverhaltnis (A, = Rp/a — o0) und eine diinne Schale
(h < a) ergibt sich die mittlere magnetische Kraftdichte von

fPMaz -

(3,3)

B: 1
folp=a) N-z—:u%z (3,4)
Dieses Ergebnis zeigt, daBl unter den genannten Voraussetzungen der Magnetfelddruck
auf der Plasmaachse Bg /2po mit dem mittleren Druck auf die Wandung des Torus
pp = fph ungefdhr ibereinstimmt. Will man jedoch das endliche Spulenaspekt-
verhiltnis Ap,, die endliche Wandstarke h (Spulenhdhe), sowie die endliche Spulenanzahl
N beriicksichtigen, dann ist die mittlere magnetische Kraftdichte (f,) mit

() = 72—*’/1// [ toav (3,5)

zu ermitteln. Dabei ist Vs, = 2mahd das Volumen einer Spule mit dem Radius a,
der Spulenhdhe h und der Spulenbreite d. Das Volumen Vg = 472 Roah /N ist das
Segmentvolumen des Torus, das einer Spule zugeordnet ist. Das Verhaltnis von Torus-
volumen Vrg zu Spulenvolumen Vg, ist

Z_WR_0>1, (3,6)

Vrs/Vsp = g 2




wobei das Gleichheitszeichen fiir den idealen Torus mit endlicher Wandstirke und
axialsymmetrischer Stromdichteverteilung gilt. In quasitoroidalen Koordinaten lau-

tet (3,5), wenn man die Kraftdichte nach (3,2) einsetzt und das Volumenelement
dV =r pdpdp d¥ benutzt,

B2 R? +e a+ld—p
(fo) = o h3Nad_/ / Ro_i_pcosﬂpdpdt?. (3,7)
a—
Mit (2,21) und wegen
at+h " ;
[ D0 = B an(viTE - vimE)
osb: VB~ 2

- (arcsinn — arcsin & —nvl—ﬂ2+fvl_52)}

(3,8)

mit £,n entsprechend (2,25) erhélt man die explizite Formel fiir die mittlere Kraftdichte
in einer Spule. Zur besseren Ubersicht kann man wiederum eine Reihenentwicklung der
einzelnen Funktlonen in (3,8) durchfiihren. Wenn man Reihenglieder bis zur zweiten

Potenz von h und RE beriicksichtigt, erhalt man schlieBlich fir die mittlere Kraftdichte
in der Spule

Bg 21rR0{ 1h a® 1 1h 1h?

= —(z-==+>=)}. 3,
Der mittlere Magnetfelddruck auf eine Spule ist
B 2nRy lh a®> 1 1h 1h2
SR R Oy (o el ML 2 T B 3,10
P ians Nd {1 R 7(G-32 s} ()

3.2. Die resultierende Kraft einer Spule

Die resultierende Kraft auf ein Volumen, das mit einer Kraftdichteverteilung belegt
ist, ergibt sich durch Summation der Kraftdichtekomponenten. Dabei miissen die jeweils
addierten Komponenten im Raum konstante Richtung haben, d.h. die Berechnung kann
nur in raumfesten (kartesischen) Koordinaten erfolgen. Um die resultierende Kraft auf
das Segmentvolumen Vg = 472 Ryah /N des Torus, d.h. auf eine Spule, zu bestimmen,
genigt es wegen der Axialsymmetrie und der Symmetrie beziiglich der Ebene z = 0, die
Kraftkomponente in x-Richtung zu berechnen:

F; = / f /f,, cost? cospdV . (3,11)
Vrs

10




In quasitoroidalen Koordinaten lautet diese Gleichung, wenn man wiederum die Kraft-
dichte nach (3,2) einsetzt und das Volumenelement dV = r p dp d d¥ benutzt,

at+d +5

, _
Bofg / ( +__.p Roiozlc;’osﬂdﬂ d,o/ cospdp. (3;12)
asB IR
Nun gilt
+E
f cospdp =2 smﬁ ~ %‘T (3,13)

fir N > 10, d.h. die (p-Abha.ngngkeit spielt bei den hier betrachteten Systemen praktisch
keine Rolle. Man kann deshalb die Kraftkomponente F; aus Griinden der Anschaulich-
keit in die radiale Kraftkomponente F, umbenennen. Andererseits erkennt man, da8 fir
N =1, d.h. fir den Fall der Identifikation des Gesamttorus mit einer Spule, die resul-
tierende Kraft verschwindet. Das bedeutet, die Gesamtkonfiguration ist kraftfrei.

Wegen (9]

27
conddd 2% nflo 2% 0 fhae B (3,14)
Ry + pcosd p P . /R2 _ 52
0 s
folgt
BZRZ 4 2 a+% h a+% +h p
T s
P00 20__{/ (a-!-——p)dp"Ro[ —z—dﬂ}- (3,15)
poh? N 2 R2 — p?
a—b a2 B

2

Die Auswertung der Integrale ergibt ( mit £,n entsprechend (2,25) ):

a+%

a+-;3

h _
f (a_+2_ﬂdp = Rp {n(arcsinn — arcsin £) ~V1-€+V1-n%}. (3,16)

mr VE -

2

Fiihrt man wiederum eine Reihenentwicklung der einzelnen Funktionen in (3,16) durch,
und beriicksichtigt man Reihenglieder bis zur zweiten Potenz von % und -, dann lautet
die resultierende Kraft, die an eine Spule angreift

B} 2n%a? LR A:h% - "8'a? 2R, ek dif
--—0—217‘1 {1——-—+ 2+—“—2(1 §—+——2—)}
2p0 N 3a  12a 4 R§

fir h<aund N > 10.

Fr=— (3,17)

11




Fir den ideale Torus mit A — 0 erhélt man durch direkte Integration

-1). (3,18)

Frig = —

Gleichung (3,18) stimmt fiir grofies Spulenaspektverhiltnis A,, und verschwindende
Wandstarke h mit (3,17) iiberein, denn fiir a < Ry gilt

1 1 a? 3 a2
~1 —— (1 -—).
i 233( 4R3) 19)

3.3. Die mechanischen Spannungen in einer toroidalen Schale

Das lineare elastostatische Problem wird bei kleinen Verformungen durch die
Gleichgewichtsbedingung

S + 1 =0, (3,20)

das HOOKE’sche Gesetz
' S=E-G, (3,21)

und die Verzerrungs-Verschiebungs-Beziehung

1
Wi = g (wiy + ) (3,22)

vollstindig beschrieben. Dabei ist S bzw. S% der mechanische Spannungstensor, f
bzw. fj der Kraftdichtevektor, E der Elastizitdtstensor, G bzw. ~;; der Verzerrungs-
tensor und # der Verschiebungsvektor. Der Strich in den Gleichungen bedeutet die
kovariante Ableitung [10].

Mit Hilfe der Tensoranalysis und -algebra kann man diese Gleichungen unter Verwen-
dung der CHRISTOFFEL-Symbole nach (6,4) in Koordinatenschreibweise entwickeln.
In quasitoroidalen Koordinaten lauten sie:

a.) die Gleichgewichtsbedingung

+op—09) + fp =0,

30,, 1 a'rpp . 1 anﬂ
o ;( Bt Tpy SInY + (0p — 0p) cos¥) + ;( 39

3 ) : 101
oo = (‘é%o + 2(7pp cos ¥ —7ppsind)) + ;(_ﬁg + 7op) + fo =0,

ap ad
07,9 1,07,8 1 ,doy
£ - (=L 9 - ind) + = (== + 2 =.0,
3p + 1_( £ + 79 cosV + (op og)sin ) + p ( 59 rp,,) + fs o
mit r = Ry + pcos 9, fir a—%gpga-l—%.
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b.) das HOOKE’sche Gesetz (fiir isotropes Material)

v
Op = 2G(€p + m(ep "l'ep +€1?)):

v
Op = ZG(E(p + E(Ep + €p +f§))7

oy =2G(€,g+ 1_2V(6p+6p+eg)),

Top = 2G Ypp

Tp9 = 2G Yo
Tos = 2G Ypy» (3,24)

mit dem Schubmodul G = E /(2(1 + v)).

c.) die Verzerrungs-Verschiebungs-Beziehung

ou
f.p = ‘é‘;;,
19
€p = ;5% %0050 -- —?—sinﬂ,

10w e U
€3 = ——— =
P a0 )

1,10u ov v

Tee = 5 rBtp+6_p_r

Yot = - (7t == % = sind). (3,25)

Dabei bezeichnen u,v,w die Komponenten des Verschiebungsvektors #, die den Koor-
dinaten p, ¢, ¥ zugeordnet sind.

Die Gleichungen (3,23-25) bilden ein Differentialgleichungssystem fiir die Kompo-
nenten des Spannungstensors S , des Verzerrungstensors G und des Verschiebungs-
vektors #. Dieses Differentialgleichungssystem ist in der dargestellten Allgemeinheit
analytisch nicht 16sbar. Setzt man jedoch Rotationssymmetrie voraus und betrachtet
eine dinnwandige Schale, dann gilt: /8¢ = 0 und h < a. Wegen der Diinnwandigkeit
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des Torus ist die Abhéngigkeit von der Koordinate p sehr klein, d.h. es gilt: 8/8p =~ 0.
Weiterhin gilt

lop] < lopl, losl,
78] < lopl, log],

70| < lopl, |os],

sowie

|’7p|9| < |E<p|s lfﬂls

Vop| < el leg]- (3,26)
Es folgt aber auch
Yo # 0,
Td # 0,
ou
Ep = 'é‘p“‘ ;é 0- (3,27)

Der mechanische Spannungszustand des axialsymmetrischen Problems einer diinn-
wandigen toroidalen Schale mit beliebiger Kraftdichteverteilung wird demnach
ndherungsweise durch die folgenden 10 Gleichungen beschrieben:

a.) die Gleichgewichtsbedingung

cos ¥ 1
ap-i-zo,g—fp:O,

2 sin? 1 97pp
7. ted g Gy i Je =0,
1 dog  sind

b.) das HOOKE’sche Gesetz

op =0 =c¢, + (ep + €p + €3),

1-—2v

17
U‘o = ZG(GP + 1_—'

2V(Ep + fp + 6.,9)),

oy = 2G(£,9 +

1_2u(ﬁp+€(p+fﬁ)),

Tod = 2G Ypp » (3,29)

14




c.) die Verzerrungs-Verschiebungs-Beziehung

4
€p = ;(u cos? — wsind),
1 ow
@ =55 +v)
1,108v v o,
Ty = 5(;35 -+ " SHH?), (3,30)

mit r = Ry +acosd .

Die Gleichungen des Differentialgleichungssystems sind nun so entkoppelt, da mit Hilfe
der Gleichgewichtsbedingung die toroidale und die poloidale Normalspannungskompo-
nenten o, und oy berechnet werden kénnen. Mit der Kraftdichtekomponente f, folgt
als allgemeine Losung

r r
Op = — o
P cos?d °P acosd U’
-C1 a
= — ind dd 3.3
o9 rcos ¥ rcos ¥ /f,,rsm ’ (3,31)

Fiir die Berechnung der beiden Normalspannungskomponenten oy, und oy legt man
die Kraftdichtekomponente f, gemafl (3,2) fir eine diinne Schale mit p = a zugrunde.

Dann kann die Integration ausgefiihrt werden* und man erhalt

: i BY B3 a
'/fprsm'ﬂdt? el 1n(1+R0c0519). (3,32)

Die Konstante C; ergibt sich wegen der Endlichkeit der Spannungskomponenten V ¢ €
[0,27] zu C; = 0. Damit sind die Spannungskomponenten vollstindig bestimmt und
lauten:

Bg'Rg rIn(1+ g-cos?) — acosd

Op =

" 2ug ah r cos2 ¥ ’
o — B2 R_g ln(l—f—ﬁ—acosﬂ) (3,33)
? o 2ug h rcos v ' ’

mit r = Ryp + acos¥, fir h/a < 1.
Fir ein groBes Spulenaspektverhaltnis, d.h. fir Ap, = Ry/a — oo gelten wegen

ln(l+%cos1§) A~ %cosﬁ(l—%%cosﬂ), (3,34)

*Im Anhang 6.2. sind die beiden interessanten Fille f, = const. und fp ~ % behan-

delt.
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rin(1+ B-cosd) — acosd 1 42 4
( Ry 3 ) ~ ——a—-—(l - —icosﬂ), (3,35)
r cos® ¥ 2 R? 3 Ry
die Naherungen
Bg a 4 a
Op —"—2”05—’;( o '?:R_OCOS'&),
Bg a 3 a
= — —(1 - = —cos?).
3 T 2 Ro cos ) (3,36)

Das Maximum des Betrages tritt fiir die Normalspannungskomponenten bei ¥ = =
(Torusinnenseite) auf und betrigt

|U‘OIMG'£ = |_ 2[1,0 E;zw

100|Maz o 2_“0' E? 1— 2 : (3537)

Fir ein kleines Spulenaspektverhaltnls d.h. fir Ay, = Rg/a — 1 tritt an der Torusin-
nenseite bei ¥ = 7 eine starke Uberhohung der mechanischen Spannungen auf. Fiir den
Grenzfall Rg/a — 1 folgt an dieser Stelle

lim o, — o N lim o3 — co. 3, 38
© 4
._a.._,,l 8.4

Ro

Als wichtigste Ergebnisse der analytischen Behandlung des axialsymmetrischen elasto-
statischen Problems einer diinnwandigen toroidalen Schale mit radialer Kraftdichtever-
teilung kann man festhalten: Die betrachteten Spannungskomponenten sind proportio-
nal dem Magnetfelddruck auf der Plasmaachse Bg /2p0 und dem Verhiltnis a zu h. Fiir
alle ¥ € [0,27] und fiir alle %1 € (1,00) herrscht bei der gegebenen radialen Kraft-
dichte f, ~ 1/r? in toroidaler Richtung Druck (o, < 0) und in poloidaler Richtung
Zug (o9 > 0) vor. Fiir Ry/a — 1 treten an der Seite, die der Torusachse zugewandt ist
( Torusinnenseite ), starke Spannungsiiberhdhungen auf, weil dort in diesem Fall eine
Stromkonzentration erfolgt.

3.4. Die Verzerrungen

Fiir die Normalverzerrungen folgt aus (3,29)

v
€p = —E(GP +UI9)$
1
€p = E(UP - Vat?)’
1
€y — E(O‘g = VO'(p). (3,39)
16




Firr ein grofes Spulenaspektverhiltnis, d.h. fir A, = Rp/a — oo gilt mit den
Néherungen (3,36)

v 15'2 a 5 a
= I T-?
% " E 2p9 Zh( 3R0COS )
A % LTI LI P L e
Y AT e R
1 Bg a a i
€p = Em2h(2 - 3R0 cos? + v (1 — 3 Ry COS‘*?)) (8,40)

Die beiden Komponenten €, und €, sind negativ, die Komponente ¢4 ist positiv fiir alle
4 € [0,2nm].

Den relativen Volumenzuwachs eines Volumenelements bei der Deformation erhalt
man, wie in [11] gezeigt wird, durch Bildung der Divergenz des Verschiebungsvektors «
entsprechend (6,9):

. 7] o]
7:dwu: -ér::———( +5;( v)—i-g;,;(rw)). (3,41)

Man kann zeigen, dafl die Volumendilatation gleich der Spur des Verzerrungstensor G
ist. Es gilt also:

divii = spG = €p + €p + €3. (3,42)
Einsetzen von (3,40) ergibt

1-2v B a 5 a
20 (1~ &=l 3,43
E 2 2h 1 3R0c0519) (3,43)

divu =

Die Volumendilatation ist positiv fiir alle ¢ € [0,27]. Das Maximum der Volumendi-
latation betragt
1-2v B2 4a

T PORL RN ot P 3,44
|dtv €| paz E Thn ik ( )

3.5. Die Vergleichsspannung

Fiir die Beurteilung der Festigkeit eines Bauteils ist die hochste auftretende mecha-
nische Spannung mafigebend. Da das Verhalten der Werkstoffe unter Belastung meist in
eindimensionalen Werkstoffpriifversuchen ermittelt wird, ist es notwendig, den einachsi-
gen Spannungszustand mit dem allgemeinen dreiachsigen Spannungszustand vergleichen
zu kénnen. Nach der Hypothese des VON MISES wird dabei fiir beide Zustande die glei-
che Gestaltinderungsarbeit zugrundegelegt [12]. Die Definition der Vergleichsspannung
( von Mises Spannung ) lautet in kartesischen Koordinaten [13]

1
OyM = \/5{(0::—03;)2 + (oy —02)% + (02 —02)2} + 3(rdy + 72, + 72).
(3,45)
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Sie ist invariant gegeniiber einer Koordinatentransformation. Fiir eine diinne toroidale
Schale, in der nur die Normalspannungskomponenten o, und oy auftreten, errechnet

sich die Vergleichsspannui’xg zZu

OoM = \/aé + 03 — op o0y .

(3, 46)

Das Maximum tritt fiir beide Spannungskomponenten bei ¥ = 7 an der Torusinnenseite

auf. Also gilt
OvMMaz = Ja%Maz 33 ot%Maz T % Maz P9paz - (3’47)
Setzt man (3,37) in (3,47) ein und fiihrt eine Reihenentwicklung fiir die transzendenten
Funktionen durch, so erhédlt man schlieflich, wenn man Reihenglieder bis zur dritten _

Potenz beriicksichtigt, ndherungsweise

B2 a v a? ad
. i | I8 1 3-—~ 56 — 8.9 3,48
OvMpgar = 2#0 2h ( + RO + R2 I RS) ’ ( )

fir h<aunda< Ry.
Mit Hilfe der Beziehung

(oumM) = / f f YA (3,49)

kann man den Mittelwert der Vergleichsspannung (o,ps) errechnen. Setzt man (3,46)
unter Verwendung von (3,33) in (3,49) ein und fiihrt die Volumenintegration aus, erhalt

man schlieBlich
(3,50)

Normiert man die Summe der Betrige der Mittelwerte der einzelnen Spannungskom-
ponenten nach (3,33) auf den Mittelwert der Vergleichsspannung nach (3,50), so ergibt
sich eine GroBe, die nur vom Spulenaspektverhiltnis A,, = Ro/a abhingt:

-]

5 a? 5 a?
Bf(o)| , 8 '3 Lt s
STy S 0 = 1134 - (3,51)
(owm) VT 1+ %“— 1+ 44
0
Fiir die maximale Vergleichsspannung bezogen auf den Mittelwert ergibt sich
. \/1+3;“5+5.6%+8.9;—§ :
vMuaz o, - . (3,52)
(avM) 1 + a.
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4, Das Virialtheorem

Damit eine stromdurchflossene Spule im statischen Gleichgewicht bleibt, muf sie
eine bestimmte Menge von Strukturmaterial enthalten. Das gleiche gilt fiir eine strom-
tragende toroidale Schale. Die mechanischen Krafte, die zu mechanischen Spannungen
und zu Verformungen fithren, miissen den magnetischen Kraften das Gleichgewicht hal-
ten. Setzt man in die Gleichgewichtsbedingung (3,20) die magnetischen Kraftdichten
f = div T ein, so erhalt man

divS + divT = 0. (4,1)

Dabei ist S der mechanische Spannungstensor und T der MAXWELLsche Spannungs-
tensor.

Nun soll der Zusammenhang zwischen dem Energieinhalt des magnetischen Feldes
und den Komponenten des Spannungstensors T bzw. S abgeleitet werden. Nach [14]
ist die negative Spur von T gleich der Energiedichte des magnetischen Feldes. Es gilt

also:
2“0///32011/ . //,[SPTCW (4,2)

Dabei ist iiber den gesamten Raum zu integrieren. Um zu einer Darstellung durch die
Funktion div T = 7 X B zu gelangen, d.h. um nur iiber das stromfiihrende Volumen
integrieren zu miissen, verwendet man die Relation

div(TF) =7 divT + spT, (4,3)

wobei 7 der Ortsvektor des jeweiligen Volumenelementes ist. Gleichung (4,3) gilt un-
abhingig vom Koordinatensystem. Setzt man (4,3) in (4,2) ein, so erhélt man

__/[/sp'rdvzff[;.d,-ﬂdv_/f]diu(T;)dv. (4,4)
v v 4

Das letzte Integral kann mit Hilfe des GAUSSschen Satzes in ein Oberflichenintegral
umgewandelt werden, das fiir r — co verschwindet,* also

/J/div(TF’)dV: f(TF)dA‘H=o fir r — oo.

H

Die Energiegleichung (4,4) lautet damit
Ewi= ///F-dideV, (4,5)
v

* Das gilt unter der Voraussetzung, daf sich keine ferromagnetischen Stoffe und
keine beweglichen Ladungen in dem betrachteten Raumgebiet befinden.
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wobei nur die stromtragenden Volumenelemente einen Beitrag zum Integral liefern.

Setzt man man nun die Gleichgewichtsbedingung (4,1) in (4,5) ein, so folgt

Em:—///f'-dideV. (4,6)
14

Fir den mechanische Spannungstensor S kann man die gleichen ﬁberlegungen anstellen
wie fiir den MAXWELLschen Spannungstensor T . Es gilt analog zu (4,3):

div(S7) = 7 - divS + spS. (4,7)
Setzt man (4,7) in (4,6) ein und wendet wiederum den GAUSSschen Satz an, so folgt
EmszfsdeV—— f(Sf')d/fH. (4,8)

v Ag

Dabei hat sich die Integration {iber das Volumen der stromtragenden toroidalen Schale
bzw. deren Oberfliche zu erstrecken.

Das Oberflichenintegral in (4,8) verschwindet, wenn keine dufleren Krafte an der
Oberfliche angreifen. Das Kraftegleichgewicht an der Oberfliche lautet namlich in
diesem Fall fiir jedes Flichenelement

dF = dF, A+ dFt = SdAy = S#dAy, =0,

wenn der Index n die Normale und ¢ die Tangentiale bezeichnet [15]. Mit den Rechen-
regeln der Tensoralgebra erhdlt man

Sﬁ - O'nnﬁ: + Ttnt_‘,
und folglich ergibt sich wegen dAg # 0
Onn =0,

Ttn = 0 (4,9)

an der Oberfliche. Es gibt also in diesem Fall auf der Randfliche keine Normalspan-
nungen in Richtung der Flichennormalen und keine Schubspannungen senkrecht dazu.
Wegen der Symmetrie von S kann man S7 = 7 S schreiben [10]. Damit folgt fiir das
Oberflichenintegral

f(SF)dXH = f{f’Sﬁ:)dAHn == f (fno'nn‘f"'tfnt)dAHn =:0:

Ay Ag Ag
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Fir eine stromtragende toroidale Schale bzw. eine toroidale Anordnung von N Spu-
len, die sich gegenseitig abstiitzen und keine duflere Abstiitzung erfahren, gilt also das
Virialtheorem [16]:

Em:/V//sdeV:f!/(011+022+033)dV. (4,10)

Dabei ist iiber das Volumen der Spulen und der Abstiitzstruktur zu integrieren, d.h. iiber
die gesamte toroidale Schale.

Aus (4,10) kann man folgern, daf§

1.) die Energiespeicherung im Magnetfeld mit mechanischen Spannungen in dem zu-
gehorigen stromtragenden Spulensystem verbunden ist,

2.) die gespeicherte magnetische Energie dem Volumen bzw. der Masse des Systems
proportional ist und

3.) der ungiinstigste Fall dann vorliegt, wenn die drei Normalspannungen sowohl posi-
tives als auch negatives Vorzeichen haben ( Zug oder Druck ).

Ist die stromtragende toroidale Schale aus N Spulen aufgebaut, so kann man zwischen
Spulenvolumen und Strukturvolumen unterscheiden und deshalb

Epy = / / /sdeV +[ [ /sdeV (4,11)

apulcn atruktur

schreiben.

Bezieht man die gespeicherte magnetische Energie auf die mittleren Normalspannungen
in den Spulen, kann ein Fa,ktor g1 so definiert werden, dafl

= Vsp./ / /sdeV (4,12)

spulen

gilt. Der Faktor g; hingt dabei vom Verhéltnis der Volumina von Spulen und Struktur
ab. Durch den Faktor g; wird der Aufbau des Spulensystems aus diskreten Spulen
endlichen Querschnitts beriicksichtigt. Beim “idealen Torus” wiirde g; = 1 gelten.

Fiihrt man die Integration in (4,12) aus, so erhilt man den Mittelwert der Summe
der Normalspannungen () ; 0;),, in den Spulen, und es folgt

(Ti0i)ep V
Em )

sp

g1 = (4,13)

Die Volumenelemente der toroidalen Schale, aufgebaut aus N Spulen und zusatzlichem
Strukturmaterial, konnen in den 3 Richtungen unter Zug oder unter Druck stehen. Wie
in [17] beschrieben, ist in jeder Richtung 7 des Volumenelementes ein minimales Volumen
(|losil/0zu)dV erforderlich, wenn o0,,; die maximal zuldssige Spannung ist. Das gesamte
minimale Volumen der toroidalen Schale ist dann V,;,,-
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Es gilt:

Ozut'Vms‘n=f]/(|011|+ log2| + |o33]) dV 2//_[|011+ 022 + 033|dV = Ep, .
v Vv

Betrachtet man nur die Spannungen in den Spulen, so gilt analog und unter
Beriicksichtigung von (4,12)

Ozulyp * Vining = [ / f(lonl + |ogz| + |ozs]) dV

Vapulcn

> - Yep

> (low + 022 + 033])dV = g1 Em = (4,14)
Vapu!en

Definiert man einen Faktor g9 so, daf§

[ [ [(lowul + loa2| + |los3|) aV

Vapu!en

[ | [lou + o2 + o33|dV

spulen

925 (4,15)

gilt, so folgt unter Verwendung von (4,14) und (4,12)

Em . azulap 'Vmin,p
91927y e . .

Wenn Vipip,, = Vsp als Mittelwert der Volumina gesetat wird, folgt fiir

Osulyp = (Z]o]).

Damit ergibt sich fiir den Mittelwert der Summe der Betrige der Normalspannungen in
den Spulen

E E
(Elol) =90 572 37, (4,16)
mit go = g1 * g2.
Der Faktor g, stellt ein charakterisches Ma8 fiir ein aus diskreten Spulen aufgebautes
Spulensystem dar. Wegen der speziellen Kraftdichteverteilung der toroidal angeordne-
ten Spulen gilt: go =~ 3.

Das Virialtheorem gemaf (4,10) soll nun auf eine stromtragende toroidale Schale
angewandt werden. Die Spur des Spannungstensors fiir diese toroidale Schale betragt
unter Verwendung von (3,33) bei Beriicksichtigung der ersten Relation von (3,26)

a a
spS = o +03=B—gg-1ﬁ A A 1n(1+R€COSﬂ). (4,17)
e 2u9 h a? (1+ 5 cosd) cos? y
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Die Spur des Spannungstensors spS = 0y, + 0y ist fiir alle ¥ € [0,27] und fiir alle
Bﬂ € (1,00) positiv, wie es sein muB. Setzt man (4,17) in (4,10) ein und fiihrt

d1e Integration {iber das Volumen der toroidalen Schale Vi = 472 Ryah, nachdem der
Integrant in einer Reihe entwickelt wurde, aus, so folgt

Bd . 2, 1a®> 1at
Em—f/fsdeV Z:rr a R0{1-|-4R2 + = Rg -|-} (4,18)

Diese Gleichung stimmt mit (2,26) iiberein, wenn man dort A — 0 gehen 148t. Damit ist
die Richtigkeit des Virialtheorems in diesem speziellen Fall bestitigt. Die Virialspan-
nung oy, d.h. der Mittelwert der Spur des Spannungstensors, betriagt

a 1a? 1at
///sdeV —h{1+ZF+SR4+“-}. (4,19)

Fiir die Mittelwerte der einzelnen Spannungskomponenten* erhilt man

(a)—i-/f/adv————{ +_£+1a4+ =}
LA 7 e 2u0 2h 12R? 40 R}
Vr

B0 a Ry Fiitg
//fa,,dv mg—arcsto. (4,20)

Bildet man die Summe der Betrage der Mittelwerte der einzelnen Spannungskomponen-
ten und beriicksichtigt die Relation

a 1 a? 3 at
a.rcsm—éa—RO{1+6R2+:1-6-}-ig+...}, (4,21)

so ergibt sich

5 a2 7 at
ol s pienpy, 2)

B a
Z(e) = [op)l + l(a)] = 32 ol t w2
2h 36 RZ 120 R}

2u

* Interessant tst in diesem Zusammenhang der Vergleich der mittleren poloidalen
Spannungskomponente (og) einer stromtragenden toroidalen Schale mit der aus
der Literatur bekannten mittleren Zugspannung einer biegemomentfreien D - Spule.
Berticksichtigt man, daf BoRg = BpR; und By = pgjoh gilt, und daff man
bet kletnen Argumenten der transzendenten Funktionen arcsinfg ~ Arta.nhR% =
%ln %} mit Ry = Ry — a und Ry = Ry + a setzen kann, so findet man eine gute

Ubereinstimmung fiir ein Spulenaspektverhiltnis Am = Rg/a > 2.0. Vgl. dazu die
Gleichung (2.6-12) in [1].
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Wegen 0p < 0 und oy > O fiir alle ¥ € [0,27] und fiir alle —Q € (1,00) gilt hier

Z|(o)] = (Z|o|). Beziecht man diese Summe der Betrige auf die Virialspannung
nach (4,19), so kann man entsprechend (4,16) einen Faktor g/, definieren, der nur vom
Spulenaspektverhiltnis abhangt:

1_|__5_.G_2£.+ .ﬁ
= oy 1+;ﬁ+;a_ ’
4123 8R3

Die Summe der Betrage der Mittelwerte der einzelnen Spannungskomponenten ist also
unter den genannten Voraussetzungen etwa dreimal so groff wie die Virialspannung
oy = Em/Vr des idealen Torus mit endlicher Wandstérke.

5. Zusammenfassung

In der vorliegenden Arbeit werden analytische Losungen fiir die magnetische
Flufdichte, den magnetischen Energieinhalt, die magnetischen Krdfte und die me-
chanischen Spannungen in Abhingigkeit von den geometrischen Parametern des Sy-
stems hergeleitet. Den Berechnungen liegt das Modell des idealen Torus mit endlicher
Wandstarke, d.h. einer toroidalen Schale, zugrunde.

Die wichtigsten Resultate der analytischen Betrachtung sind:

e Fiir ein festes By hingt die maximale Fludichte Bys an den Spulen nur vom Spu-
lenaspektverhiltnis Ay, = Rg/a, dem Verhéltnis von Spulenradius zu Spulenhdhe
a/h und von der Spulenanzahl N, nicht jedoch von der absoluten Grofie der Kon-
figuration, ab.

e Der magnetische Energieinhalt skaliert mit dem Quadrat der magnetischen Fluf-
dichte By auf der magnetischen Achse und dem Magnetfeldvolumen. Auflerdem
hingt er von Korrekturtermen ab, die die Verhdltniswerte A,, = Rp/a und a/h
enthalten.

e Die resultierende magnetische Kraft der Spulen skaliert mit dem Quadrat der ma-
gnetischen FluBidichte By, mit dem Quadrat des Radius @ und mit 1/N, sowie mit
Korrekturtermen, die von den Verhaltniswerten A,, = Ry/a und a/h abhéngen.

e Die mechanischen Spannungen in der betrachteten diinnwandigen toroidalen Schale
skalieren mit dem Quadrat der magnetischen Flufidichte By und hangen auflerdem
von Am = Rp/a und a/h, nicht jedoch von der absoluten Grofle der Konfiguration,
ab. Bei der gegebenen radialen Kraftdichte f, ~ 1/ r2 herrscht fiir alle ¥ €
[0,27] und fiir alle RBp/a € (1,00) in toroidaler Richtung Druck (¢, < 0) und
in poloidaler Richtung Zug (og > 0) vor. Folglich ist der Mittelwert der Summe
der Betrige der Normalspannungen etwa dreimal so grofl wie die Virialspannung
oy = Em/Vp, wobei Vp = 472 Rgah das Volumen der toroidalen Schale ist. Dieser
Mittelwert stimmt in etwa mit der mittleren Vergleichsspannung iiberein.
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6. Anhang
6.1. Quasitoroidale Koordinaten

Wihrend die iiblichen Toruskoordinaten [18] im gesamten dreidimensionalen Raum
definiert sind, beschreiben die quasitoroidalen Koordinaten p,p, ¥, nur einen kleinen Teil
des zyz-Raumes. Sie bieten jedoch dann Vorteile, wenn sich physikalische Vorgiange in
toroidalen Anordnungen auf konzentrischen Kreisen in der Poloidalebene ¢ = const.
und p < Ry abspielen. Die quasitoroidalen Koordinaten p,p,?, bilden ein krummlini-
ges, orthogonales Koordinatensystem, und es gilt: €3 = €, X €y; siehe Bild 1. Dabei
beschreibt p die radiale, ¢ die toroidale und ¥ die poloidale Richtung.

Die Transformationsgleichungen zwischen den kartesischen und den quasitoroidalen Ko-
ordinaten lauten:

z = (Rp+pcos?) cosp,
y = (Ro + pcosd) sinp,

z = psind, (6,1)

und umgekehrt

- V(Wi - R+ 2,

¢# = arctan

2z
Vi +y2 — Ry’

@ = arctan % . (6,2)

Wertebereich der Transformation:

0 < ¢ < 27,

Fiir die Bestimmung der Metrikkoeffizienten gilt:

| 322

)’ + (3,

R e )
ap’ ’

=dg,)" +dg;

oz, dy oz
2_ 2 2 2
ot = (G + (G2 + G2

dz dy 0z
2 Oz.9  Oy,y 0%
2ol = (53 + (5g)" + Gz5)"

25




und folglich
gife= ho =1,

g22 = h% = (Ro + peost#)? = 12,

g33 = h = p°.

Damit lauten der kovariante und der kontravariante Metriktensor [10]:

15420 70
gij = 0sErfa L0,

0 0 p2

1 0 0
=10 % o

0 0 plz

Die CHRISTOFFEL-Symbole [10] lauten:

I‘%z = =¥ oV,

Dabei ist: r = Ry + pcos?.
Alle {ibrigen CHRISTOFFEL-Symbole sind gleich Null.

Das Linienelement ergibt sich zu:

Die Flachenelemente lauten:
dA, = rpdpdd,

dAy, = pdpdd,
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dAy = rdpdp.

Das Volumenelement lautet:
dV = rpdpdpdd.

Dabei ist wiederum: r = Ry + pcos?d.

(6,6)

(6,7)

Die raumlichen Ableitungen eines Skalarfeldes & bzw. eines Vektorfeldes B ergeben sich

in quasitoroidalen Koordinaten zu:
Gradient eines Skalarfeldes &:

0 | 109 1 09

grad® =€p5; +ep;§; +€0p319

Divergenz eines Vektorfeldes B:

- 1,0 0 7]
divB = — (—(rpB,) + 5;(po) + as-(rB,g)).

rp ‘9p

Rotation eines Vektorfeldes B:

rot B = é'p-rl;(‘c,f—‘p(ﬂBﬂ) _%("BSO))
+ E:pl(‘é%(Bp) —g—(pBa))
+ é',a-l-(ga;( By) —ai(Bp))

Delta-Operator:
a od d ,pdd o ,r 0P

A® = divgradd = — (
Mit: r = Ry + pcos?.
Dabei wird vorausgesetzt, dafl & und B fiir p > Rg verschwinden.

Fir die Transformations eines Vektors v gilt:

Vp Vg
Vo =T- ‘Uy
‘Ug 'Uz

mit
cos ¥ cos cost?singp sind
T = —singp cos 0

—sindcosp —sindsingp cosd

Die Transformationsmatrix T ist ein orthogonale Matrix, d.h. es gilt:

(TR
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6.2. Die Kraftdichteverteilungen f, = const. und f, ~ —,1:

Der ideale Torus mit endlicher Wandstarke und mit einer axialsymmetrischen
Stromdichtebelegung hat eine radiale Kraftdichteverteilung, die proportional ;15 ist.
Bei einer Anordnung von diskreten Spule ist wegen des Streufeldes die Potenz von r
kleiner als 2. Im folgenden werden die beiden interessanten Fille f, = const. und

fp~ %, fiir die keine erzeugenden Stromdichteverteilungen angegeben werden kénnen,
behandelt.

a.) fp = const.:

Es sei
Bj
offy = 20 b (6,15)
Damit folgt:
. Bg RO 1 a . 2
/fpr sind dd = T (cos? + 2 R sin® ). (6,16)

Wegen der Endlichkeit der Spannungskomponenten V 4 € [0,27] folgt fir die Kon-

2 2 i
stante C; = %05 27 50 daB die Spannungskomponenten lauten:

. B2 a (1+%}%cosﬂ)
2p0 b (l—i-P%cost?)’
B a
0
= —— —. 6,17
Op 2uo 2h (? )

Beide Spannungskomponenten sind positiv V ¢ € [0,27]; o, ist eine Konstante.
Die resultierende Kraft auf ein Segment der Gréfle 27 /N lautet analog zu Ab-

schnitt 3.2.:
F,-:/ f [fp cos? cospdV . ' (6,18)
Vrs

Die Auswertung des Integrals ergibt

BZ 2 2.2
P02 — (6,19)
2 Ho N
Die resultierende Kraft ist nach auflen gerichtet.
b.) fp o % .
Es sei
B R,
- e Y 6,20
fﬂ 2[1,0 h r ( )
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Damit folgt:

. Bf Ro
/fpr sinddd = e 4 cos?d . (6,21)

Wegen der Endlichkeit der Spannungskomponenten V 4 € [0,27] folgt fiir die Kon-
stante C; = 0, so dafl die Spannungskomponenten lauten:

B a 1
g = —
& 2p0 b (1 + g cosd)’

0p = 0. (6,22)

Die resultierende Kraft auf ein Segment der Gréfie 27 /N ist:
F, = 0. (6,23)

Als Ergebnis dieser Betrachtung kann man festhalten, da im Falle f, = const. die
beiden Normalspannungskomponenten positiv sind, d.h. die einzelnen Schalenelemente
sind sowohl in toroidaler als auch in poloidaler Richtung auf Zug belastet. Die resultie-
rende Kraft ist ebenfalls positiv, d.h. sie ist nach aulen gerichtet. Dieser Fall ist mit dem
in der Literatur behandelten Fall des Torus unter konstantem Druck ( Autoschlauch )
vergleichbar.

Skaliert die Kraftdichte f, ~ %, so tritt nur die Normalspannungskomponente oy in
poloidaler Richtung auf. Die Normalspannungskomponente oy, in toroidaler Richtung
verschwindet ebenso wie die resultierende Kraft.

Mit Hilfe des Virialtheorems kénnen die betrachteten Fille bewertet werden. Das
Verhiltnis der gespeicherten magnetischen ( oder sonstigen ) Energien verhilt sich fiir
die Fille f, = const. : fp ~ % s fp~ %2 etwa wie 3 : 2 : 1. Wiren also die genannten
radialen Kraftdichteverteilungen in einem Spulensystem méglich, so wiirde mit f, =
const. der giinstigste Fall vorliegen. Die in realen Spulensystemen vorhandene radiale
Kraftdichteverteilung von ungefiahr f, ~ r% stellt den ungiinstigsten Fall dar.
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8. Symbolverzeichnis

Aufstellung der wichtigsten verwendeten Symbole:

Tensoren

E
G
S
T

Vektoren

v

dAy

dF

—

au
[

8L TR 3 Syt

w
2
&,
o
o

E;

f:h fy7 fz
fp, f{o: fi’
(£o)
Fz:;Fya Fz
Fp: Fgo: Fy
Fy

Frig

G

9i5

h

Hps Hios Hy

Elastizitatstensor
Verzerrungstensor

mechanischer Spannungstensor
MAXWELLscher Spannungstensor

Magnetische Flufidichte
Hiillflichenelement
Kraftelement
Linienelement
Magnetische Kraftdichte
Magnetische Feldstarke
Stromdichte
Normaleneinheitsvektor
Radiusvektor
Tangentialeneinheitsvektor
Verschiebungsvektor

Spulenaspektverhaltnis

Radius der toroidalen Schale, bzw. Spulenradius

Magnetische Fluldichtekomponenten in quasitor. Koordinaten
Magnetische FluBidichte auf der magnetischen Achse

Maximale magnetische Fludichte

Toroidale Spulenauslenkung

Spulenbreite

Elastizitatsmodul

Gespeicherte magnetische Energie

Magnetische Energie des idealen Torus

Magnetische Kraftdichtekomponenten in kartesischen Koordinaten
Magnetische Kraftdichtekomponenten in quasitor. Koordinaten
Mittlere Kraftdichtekomponente

Magnetische Kraftkomponenten in kartesischen Koordinaten
Magnetische Kraftkomponenten in quasitoroidalen Koordinaten
Magnetische Kraftkomponente in radialer Richtung

Radiale magnetische Kraftkomponente des idealen Torus
Schubmodul

Metrikkoeffizienten

Wandstédrke der toroidalen Schale, bzw. Spulenhdhe
Magnetische Feldstarkekomponenten in quasitor. Koordinaten
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U, U, W

Vrs
Vs,
z, y, z

k

Tpps Vpds Vpd

b

€py €p, €9
Ko

v

P, p, 9
Oz, Oy, O
Op, Op, Oy
Onn

(0‘.0>’ (019)
OyM
(oum)

oy
Zl{a)|
(Zle])

Tpps Tpds Tpd

Tnt

Gesamt-Spulenstrom

Mittlere Stromdichte in der toroidalen Schale
Stromdichtekomponenten in quasitoroidalen Koordinaten
Induktivitat

Induktivitiat des idealen Torus

Laufindex, poloidal

Laufindex, toroidal

Zahl der toroidalen Feldperioden

Gesamtanzahl der Spulen

Mittlerer Magnetfelddruck auf eine Spule

Radiale Koordinate

Grofler Torusradius

Spur des Verzerrungstensors

Spur des mechanischen Spannungstensors

Spur des MAXWELLschen Spannungstensors
Komponenten des Verschiebungsvektors in quasitor. Koordinaten
Volumen

Volumen der toroidalen Schale

Volumen eines Spulensegmentes der toroidalen Schale
Volumen einer Spule

kartesische Koordinaten

CHRISTOFFEL-Symbol

Gleitungskomponenten in quasitoroidalen Koordinaten
KRONECKER-Symbol

Dehnungskomponenten in quasitoroidalen Koordinaten
Permeabilitat des Vakuums

Querdehnungszahl

Quasitoroidale Koordinaten

Normalspannungskomponenten in kartesischen Koordinaten
Normalspannungskomponenten in quasitoroidalen Koordinaten
Normalspannungskomponente in Normalenrichtung

Mittlere Normalspannungskomponenten

Vergleichsspannung

Mittlere Vergleichsspannung

Virialspannung

Summe der Betrige der mittleren Normalspannungen
Mittelwert der Summe der Betrage der Normalspannungen
Schubspannungskomponenten in quasitoroidalen Koordinaten
Schubspannungskomponente
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