Das Kastenmodell in Kugelsymmetrie
zur Beschreibung der Pelletexpansion
mit (oder ohne) Warmezufuhr

Analytical solutions for spherically
expanding pellet matter with and
without heat input

M. Salvat

IPP 4/186 April 1980




MAX-PLANCK-INSTITUT FUR PLASMAPHYSIK

GARCHING BEI MUNCHEN

Das Kastenmodell in Kugelsymmetrie
zur Beschreibuna der Pelletexpansion
mit (oder ohne) Warmezufuhr

Analytical solutions for spherically
expanding pellet matter with and
without heat input

M. Salvat

IPP 4/186 April 1980

Die nachstehende Arbeit wurde im Rabmen des Vertrages zwischen dem
Max-Planck-Institut fiir Plasmaphysik und der Europaischen Atomgemeinschaft iiber die
Zusammenarbeit anf dem Gebiete der Plasmaphysik durchgefiihrt.




IPP 4/186 Das Kastenmodell in Kugelsymmetrie
zur Beschreibung der Pelletexpansion
mit (oder ohne) Warmezufuhr.

Analytical solutions for spherically
expanding pellet matter with and
without heat input.

M. Salvat

April 1980

Abstract

Some exactly integrable models of the expansion of laser heated pellets
are presented.




Zur Beschreibung der Expansion eines mit Laser aufgeheizten Plasmas
benutzt man als vereinfachtes Modell ein Kastenprofil fiir die Zu-
standsgroBen. Ziel dieses Berichtes ist es, exakte Losungen dieses
Modells zusammenzulegen und zu diskutieren.

I. Diskussion des Gleichungssystems

Basov und Krokhin /1/ geben fiir die Erhaltungssitze folgende

Gleichungen:
dv _ = (1)
. "1# 47lrfv
. . i
-a%:('zi"'{m £)- %) (2)

wobei p den mittleren Druck, v die radiale Geschwindigkeit, E die
Energie, M die Masse, Q die Laserleistung bedeuten.

In Anlehnung an diese Gleichungen gibt Dawson /2/ fiir die Erhaltungs-
satze folgendes System

. — 2
I PV = 31/ R (3)
?v.;—l(ls/‘;-A‘{)ﬁT: W
(4)
wobei ﬁ jetzt eine mittlere Masse = % M ist.

R der Radius des Plasmas am Rande,
P ein homogener Druck,

V das Volumen,

T die homogene Temperatur,

N; die Gesamtzahl der Ionen,

Ne die Gesamtzahl der Elektronen.

Wir wollen die Erhaltungssdatze noch diskutieren.

Gl. (2) (sowie (4) mit Beriicksichtigung von (3)) ist der erste Satz
der Thermodynamik

d@ =du + 74V




Die Ableitung von GI. (1) (sowie (3)) wollen wir naher betrachten.
In Kugelsymmetrie lauten die Impulsgleichungen und die Erhaltung der
Masse:

faf + gr__ = - 2p

or
2P

= 4..1'-3 (frr) 0

Dies kann man, wie bekannt, folgendermaBen kombinieren:
2 pr2 e (e L2 (prt) = - 3
Z(e0)+ B BTG = 3

2 )+ B (pr) = -2 (5)

Gleichung (5) wird auf P1asmavo]umen integriert.

]'bé'(ff)dl/-{-/ *ar (f"f) 47,,:‘,’_-___/5#'47]’-'%
/::— ffj‘{l/+ (477Jor ,.) — _/d/b gt

Der 2. Term[{pf‘r f") ist 0, da fR =0 oF
[ ]

v

? : ist h d Leib-
j;;(f’")"('/ nach der Lei
()

nitz'schen Regel gleich:

2[5

Der Term [/f'R ist 0, dafR—O e

AuBerdem: j:ff_4,7r-"‘____ OS 4’7er_ /f ;(/4'7!‘7



v
Der Term(f;.mr‘) ist = 0, da Pp = 0 ist.
¢

Es bleibt fiir den Impulssatz (in Kugelsymmetrie):

a‘}[é”)dV = [} (417" (6)

Diese Gleichung ins unabhangig vom Modell. Wir spezialisieren die
Gleichung (6) auf Kastengeometrie.
P, f’ T haben keine r-Abhangigkeit und sind nur Funktion von t.

Man erhdlt: ;(rj‘:’d:y :/bﬁgqr'j = 47;@1'7

Verwendet man die Erhaltung der Masse unter der Form:

3 + 3 r

- 2 = ] — = -&' .
fr = == o o wobei . = Ro, ro’Ro' Anfangswerte

oder r = —g%f’ , so erhilt man

v v ; v .

FdVe-28 [ rdy=-4 4j,-’4r._17 =*
j 5‘%l J‘_% i %3
o 0

aber %: 38, so daB
R

ke 3 .
/f’c{(/‘:— 77272
o
Insgesamt erhdalt man fiir die Impulsgleichung
2 /o9R*B) = :
s (PIRR) = 4Rp
3 D ; = =
2 F(hR) = R

2R B(ne)= 4MRRT




und mit M =

B R OS]

M,
d — [
3 T=)= Pv

Das Kastenmodell liefert den Koeff. % (statt

(81 [ %]

, den Dawson angenommen hat).

1I. Losung des Differentialsystems II

Exakte Losungen existieren in 3 Fdllen:

W= o0
W = C = "-!-‘
a)__Fall W =0
( °d';6‘, (7)
u
y LT = @
{'PV+ 2 (VN =T (8)
Gl. (8) liefert die Adiabate, da man die Gleichung (8)
m 7 2 -~ = o
schreiben kann, oder
5 2.-21 =0
el 7
Z t
oder T V 3 =-T.:‘{}
oder TR .—_-_'—l:'l?:' (9)

AR+ 2 (Man)RT = E, (10 -



Und mit Hilfe der G1.(9) kann man G1.(10)
d 38, 3 R
P A+ (Me)R T, 22 = E,

schreiben.

Die Integration ergibt:

Reafts ——2fr & a
( V=, 3, (11)
wobei
g = .‘&_E'; a = 3("’{*"\4)‘7:,7?;
1 F ] L 8 5 ®
T erhalt man unter Benutzung von G1. (9)
TRE
T = (12)
‘/ 2 Q.2 a
a({-_‘_, ?.-,__-a};) -+ 'a_t
" L4
af
b)__Fall W_=_c*® (Dawson)
. P (4;:,'@?
= = [([=7T77
Fv= ar(z (13)

E 3 & - .
3 N P = w

Durch Einsetzen von (13) und (14) und integrieren erhdalt man die Ener-
giegleichung

2 /N 15t o 3 /). 45 nt
> (M+N) 6T+ 172 W{"-F.i/h{-f-ﬂ{)ﬁ:*-&ﬂ@

=Wt +E (15)

Nach Dawson rechnet man aus (15) P und fiihrt dessen Ausdruck in (13).
Man hat folgende Schritte:

2nan)VbT + LAR = Wk + T,




whe £, = 9 4 (77
ARRE = R+ 254+ Wit
A(R-% - ArRérfttew?’
Z. .2 3

Z L : 2E. Wl
R~ = 2 +Z€Kt"+ Tf'—-ﬁ _.EF-E (16)

Aus (16) rechnet man:
y Eo ﬂ‘ 2
(RRq+ 2 2t +£#)

Pt e eoR Ty 2E ity il 2’
o *’s ] 17

2=

und die Temperatur erhdlt man aus (15):
wt+E- T RR:
o MErE- IR )
3
T (M)

Wenn die Heizzeit genug lang ist, erhdlt man

de (21 =yt
(t"fn/l)
L. [-;_/M-M{)m)= z-fuf- (19)
(f')rp/;)

Wenn fio und T, genug klein sind (Ep genug klein), erhalt man:




=

" 22§ F
J{A{*ﬂf) ,.z_,__%%/'_p (20)
b T _ Wt (21)

und

(o~ Ch(M+Y)

Dieser Fall entspricht der Bestrahlung eines expandierenden Pellets von
Radius R = R(t) in einem Laserstrahl von Radius % > R(t), wie in Bild

angedeutet ist.
L
4 Es sei ¢ = —ng die Laserintensitdt
M2

= _LEEEI). Die .dem Pellet zugefiihrte

|
Law Laser
Leistung (unter Vernachldssigung der Licht-
revlexion)lautet:
L [
laser z loder LS
T e—— — mR
4 7{2— 772 4781

- =
we @4t (F= 37)

Das Gleichungssystem:

. w .
PV = & () (22)

1aRt sich exakt integrieren.
Aus (22) rechnet man zuerst % (N;+Ng )KT:
('n‘.-;—n‘)-ﬁ‘[—. 4R = ATRR

P
%[A{M{)&T‘: IR RE (24)

oder
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Durch Verwendung dieses Ergebnisses wird die Gleichung (23):
oA 4 25
2 F (7 +RR) = 75 TR® (25)

Man hat aber:

Jd d 2
# "’?72) 2}#/ ZE). 255 (%)
Gl1. (25) 18Rt sich dann
7 - anlrt (26)
& 7
: 3
schreiben und mit den Abkiirzungen: R* = X y 4&’] 77-":4
XA (27)
Die Losung lautet:
72"-_—-_ X _-_;C_:’e +[€Aﬁ-l—4{'+€ Qu-z-d-tye (28)
Zur Bestimmung der Konstanten Cl, C2, C3 hat man
| @tG =X
a(f-{—ﬁé’ 1 =X
{4(G+36-25)=* (29)
¢ A 4 .
a(G-7 ¢ -35)=

so erhdalt man:

(30)




Aus der Losung (28) kann man R rechnen:

..Sé
['E +(C—E—m- C+€f )e

/e T

. a. (31)
R= z

Hier bedeutet
e /.a;._“ga{- 5 BB

Die dem Pellet zugefiihrte effektive Energie lautet:

£
E - 4.,??;/72&,{{- und unter Verwendung von (28):
#

- af
£, w2 (e seGece- ;—’(e(/f-wﬁm)*‘s'(‘*-ﬁ“))é)”)

—_—

5 (4
wobei 47% wegen der Definition von a’ [= 477—?;:)

Lo

durch !Z"ab ersetzt werden kann.
Weiter kann man aus (31) die kinetische Energie ausdriicken:
a
at 5‘{1-‘5 C+C/s SRt
z 3 0
Q. (3 C;f? + (/ T N = "“)15?

he at Yy
A

R

[ AN
Qo\&

Die Energiegleichung Tautet:

A d e S - _j4 R
#[; A 4—3/44*45).477 P47
und die Integration liefert:

2778 %2 (men)&T - (LA 3 () 4L) =
=l - = #j? ﬂ?ﬁﬂQﬁ
257 8 +§ (Mr0) BT £, /?‘ /

A5t
so daB %["{-*M}ﬁ_= f}%blﬂz
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Mit Hilfe von (32) und (33) findet man den exakten Ausdriick zur Be-
rechnung der inneren Energie (bzw. der Temperatur).

Es 1aRt sich sofort berechnen, daf:

lim (1F770%) = {Za.[%ﬂ‘/..«g)bj -t

Z A
({'ﬂ) (f‘fu,;)

Dieses Ergebnis ist,abweichend von dem Ergebnis von Dawson, Gleichung

(18) und (19).

Zusammenfassung der Ergebnisse der Integration (exakte Ldsungen) des
Gleichungssystems

'T’l> =

t1q

Rt
W

in Kugelsymmetrie.

T — -+
LRt s
T
T = T.(_,?"_
z ]
. b s 1R 2 (Mm)LTs
wobe1 4 =3 = & =
2 3/”#%)'&7_
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wobe i e = “’-’g“*
&%
a=(¥1%)
4 L) L1
= —_— ) )f.
. A INe %
und C;_ = VE [';-- )E(;)

¢ (et

1l
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