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Abstract

Es ist das Ziel der vorliegenden Berechnungen, die Rekombination von
dichten Plasmen (z.B. lasererzeugten Plasmen) numerisch zu ermitteln.
Die Rekombination wird fiir Plasmen mit Anfangsdichten von

1018+6 <n < 1021+6 [m—3] und fiir Anfangstemperaturen iiber 50 eV be-
rechnet.

Am Anfang der Expansion bleibt der Ionisierungsgrad des Plasmas prak-
tisch konstant. Die Dauer dieses "Einfrierens" der Ionisierung ist
umso ldnger, je niedriger die Anfangsdichte und je hoher die Anfangs-
temperatur ist.

The goal of the following calculations is to determine numerically the
recombination of dense plasmas (for instance of laser-produced plasmas).
The recombination is computed for plasmas with initial densities of
1024 <n < 10?7 [n73] and with initial temperatures = 50 eV.

The ionization of the plasma remains essentially constant during the
early phase of expansion. The time for which the ionization is "frozen-in"

grows with decreasing initial density and with increasing initial
temperature.
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Durch BeschuB von fester Materie mit Lasern kann man Plasmen mit hohen
Dichten und hohen Temperaturen erzeugen. In diesem Bericht wird die
Rekombination solcher Plasmen unmittelbar nach deren Erzeugung behan-
delt. Es wurde sphdrische Symmetrie wihrend der Plasmaexpansion ange-
nommen, was durch die experimentellen Untersuchungen bestdtigt wird.

Die Plasmawolken werden durch BeschuB von freifallenden Deuteriumpellets
mit Lasern erzeugt.

Bei gegebener PelletgroBe ist es moglich, durch Wahl von Wellenldnge und
Energie des Lasers die Dichte und die Temperatur des erzeugten Plasmas
fiir einen bestimmten Bereich zu dndern. Mit Nd-Glaslasern, fiir die die
cut-off Dichte 10°7 (m™3

von 1027 w3 bzw. < 1027 3 erzeugen. Die zweite Moglichkeit (n < 10

(m ~) betrdgt, kann man Plasmen mit Anfangsdichten

27)

ergibt sich, wenn man das Pellet zunichst mit einem Vorpuls bestrahlt
und dann, wenn die Dichte unter den kritischen Wert von 1027 m_3 abge-
fallen ist, mit einem energiereichen Hauptpuls die Pelletmaterie heizt.
Die erreichbare Temperatur hingt, unter Beriicksichtigung der Lichtver-
Tuste: Reflexion, Durchldssigkeit des Plasmas etc., von der Laserenergie
ab.

Solche Plasmen kﬁ??en zur Fullung von magnetischen EinschluBanordnungen
verwendet werden

. Allerdings kiih1t sich das Plasma wiahrend seiner
Expansion in der magnetischen Flasche ab, wobei gleichzeitig ein Teil

des Plasmas durch Rekombination verloren geht. Unvollstandige Ionisierung
der Pelletmasse sowie Rekombination wahrend der Expansion sind eine

Quelle von Schwierigkeiten, da die Umladungsprozesse eine charakteristische
Zeit aufweisen, die vergleichbar mit der Fiillzeit der magnetischen Flasche

ist. Das Plasma verliert dadurch wihrend der Fiillphase seine Energie.

Ziel dieser Arbeit ist es, den wahrend der Plasmaexpansion sich ein-
stellenden Ionisierungsgrad als Funktion des Anfangszustandes des
Plasmas zu berechnen.

Eine interessante Eigenschaft dieser Plasmen ist, daB die Ionisierung

'eine Zeitlang eingefroren bleibén kann: Fiir bestimmte Anfangsbedingungen und
Temperaturen ist die Zeit des Einfrierens der Ionisierung lang genug,

so daB die Rekombinationen bei der Fiillung von magnetischen Flaschen
vernachldssigbar werden.




1. Die Ausgangsgleichungen

Es sei n, = n; die Dichte der Elektronen (bzw. Ionen) [m'3]

o die Dichte der Neutralen
n = n die Dichte der schweren Teilchen.

Vorausgesetzt, daB die StoBe hdufig genug sind, wird sich eine ein-
heitliche Temperatur einstellen. Wiy setzen dann:

€ bezeichnet die makroskopische Geschwindigkeit des Plasmas.
Wir benutzen folgende Gleichungen:

a) die_Erhaltungssdatze fiir_die Dichte der 3 Teilchensorten:

- o B R e S = = = ——— — — = - —

X an 1
’ .‘%‘-4-'-:,4":':‘:(“ = (1)
. . dn;
I { % + M, a’tvq =(2%)P (2)
%! + M dr’:rc;:(‘;%:-)? (3)

wobei die rechten Seiten dieser Gleichungen Produktionsterme durch
Rekombinationen darstellen.

Offenbar gelten die Beziehungen:
cy,
dney _ _ oin; . &
(dt P (df P (gf_)?‘ (4)

Durch Addieren von G1. (1) und (2) erhdlt man den Erhaltungssatz
fiir die numerische Dichte der schweren Teilchen:

% + m.dt'-;rr.'. = 0 (5)

b) die_Impulsgleichung fiir_die Fllissigkeit_im_Ganzen:

—— o B e B e e B -

(£ )G =~ g lpetop), O
wobei ft (‘ﬁ"'ﬂ’



c)

=9

und P.-rf’ th = (q.+ . uge)gT.-. (*n.»‘) 47',
dc
so daP ° - 7
und mit der Definition q’— = fiir den Ionsierungsgrad erhdlt man
7
dC, = -jl‘d (m(fu-d)-— } (7)

d-.7 :du+/3a{{-}) (8)

Hier wird dg= O gesetzt: Man betrachtet nun die Plasmaexpansion
unmittelbar nach der Pelletheizung. Unter Beriicksichtigung der
Ionisierungsenergie pro Atom lautet die spezifische Energie (pro
Einheitmasse)
(g "+ 7 )jiﬂg7fﬁlw 4
e L 0/2 e

= o : (9)
Cr 7)™,

wobei % die Ionisierungsenergie darstellt

. 3RT, !
oder u-ﬁ*‘“)&m.o*’(;;;;
so daB 3“ 5 3“ aw

-2 A (44.:»()4”"4—( _}_ ..Xi)dot (10)

-

A )

Beriicksichtigt man, daB éj‘-'= ™, dan kann man G1. (8) folgender-
maBen schreiben (mit d-?u)):

d’r d T
0=22 " 2 (4+ )4+n( (11)
0= d(‘en )+[‘1+I :ii , (11')
wobei # _£1__
T s 34

G1. (11') driickt die Anderung der Entropie des Plasmas durch die
Zufuhr der Rekombinationswéarme aus.
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Zusammenfassend erhalt man das Gleichungssystem:
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oder noch durch Eliminieren von ¢, zwischen G1. (1) und G1. (2):

. H 2
” m _ P
111 e ela | Bk
ne = grad(m) 5 ) 3
T 2n __ (. T)R
T 3= ° LD e &
Auso(-.—:f'_! folgt _;'l_ ':.“..--'—’-:'PE—)-{,
so daB . . .
_‘Z(_.. - :(__o_(__ - (41')’ Me (M‘c)f’
d = — »
14+ A4+ MC. M_’."e. ma-n,

Wir untersuchen die sphdrische Expansion des Plasmas unter Zugrunde-
legung eines Lagrange-Modells der Form:

r= r;_f(k)

Gl. (1) gibt: m= "o

Man erhdlt
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Eine Vereinfachung des Systems erhdlt man durch die Annahme, daB = 0
Es folgt:
f=4
£x fofi o neft
so daB:
il 1 3—'£:" = 0 1
n 14._£4:
) dea b - ek :
Y gt 44;£# M

Tod Iy

N+ H‘

C’L)p vird aus einer Bilanz der Ionisationen und Rekombinationen qewonnen.
Wir benutzen dafiir folgende Formel:

('n;)?=(n— he)he_(O&-l-Vﬁ—'r) - Wié{l-k %) (12)

wobei
V. = Verdiinnungsfaktor fiir die Strahlung
ol = StoBionisationskoeff.
B; = Strahlungsionisationskoeff.
olR = Dreierstofrekombinationskoeff.

BR = Strahlungsrekombinationskoeff.

df und BI werden aus dem detaillierten Gleichgewicht gewonnen.

ol = ops S(T) (13)

By = Bp. S(T) (14)




S(T) ist der Sahafaktor: (2T1m, ﬁ'r) e ,‘.,.

£*

wobeiy 1 die Ionisierungsenergie des Wasserstoffs bedeutet.

So erhalt man:

(1:"'); mad»g {(M' ") S€r) - ":} * 13* [ V(""”‘f.)s('r)"":'} (15)

Im Anhang wird die Frage untersucht, welche Koeffizienten O(R und BR
man in G1. (15) benutzen kann und ob die Berechnung von  ; und BI
aus dem detaillierten Gleichgewicht nach der Formel (15) und (14)
gerechtfertigt ist.

Das Gleichungssystem V wurde mit Hilfe der Formel (15) numerisch
integriert. Die Anfangsbedingungen sind NS, 5 TO, fo' Es wurde
willklirlich ein mit der Plasmaexpansion abnehmender Verdiinnungsfaktor

V= _:17_ (umgekehrt proportional zum Plasmavolumen) angenommen.
(4+42t)

Ein Beispiel fiir den Verlauf des Ionisierungsgrades als Funktion der

Zeit ist in Bild (1) angegeben. Es zeigt 3 Phasen der a-Variation,

namlich: Zu Beginn der Plasmaexpansion ist die Temperatur so hoch und

die StdBe sind so hdufig, daB, startend mit a, = 0,9, das Plasma eine

vollstindige Ionisierung erfdhrt. Der Ionisierungsgrad err;icht in

sehr kurzer Zeit den Wert 1 und behdlt diesen Wert fiir 10 . Nach

diesem Einfrieren des Ionisierungsgrades rekombiniert das Plasma langsam

(Ref. (12)).

Es wurde definiert, daR die Ionisierung eingefroren ist solange sie

s 0,99 ist. Dies ist mit dem Punkt P der Kurve in Bild (1) angedeutet.

Durch geeignete Wahl der Anfangsbedingungen 1dRt sich erreichen, daf
wihrend der Fiil1zeit einer magnetischen Flasche die Rekombination des
Plasmas klein bleibt. In Bild (2) ist die Zeitdauer des Einfrierens als
Funktion der Anfangstemperatur mit der Anfangsdichte als Parameter ange-
geben. Hohe Temperaturen und kleine Dichten sind, wie es zu erwarten
ist, vorteilhaft.




ANHANG

Die Berechnung der Plasmaionisation (bzw. Rekombination) wurde mit
Hilfe der Formel

. . 2
(mg)? = (fn._'n"o(I ‘\1._0(&) i (V"]‘ PI T e PI) (1)
durchgefiihrt.
Dabei sind nq die Dichte der Teilchen im Grundzustand
Ne die Dichte der Elektronen

o1 der Ionisationskoeffizient fiir StéBe

AR der Rekombinationskoeffizient fiir DreierstoBe

Br der Ionisationskoeffizient fiir die Strahlungsprozesse
By der entsprechende Rekombinationskoeff.

v ein Verdiinnungsfaktor fiir die Strahlung.

Die Koeffizientenldl und B; wurden aus dem detaillierten Gleichgewicht
gewonnen, und zwar:

dr = - S(T)

PI = F)R- Sf‘f')

%

3
k) -2
wobei S(r) = Gl%?}‘"e AT (Sahafaktor)

X‘l= Ionisationsenergie des Wasserstoffs.
Mit der Voraussetzuna (2) kann man die Formel (1) umformen:

(0)p = mte § m S -n + i [V SED -] (3)

Venn man nj mit(n-ne)identifizieren kann
(Vernachldssigung der Besetzung der Niveaus F;: 2,3/---- uber das
Grundniveau F= 1), erhdlt man:




.

("I.g)?: 'ﬂ:{n {(h""c)'s (T)' nel.} + (ski V("h—"‘e)S('d-”:'} (4) )
Nach Bates et al. (Referenz (2), G1. (23) kann man ﬁl nach der Formel:

* 2 - :Eﬁ berechnen

und,wenn man hl mit -n, identifizieren kann,

e
. o{
m = -vLﬂg.S - nly ’=‘H5(?ﬂ-'2).5 ; qgha;' (5)

S und K sind die sogenannten collisional-radiative Ionisations-
(bzw. Rekombinations-)Koeffizienten, die in dem oben zitierten Bericht
tabelliert sind. S und @ sind Bezeichnungen, die im Bericht (Ref. (4))
angewandt sind. Infolgedessen ist S nicht mit dem Sahafaktor S(T)

(bzw. @ ist nicht weder mit dem Ionisierungsgrad des Plasmas noch mit
dem Koeff. a und uR) Zu verwechseln.

Die Formel (4) kann man zum Vergleich mit G1. (5) folgendermaBen
schreiben:

= mg(m-n‘){-gl5(T)+v%scf)}_-m:(n<ﬂ+%) (6)
= m(m-ng) (¥ V %)‘ e (e F;,::) (6')

Die Wahl der Koeffizienten aps op und BI, BR kann man dadurch recht-
fertigen, indem man einen Vergleich zwischen ap +V ﬁl in G1. (6) und

B
S in G1. (5) (bzw. zwischen ap + — und &) durchfiihrt

Z.B. nimmt man V = o (Referenz (2), optisch diinne Plasmen), dann muB

man S mit oy vergleichen(bzw. o it ¢ .._#).
m, R m,

Eine klassische Methode, um ap und BR zu gewinnen, wollen wir kurz erwdahnen.
Mit den gewdhlten Koeffizienten wird der Vergleich mit den
Ergebnissen von Bates et al. gemacht.



1) "Klassische" Berechnung von & und Bp:

Ausgehend von einer Integration des Thompson-Querschnittes erhdlt
man fir die Zahl der DreierstoBrekombinationen nach Elwert
(Rekombination von frei auf Niveau p, Referenz (3))

) <t 3 GG ) o

Ihaundys

In dieser Formel bedeutet:

n. = Elektronendichte

= Niveau auf das das Elektron rekombiniert

] .. 8 re H‘ E
¢T = Thomsonquerschnitt: 3*"7(47;:,) met

fl

a, = erster Bohrradius fiir Wasserstoff: A e
47° et
A 4nk,
o = Sommerfeld Feinstrukturkonst.: 2% _&_
e 474
Y; = Ionisierungsenergie des Wasserstoffs
xp = Anregungsenergie fiir Ionisierung aus dem
Niveau
¢ = Lichtgeschwindigkeit

Fiir Y >£'T' erhdlt man:
4

CP,-
dFP c F 27 % .ca.

Fihrt man numerische Werte ein, so erhdlt man:

33§

(o 4
#p T

[ '&T

T!.

- P ’-(—E*-—rf(%;)

¢ 4o [MKs] mit T in Kelvin
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Fiir YP( g'l'wird : .
F‘. 247 -;j—'-Cas- l’-) &T

"t < (4 £

4
#F P 14T (

und nach Einfiihrung der numerischen Werte

.32
_ b 1o kLl [MKST, mit T in Kelvin.
f} T

Fir die Zahl der Strahlungsrekombinationen findet man (auch nach Elwert)

oo

X
: 8 4 v,% j# de  (g)
2 = — L 4. e
(‘F"lmmm ﬂfr Vo P e , €1
&T
Fiir ){)ﬂ—l— erhd1t man
P X
_ 8.4 (X«_)‘-ef*'r
Pf-p"\fa’rf p T T
und nach Einfiihren der numerischen Werte
X
13 £
P - % f"_i_‘. e‘T[MKS] , T 1in Kelvin
P TS

Fir ¥ <¢&Twird
4
und mit numerischen Werten:

-4
_1 240 ' [MKS], T in Kelvin
= —

ﬁ’f' s

Den tatsdchlichen DreierstoBrekombinationskoeff. ap (bzw. Strahlungs-
rekombinationskoeff. BR) erhdlt man durch eine Summierung der %fp
(bzw. pr) auf alle p.

Nun gibt diese Summierung filir p >~ « unendliche Werte fiir ap und Br-
damit die Integration durchfiihrbar wird, muB eine Grenze p = Pmax €inge-
fiihrt werden.
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Man kann zur Fixierung dieser Grenze das Argument von Hinnov (Referenz (4))
benutzen, daB die Ionisierungsgrenze (mit der Energie)[l) um einen
Betrag erniedrigt wird, der von der GréBenordnung kT ist.

Setzt man dann eine Grenze

so erhdlt man die Integrations-
grenze
[%
Frwg™ VT

5 _
oder T_g_ 10° mit ap = 5 afp

—7 y-h (x) = 2 BT e,
!x,l ? P q_’ﬂ\!& )bm-u
!

Mit dieser Annahme kann man fiir kT ¢ ¥1
und mit BR = Zb pr rechnen.,

-0 4
« o 2.10 — 9
R T3 ()
g.40"t %‘{ 2407ty [
d = =Z—1 - =
= P T3 J 'T,F' 1 KT
! \3
Sy A4S0
fo "_:!rﬂ-{‘ﬁ,.{.:.__-] _ (10)

Oberhalb T = 10° K hat die Summierung keinen Sinn. Es kommen nur
Prozesse frei - Grundniveau in Frage und die Formeln
mit p = 1 stehen zur Verfiigung, d.h.dann

fir T> 10° A = 'f-_-_-;’_—-& (11)
Y4
7 %
G~ L0t oF (12)
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Man miiBte einen Ubergang zwischen

o o i%'; (fiir T € 10°) und
® T

o o 107 (fir T 10°) suchen.
R®

ie Bild 3 zeiat, ist dies jedoch nicht notwendig, da die
Anderung der Steigung gering ist. (Der Knickpunkt liegt bei etwa 64 000 K).

Den Obergang zwischen

= §
b= A0 ;}4.,(_4_,_5_{7:.1?) (fir T ¢ 10%) und

T 1 ik
o B
pr= L1 Po®  (fir T>10%)
T 2
kann man z.B.
-;? ',ol'
F'n.: /-I-_gr-} (3/4- ‘2'("""‘-?" )) schreiben, da (13)

fiir grotes T @~ 4 wird.
(FirT €1,577 - 10° muB man den Logarithmus gleich Null setzen).

Die so gewonnene Funktion ist in Bild 4 gezeigt.
ol wird aus dem detajllierten Gleichgewicht berechnet:

fi-[ = dﬂ_S(‘T)
trhF P
T fer
wobei s T o Ty e T
2z '
Man erhdlt unter Verwendung von (9) und (11) 5
; _13lo
fir T ¢ 10° oG = 4. g € T (14)
_ 153
5 o = 2 4»*“54?';17 € T

fiir T> 10
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B; wird man entsprechend aus

By = BR S(T) berechnen.
Xi

Pr = 2440 T(l i “’)e

5

mit In@2IX00 < o, wenn T <1,577 - 10,

Vergleich mit den Ergebnissen von Bates et al.

Wie wollen die Koeffizienten der Gleichungen (5) und (6'), d.h. den
im Text berechneten Koeffizienten

dI"'VP-rTi ('g;w 0(24- -;L:)

mit demtabellierten Koeffizienten S (bzw. ﬁi) von Bates, Kingston und
McWhirter vergleichen.

D

Da der Verdiinnungsfaktor die optische Dicke des Plasmas und keine
atomare Grofe darstellt, ist es zweckmiBig, nur

ag mit S zu vergleichen.

Deswegen wurde in Bild (5) der Vergleich zwischen

_-ﬁl?}-1or
o gt s Qoo o und S angegeben.
4 g

In Bild (6) ist der Vergleich zwischen

-2 13
a(R+ L= = 10 * 210 und & dargestellt.
m

—% nTi
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B
Die Formeln fiir oy und op + ﬁB wurden auch oberhalb T = 105

mit folgenden Ausdriicken erw€itert:

_45¥1-40°
-4 4 T

dI= 2.,':*'-"0 —_
Tz

=%y -1}
2.10

a(R+ E.@'- = .._—-40 y + ——rs
e T 3l

Die Unterschiede zwischen den analytisch berechneten Formeln (Text)
und den numerisch berechneten Werten (Bates et al.) erkldren wir
folgendermaBen:

1) Die analytischen Formeln erfassen das Gebiet T > 64000 K,
das in den tabellierten Werten nicht behandelt wird.

2) Die analytischen Formeln fiir on und BR wurden dadurch gewonnen,
daB die Elwertschen Koeffizienten fiir die Rekombination auf
mehrere Niveaus integriert wurden, wobei das oberste Niveau der

Integration durch F, = bf:§; abgeschatzt wurde.
Wy T

3) Die Ionisierungskoeffizienten ag und By wurden aus dem detaillierten
Gleichgewicht aus ap und BR gewonnen, d.h. es wurden ar = ap S(T),
Bp = By S(T) gesetzt. Dieses setzt eine Boltzmann-Besetzung der Niveaus
voraus, eine Annahme, die in den Berechnungen von Bates et al.
nicht enthalten ist.

Der Vergleich zeigt, daB die analytischen Formeln in dem untersuchten
Gebiet der Dichte und Temperatur anwendbar sind.

Es sei auch bemerkt, daB fiir genauere Berechnungen der Einflu der im
Plasma gefangenen Strahlung zu beriicksichtigen wire.

Da die tabellierten Werte entweder fiir optisch dicke oder optisch
dinne Plasmen angegeben sind, verliert ihre Anwendung teilweise den
Vorteil der Genauigkeit.
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Zeitdauer des , Einfrierens” der Plasmaionisierung
als Funktion der Anfangsbedingungen T, und n,
der Anfangsionisierungsgrad, o, wurde willkirlich

0,9 angenommen
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