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Abstract:

The implicit methods developed here for numerically solving systems of
nonlinear, time-dependent, partial differential equations in two and

three spatial dimensions afford a wider range of application involving
fewer and much less severe constraints than available difference methods.
The proposed formulation allows largely automatic conversion of differential
terms to implicit difference expressions. The consistently implicit

structure of these methods makes them particularly suitable for solving
systems of nonlinear parabolic differential equations with mixed derivatives.
Three characteristic examples from magnetohydrodynamics are taken as test

cases.
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2. EINLETITUNG

Die vorliegende Arbeit wurde durch Fragestellungen aus
der makroskopischen Theorie der Plasmen veranlasst, bei
ienen es um die Loesung parabolischer und hy perbolischer
partieller Differentialgleichungen geht. Dazu gehoeren die
Gleichungen der Magnetohydrodynamik (MHD) 71/ Die
Untersuchung hat aber darueber hinausgehende Bedeutung
ueberall dort, wo man es mit 5leichungen des genannten T yps
zu tun hat.

Di2 analytische Behandlung solcher Gleichungen ist nur in
stark vereinfachten Faellen moeglich. Obwohl dadurch
wichtige Erkenntnisse gewvonnen werden koennen, bleibt doch
die Motwendigkeit, auch realistischere Systeme theoretisch
behandeln zu koennen. In der Plasmaphysik wird dies in dea
Masse dringlicher, als die Experimente immer teurer und
zeitraubender werden und damit einer genaueren theoretischen
Fundierung beduerfen.

Die naeherungsveise Loesung mit Hilfe numerischer
Rechenverfahren stimuliert deshalb schon seit Jahrzehnten
die Entwicklung immer leistungsfaehigerer Rechenanlagen.
Zur Loesung von Fluessigkeitsgleichungen, etwa aus der
Hydrodynamik, oder den MHD - Gleichungen, setzten sich vor
allem die Differenzenverfahren durch. Der Abschnitt (2. 2)
Jibt einen Ueberblick ueber die gaengigsten Methoden und
verdeutlicht die Vorteile impliziter Verfahren gerade bei
ier Untersuchung von MHD - Modellen.

Es wird sich zeigen, dass bei mehrdimensiocnalen Modellen
die Erveiterung einfacher eindimensionaler Verfahren nur mit
Einschraenkungen zu akzeptablen Ergebnissen fuehrt. Das
Ziel dieser Arbeit ist es daher, von vorneherein implizite
Verfahren zur numerischen Loesung mehrdimensionaler Modelle
Zzu entwickeln. Die Argumente dafuer werden inm letzten
Abschnitt dieses Kapitels ausfuehrlich diskutiert.

Ausgangspunkt fuer das in Kapitel 3 zu entwickelnde
Verfahren ist ein System von nichtlinearen, zelitabhaengigen,
partiellen Differentialjleichungen in zwei Raumdimensionen.

Das Kapitel 4y bringt drei charakteristische
Anwendungsbeispiele, Die Auswahl erfolgte nach dem
Gesichtspunkt, fuer alle wesentlichen Teile der M#HD -
Sleichungen relevante Aussagen machen zu koennen.

Im Kapitel 5 werden diese Ergebnisse diskutiert, und
moegliche Erweiterungen angefuehrt, die vor allem fuer die
Loesung dreidimensionaler Modelle von Bedeutung sind.



2.2 Differenzenverfahren fuer Pluessigkeitsmodelle

Eine Uebersicht ueber die Anwvendung vaon
Differenzenverfahren in der Plasmaphysik findet sich in denm
Review - Artikel von Potter und Roberts und in einer neueren
Arbeit von Killeemn et al./ 2,3 /. Die im Folgenden
angegebenen Referenzen sollen als Beispiele betrachtet
werden und erheben nicht den Anspruch vollstaendig zu sein.

Die theoretischen Grundlagen von Differenzenverfahren
sollen hier nur kurz angesprochen werden. Das Buch von
Richtayer und Morton behandelt diese ausfuehrlich, so dass
die dort verwendeten Begriffe und Definitionen auch dieser
Arbeit zu Grunde gelegt werden /U4/.

Die Begriffe der Konsistenz und Konvergenz werden vie
ueblich verwendet. Als stabil werden ueblicherweise solche
Vverfahren bezeichnet, bei denen kleine Stoerungen der
Loesung waehrend der Rechnung nicht exponentiell anvachsen.
Dabei koennen durchaus noch unphysikalische Schwingungen
auftreten, die die praktische Verwendung dieser Loesung
verbieten. Von Bedeutuny sind deshalb nur physikalisch
sinnvolle ("glatte") Ergebnisse, dies wird bei den
Beispielen in Kapitel 4 deutlich. :

Bs gibt explizite und implizite Differenzengleichungen,
dabei werden im weiteren nur Einschrittverfahren behandelt.

Der Vektor w enthalte die N Werte aller Variablen zur
Zeit t, w(i) sei das i-te Element von ¥. Die unbekannten
Herte der Variablen zZur neuen Zeit t=t+lt werden
entsprechend in w zusammengefasst.

Ein explizites Differenzenschema hat die Foram:

9(i) = f( &, At , i) ,i = 1,N. (.21

Jedes Element von % kann unabhaengig von allen anderen
berechnet werden.

Dageg2n haben iaplizite Differenzen die Fora:
g (2, u, At) =0. (2.2.2)

Dieses Gleichungssysten verknuepft alle unbekannten
Variablen, bei nichtlinearen Differentialgleichungen ist es
zunaechst auch nichtlinear. Es kann im Gegensatz zu (2.2.1)
nur simultan geloest werden.

Die Unterschiede in den Stabilitaetseigenschaften
explizitar und impliziter Differenzenverfahren lassen sich
an zwei einfachen Differentialgleichungen zeigen, an der
Kontinuitaetsgleichung mit vorgegebener Geschwindigkeit

_a_p..-g-ua_p = 0 (2-2-3)

t 9x




und der linearen Diffusionsgleichung

2
%‘EHK?—E_ (2.2.4)
3x?
Bxplizite Differenzena pproxima tionen fuer (2.2.3)

unterliegen der Stabilitaetsbedingung

| u | -ﬁisl- {2 2. 5)

Puer die Diffusionsgleichung (2.2.4) gilt die strengere
Bedinguny

< At .
W - 2 e (2-2-6,
Die Geschwindigkeit in (2.2.5) ist die maximale

Signalgeschwindigkeit im physikalischen Modell. Das kann
die Stroemungsgeschwindigkeit aus (2.2.3) sein, in MHD -
Hodellen kann aber die thermische Schallgeschwindigkeit,
oder die Alfvengeschwindigkeit wesentlich groesser sein, die
expliziten Stabilitaetsbedingungen koennen dann den
Zulaessigen Zeitschritt unpraktikabel verkleinern.

Dies aendert sich bei impliziten Differenzengleichungen,
Ein implizites Differenzenschema fuer (2.2.4) in einen
aequidistanten Gitter lautet beispielsweise:

W, W,
e 1 _ K A A r =5 i 2-2-7
= . ey { O(wi+1 2wi+wi_l) + (1 @)(wi+1 2wi+wi_1) b )

Fuer Gleichungen dieser Art erhaelt man unbeschraenkte
Stabilitaet unter der Bedingung 1/2 < § < 1, fuer andere O
gilt

< At o L1
(Ax)? = 2 (1-20) (2.2.8)
Implizite Verfahren fuer lineare hyperbolische

Gleichungen, etwa fuer (2.2.3), sind ebenfalls unbeschraenkt
stabil /5/.

Die Genauigkeit @it der eine Differentialgleichung
approximiert werden kann, haengt vom Diskretisierungs- oder
Abschneidefehler ab. Der Differentialoperator D soll durch
den Differenzenoperator Die angenaehert werden. Der
Abschneidefehler ist dann AD = D(m,n) - D' (m,n). Die
Indizes m und n kennzeichnen den Ort und den Zeitpurkt, an
dem AD berechnet verden soll. Setzt man in D?



Ta ylorentwicklungen der Variablen nach dem Ort und der Zeit
um den Punkt (m,n) ein, so heisst die Differenzengleichung
konsistent mit der Differentialgleichung, wenn AD bei
Vverkleinerung der Schrittweiten gegen null geht.

Die Ordnung in At mit der AD verschwindet, wird bei der
pifferenzengleichung (2.2.7) durch @ bestimmt. Fuer 8=1/2
ist AD von der Ordnung At2, fuer § =1 proportional At.

per Parameter @ beeinflusst zusaetzlich die Ausbreitung
und Anwachsraten von numerischen Stoerungen in Abhaengigkeit
von At. 1Ist At sehr gross im Vergleich zu dem expliziten
Wert aus (2.2.6) und waehlt man § =1/2, so werden numerische
Schwingungen nur noch sehr schwach gedaempft, waehrend @ =1
maximale Daeampfung ergibt.

Die Folgerungen aus den eben skizzierten Eigenschaften
der beiden Klassen von Differenzengleichungen sind:

Explizite Verfahren sind bei Gleichungen des Typs (2.2.3)
i1usreichend, venn die, die numer ische Stabilitaet
bestimmende, Signalgeschwindigkeit in der Groessenordnung
der Stro2mungsgeschwindigkeit liegt.

Fuer Diffusionsgleichungen ist wegen der haerteren
Bedingunjy (2.2.6) eine implizite Loesung vorzuz iehen. Wegen
der hoeheren Genauigkeit wird meistens ® =1/2 verwendet.

Betrachtet man gemischte Systeme, wie etwa die MHD -
sleichunjen, kann die Entscheidang wegen der erwaehnten
stark unterschiedlichen Zeitskalen nur unter
Beruecksichtigung des zu untersuchenden physikalischen
Prozesses erfolgen. Bei einem Modell nmit Konvektion und
Waermeleitung kann explizit vorgangen werden, wenn die
heiden Bedingungen (2.2.5) und (2.2.6) annaehernd gleiche
derte fuer At liefern. Muss der Ortsschritt verkleinert
werden, so erzwingt der Diffusionsanteil eine quadratische
Aenderung des Zeitschrittes, implizite Differenzen sind dann
wieder von Vorteil.

Der Schluss aus diesen Argumenten kann alsc nur die
Porderung nach impliziten Differenzenapproximationen fuer
Fluessigkeitsmodelle sein, die verschiedene
Transportprozesse und Zeitskalen enthalten. Dies ist aber
wegen dar Struktur der impliziten Gleichungen (2.2.2) mit
entsprechend hohem Aufwand verbunden. Daher werden derzeit
fuer groessere Systeme, insbesondere 1in zwei, oder drei
Ortsdimensionen, implizite Verfahren noch nicht Kkonsequent
eingesetzt. Einige Gruende dafuer, sowie die zusaetzlichen
Schwierigykeiten bei der Entwicklung von impliziten Verfahren
fuer mehrdimensionale Modelle werden nun diskutiert.




a) 1-D Modelle

Die implizite Loesung von eindimensionalen
Fluessigkeitsmodellen bietet heute kaum noch Probleme. Als
Beispiel seien die MHD - Rechungen von Hain und die Vielzahl
der heute verwendeten Transportcodes genannt /6,7,8/,

Die Differenzengleichungen werden dazu sc konstruiert,
dass nur die Variablen an drei benachbarten Gitterpunkten
miteinander verknuepft werden. Das Gleichungssystem (2.2.2)
wird dann tridiagonal, bzw. bei Systemen von
Differentialgleichungen blocktridiagonal.

Sind die Differentialgleichungen nichtlinear, so kcennen
die dann ebenfalls nichtlinearen Differenzengleichungen
linearisiert werden. An einer nichtlinearen
Diffusionsgleichung wurde gezeigt, dass mit einer geeigneten
Linearisierung und € =1/2 wieder Abschneidefehler der
Ordnung At2 erreicht werden /9/. Die Stabilitaetsgrenze
wvurde fuer derartige Gleichungen theoretisch noch nicht
bestimmt, praktische Erfahrungen zeigen aber, dass ait weit
groesseren Werten gearbeitet werden kann, als bei expliziten
Verfahren. Diese Vorschriften werden auch mit Erfolg auf
Systeme angewendet.

Die Aufloesung der dadurch gegebenen algebraischen
Gleichungen erfolgt mit einen effektiven
Rekursionsalgorithmus. Er gleicht dem Block - Gauss -
Algorithaus und wurde schon frueh zur Loesung einer
einzelnen Diffusionsgleichung verwendet /10/. Wegen seiner,
auch fuer mehrdimensionale Modelle entscheidenden Bedeutung
soll er kurz skizziert werden.

Gegeben sel ein Systen von nw {nichtlinearen)
Differentialgleichungen, der Ty p kann parabolisch,
hyperbolisch oder gemischt sein. Die (linearisierte)

Differenzengleichung fuer die nw unbekannten Variablen Q (1)
am Gitterpunkt i lautet:

N ~
Clu (i=1) +C2 4 (i) + c3 § (i+1) = d. (2.2.9)
Han macht den folgenden Rekursionsansatz fuer W (i):

(1) = G (i) & (i*1) + £ (i), i=n-1,0ee, 1. (2.2.10)

|=>

G o, C1-C3sind nv * nv - Matrizen, n ist die Zahl der
Sitterpunkte. Kombiniert man (2.2.9) mit (2.2.10), erhaelt
man die Rekursionsformeln fuer G (i) wund £ (i), wit
i=2 ,e0en2




(Cl G (i-1) + 22 ) G (1) = - C3,
(2.2.11)
(C1g (i-m +#C2) £ (i) =- €l t (i-1) + d.

Die Randbedingungen liefern G (1), £ (1), und g (n) .

Mit diesem Algorithmus Kkoennen eine Vielzahl van
Problemen behandelt werden, durch die allgemeine
Formulierung sind Erweiterungen des Gleichungssysytems
moeglich, ohne eine wesentliche Aenderung des
Rekursionsformalismus notwendiqg zu machen.

b) 2-D Modelle

Die Argumente fuer implizite Verfahren bleiben bei
zueidimensionalen Modellen voll gueltig. Dabei treten aber

zwel wesentliche Schwierigkeiten auf. Die Konstruktion
impliziter Differenzengleichungen, analog zu den 1-D
Yodellen, wird wesentlich komplizierter, und die Loesung des
linearen Gleichungssysteas wuerde sehr viel mehr

Speicherplatz und Rechenzeit benoetigen.

Deshalb wurden und werden immmer noch explizite Verfahren
vervendet /11,12/. Gleichzeitig entwickelten sich zweil
Yethoden, die Vorteile impliziter Verfahren 2zu erhalten,
ohne den zuvor erwaehnten Aufwand erforderlich zu machen.
Diese sind jedoch nur beschraenkt anwendbar, deshalb sollen
iie wichtigsten Nachteile hier beschrieben werden.

Die Aufloesung impliziter Differenzengleichungen durch
Iterationsverfahren ist moeglich /13,14/. Dies kann fuer
ein ganzes System, oder nur fuer einzelne Gleichungen
er folgen, die anderea werden dann explizit geloest.
Moeglich ist auch die block-iterative Loesung /15/. Obwohl
die iterative Loesung die Stabilitaetseigenschaften der
impliziten Differenzen weitgehend erhaelt, steigt die Zahl
der Iterationsschritte, die fuer einen Zeitschritt notwendig
sind, jenseits der expliziten Stabilitaetsgrenze sehr stark
iN. Dadurch wird der Gewinn aus dem groesseren Zeitschritt
durch den schneller wachsenden Rechenauf wand wieder
ausgeglichen /18/.

Der zweite #eg wird als "Alternating - Direction -
Implicit® Verfahren (ADI) bezeichnet und geht auf Peaceman
und BRachford zurueck /17/. Dieses Verfahren wird sehr

anschaulich von Lindemuth fuer ein MHD - Modell beschrieben

/18/.

Besteht ein Differentialoperator allein aus Termen, die
sich in zwei Teile aufspalten lassen, die nur laengs einer
der beilen Ortskoordinaten wirken, so gilt dies auch fuer
den Differenzenoperator. Dazu gehoeren alle wersten und
bestimmte zweite Ableitungen, beispielsveise:
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aw , dWo oWy Wy 324 ] & m
9% 13y ?* ox 3x °? ayz, ?j;(wl 9% EEER
Eine Differentialgleichung der beschriebenen Art sei
d
%:Xw-pr (2- 2.12)

X und Y sind geeignete Differentialoperatoren, X' und Y*
die entsprechenden Differenzenoperatoren. Man loest nun
zuerst die Gleichung

v
w. - w,
1 1

= v o 1 [2.2.13)
T X" w+Y w,

zeilenveise in x - Richtung fuer das gesamte Gitter und
danach

i Yi=x'w+v'e (2.2.14)
At

spaltenweise in y - Richtung. Die Gleichung (2.2.13) ist
bezueglich x eine implizite 1-D Differenzengleichung und
(2.2.14) bezueglich y. Daher kann fuer diese beiden
Gleichungen wieder das aus a) bekannte Rekursionsverfahren
und die Diskretisierung in der Zeit angewendet werden.

Eine weitere Vereinfachung 1liefert ein Verfahren, das
unter dem Namen "Splitting"™ oder "Practional - Step®" -
Me thode bekannt ist /19/. Dabei werden in den beiden
Teilschritten (2.2.13) und (2.2.14) jeweils die expliziten
Operatoren ganz weggelassen, so dass nur noch zwei reine 1-D
Gleichungen uebrig bleiben.

Sind diese Bedingungen nicht erfuellt, beispielsweise bei
gemischten Ableitungen der Form

BZW 3W2
%oy} a1 Ty

dann sind ADI - Methoden nicht mehr anwendbar.
Solch2 Terme sind aber gerade in komplizierteren MHD -

Modellen recht zahlreich, etwa die stark anisotrope
Waermeleitung bezueglich der Richtung des Magnetfeldes.
Durch die Konstruktion eines zZu den Flussflaechen

orthogonalen Koordinatensystems nach jedem Zeitschritt,
koennen die anisotropen Transporttensoren unter Umstaenden
wieder diagonalisiert werden /20,21/.
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Die denkbare explizite Behandlung von gemischten Ableitungen
zusammen wit impliziten Differenzen fuer andere Terne,
verschlechtert die Genauigkeit und den Stabilitaetsbereich
der numerischen Loesung.

Imn Gejensatz zu den eindimensionalen Rechungen existiert
also fuar zweidiuwensionale Modelle noch kein Vertahren, das

die Konstruktion und Loesung von impliziten
Differsnzenjyleichungen, 2z.B. fuer Diffusionsgleichungen mit
gemischten Ableitungen, chne die angefuehrten

Einschraznkungen bezueglich des Rechenaufwandes, oder der
FPorm der Differentialyleichungen erlaubt,

c) 3-D Modelle

Diese Komplikationen und Einschraenkungen treten noch
verstasrxt bei dreidimensionalen Modellen auf. Zwar wurde
schon 1969 von Petravic et al. An Hand eines expliziten
"Leap - Frog" - Schemas fuer ein MHD - Modell oit 8
Variablen gezeigt, dass dies z.B.auf einer IBM 360/91 fuer
2in Gitter mit 6Ux6Ux64 Punkten durchfuehrbar sein sollte,
aber dieses Verfahren ist numerisch nicht stabil /22/.

Die Konstrukticn von ADI - oder "Splitting" Verfahren ist

nur unter den in b) <gJenannten Bedingungen moeglich. Die
Elimination gemischter Ableitungen durch geeignete
Koordinatensysteme ist nur in Ausnahmefaellen zu

vervirklichen.

Als B2ispiel fuer ein erprobtes Verfahren sei ein
Programm von Brackbill genannt /23/. Die Gleichungen werden
zum Teil explizit und zum Teil implizit durch Iteration
jeloest. Besonders elegant ist dabei die gemischte Euler -
Lagranje - Formulieruny durch Einfuehruny einer frei
waehlbaren Relativgeschwindigkeit zwischen Gitter und
Fluessigkeit,

Ein spezialles explizites Verfahren ist die von Schlueter
und Chodura verfolyte Methode Zur Erweiterung der
Stabili taetsgrenze (2. 2.6) fuer Diffusionsglelichungen.
Dabei so0ll ein Diffusionsgleichungssytem 2zur Berechnung
dreidimensionaler #MHD - Gleichgewichte dienen /24/. Dieses
Gleichunjyssystem wird in Kapitel 4 als 2-D Testbeisgiel
vervendet.
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2.3 Motivation fuer ein _allgemeines

e e el e . e e e s . e e o

2-D Differenzenverfahren

Eine Beurteilung der verschiedenen, eben angesprcchenen
Verfahren ergibt folgendes Bild.

Die eindimensionalen Verfahren lassen sich formal zu den
Sleichungen (2.2.9) - (2.2.11) zusammenfassen.

Die Differenzengleichungen koennen implizit aufgebaut
werden, durch geeignete Vorschriften lassen sich die
Ausdruecke fuer die Koeffizienten der unbekannten Variablen
sogar durch die Rechenmaschine selbst erzeugen /25/. Dies
arlaubt die Erweiterung einzelner Gleichungen um
zusaetzliche Terme ohne die urspruenglichen Gleichungen neu
verschluesseln zu muessen.

Fuer die Aufloesung des linearisierten Gleichungssystens
gJibt es einen Loesungsalgorithmus, der einmal programmiert,
fuer verschiedene Probleme unveraendert eingesetzt werden
kann. Diabei muss nur die Zahl der Gleichungen, also die
Dimension der Matrizen in (2.2.9) - (2.2.11) , als Parameter
eingefuehrt werden,

Die Art der Aufloesung des Gleichungssystems erlaubt die
Ausnutzung des vollen Stabilitaetsbereiches impliziter
Differenzen, dadurch wird der Einfluss verschiedener
Zeitskalen auf die numerische Loesbarkeit verringert.

Bei den zwei- und dreidimensionalen Verfahren werden
mehrere spezielle Wege verfolgt. Dazu gehoeren die ADI -~
Me thoden, deren Einsatz bei der Behandlung gemischter
Ableitungen nicht moeglich ist. Diese Einschraenkung
entfaellt zwar bei der iterativen Loesung, dafuer steigt der
Rechenaufwand fuer deutlich ueber der expliziten
Stabilitaetsgrenze liejende Zeitschritte zu stark an.

Haeufig werden die Gleichungen eines Systenms nicht
simultan fuer einen Zeitschritt geloest oder nur teilweise
implizit formuliert. Solche Hybridverfahren sind deshalb
von Fall zu Fall speziell zu entwickeln. Schon kleine
Aenderungen des physikalischen Modells koennen dabei ein
voellig nsues Programmkonzept erzwingen.

Das Ziel dieser Arbeit 1ist es daher, ein Verfahren zu
entwickeln, das die Konstruktion und Loesung von impliziten

Differenzengleichungen fuer mehrdimensicnale
Fluessigkeitsmodelle erlaubt. Der Aufbau der
Differanzengleichungen soll so erfolgen, dass die
Vorschriften auf moeglichst viele der in
Fluessigkeitsmodellen auftretenden Differentialgleichungen
anv endbar sind. Dazu gehoeren insbesondere die MHD -

Gleichungen.

Die Aufgabe, Differenzengleichungen mit kontrollierbaren
Konsistenz- und Stabilitaetseigenschaften zu erzeugen, wird
durch 1Integration der Differentialgleichungen ueber das
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Volumen der Gitterzellen mit Hilte geeigneter
Interpolationsfunkticnen geloest. Die Diskretisierung in
ier Zeit erfolgt analog zu den e€rvaehnten impliziten

Differenzenverfahren fuer nichtlineare Diffusionsgleichungen
in einer Raumdimension.

Die ®INtegral - IMplizit" - Methode (INIHM) ermoeglicht
ien Aufbau eines Programmgenerators. Dieser soll symbclisch
formulierte Differentialyleichungen oder einzelne

Differsntialterme automatisch in Ausdruecke fuer die
Koeffizienten eines linearen Gleichungssystems umwandeln.
Die dazu erforderlichen algyetraischen Umformunger sind sehr
umfangreich, Dies legt den Einsatz al gebraischer
Programmiersprachen nahe.

Zur Aufloesung des algebraischen Gleichungssystems wird
ein effextives Verfahren beschrieben, das abgesehen von
Rundungsfehlern exakt ist. Iterationsverfahren werden also
i uch wegen der schon angesprochenen Nachteile
ausgeschlossen.

Das Verfahren fuer die Aufloesung wird so aufgebaut
verden, dass es fuer einzelne Gleichungen und fuer Systeme
jleichermassen verwendbar wird. Dadurch wird der Kernteil
des Programmes, die Neuberechnung der unbekannten Werte der
Variablen aus dem Gleichungssystem unabhaengig von Tyg und
Zahl der zu loesenden Differentialgleichungen.
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DAS __INIMK VERFAHREN

3.1 Einfuehrung

Die Arqumente fuer die Entwicklung eines impliziten
Loesungsverfahren fuer zweidimensionale Fluessigkeitsmodelle
wurden im vergangenen Kapitel gegeben. Dabei spielten vor
allem die Stabilitaetseigenschaften und die vielseitige
Anwvendungsmoeglichkeit eine besondere Rolle. Ohne diese
einzuschraenken, muessen derzeit drei Voraussetzungen
erfuellt sein, damit das INIM - Verfahren einsetzpar ist.

Es werden nur orthogonale Koordinatensysteme zugelassen
und die Differentialgleichungen Rue ssen in diesen
Koordinaten in Euler'scher Fornm geschrieben werden kocennen.
Dies trifft fuer eine grosse Klasse von interessanten
Fluessigkeitsmodellen 2zu, bei mehreren Fluessigkeiten mit
unterschiedlichen Geschwindigkeiten, oder komplizierteren
Stroemungen kann dies sogar die einzige Moeglichkeit sein.

Die Untersuchung der zu entwickelnden Differenzen auf
ihre Eignung fuer verschiedene typische
Differentialgleichungen aus Fluessigkeitsmodellen ist ein
Hauptziel dieser Arbeit. Dazu erweist sich ein rechteckiges
Indexgitter als ausreichend. Die Behandlung der
Randbedingungen wird uebersichtlicher, und vor allem die
Aufloesung der 1linearen Gleichungssysteme ohne fuer das
Verfahren zunaechst uninteressante Komplikationen moeglich.

Die Ableitung der Diskretisierungsvorschriften setzt,
abgesehen von einigen allgemeinen Regeln, kaine speziellen
Eigenschaften der Differentialgleichungen voraus. Dadurch
ergeben sich die geforderte Allgemeinheit der Methoden wund
die Moeglichkeit zur getrennten Behandlung des linearen
Gleichungssystems.

Diese Zweiteilung erleichtert auch die praktische
Durchfuehrung. Durch den getrennten Aufbau eines
Programmgenerators und eines Rahmenprogramms wird die
Vielseitigkeit des INIM - Verfahrens begruendet.
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3.2 Integration und_Diskretisierung_im_ Oct

Hier werden die Vorschriften entwickelt, nach denen die
zu loesenden Differentialgleichungen durch Integration im
ort untar Anwendung einfacher Integralsaetze und geeigneter
Interpolationsfunkticnen in wpifferenzengleichungen™®
umgewandelt werden, die folgende Eigenschaften haben sollen:

Die =zeitliche Entwicklung der einzelnen Variablen Wwird
nicht punktweise, scndern durch Integralwerte fuer das
Volumen der Gitterzellen beschrieben;

die physikalischen Eigenschaften, z.B. die Flusserhaltung
bei Divergenztermen, werden konseguent erhalten;

die <onsistenz mit den Differentialgleichungen soll bei
aequidistanten Gittern mindestens von zwveiter Ordnung in
den OJrtsschrittweiten sein, sie wird durch die
Beruecksichtigung von Termen hoeherer Ordnung noch
verbessert;

die Differentialgleichungen koennen Ableitungen bis zu
zwelter Oordnung enthalten, dies ermoeglicht die
Approximation aller zugelassenen pifferentialterme durch
die wWerte der Variablen in maximal neun benachbarten
Gitterzellen.

szur Damonstration der Integrationsvorschrift geht man von
siner Glaichung in der alljemeinen Fornm (3.2.1) aus:

— = L(w) (3.2 1)

dHier steht w fuer eine der abthaengigen Variablen, L (w)
snthaelt die Ortsoperatoren, die im Falle eines Systens auch
auf die anderen Variablen wirken werden. Die Integration
ueber das Volumen V (k) der k-ten Zelle liefert dann:

EW(k) = J L(W) dv (3-2.2)

V(k)
Hier wurde w{k) als Integralwert der Groesse in der
Zelle k eingefuehrt.

Die Integration im Ort erfclgt in zwei Stufen.

zunaechst werden durch Anwendung einfacher Integralsaetze
(Gauss'scher Satz, partielle Integration etc.) alle zweiten
Ableitungen aliminiert, oder allgemeiner gesagt, die Ordnung
jer vorkommenden Ableitungen so weit wie moeglich reduziert.
Dieser Schritt wird amit "exakte" Integration tezeichnet, da
in die dabei entstehenden Integro - Differentialgleichungen
noch keine Naeherungen eingesetzt werden.
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Der =zweite Schritt, die Integration mit Hilfe von
geeigneten Ansaetzen fuer den Funktionsverlauf zwischen den
Gitterpunkten, liefert die gesuchten nichtlinearen
algebraischen Gleichungen, die dann in der Zeit
diskretisiert wverden. Die Ableitungen werden fuer ein x-y
Koordinatensystem demonstriert, die Uebertragung auf andere
orthogonale Koordinatensysteme ist danach in einfacher Weise
moeglich.

3.2.1 "Exakte" Integrationen

Darunter sind alle Integrationsschritte zu verstehen, die
sich ohne Kenntnis des Funktionsverlaufes durch exaikte
Rechnungen ausfuehren lassen.

Als erstes Beispiel dient die Kontinuitaetsgleichung

oW . (3.2.3)
E‘:- + dlv(g) =0

Hier steht w fuer eine beliebige Erhaltungsgroesse, z.B.
Teilchenzahl, Impuls, oder Energie, und q fuer die
Teilchen-, Impuls-, oder Energiestromdichte.

Die Anwendung des Gauss'schen Satzes liefert ein
Oberflaechenintegral:

3 -
3¢ vk * Iﬂdi‘o (3.2.4)
S(k)

S (k) ist dabei die V{k) einhuellende Flaeche, und df der
nach aussen gerichtete Normalenvektor mit dem Betrag des
Flaechenelementes. Die Beschraenkung auf orthogonale Gitter
fuehrt zu einer vesentlichen Vereinfachung der Rechnungen.
In einem zweidimensionalen Modell besteht (3.2.4) dann nur
aus einer Summe von einfachen Integralen ueber je eine der
Komponenten von q laengs der dazu orthogonalen
Ortsvariablen.

Aehnlich kann man bei Differentialausdruecken der Forn

Sl IODETUNE I
vorgehen:
X2Y¥2 y2 Xy
JJ %‘fﬁ dx dy=J g (w) dy 3-2-5)

lel b4 | Xl
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g (w) 1ist eine beliebige Funktion von w und dessen ersten
Ableitungen. Auch hier reduziert sich die Ordnung der
Ableitungen, und und es entstehen einfache Integrale.

Analoge Ueberlegungen erlauben fuer einige Typen von
Termen die Umwandlung durch partielle Integration. Dibei
wird ebenfalls die Ordnung der Ableitungen um 2ins
erniedrigt, allerdings bleibt diesmal neben einem einfachen
Integral auch ein Doppelintegral.

X2¥2 Y2 Xo x2¥2
J J g%{(W) h(w)dxdy =jg(w)h(w) dy = J J g(w) _a%)_ dx dy (3.2:6)
x5 N 1 x1¥1

Hier ist g definiert wie im (3.2.5), h haengt nur von W
ab.

Damit ist die Vorbereitung der Differentialgleichungen
fuer die weitere Verarbeitung mit dem in Abschnitt 3.6
naeher beschriebenen Progranmgenerator abgeschlossen. Die
wesentlichen Punkte dabei waren:

Der Ortsoperator einer Differentialgleichung kann sowelt
integriert werden, dass die im Integranden vorkommenden

Ableitungen von hoechstens erster Ordnung sind. Es Jibt
zwei Integraltypen: Einfache Integrale, die z.B. nach
Anwendung des Gauss'schen Satzes entstehen, DZw-

Doppelintegrale als Ergebnis einer partiellen Integration
oder bei Termen, die ohne Kenntnis des Funktionsverlaufes
nicht analytisch vorbehandelt werden koennen.

3.2.2 Integration mit Interpolationsfunktionen

Die Annahmen ueper den Funktionsverlauf im Inneren und
auf den Raendern der Zellen ist von entscheidender Bedeutung
fuer die Durchfuehrbarkeit und den Erfolg des Verfahrens,
vergleichbar mit der Auswahl von Basisfunktionen bei der
Methode der finiten Elemente. Abgesehen von deren Einfluss
auf Konsistenz, Konvergenz und Stabilitaet, bestimmen sie
auch die Struktur des algebraischen Gleichungssystens, das
bei der impliziten Loesung entsteht.

Die ortsschrittweiten, die Definitionspunkte der
Variablen und das Integrationsgebiet werden anhand von Bild
(3.1) festgelegt. Das Bild zeigt einen Ausschnitt aus einen
orthogonalen nichtaequidistanten Gitter. Das stark
gezeichnete Gitter repraesentiert die Unterteilung des
Rechengebietes 1in die Elementarvolumina, ueber die die
Integrationen ausgefuehrt werden. Das durch die
Knotenpunkte laufende duennere bestimmt die jeweiligen
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Koordinaten, z.B. x{i), y(J), und die entsprechenden
Ortschrittweiten.

— M e bx;,, >
V(i) @ & +-,\
¥ ;55;;/’ \\EE by,
YG) -@ //\<.>> & X
NENZ
Vi) ———f——@ I —@- v

X (i-1) X, X(i) X, X(i+1)

Bild (3.1) Das Integrationsgebiet, Ortsschrittweiten
Die Integralwerte der Variablen in den einzelnen Zellen
werden den Knotenpunkten des Gitters zugeordnet. Das

Integrationsgebiet und das Zellenvolumen V(i,j) sind gegeben
durch:

x1ﬁx£x2’ y‘lﬁ y.—‘-'yz' V(i’j) = (x2 - x1) (yz - y1)’

x, = (x(1)+x(i=1))/2, «euy v, = (y(3+1)45(3))/2. (3.2.7)
Das Integral aus 3.2.2 erhaelt die Fornm:
X2¥2
2w = [[ 1o ax e, 5
X1¥1

Die Interpolationsfunktionen fuer die Variablen muessen

- zur Darstellung der Integranden in (3.2.4) mindestens
einmal differenzierbar sein,

~ zur Gewaehrleistung lokaler physikalischer
Erhaltungseigenschaften ueber die Zellenwaende stetig
sein, und

- die Minimalisierung des Aufwvandes fuer die
symbolischen Rechnungen erlauben.




18

Versucht man cinen Ansatz zu tinden, der ueber das ganze
Zellenvolumen definiert 1ist, stellt man fest, dass diese
Forderunj nicht zusammen mit der Stetigkeitsbedingung
er fuellt werden kann.

Die Loesung bietet sich aber in Bild (3.1) direkt an: Das
juennere Gitter teilt die durch neun Knotenpunkte begrenzte
Plaeche in vier Quadranten, im Bild gekennzeichnet durch die
roemischen Ziffern I - IV. Den Knotenpunkten wurden schon
frueher die Integralwerte der sie umgebenden Zelle
zugjeordn2t. Der einfachste Ansatz, der die cbengenannten
Forderungen erfuellt, ist eine Taylorentwicklung in jedem
Quadrantan bis zur ersten Ordnung in den Koordinaten x und y
unter Hinzunahme des bilinearen Gliedes:

w(x,y) = klxy + k%x + K3y + k%, (3.2.9)

Die Koeffizienten k!...k* werden durch die Forderung
aindeutig bestinnt, dass der Ansatz (3.2.9) an den
Eckpunkten eines Quadranten, also den Knotenpunkten, die
dort definierten Werte einnimmt, Die k!...k* haengen nur
von den vier Eckwerten und den ortsschrittweiten ab. Diese
Bilinsarfunktionen sind stetig ueber die Zellenwaende und
nach beiden Koordinaten je einmal differenzierbar.

Die damit gebildeten Naeherungsfunktionen fuer die
Integranden sind einfache Potenzreihen in den Kocrdinaten
und eignen sich daher besonders fuer die Integration mit
ainer symbolischen Program@iersprache. Es werden vorlaeufig
nur Integranden zugelassen, in denen ganzzahlige Potenzen
mit Exponenten > 0 vorkommen. Die allgemeine Form dafuer
lautet mit m Produkttermen:

m nw alk,1) B(k,1) y(k,1)
B dw (k) dw (k) EE
1(x,y) = 1) I k Siale et
(x,7) 121 a( >k=][w(> = Gy ) 1 (3.2.10)

alk,1), B(k,1), yv(k,1) = 0,1,2,3,...

Alle Terme in (3.2.10) sind durch Ansaetze der Forn
{3.2.9) und deren ersten Ableitungen darstellbar.
Zusammenfassunyg nach Potenzen von X und y liefert die Relnhe

max 1 kmax " mmax nmax
Iy) =3 pWx' +§ qy*+] T rmunxy" . (3:2.10)
1=0 k=0 m=1 n=1

Dis maximalen Potenzen sind durch (3.2.10) testgelegt,
jamit ist I (x,y) elementar integrierkar.
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Oberflaechen- und verwandte Integrale bestehen aus einer
Summe von einfachen Integralen ue ber je eine der
unabhaengigen Ortskoordinaten laengs der Raender der
Teilintervalle, Volumenintegrale aus Doppelintegralen uaber
beide Koordinaten in den vier Quadranten.

Daraus lassen sich einige Symmetrieeigenschaften ablesea,
die fuer die Oberflaechenintegrale spezielle
Speichertaktiken ermoeglichen. Dies ist in Bild (3.2)
verdeutlicht.

Bild (3.2) Umspeicherung bei Oberflaechenintegralen

Wegen der Stetigkeit aller Funktionen ueber die
Zellenvaende lassen sich beim Uebergang von der Zelle (L, 3)
zu (i+1,j) oder von (i,3j) nach (i,j+1) die Integrale ueber
die Flussterme QX bzw. QY, und damit alle Koeffizienten nach
der Vorschrift (3.2.12) uebergeben:

(1,j) » (i+1,3) i) = @,3%1)
QX-II - =-QX-I QY-I  + -QY-III (3-2.12)
QX-IV + -QX-III QY-II -+ -QY-IV

In jeder Zelle muessen also nur QY-I/II und QX-II/1V neu
berechnet werden, ausser an den Raendera bei i=1 and j=1, wo
Startwerte fuer die Umspeicherung benoetigt werden.

Die Volumenintegrale verden fuer Jjeden Quadranten
gesondert ausgefuehrt, die entsprechenden Terme heissen
V-I- --IV.

Die (QX-,QY- und V-I...IV bestehen aus nichtlinearen
Produkten der einzelnen Entwicklungskoeffizienten KF (l,k)
und den durch die Integrationen entstandenen
Geometriefaktoren.
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Die kl...k* aus (3.2.9) fuer alle Variablen werden nun in
die 1ntegrierten Ausdruecke eingesetzt, dabel muss die
Einteilung in die vier Quadranten peruecksichtigt werden.

Solche Ausdruecke lassen sich allgemein durch eine Sumae
von Produkten der w(i,j,k) darstellen. Die Zahl der
Multiplikanden 1in den einzelnen summanden ist durch den
urspruenglichen Difterentialtera bestimmt .

m nw

s =1 sI, wie@), ak)
1=1

S s1Kk) = 0,1,2, o (3.2.13)

Der Index p(l) symbolisiert die dabeil auftretenden
Permutationen der Ortsindizes, g (k) die der
Variablenindizes.

Als Beispiel diene der Konvektionsternm

q=n-'y, v = (Vx’ vy) (3.2.14)

Die Anwendung des Gauss'schen Satzes liefert im zwelten
Quadranten:

X2 Y2 X2 y2

I q dx dy = I(n vy)|yz dx + [(n vx) lxi dy + U (3.2.12)
x(1)y(3) x(i) y(3)
Die Integrale laengs Xx=x (1) und y=y {J) « hier

zusammengefasst zu U, heben sich wegen der Stetigkeit und
der ervaehnten Symmetrieeigenschaften nach der Addition der
Integrale aus allen Quadranten gerade heraus. Die Variaolen
verden durch die Ansaetze

= 1l 2 3 "

n(x,y) k xy + knx + kny + k2
vx(x,y) = k;xy + kix + kiy + k: (3.2. 10)

v (x,y) = klxy + k2x + K3y + k"

y Y yo Yy v’ Ty
dargestellt. Die einzelnen Integrale in (3.2.15) lauten

X2

2 1131 2 2 ;
[.){(yz) knky * e yie 4 (".+y2knk; toa)x + (baot yzkgk; + ...)} dx
X\1
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(3.2.17)
y2

{(x7)? k;k; )Y 4+ (...+x2kiki+...) y + (...+xzkik: + ..0)} dy
y ()

Setzt man nun die Entwicklungskoeffizienten aus (3.2.16)
in (3.2.17) ein, ergibt sich die gewuenschte Form. Sie

enthaelt nur noch Produkte der Variablen an den Eckpunkten
und Ortsfaktoren.

3.3 Diskretisierung und Linearisierung in der Zeit

————————— —— T e < D T

Die Diskretisierung im Ort fuehrte zu den nichtlinearen
Gleichungen (3.2.13). Diese muessen nun in linearisierte
implizite “Differenzengleichungen" umgewandelt werden, die
fuer eine direkte Aufloesung des dadurch gebildeten
algebraischen Gleichuagssystems geeignet sind.

Implizite Differenzengleichungen haben die allgemeine
Form (siehe Kapitel 2):

g ( g i ! 7 At ) = 0‘ (2-2-2,

Dabei ist g eine nichtlineare Punktion der N unbekannten
Werte zur "neuen" Zeit t=t+At, der N bekannten zur Zeit t,
und des Zeitschrittes At. Die verwendeten Zeitniveaus
verdeutlicht Bild (3.3).

bt g

Bild (3.3) Die Zeitniveaus

Man sieht zwei Hauptniveaus und ein Zwischenniveau, in
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dem das in Bild ({3.1) festgelegte Integrationsgebiet
gekennzeichnet ist. Die Gleichung (2.2.2) enthaelt nur zwel
Zeitniveaus, das Zwischenniveau muss durch Interpolation
dargestellt werden. Alle Zeitableitungen werden durch die
uebliche Differenz angenaehert und sind um t+d4t/2 zentriert:

ECICI P ICI SYCTCI NIRRT CIN 0 (3-3.1)

Die nichtlinearen Ortsterme sollen bei t+fit dargestellt
werden. Dazu werden die in Kapitel 2 ervaehnten
Linearisierungsvorschriften fuer 1-D Gleichungen verwendet.
Eine analytische Untersuchung der dabel entstehenden
Diskretisierungsfehler ist wegen der ungleich
komplizierteren Gleichungen nicht moeglich.

Mit Hilfe einer algebraischen Programamiersprache kann
durch Einsetzen von Taylorentwicklungen fuer die Variaonlen
in die Differenzengleichungen fuer einzelne Gleichungen
zumindest die Konsistenz ueberprueft werden.

Die Wahl von §>1/2 sollte zu Stabilitaetseigenschaften
und Diskretisierungsfehlern fuehren, die denen von 1-D
pifferenzengleichungen aeguivalent sind.

Zur Linearisierung entwickelt man alle Variabplen um die
Zeit t in eine Taylorreihe bis zur ersten Ordnung in At und
vernachlaessigt in Produkttermen ebenfalls alle Glizder
hoeherer Ordnung. Dann lautet die Linearisierungsvorschrift
fuer ein allgemeines Produkt von m Variablen mit beliebigen
Exponenten .

W m i m k=1 m

mTowl= @ wlo). o) (@ T w, T w.)

1=1 1=1 k=1 =1 J j=k+1

m m
+ -
(1 -0 Zl o) I v

Einige einfache, haeufig auftretenden Kombinationen
lauten mit & = 1/2:
~ B ‘]_ X f"‘E'_ ) /\3, 1 9 )
wp =@ + W), W =W, W o= 5 W) (3% = wy ),
~ Z .
W Wy = % (fywp + wiWp), wiwy = % wy (B wo + 2wy - wywp) (3-3.3)
I — L s 5 ~
Wiwawy = 5 (Wpwawy + wiWpwy + wiwpWy - Wwaw3 )

2
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Die Vorschrift (3.3.2) wird auf alle Terme aus (3. 2.13)
angevwendet und fuenrt nach der Zusammenfassung der Beitraege
aus allen Juadranten auf die linearisierte
Differenzengleichuny in einer Gitterzelle:

i+l j*l nw
) ; Joe(l,mk) + @(l,mk) = d ¥ e
]_..—..i—] ]I]=j—1 k=1

Die c(l,m,k) entsprechen den Koeffizienten von 3(1] bis
W {m) zZur elt t+ At aus (3.3.2), zusammen mit
Integrationskonstanten. Die zentralen Koeffizienten
c(i, j,k) <enthalten =zusaetzlich die 1/At Terme aus den
liskretisierten Zeitableitungen (3.3.1). Gleichung (3.3.4)
verknuepft wie eingangs verlangt neun benachtarte Zellen

miteinander. Hierbei laeuft der Index k ueber nw, die Zahl
l2ar Vvariablen. Es gibt bei nw Gleichungen nw* (3% nw)
Koeftizienten c{l,m,k) und ne Terme d(k), die fuer

(ni-2) *{nj-2) Punkte bestimmt werden.

Di2 nichtlinearen Integro - Differentialgleichungen aus
Abschnitt 3.2.1 koennan also durch eindeutig bestimmte
Operationen 1in einen Satz von Koeffizienten fuer die
unbexannten Werte der Variablen bei t+At verwandelt werden.

Die algebraische Darstellung {3.3.4) ist in ihrer
Grundstruktur wunabhaengig von Typ und Zahl der Terme in den
Differentialgleichungen wund bestimmt 2zusammen mit den
diskretisierten Randbedingungen das lineare

Gleichungssystem, das in Abschnitt 3.5 behandelt wird.

3.4 Randbedingungen

Bei dem verwendeten rechteckigen Gitter gibt es zwei
Moeglichkeiten, den physikalischen Rand zu definieren:

- Der Rand wird mit Zellenwaenden identifiziert, er liegt
also zZWischen Zvel Knotenpunkten, dann koennen
Randbsdingungen beruecksichtigt werden, die erste
Ableitungen (und die Variablen) enthalten;

- der Rand geht durch Knotenpunkte, iann lassen sich nur
Funktionen der Variablen selbst vorqeben.

Die beiden Moeglichkeiten zeigt Bild (3.4) am Beispiel
einer Randzelle bei 1i=1,2. Im ersten Fall sind die
Randz2llan genauso definiert wie im Inneren, und die Punkte
ausserhnalb des Randes dienen nur 2zur Darstellung der
Randbedingungen (Bild (3.4a)). Im zweiten Fall bestehen die
Randzellen nur aus zwei, statt vier Teilvolumina (Bild
(3.4b)) . Die Diskretisierung der Randbedingungen in den
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Randzellen kann durch analoge Integrationen wie bei den
Dif ferentialgleichungen im Inneren erfolgen - die
Linearisierung wird dann ebenfalls teibehalten.

In einfachen Faellen, etwa bei der Vorgabe der Variablen
als Funktion der Zeit auf dem Rand, koennen die
Randbedingungen ohne Integration oder Linearisierung zur
neuen Zeit beruecksichtigt werden.

/A$ e

It
) Xy X0 O X2 ) b) *® X @ X, %)

Bild (3.4) Festlegung des physikalischen Randes:
a) Rand identisch mit Zellengrenze
b) Rand durch Knotenpunkte

Unabhaengig von der gewaehlten Diskretisierung werden die
Randpedingungen als lineare Beziebung zwischen den Varianlen
in sechs Randzellen geschrieben. Die Gleichung fuer die
Zelle bei i=1,2 und j lautet:

2 j+1 nw
3 ) 7 b(l,mk) * #(l,mk) = a [3ats: 1)

1=1 m=j-1 k=1
Eine solche Formulierung ist bei parabolischen
Differentialgleichungen immer moeglich. Bei hyperbolischen
Problemen mit aus den Rechengebiet laufenden

Charakteristiken, etwa bei Ueberschallstroemungen durch den
Rand, muessen geignete Extrapolationsformeln gesucht werlen.
parauf soll hier nicht naeher eingegangen werden, da dies
nur bei bestimmten Problemen auftritt und deshalb keine
spezifische Beschraenkung des INIM - Verfahreas darstellt.
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3.5 Das__Algebraische__Gleichungssystem

In den ersten Abschnitten dieses Kapitels wurde die
Ableitunjy der linearisierten Differenzengleichungen (3.3.4)
und (3.4.1) beschrieben. Dabei gingen vor allem die lokalen
Eigenschaften der Differentialgleichunjen und des Gitters
ein. Die Bedinguny, in der Gleichung (3.3.4) nur neun, bzw.
in  (3.4.17) nur sechs benachbarte Gitterpunkte zuzulassen,
pestimmt die Struktur des algyebraischen Gleichungssysteams.

Zur Vardeutlichunjy dieser Eigenschaften dient das in Bild
(3.5) gezeigte Indexyitter.,

nj et o wa
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.‘ —————— —— — —
1 2 i i ni-1 i
Bild (3.5) Das Indexgitter
Es wird bewusst auf die Zuordnung von konkreten
Koordinaten an die 1Indizes verzichtet, da die fclgenden
Ausfuehrungaen fuer jedes solche Indexgitter gelten. Die
Zahl dar Knotenpunkte in i-Richtung ist ni, die in
j-Richtung nj. Die zZahl der Gleichungen wurde schon frueher
mit nw bezeichnet, Die Gesamtzahl der waehrend eines

Zeltschritts neu zu berechnenden Werte ist
N = ni * nj * nw .

Die Zuordnung der in Bild (3.1) und (3.3) eingefuehrten
[ndizes an das Gitter sind einsichtig.

3.5.1 Struktur und allgemeine Eigenschaften

Die Aufstellung des Gleichungssystems geschieht durch d%e
Zusammenfassung der unbekannten Variablen in einen Vektor %'
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der Laenge N. Die ReihenfolgeAist dabei durch i,j und «
festgelegt - das m-te Element von Ww! wird vie folgt Wi, j,k)
zugeordnet:

g 1= (WL, T(1,1,2) 4 - JW(i,jek) e <= J¥(ni,nj,nu))
m =k + (i-1)*nv + (Jj-1) *nw*ni

Da die algebraischen Beziehungen (3.3.14) und (3.4.1) fuer
jede einzelne Gitter- (Rand-) Zelle bekannt sind, ist die
Koeffizientenmatrix C' und das Gleichungssysten bestiamt:

cr * wt = d! (3.5.1)

Bei nichtlinearen Dif ferentialgleichuangen muss die
Koeffizientenmatrix wahrend Jedes Zeitschritts vollkomamen
neu berechnet werden, da die Koeffizienten in (3.3.4) und
(3.4.1) die Werte der Variablen zur zZeit t enthalten. Die
Struktur der Koeffizientenmatrix C! zeigt Bild (3.6). Han
erkennt eine zweifache tridiagonale Einteilung, die drei
globalen Diagonalbaender haben den Abstand ni*nw. Die
Breite ist jeweils 3*nw, abgesehen von den Zeilen im Abstand
ni*nw, die die Koeffizienten der Randbedingungen enthalten.

&— N= n"ni nw RS

4
7
2
4
ﬁ,

%  xw=d

Bild (3.6) Aufbau des Gleichungssystems (3.5.1)

Die rechte Seite des Gleichungssystems, d! , enthaelt die
d und b aus Gleichung (3.3.4) und (3-4.1).
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Die Zahl der vwvon 0 verschiedenen Elemente in der
Koeffizientenmatrix ist dann

P =~ 9 * ni * nj * ny 2, {3.5.2)
die G2samtzahl der Elemente ist dagegen
N2 = (nix* nj * ng) 2, (3.5.3)

Das Gleichungssystem ist also extrem duenn besetzt. Bei
Anwendung eines der bekannten Loesungsverfahrens,
{(Gauss-Seidel-Elimination etc.) waere eine volle Besetzung
der invertierten Matrix die Folge, der "fill-in" waere
ma ximal. Elementare Abschaetzungen zeigen sofort, dass die
Zahl der Operationen und Speicherplaetze fuer einen einzigen
Zeitschritt bei einen “durchschnittlichen" Modell
( nw=4,ni=30,nj=30 ) diese Art der Loesung verbietet.

Der erste Schritt zu einer Einschraenkung des Aufwandes
karn in einer vorherigen Dreieckszerlequng der Matrix cr
bestehean. Dabei wird der “fill-in" auf die durch die
aeusseren Diagonalbaender festgelegte Bandbreite beschraenkt
(ein typisches Verfahren dafuer ist die Crout-Reduction fuer
Band - Matrizen /26/). Nimmt man wieder die Zahlen aus den
Beispiel von oben (ni=nj=3C,nw=4), dann laesst sich der
Speicherbedarf unter Beruecksichtiqung der Bandstruktur wie

folgt abschaetzen. p* ist die Zahl der Elemente
2inschliesslich der "fill-in" Regionen zwischen den
Diagonalbaendern:

P* = (ni*nw)2 * (2#%n3j-1) (=800 0C0) (3.5.4)

Nimmt man eine Wortlaenge von vier Byte an, ergibt sich
ein Speicherbedarf von 3.2 Megabyte allein fuer die Matrix
ce, Solche Speicher haben aber derzeit nur die groessten
Rechenmaschinen.

Daher muss ein geeignetes Rekursionsverfahren entwickelt
werden, das die Zahl der gleichzeitiqg in der Zentraleinheit
der Rechenmaschine benoetigten Daten durch Verwendung
externer schneller Speicher reduziert.

3.5.2 Loesung durch Rekursionsansaetze

In {apitel 2 wurde bei den Loesungsmethoden fuer
eindimensionale implizite Differenzengleichungen ein
Verfahren beschrieben, das d urch eine zweifache
jegenlaeufige Rekursion die effektive Loesung solcher
Probleme erlaubt.

Vervandte Rekursionsvorschriften lassen sich auch zur
vollimpliziten Loesung von 2-D Modellen aufstellen: Dazu
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fasst man die Werte der Variablen in einer Zeile, also fuer
ein j zu einem Vektor w (j) mit ni*nw Komponenten zusammen:

¥ (J) = (v(1, 3,1, «-e «¥(D1,j,nw)) (3-5.5)

Verwendet man die diskretisierten Darstellungen (3.3.4)
und (3.4.1), so ergibt sich eine "Differenzengleichung" fuer
¥ (J), die aus Matrizen der Ordnung (ni*nw) besteht, und

formal mit (2.2.9) uebereinstimmt:
C1E (3-1) +c2 & (3 + c3 & (3+1n = 4. (3.5.6)

Diese Gleichung verknuerpft drei aufeinanderfolgende
Zeilenvektoren & (j-1), ¥ (j) und % (j+#1). Errinnert man
sich an die Struktur des Gesamtsysytems (3.5.1), so koennen
die Matrizen in (3.5.3) mit drei nebeneinander angeordnaten
Tridiagonalbloecken in Bild (3. 6) identifiziert werden.
Daher laesst sich nun auch die Gestalt von C1 , C2 , und C3
angeben. Die einzelnen Bloecke in Bild(3.7) haben nw Zeilen
und 3 nw Spalten, mit Ausnahme des ersten und 1letzten mit
2 nwv Spalten. Sie enthalten die diskretisierten
Randbedingungen bei i = 1,2 und 1 = ni-1,ni.

==
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Bild (3.7) Besetzung von Cl1 - C3 (ni=28,nw=4)

Man macht nun fuer ﬁ den Rekursionsansatz

1>

€ (J) =G (3) € (3*+1) ¢+ £ (9)- (3.5.7)

Nimmt man den Ansatz (3.5.7) fuer j-1, setzt Q {3-1) 1in
3.5.6) ein, und vergleicht die Koeffizienten von ¥ {3j) und
¥ (j*+1) in den Gleichungen (3.5.6) und (3.5.7), so erhaelt
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man fuer G (j) und F (j) die gesuchten Rekursionsformeln.
(€16 (3-1) +c2) 6 () =-¢c3
(3.5.8)
(€16 (3-1) +#C2) £ (F) =~-C1E (j-1) +4d
Die Randbedingungen  bei i 1,2 lauten éls
Matrizengleichung zwischen ¥ (1) und R
B1 W (1) +B24 (2) = b (3.5.9)

Die Struktur von B1 und B2 ist die gleiche, wie die von
€1-3 in Bild (3.9) gezeigte. Bl 1ist dabei immer eine
nichtsingulaere Matrix, B2 kann auch null sein. 1In b stehean
alle konstanten Terme, entsprechend d in (3.5.06).

Eine Umformung von (3.5.9) analog zur Rexursionsformel
fuer G (j) und £ (j) liefert das Gleichungssystem fuer G (1)
und £ (1) :

B1G (1) = - B2
(3.5.10)
B1 £ {1 =5b
Die Randbedingung bei j = nj-1,nj lautet dementsprechend:
Bl ¥ (nj-1) + B2 % (nj) = b (3.5.11)
Zusammnen mit dgm Ansatz (3.5.7) ergibt sich das
Gleichungssytem fuer W (nj):
(Bl G (nj-1 + B2 ) § (nj) =- Bl £ (nj-1) + b (3 5« 52

Die gesamte Zweifachrekursion besteht dann aus den 4
Schritten:

1) Berechnung von G (1) und £ {1) aus den Randbedingungen
bei j = 1,2, nach {3.5.10);

2) Rekursion von G (j) und £f (3), fuer j = 2w =1;
nach (3.5.8);

3) Berechnung von Q (nj) aus G (nj-1), £ (nj-1) und den
Randbedingungen bei j = nj-1,nj, nach {3.5.12) ;

4) Rekursion von E {ij), fuer j = nj-1...1, nach (3.5.7).
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Nach diesen vier Schritten sind alle Variablen fuer t+it
bekannt.

Der wesentliche Vorteil gegenueber der direkten Loesung
von (3.5.1) besteht darin, dass vaehrend eines
Rekursionsschrittes fuer G (j) nur ¢1 , ¢c2 , C3 , 4 , sowie
G (j-1) im Zentralspeicher der Rechenmaschine sSein muessen.
Der Speicherbedarf fuer die Matrizen reduziert sich also
ungefaehr um den Faktor nj/3, schaetzt man den Speicherplatz
fuer C1 - C3 nach oben mit dem fuer ein G (Jj) ab.

3.5:3 Diagonaldominanz, Bandbreitenbeschraenkung

Die Matrix C2 in (3.5.4) enthaelt in der Hauptdiagonale
Terme proportional zu 1/4t. Dasselbe gilt auch fuer die
Matrix, die in (3.5.8) durch Addition des Produkts von C1
und G (j-1) entsteht. Die Ipversion dieser Matrix bei der
Loesung von (3.5.8) 1ist ohne Pivotsuche, also Zeilen- und
Spaltenumordnungen moeglich, da sie wegen der 1/At Ternme
diagonaldominant und damit gut konditioniert ist.

Bei stark zeitabhaengigen Problemen wird dies noch
verstaerkt, wenn die <zeitlichen Aenderungen durch eine
charakteristische Geschwindigkeit bestimmt werden. Dies
kann bei Stroemungsproblemen, aber auch bei nichtlinearen
Diffusionsvorgaengen auftreten. Daher ist zu erwvarten, dass
in den Rekursionsmatrizen G die Elemente in den von der
Hauptdiagonalen weiter entfernten Bereichen im Vergleich zu
den Diagonalelementen immer kleiner werden.

Wird ein Element von G wesentlich kleiner als das mit der
Rechengenauigkeit & multiplizierte Diagonalelement der
entsprechenden Spalte, so wird dies bei geeignater
Normierung der Variablen fuer das gerade zu berechnende
Element w(i,j,k) im Rundungsfehler untergehen. Daher
liegt es nahe dieses ganz zu vernachlaessigen. Der
parameter zur Bandbreitenbeschraenkung wird im Weiteren mit
¢ bezeichnet und bleibt frei waehlbar.

Die Besetzung von G mit Elementen, die groesser als diese
Schranke sind, ist in Bild (3.8) schraffiert skizziert.

Diese Bandstruktur kann bei allen Matrizenoperationen
ausgenutzt werden, wenn nur Multiplikationen zwischen
Elementen ausyefuehrt werden, die innerhalb der jevweiligen
Baender liegen. Dabei wird bei allen Matrizen innerhalb der
Baender eine volle Besetzung angenommen.

Die drastische Veringerung der Zahl der Rechenoperationen
liegt auf der Hand, deshalb werden im naechsten Abschnitt
die Matrizenroutinen von vorneherein fuer Bandmatrizen
formuliert.
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Bild (3.8) Bedeutung der Indizes bei den Bandmatrizen

3.5.4 Matrizenalgorithmen

Abgesehen von den Randbedingungen bei j=1,2 und j=nj-1,nj
muessen die Gleichungen (3.5.8) fuer jedes j geloest werden.
Dazu fuehrt man die Matrix R und den Vektor ¢ ein:

R {G(7), £(3)} = {-C3, r} {3+5.13)

Hier wurde G (j) mit £ {J) und -C3 (j) mit L Zu Matrizen
mit n=ni*nw Zeilen und n+1 Spalten zusammengefasst. Man
bestimmt R und r nach der Vorschrift:

{R, r} = C1 {G(5-1), - £G-D}+ {C2, d} (3-5.14)

Die Berechnuny der Elemente r (i, j) von R erfolgt nach
Gleichung (3.5.15)

max

r(i0) =] o (D) g (LD * e, (5,9,
1=1min

(3.5.15)

lmin=max (iaC](l), iaG(l)), 1max = min(ieC](l), ieG(l))
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Die Indizes ia und ie sind die Anfangs- und Endindizes
der Zeilen in C1 bzw. der Spalten in G. Es werden also nur
Operationen in dem Ueberlappungsgebiet von C1 wund G
ausgefuehrt, dabei ergeben sich die ia und ie fuer R. Fuer
die Summenbildung in (3.5.15) und in allen weiteren Faellen
gilt die Konvention, dass der Wert der Summe gleich null
ist, wenn lmax<lmin wird. Die Koeffizientenmatrizen C1 uad
C2 werden zeilenweise gespeichert.

Zur Loesung des Gleichungssystems (3.5.13) fuer G (j) und
f (j) wird ein von Doolittle beschriebenes Verfahren
verwvendet, bei dem zunaechst die Koeffizientenmatrix in zwel
Dreiecksmatrizen zerlegt wird, und danach die Loesungsmatrix
aus der rechten Seite (-C3 und £ ) konstruiert wird /26/.
Die Methode eignet sich fuer dieses Problem besonders, da
bei der Dreieckszerlegung kein "fill-in" auftritt, und
zeilenveise Bearbeitung vomn R moeglich ist. Es werden
jewelils die allgemeinen Formeln und Hinweise auf die
Versionen mit verkuerzter Speicherung gegeben. Die Elemente
der unteren (lower) Dreiecksmatrix L sind 1(k,j), die der
oberen U (upper) sind u(k,Jj),beide werden in R erzeugt.

j=l
1, . = i == -).=:""!!
K; Ty pE] 1kp upJ 3 1,2 k
j-1
+ r(k,j) = r(k,j) - J i) Bipai)s § ™ Tatk)smeeles
p=ia(k)
k-1
Yy = {rkj _pél Lep upj} [ Ty 53 % &k, (3.5. 16)
k-1
=¥ r(k’j) = {r(ks_]) - Zr(k,p) r(p,j)}/rkk, j=k+l""!ie(k)l
P=Prax -

B = max(ia(k), ik(p)), ia, ie und ik von R.

Die rechte Seite von (3.5.13) besteht aus der n*n
Blocktridiagonalmatrix -C3 und dem Vektor r£. Die Erzeugung
von G {j) und £ (j) beginnt mit (3.5.17).

k-1
glk,j) = {-c3(k.j) -7 elksp) gln:]) } § 2l k) »
P™Phax
(3-5.17)

j - l,2,...,nr k=iaCl (j),--l’nppmax = max(iaR(k)’ iaCB(k))
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Die Vorwaertsrexursion bearbeitet mit aufsteigendem k und
J die Elemente inner- und unterhalb des blocktridiagonalen
Bandes von C3J.

Die Rueckwaertsrekursion fuer die m-te Spalte lautet:

ieR(k)
ca(k,m) = gk,m) = J  r(k,p) cq(p,m),

=k+1

pkt (3.5.18)
m = Uywewig ) » k =n,...1

Sie laeuft in der entgegengesetzten Richtung wie
{3:5+17) & Die Spalten werden dabei ebenfalls von m = n bis
m = 1 erzeugt.

Die Ergebnismatrix C3 wuerde nun voll besetzt sein, also
n2 Elemente haben, obwohl die Ausgangsmatrizen Bandform pzw.
Blocktridiagonalgestalt hatten, wenn nicht schon washrend
der Berechnung die Bandbreite beschraenkt wuerde.

Dazu wird wvaehrend der Vorwaerts- und
Rueckwaertsrekursion (3.5.17/718) 1in den k - Schleifen
innerhalb einer Spalte jedes neue Element mit der in
Abschnitt (3.5.3) definierten Schranke verglichen. Ist es
kleiner, kann die Spalte an dieser Stelle unter gewissen
Bedingungen abgeschlossen werden - dabei ist zu beachten,
dass eine Spalte erst dann abgeschnitten werden darf, wenn
nw aufeinanderfolgende Elemente die Bedingung erfuellt
haben. Sind einzelne Variable naemlich null oder 3sehr
klein, xann die Abschneidebedingung formal erfuellt sein,
obwohl danach noch fuer die anderen Variablen wesentliche
Elemente kaemen.

Die Beschneidung waehrend der Vorwaertsrekursion ergibt
den neuen Spaltenendindex ieg . 1In der Rueckwaertsrekursion
fuer die selbe Spalte wird die k - Schleife deshalb nicht
bei n, sondern erst bei diesem ie beginnen. Dadurch wird
auch die innere Schleife in (3.5.18) beeinflusst, die dann
nur noch bis zum kleineren Wert von ie (k) und ie {k)
laeuft. Die Abbruchbedingung ergibt dann das neue iasdiaser
Spalte.

Das Ergebnis, das wegen der rueckwaerts laufenden Indizes
in (3.5.18) noch "verkehrt" gespeichert ist, muss zuletzt in
die richtige Anordnung gebracht werden, und ein Rekursions-
Schritt gemaess der Gleichung (3.5.8) ist abgeschlossen.

Die Berechnung von f (j) aus r und den Dreiecksmatrizen
in R ist mit gleichen Methoden kein Problen.

Zur Berechnung von G (j+1) sind nur die neuen

Koeffizienten und 6 (j) notwendig, alle vorher berechneten §
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(k) » k<j, koennen deshalb auf einen externen Speicher
geschrieben werden. Dadurch erreicht man die schon

angesprochene drastische Reduzierung des
Zentralspeicherbedarfs, gegenueber der Loesung des
Gesamtsystems (5.3.1). Zusammen mit den Matrizen werden

auch die dazugehoerigen Indexvektoren ausaelagert, beide
werden ja erst wieder bei der Rekursion von § benoetigt,

Die Berechnung der Startwerte G (1), £ (1) und % (nj),
aus den Gleichungen (3.5.10) und (3.5.12), ist auf Grund der
vorhergegangenen Ausfuehrungen ebenfalls leicht zu
verwirklichen. Es sind die selben Verkuerzungen zu
beruecksichtigen, wie bei der Berechnung von G (j) wund £

(3) -

Die Rekursion (3.5.7) fuer ¥ (j) wird analog zu (3.5.14)
geloest. Dazu wird jeweils G (j) und £ (3J) vom externen
Speicher eingelesen.
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3.0 Praktische _Durchfuehrung

Die Realisierung der bisher entwickelten Methoden
gliedert sich in zwei grosse Abschnitte. Da ist zum einen
die Erzeugung von Differenzengleichungen, die unabhaengig
von Typ und %Zahl der Differentialgleichungen in die Foram
(3.3.4) gebracht werden. Mit Ausnahme der exakten
Integrationen ist dies Aufgabe des Programmgenerators.

Der gleichbleibende formale Aufbau der impliziten
Differenzen erlaubte einen Rekursionsalgorithmus fuer die
Aufloesung, der weitgehend unabhaengig von den
Differentialgleichungen ist. Die Kenntnis einiger
Eigenschaften des untersuchten Problems kann dabei zu einer
weiteren Reduzierung des Rechenaufwandes fuehren, ist aber
nicht Bedingunyg. Die cekursive Aufloesung des
Gleichungsystems erfolgt in einen Rahmenprogramm, das durch
Aenderung weniger Parameter fuer wesentlich verschielene
Probleme verwendet werden kann.

3.6.1 Der Programmgenerator

Der erste Schritt des INIM - Verfahrens besteht aus der
exakten Integration der Ortsoperatoren, soweit dies ohne
Kenntnis des Funktionsverlaufes moeglich 1ist. In ei1nen
einmal festgelegten Koordinatensysten entstehen dabei
Integro - Differentialgleichungen, die ein- oder zweifache
Integrale mit Ableitungen bis zu erster Ordnung in den
Integranden umfassen.

Die Darstellung der Integranden durch die
Bilinearansaetze in den vier Quadranten, die Ausfuehrung der
restlichen Integrationen, die Linearisierung in der Zeit und
die Koeffizientenbildung erfordern formal einfache, aber
aeusserst umfangreiche algebraische Manipulationen. Die
Verwendung einer algebraischen Programmiersprache zum Aufbau
eines Programmgenerators bietet sich daher an.

Dabei werden weinige elementare Forderungen an die
ver fuegbare Sprache gestellt, die im Folgenden «urz
aufgezaehlt werden:

- Definierbarkeit mehrfach indizierter Variablen;

Loesung von algebraischen Gleichungen;

Verarbeitung von Potenzreihen:

Differenziation und Integrationg
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- Substitution einzelner algebraischer Ausdruecke;
- Erzeugung von FORTRAN - Anveisungen;
- Verwendbarkeit externer Speichermedien.

Diese Forderungen werden z.B. von REDUCE erfuellt, das
dem Autor zur Verfuegung stand /27/.

Bild (3.9) zelgt ein Flussdiagramm des gesamten
Programmgenerators. Die vesentlichen Teile sind unabhaengig
vom Typ der Differentialgleichung. In dieser Form Kkann er
fuer alle vorkommenden Integranden und Integrationen
eingesetzt werden. Fuehrt eine Differentialgleichung 2zu
verschiedenen Integralen, ist jeweils ein Lauf notwendig.
Selbstverstaendlich koennen deshalb auch einzelne Terne
bearbeitet werden. Die in der verwendeten
Programmiersprache formulierten Integranden koennen entweder
im Programmgenerator dirext definiert werden, oder von
externen Datentraegern eingelesen werden. Die Wahl des
Integraltyps erfolgt durch logische Steuerparameter, die
auch die Bezeichnung der Koeffizienten aendern.

Die Entwicklungskoeffizienten werden in einen gesonderten
Programm berechnet wund extern gespeichert, da sie fuer
verschiedene Gleichungen verwendet werden koennen. Dassa2lbe
gilt fuer Indexpermutationen, die bei der Linearisierung in
der Zeit benoetigt werden.

Bei der Aufspaltung in die Koeffizienten kann durch
geeignete Kommandos die Ausk lammerung dJemeinsamer Faktoren
erreicht werden. Dadurch werden die Ausdruecke kuerzer und
die Berechnung benoetigt weniger Zeit.

Die Verwendung externer Speichermedien fuer
Zwischenergebnisse kann besonders bei umfangreicheren
Gleichungssystemen Rechenzelit sparen, ist a ber nicht
prinzipiell notwendig. Die Moeglichkeit zur Erzeugung von
PORTRAN - Anweisungen und deren Ausgabe sollte zur
Vermeidung von Schreibfehlern bei der Uebertragung auf jeden
Fall vorhanden sein.



Einlesen: I(x,y) |, [f]
(3.2.10)
N
I Integral ]
Berechnung von typ? Berechnung von
QX=I1/IV, QY-I/II V-I...IV
L - [

kl..kdjli;ekannt?
N

| |

Berechnung der kl 5
mit (3.2.9) und Einlesen der k
den w(i,j,k)

2
Einsetzen der k1
ergibt (3.2.13)

Linearisierung,
Einlesen von €
Indexpermutationen

Aufspaltung in
Koeffizienten
der w(l,m,k)

Zusammenfassung,
FORTRAN - Ausgabe

ENDE

Bild (3.9) Flussdiagramm des Programmgenerators
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3.6.2 Das Rahmenprogranmn

Da die 1in Abscanitt 3.5 behandelten Algorithmen
unabha2njyig von den pifferentialgleichungen sind, sieht man
von den Parametern nw und ab, liegt der Aufbau eines
Rahmenprogramms nahe, das fuer alle Anwendunjen weitgehend
unveraendaert beibehalten werden kann.

Die Projrammierung der Matrizenroutinen aus Abschnitt
{3.5.5 haengt wesentlich ven der Speicherung der Matrizen

30, die zunaechst beschriepen werden soll. Dabeli sgpielen
als Parameter vor allem die Zahlen ni, nj, nw, und der
Abschneideparameter eine Rolle. Diese bestimmen auch den

benoetigten Speicherbedarf, der 1in einer Tabelle angegeben
wird.

a) Speicherung der Matrizen

Die Besetzung der Koeffizientenmatrizen, wie auch die der
B 's in den Randbedingung2n zeigte Bild (3. 7)s
Selkstverstaendlich koennen auch 1in dem verbleibenden
blocktridiajonalen Band noch Elemente unbesetzt sein. Dies
wird aber immer durch die spezielle Differentialgleichung
verursacht und wird deshalb nicht beruecksichtigt. Eine
Erweiternng des zu loesenden Systeas durch zusaetzliche
Terme koennte sonst eine Aenderung des Loesungsalgorithmus
erforderlich machen.

Es wird daher der allgemeinste Fall vorausgesetzt: Es
sind nw Gleichungen mit nw abhaengigen Variablen zu loesen,
die alle miteinander (nichtlimnear) verkoppelt sind. Dann
sind alle Koeffizienten c(l,a,k) und b{l,m,K) besetzt.,

Alla Matrizen werden in eindimensicnalen Arrays
gespeichert. Dabel serden nur die Elemente beruecksichtigt,
die fuer die Rechnuny von Bedeutung sind. Das heisst bei
den Koeffizientenmatrizen C1 - C3 oder B1 und B2 , dass nur
die Tridiagonalbloecke gJespeichert werden. Die dazu
notwendigen Indexinformationen werden einmal berechnet und
in einem Vektor ic aufgehoben. Die ersten n=ni*nw Zahlen
jafinieren die Zeilen- (Spalten-) -Anfangsindizes, die
naechsten n die entsprechenden Endindizes. Die Entscheidung
fuer zeilen- und spaltenveise Speicherung ist durch die
unterschiedlichen Operationen festgelegt. Die Matrizen C1
und C2 warden zeilenweise, C3 spaltenweise gespeichert.

Komplizierter ist die Situat ion bei R und der
Rekursionsmatrix G (j) wegen der Bandbreitenbeschraenkung.
Dies fuehrte zu einer zeit- und ortsabhaengigen DBesetzung.
Damit muessen fuer jedes j waehrend eines Zeitschritts die
fuer die Matrizenoperationen notwendigen Indizes bestiant
und gespeichert werden. Dazu sind die vier Indizes
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ausreichend, die in Abschnitt 3.5.4 definiert wurden. Dabei
ist es unerheblich, ob spalten- oder zeilenweise Speicherung
benoetigt wird. Es sind dann nur entsprechend immer
Spalten~- @it Zeilen- Indizes zu vertauschen. Diese
verkuerzten Spalten (Zeilen) werden direkt hintereinander in
einem Vektor gespeichert.

Die 1l-te Spalte/Zeile wird durch den Anfangsindex ia(l),
den Endindex ie(l), und ihrem Anfangsindex iv(l) in der
verkuerzten Speicherung beschrieben. Dazu kommen die
jeweils komplementaeren Zeilen/Spalten - Anfangsindizes
ik (1). Der Anfangsindex iv(l) einer Spalte (Zeile) in der
verkuerzten Speicherung berechaet sich nach {(3.6.1).

1-1
iv(l) = )} (ie(k) - ia(k) + 1) + 1 (3.6.1)
k=1

Die 1Indizes fuer die verschiedenen Matrizen werden
jeweils in einem Vektor aehnlich zu ic angeordnet, zuerst
alle ia, dann die ie, die iv, und zuletzt die ik.

b) Speicherbedarf

Es wurde schon mehrfach der, im Vergleich zu expliziten

Verfahren, groessere Speicherplatzbedarf bei impliziten
Methoden erwvaehnt. Dieser soll nun kurz abgeschaetzt
werden. Dabei geht es nur um die Speicherplaetze, die fuer

die Variablen und alle Hilfsgroessen wie Matrizen,
Koeffizienten, Indexarrays uswv. notwendig sind. Die Groesse
des vom Programmgenerator erzeugten Programms fuer die
Koeffizienten ist weitgehend durch Zahl und Typ der
Differentialgleichungen bestimmt wund kann deshalb erst
anhand konkreter Beispiele angegeben werden. Im Vergleich
zu expliziten Verfahren werden die Koeffizienten vegen der
durch die Linearisierung bedingten Aufsplitterung der
Ausdruecke umfangreicher sein. Dies wird im Verhaeltnis zu
dem fuer die Aufloesung benoetigten Rechenaufwand jedoch
keine Rolle spielen.

Die Tabelle {(3.1) gibt eine Uebersicht ueber die
Einteilung des Speicherplatzes und trennt die fuer die
implizite Loesung zusaetzlich verwendeten Felder von den in
jedem Falle fuer die Variablen benoetigten. Die Speicher
fuer die Matrizem G und R sind als variabel angegeben,
ebenso fuer C3 , das als Zwischenspeicher verwendet wird.
Es 1ist 2zu erwarten, dass bei zeitabhaengigen Problemen die
Zahl der tatsaechlich zu speichernden Elemente nicht den
Maximalwert erreicht.
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d G se ni=nj=30, nw=4
- o ' Tabelle
3.1)

w(i,j,k) ni-nj-nw 3600 (
w(i,39k) " "

c1, 02, 4 2(3(ni-1)+1)nw’ 2936

o + ni nw - )

Gy Ry C3, £, T S(ni-nw)2+ 2.ni-nw | 43440

Es liessen sich noch weitere Einsparungen vornehmen, etwa
bei der Speicherung der Variablen, von denen zur Berechnuug
der Koeffizienten nur dre1i aufeinanderfolgende
Zeilenvektoren gleichzeitig ver fuegbar sein muessen.
Praktische versuche zeigten aber, dass die zusaetzlichen
Ein- und Ausgabeoperationen die Ausfuehrung in der
Rechenmaschine dann zu stark verlangsamen.

c) Allgemeine Organisation, Flussdiagramm

Zur Verdeutlichung der Organisation des Rahmenprogramms
dient das Flussdiagramm in Bild (3.10). Es zeigt die
grundsaetzliche Unterteilung in Zeitschleifen und den fuer
jeden Zeitschritt zZu durchlaufenden Block mit den
ortsabhaengigen Teilen.

Der Block INIT bestimmt die Anfangsbedingungen, d.h. nier
werden entweder neue berechnet, oder im Fall der Fortsetzunyg
eines frueheren Laufes die notwendigen Daten von externen
Datentraegern eingelesen.

Die doppelte Zeitschleife dient im wesentlichen der
vereinfachten Ausgabe durch die Routine OUTPUT. Dabei
werden in vorgewaehlten Abstaenden waehrend der Rechnung
alle zur Fortsetzung benoetigten Daten abgespeichert, sowie
Zwischenergebnisse ausgedruckt.

Wagen des, im Vergleich zu expliziten vVverfahren, deutlich
hoeheren Rechenzeitbedarfs je Zeitschritt ist eine laufende
Kontrolle der noch verbleibenden Rechenzeit angebracht, um
einen Zeitschritt vollstaendig abschliessen zu koennen.

Den Ablauf eines einzelnen Zeitschritts ist durch die in
den Abschnitten 3.5.3 und 3.5.4 erlaeuterten Schritte
bestimmt, deren Durchfuehrung den Kern des Prograaas
darstellt.

Der erste Block (BDS) umfasst die Berechnung der
Randbedingungen bei Jj=1,2. Hierbei ist es ohne Bedeutung,
welche physikalische Randbedingung programmiert verden soll,
der Ablauf ist durch die Forderung nach einem Startwert fuer
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G {1) bestimmt.

Der naechste Block (GREK) enthaelt eine Ortsschleife tuer
j=2...nj-1. Hier werden fuer jedes j die Randbedingungen
bei 1=1,2 wund i=ni-1,ni, sowie die <c{(l,m,k) fuer 1 =
2...n1-1 bestimmt. An dieser Stelle werden die durch den
Programmgenerator erzeugten Programnteile fuer die
Koeffizienten eingesetzt.

Damit sind auch C1 - C3 gegeben, und die Gleichungen fuer
G (Jj) und £ (j) koennen geloest werden. Alle G und f werden
auf eine schnelle externe "direct - access" Einheit
geschrieben, da wegen der unterschiedlichen Laenge der
Matrizen die Anfangsadressen der einzelnen Bloecke
gespeichert werden muessen.

Nachdem G (nj-1) als letzte Matrix berechnet worden ist,
benoetigt man fuer die gegenlaeufige Rekursion der E (j) den
Startwert ¥ (nj). Dieser ist durch die Randbedingungen bei
j = nj-1,nj gegeben, und wird im Block (BDN) berechnet.

Nun werden in (WREK) fuer j=nj-1...1 die Q (j) berechnet.
Dazu werden die G und f wieder einzeln eingelesen. Danmit
sind die Werte aller Variablen zur neuen Zeit bekannt.

Im letzten Telil eines Zeitschrittes (CONTROL) werden

einige Kontrollprogramme durchlaufen. Diese dienen zur
Steuerung und Neubestimmung von At auf Grund von
Stabilitaets- oder Genauigkeits- Bedingungen, die vom
jeveiligen Problem abhaengen. Verletzen die neuen % eine

dieser Bedingungen, so kann der Zeitschritt wiederholt
werden. Dies bedingt selbstverstaendlich die Speicherung
der Variablen zur alten Zeit bis 2zu diesem Stand der
Rechnung.

Weitere Kontrollen, etwa die Ueberpruefung von
Erhaltungssaetzen, werden ebenfalls an dieser Stelle
durchgefuehrt. Dies wird bei den Anwendungen geniuer

erlacsutert.
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4. ANWENDUNGEN

4.1 Einfuehrung

Die wesentlichen Anwendungsgebiete impliziter
Naeherungsverfahren wurden in Kapitel 2 angefuehrt. Als
erstes Problem wvurde deshalb eine nichtlineare

Diffusionsgleichung ausgewaehlt, fuer die eindimensionale
analytische und numerische Loesungen existieren. Dadurch
ist ein direkter Vergleich der Stabilitaetseigenschaften
moeglich.

Da die meisten MHD - Modelle hyperbolische Bestandteile
haben, wurde als zweites Beispiel der Gleichungssatz der
idealen kompressiblen Hydrodynamik ausgewaehlt. dier
existieren zwar explizite Verfahren, die ausgezeichnete
Ergebnisse 1liefern, aber durch gemischt parabolische und
hyperbolische Probleme kann wiederum der Einsatz eines
impliziten Verfahrens notwendig werden. Zusaetzlich wird an
diesen Systenm auch die Aufloesung des linearen
Gleichungssystems und der damit verbundene Rechenaufwand
genauer untersucht.

Das dritte Beispiel ist ein Gleichungssystem, das zur

Berechnung stabiler MHD - Gleichgewichte dienen soll. Bs
besteht aus nichtlinearen Diffusionsgleichungen, die stark
verkoppelt sind und fast ausschliesslich gemischte
Ableitungen enthalten. Dadurch werden die ADI - Verfahren

ausgeschlossen, so dass nur eine vollimplizite Loesung
uebrigbleibt, sieht man von speziellen, nur auf dieses
Problem orientierten expliziten Methoden ab.

Alle Rechnungen wurden im Rechenzentrum des Max Planck
Instituts fuer Plasmaphysik auf einer IBM 360,91 und einer
Amdahl 470 V/6 durchgefuehrt. Die Angaben uaber
Rechenzeiten sind im wesentlichen auf der 360,91 ermittelt
worden.

Beli allen Beispielen werden die Ergebnisse von INIM @it
anderen Vertahren verglichen, so dass eine gruendliche
Bewertung moeglich ist.
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Der Energietransport dJdurch die Waermeleitfaehigkeit der
Elektron2n kann in einem vollionisierten Plasma durch die
nichtlineare Diffusionsgleichung (4.2.1) beschrieben werden:

oT . 5/2
3¢ = div {x T/ 79T}, (21}

Lie Groesse Kk enthaelt noch eine schwache logarithmische
Abhaengyigkeit wvon T, die hier vernachlaessigt werden kann.
Die Wahl der Einheiten erfolgt dann so, dass K =1 wird.
Ausserden verden der Einfachkeit halber keine Quellen
beruecksichtigt.

Eine Waermeleituny diesen 1Typs wird in vielen Modellen
la sererzaugter Plasmen oder in anderen MHD - Modellen laengs
des Magnetfeldes eingesetzt.

In eindimensionaler Geometrie gibt es zwei analytische
Loesungen, die den Vergleich der numerischen FErgebnisse
zulassen. Diese 1-D Probleme und die physikalischen
Grundlagen wurden vom Autor in einer frueheren Arbeit
aus fuehrlich behandelt /28/.

4.2.1 Einige Eigenschaften der Gleichung

Durch die Abhaengigkeit des Diffusionskoeffizienten von
der Loesungj selbst erygeben sich mehrere charakteristische
Eigenschaften.

Als Beispiel betrachten wir die Ausbreitung einer zur
Zeit t=0 in einer Ebene (x=0) konzentrierten Energiemenge
E(0) in ein Gebiet, in dem die Temperatur T=C ist. Fuer t>0
lautet die Temperaturverteilung /28/:

g2 2/9 2_2/5
T(x,t) =0.82 ) [1-6 7]
F {Us2+2)
*r o= 1s @227

Die Front der Waermewelle ist bei xp. Bild(4.1) zeigt
typische Profile, hierbei 1ist wegen der symmetrischen
Loesung (4.2.2) nur das Gebiet x20 gezeichnet:
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MV

(] 1 ya

Bild (4.1) Temperaturprofile nach (4.2.2)

An der Front (x=xg) muss grad(T) gegen wunendlich gehen,
wenn T=0 fuer x2xp ist und der Waermestrom endlich bleiben

soll. Am Urcsprung x=0 muss der Waermestrom aus
Symmetriegruenden verschwinden, deshalb muss dort grad (T) =
0 sein. Die eindimensonalen Rechnungen zeigten, dass

insbesondere die Darstellung der Waermefront bei X=X
Aufschluss ueber die Guete des numerischen Verfahrens gibt.
Deshalb werden =zwei Testbeispiele behandelt. Das eine
erlaubt den Vergleich mit 1-D Ergebnissen und damit mit
analytischen Loesungen. Das andere zeigt die Ausbreitung
einer kreisfoermigen Waermewelle in einenm i~y
Koordinatensysten, so dass die Besonderheiten
zweidimensionaler Probleme untersucht werden koennen.

4.2.2 Anfangs- und Randbedingungen

Das Rechengebiet, in dem die Gleichung (4.2.1) geloest

werden soll, ist guadratisch, das Intervall ist
(0 £<x<1),(0 £y £ 1. Die Randbedingungen lauten:
9T T
X=0 =1 y=o gt

Es fliesst also keine Energie durch die "Waende" des
Intervalls. Dadurch wird die Ueberpruefung der
Erhaltungyseigenschaften vereinfacht. Nach dem in Kapitel 3
ueber die Behandlung der Randbedingungen Gesagten wird der
physikalische Rand zZwischen die beiden aeussersten
Gitterebenen gelegt.
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Das erste Testpropblem zeigt Bild (4.2):

Bild (4.2) Das erste Testproblem, Tmax=38, E (0) =1

Dies entspricht dem 1-D Beispiel aus Bild (4.1). Das
Gitter hat 40x40 Punkte und ist aequidistant (4x = 1/(ni-2),
Ay = 1/(nj-2)). Das zweite Anfangsprofil zeigt Bild (4.4a).

zur Kontrolle der Energieerhaltung wird Jjewelils das
Integral 11

[ [ T(x,y,t) dxdy

(o] (o]
durch die diskrete Summe E(t)

ni-1 nj-l
E(t) = Z z T(i)j!t) AKAY (Q.Z.Q)
j=2  jm=2

approximiert und mit dem Wert von E(0) verglichen. Wegen
der Randbedingungen (4.2.3) laufen die Summen nur von
2...ni-1 und von 2...nj-1.
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4.2.3 Erzeugung der Koeffizienten

Die Erzeugung der Koeffizienten c{(l,m,k) erfolgt gemiess
den in Kapitel 3 beschriebenen Vorschriften. Die Zahl der

Gleichungen, nw, 1ist 1, so dass eine zZusaetzliche
Vereinfachung eintritt. Zur Durchfuehrung wird der
ortsabhaengige Teil von (4. 2. 1) in x-y Koordinaten
geschrieben:

9T , _2 ,.5/29T B 510 %

Aus den 1-D Rechnungen ist bekannt, dass der Exponent 5/2
im Diffusionskoeffizienten in 2 und 1/2 aufgespalten werden
kann - der Wurzelterm wird dann an den Mittelpunkten der
Zellenseiten zur alten Zeit berechnet (siehe Bild 3.1). Der
Rest wird mit dem Gauss'schen Satz umgeformt, und mit dem
Programmgenerator verarbeitet, dabei entstehen die QX und
QY. Die Umspeicherung der QX/Y-I/IV wurde in Kapitel 3
beschrieben, neuberechnet werden in jeder Zelle nur QY-I,
QY-II, QX-II, und QX-IV. Diese Ausdruecke sind nichtlinear
in dritter Ordnung in T und werden nach (3.3.2) mit @ =1/2
linearisiert und in die Beitraege fuer die Koeffizienten
c{(l,m,k) und d aufgespalten (hier nimmt k nur den Wert 1
an). Ein Lauf des Programmgenerators benoetigte auf der IBA
360/91 etwa 4 Minuten.

Die Diskretisierung der Randbedingungen (4.2.3) erfolgt
direkt, etwa bei i=1,2 und j:

55 = 0> T(1,3) = T(2,1), T(ni,i) = T(ni-1,j) (4.2.5)

Damit sind alle Elemente fuer die Koeffizientenmatrizen
Cl - C3 etc. festgelegt und koennen in das Rahmenprogramm
eingesetzt werden.

4.2.4 Numerische Ergebnisse

Die beiden Anfangsverteilungen gemaess Bild(4.2) und
{4.4a) fuehren zu einer starken zeitlichen Aenderung der
Ausbreitungsgeschwindigkeit der Waermewellen. Dies ist aus
der Zeitabhaengigkeit von «x nach (4.2.2) ersichtlich.
Wegen der Stabilitaetseigenschaften impliziter
Loesungsverfahren sollte die Wahl des Zeitschrittes in
weiten Grenzen beliebig erfolgen koennen. Durch die starken
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raeumlichen Gradienten in den hier gewvaehlten Beispielen
spielt aber auch die Diskretisierung im Ort eine Rolle, so
dass ein Grenzwert fuer At zuy erwarten 1ist. Auch die
Existenz einer end lichen Ausbreitungsgeschwindigkeit,
uF=d(xF)/dt laesst dies erwarten.

Deshalb wird eine Vorschrift zur Berechnung des jewelils
naechsten Wertes von At verwendet, die sich schon bei den
ervaehnten 1-D Rechnungen bewaehrt hat. Hierzu wird nach
jedem Zeitschritt, d.h. nach der Berechnung aller Werte zur
neuen Zeit, die maximale relative Aenderung der Variablen an
allen Gitterpunkten waehrend des vergangenen Schritts
bestimmt:

2(T(1,§) = TG,§))

Vi, j | T(i,3) + TG, + T

(4.2.6)

Der Parameter Tmin unterdrueckt den Einfluss der starken
relativen Aenderungen von T vor und an der Front. Tmin wird
zwischen ein und zehn Prozent des maximalen HWertes von T
betragen.

Wegen der Diskretisierung, d.h. einer Entwicklung nach
der kleinen Groesse AT=T-T, gibt man ein 4, vor, mit dem man
Amax vergleicht und das neue At berechnet:

Ao
A © Mule R (4.2.7)
max

Die Beziehung (4.2.7) dient auch als Vorschrift zur
Wiederholung eines Zeitschrittes: War die Aenderung Amax
groesser als A,, so wird der Schritt wiederholt, um =2ine
Entwicklung numerischer Stoerungen 2zu unterdruecken. Die
zahl A, wird im Abschnitt c) deshalb zur Untersuchung des
Stabilitaetsbereiches benuetzt.

Die Groesse von von At hat, wie in Kapitel 3 angedeutet,
auch Einfluss auf die Diagonaldominanz der
Rekursionsmatrizen. Dieser, und die Wirkung verschiedener

€ bei der Unterdrueckung kleiner Matrixelemente zZur
Beschraenkung der Bandbreiten, wird in Abschnitt 4.3
untersucht. Bei dem Diffusionsproblem in diesem Abschaitt
wird & so gewaehlt, dass es keine Auswirkungen auf die
numerische Loesung hat(é < 10-7).

a) Vergleich mit der analytischen Loesung (4.2.2)

Das Bild (5.3) zeigt ein Profil, das sich zu spaeterer
Zeit aus der Anfangsverteilunqg in Bild(4.1) ergibt. Die
Zeit t und Tmax sind angegeben, der Masstab 1ist gegenueber
Bild {(4.1) aber neu normiert.

Der Zeitschritt wird, ausgehend von 4t=10-7, mit A =1.0
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und Tmin=Tmax/20 nach (4.2.7) berechnet. Zur Berechnung
waren 40 Zeitschritte notwendig. Der Fehler 1in der
Energieerhaltung _J4g =1 - E(t)/E(0) ist  3%10-5, E(t)
berechnet nach (4.2.4)). Der Ort der Waermefront stimmt
innerhalb der Gitteraufloesung mit der analytischen Loesung
(4.2.2) ueberein, das Temperaturmaximum bis auf zwei
Prozent. Die theoretischen Werte sind jeweils in Klammern
angegeben.

J)
@’y.
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7

/
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7
7
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7

/’/_/
7
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h
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7

7

— — — — p—

Bild (4.3) Temperaturprofil nach 40 Zeitschritten,
Tmax=2.92 (2.900), xp=0.42 (0.4184) ,Ag=3%10-5

b) Testproblem Bild (4.4)

Das Beispiel aus Bild(4.4a) liefert nun Aussagen ueber
das Verhalten der Loesung bei zweidimensionaler
Waermeausbreitung. Bild 4.4b-£ zeigt die zeitliche
Entwicklung im Abstand von jeweils zehn Zeitschritten mit
b,=1.0. Der Masstab wurde gegenueber Bild (4.4a) neu
bestimmt, aber fuer b-f dann beibehalten. Die wesentlichen
Parameter sind jeweils angegeben. Der Fehler in der Energie
bleibt wunter 10-¢. Die Gesamtrechenzeit fuer einen Lauf
entsprechend Bild (4.4) betrug 80 Sekunden auf der IBM
360/91. Die Rechenzeit pro Zeitschritt aenderte sich dabei
wegen des Einflusses der variablen Bandbreiten der Matrizen
von 1.4 - 2.5 Sekunden.
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von
die
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wird nicht At
verwendet,
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Bild (4.5)
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Bild (4.5) Ergebnisse mit 4,=1.75 und A4 = 2.5
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Ban erkennt deutlich das Anwachsen der Schwingungen im
Vergleich zu Bild (4.5). Waehlt man 1in diesem Beisgpiel
Ay > 2.5, werden die Schwinqungen so stark, dass sie auch
durch das Herabsetzen von A, fuer einige Schritte nicht mehr
gedaempft werden koennen,

Mit A, =1.75 breitet sich die Waermefront waehrend eines
Zeitschrittes gerade um einen Gitterschritt im Ort aus.
Dies war auch schon bei den 1-D Rechnungen der Fall und
entspricht der in Kapitel 2 angefuehrten Bedingung (2.2.5),
in der fuer u die Ausbreitungsgeschwindigkeit u, eingesetzt
wurde, Diese Tatsache ist aber auf die hier behandelten
Testbeispiele beschraenkt, bei den dritten
Anvendungsbeispiel wird sich zeigen, dass die mit dem ININ -
Verfahren erzeugten Differenzen dort nahezu beliebige
Zeitschritte zulassen,

Die Berechnung eines Diffusionskoeffizienten aus der
hoechsten Temperatur und die Auswertung der
Stabilitaetsbedingung (2.2.6) fuer lineare Gleichungen und
explizite Verfahren liefert einen Zeitschritt, der etwa 1,10
ies maximalen Wertes bei der impliziten Loesung betraegt.

d) Vergleich mit Alternating-Direction (ADI) Verfahren

Zu den am haeufigsten vervendeten Differenzenverfahren
fuer mehrdimensionale Modelle gehoeren die ADI - Methoden.
Der Grundgedanke all dieser Verfahren besteht in der
Konstruktion von Differenzengleichungen, die nur in einer
Richtung im Ort implizit sind und sich dann nmit den
bekannten Verfahren fuer 1-D Probleme aufloesen lassen.

Um einen Anhalt fuer die Genauigkeit, die
Stabilitaetseigenschaften, und den Rechenaufwand des INIM -
Verfahrens zu erhalten, wurden deshalb drei verschiedene ADI
= Differenzengleichungen fuer die Gleichung {(4.2.1)
programmiert. Gerechnet wurde das Testproblen aus
Bild (4. 4a) .

Die Unterschiede zwischen den 3 Verfahren liegen in der
Behandlung des Teils des Ortsoperators aus (4.2.1.a), der
ien Waermefluss orthogonal zZur jeveiligen
Aufloesungsrichtung des ADI - Algorithmus beschreibt - diese
Unterschiede werden in Bild (4.6) verdeutlicht.

Die Skizze (4. 6a) zeigt das Vorgehen  bei der
Fractional-Step Methode. Der zur Richtung der 1impliziten
Loesung orthogonale Teil des Ortsoperators wird weggelassen.

Das zweite Schema entspricht einer impliziten
Formulierung des Stroms laengs der Rekursionsrichtung und
einer rein expliziten quer dazu (Bild(u4.6b)).

Das dritte bezieht die schon bekannten Werte bei t+At in
der vorhergehenden Zeile mit ein (Bild (4 .6c). Das fuehrt
aber zZu einer drastischen Verletzung der lokalen
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Erhaltungseigenschaften. Diese werden bei den anderen
Methoden und natuerlich besonders bei INIM durch die
Diskretisierung erzwungen.

q) wSPLIT™

+edt

jt4

it L= L L1

-t ¢ Ce
Bild (4.6) zeitniveaus bei den ADI - Verfahren

Die Vergleichsrechnungen liefern folgende Ergebnisse: Die
Bestimmung des Zeitschrittes erfolgte dabei immer nach dem
Kriterium (4.2.7). Alle drei ADI ~ Verfahren fuehren zu
numerisch stabilen Loesungen, die aber zum Teil erheblich
von der INIM -"Normalloesung" abweichen.

Das in Bild (4.6) als ADIM bezeichnete Verfahren hat
einen mit INIM vergleichbaren Stabilitaetsbereich. wWagen
der inkonsistenten Formulierung nusste aber der
Zeitschrittparameter A4, auf 1/100 des INIM - Wertes gesankt
werden, um den Fehler in der Energieerhaltung unter einen
Prozent zu halten.

Das naechste Verfahren (ADEX), entspricht dem in der
Literatur am haeufigsten vertretenen ADI - Schema. Der
Fehler Og 1liegt unter 10-3, allerdings 1st wegen der
expliziten Teile der Differenzen eine Reduzierung von A, auf
1/5 des Wertes bei INIM notwendig.

Die besten Ergebnisse aller ADI - Schemata liefert das
SPLIT (von "Splitting") genannte Fractional-Step Verfahren.
Es hat einen mit INIM vergleichbaren Stabilitaetsbereich und
aehnlich kleine Fehler in der Energiebilanz.

Der Vergleich des Rechenaufwandes faellt zunaechst
eindeutig zu Gunsten von SPLIT aus, da sowohl die
pifferenzendarstellungen, als auch die Aufloesung rein
eindimensional sind. Der tatsaechliche CPU - Zeitbedarf
liegt fuer eine Rechnung bis zu dem Zeitpunkt in Bild (4.4.d)
bei 4-5 Sekunden auf der 360/91.




ADEX ist etwa 5 mal langsamer als SPLIT. Der Aufwand
fuer ADIM dagegen ist wegen der viel kleineren Zeitschritte
sogar etwas groesser wie bei INIM.

Wie in Kapitel 2 gezeigt, sind alle ADI - Verfahren,
insbesondere aber die "Splitting" Methode, nur beschraenkt

anwendbar. Besonderes die Existenz gemischter zwaiter
Ableitungen verbietet ein "Splitting" und koennte nur mit
einem ADIN - aehnlichen oder rein expliziten Schema

beruecksichtigt werden.
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4.3 Ideale, _Kompressible Hydrodynamik

Die Auswahl des naechsten Anwendungsbeispiels erfolgte
nach zweli Gesichtspunkten. Die Gleichungen der idealen
kompressiblen Hydrodynamik bilden den Kernteil fast aller
Fluessigkeitsmodelle. Die numerische Behandlung dieser
Gleichungen ist von gleich grossem Interesse wie die der
Diffusionsgleichungen, unterliegt aber besonders bei
expliziten Verfahren anderen Stbilitaetsbedingungen.

Ein zweidimensionales Modell wird durch vier nichtlineare
verk oppelte partielle Differentialgleichungen beschrieben.
Gegenueber der Diffusionsgleichung aus dem letzten Abschnitt

wird der Programmgenerator des INIM -~ Verfahrens also
erstmals auf ein System angewendet. Deshalb werden an
diesem Problem die Besonderheiten der impliziten Loesung von
Systemen von Differentialgleichungen untersucht. Dazu

gehoert die Bestimmung des Rechenaufwandes, der gegenueberl
einer einzelnen Gleichung stark amsteigen wird.

Zum Vergleich der physikalischen Ergebnisse wurde wvieder
ein erprobtes Verfahren herangezogen. Es handelt sich um
das Lax-Wendroff Zweischrittverfahren, das fuer diese
Gleichungen und verwandte Systeme seit langenm erfolgreich
verwendet wird.

4.3.1 Das Gleichungssysten

Das gewuenschte Gleichungssysten erhaelt man aus den
ersten drei Momenten der Boltzmann - Gleichung unter der
Annahme, dass die Stossterme (¢leich null sind (siehe
Huang/29/) « Die Gleichungen fuer die Teilchenzahl n, den
Impuls n m v , und die innere Energie 3/2 n k T lauten:

an

EE' + div (n_\f.) =‘Op

|QJ

v (nmv) + div (nmv:v) = - Vp, (4.3.1)
_3 Doy o dlv Cakly) == i
3t 2 v GukTy) = - p div (v).

Dazu kommt die Zustandsgleichung p = n k T.
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Die Schallgeschwindigkeit ist

- &y
c = (3r1m) (4.3.2)
Fuer die numer ischen Rechnunjen wird (4.3.1)

dimensionslos formuliert. Alle Variablen sollen ausser von
t nur von x und y abhaengen, die Geschwindigkeit v hat nur
die Komponenten vx und vy. Das zu loesende Gleichungssysten
wird zu

%% ¥ g%(nvx) + g%(nvy) =0,

g%(nvx) + g%(nvxz) + g%(nvxvy) + g%(nT) =0,

%(nvy) + f—x(nvxvy) 5 a—ay—(nvyz) + a—a§(nT) = B (e 8:3)
2() + =y, + aa—y(nTvy) + 2ot (-a% + -2;1) -0

Die Energiegleichung in (4.3.3) ist im Gegensatz zu den
drei anderen Gleichungen nicht in Erhaltungstorm fuer die
Gesamtenergie formuliert. Cies hat bei der Behandlung vcn
MiD-Modellan, in denen der grcesste Anteil der Gesamtenergie
im Magnetfeld steckt, Vorteile durch genauere
Berechenbarkeit der thermischen Energie des FPlasmas.
Genauere Untersuchungen ueber die Auswirkungen verschiedener
Formulierungen der Energiegleichungen wurden von Lindemuth
an einem eindimensionalen Modell durchgefuehrt /30,

Die Schallgeschwindigkeit, die fuer das
Stabilitaetskriterium bei einer expliziten Loesung gebraucht
wird, berechnet sich nach (4. 3.4):

c = (.g.']:‘)l/z (3.3.‘4)

4.3.2 Anfangs- und Randbedingungen

Im Gegensatz zu der Diffusionsgleichung bereitet die
Auswahl eines Testbeispiels fuer das Gleichungssysten
(4.3.3) etwas ygroessere Schwier 1 gkeiten. In der Literatur
haeufig verwendete 1-D Beispiele lassen auch die Entstehurg
von Stosswellen wund deren Behandlung mittels einer
kuenstlichen Viskositaet zu (siehe dazu z.B. die Arbeiten
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von Hicks, Crowley /31,9/).

Um dies, und die moaglichen Einschraenkungen bei der
Vorgabe von Randbedingungen fuer alle Variablen zZu
vermeiden, wird in den weiter unten beschriebenen Faellen
keine Stroewmung durch die Raender zugelassen. Die
Normalkomponente von v an den Raendern ist also null, and
die Randbedingungen sind:

Vn| =0, vi_ =0, VXt=O’ VTn=O. (4.3.95)

Das Subscript n steht fuer die Normal-, t fuer die
Tangentialkomponenten. Wegen der Vorgabe von Gradienten am
Rand laeuft der physikalische Rand wieder zwischen den
beiden aeussersten Gitterebenen.

Das Rechengebiet 1ist durch das Intervall

(-1 £ x < 1),(-1sy s 1)

gegeben. Die Anzahl der Gitterpunkte in x-Richtung ist

ni, die in y-Richtung nj. Die Ortsschrittweiten -
unabhaengig von x und y - berechnen sich dann zu:
x = 2/(ni-2) und 4y = 2/(nj-2) (4.3.6)

Fuer die verschiedenen Tests bewaehrte sich ein
Anfangsprofil fuer die Dichte, das aus einer Kombination von
Gauss-Kurven besteht:

a2 B
n(x,y) = n_(1 + ae Bx" +y ). (4.3.7)

Mit der Vorschrift (4.3.7) wird das in Bild (4.7a)
gezeigte Dichteprofil erzeugt.

Zu Beginn der Rechnung werden die Geschwindigkeiten null
gesetzt. Die Temperatur wird nach der Adiabatenbeziehung
bestimmt:

T(x,y,0) = (n(x,y,o))zl3 (4.3.8)

Die Ueberpruefung der Erhaltungssaetze ist durch zu
(4.2.5) analoge Formeln moeglich. Die Teilchenerhaltung
wird durch den Vergleich von N(0) mit N(t) kontrolliert:

ni-1 nj-1 )
N(t) =] )} n(i,j,t). (4.3.9)
i=2  j=2
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Die Gesamtenergie E(t) setzt sich aus kinetischer und
thermischer Energie zusammen:

(4.3.10)

ni-1 nj-} -
B =] ) | nGie - @ TG00 + dext,i,n? - vy(i,j,t)z)J
i=2 j=2 -

4.3.3 Erzeugung der Koeffizienten

Die Anordanung der vier abhaengigen Variablen n, vx, vy,
und T in den Zeilenvektoren erfolgt analog zur Vorschrift
£3-5.5):

W (J) 2= (n(3,N),vx(JeT)s ceoe ,VvY(Jeni),T(j,ni))

Waehrend bei der Gleichung(4.2.17a) nur ein einmaliger
Lauf des Programmgenerators notwendig war, ist der Aufwand
zur Bearbeitung des Systems (4.3.3) hoeher. Die maximale
Zahl der Koeffizienten c(l,m,k) war in Kapitel 3 mit 9*pu*nw
( =144 fuer nw=4) angegeben worden. Die tatsaechlich zu
bestimmende Zahl ist jedoch geringer, da in (4.3.3) nicht
jede Variable 1in allen Gleichungen mit allen wuebrigen
Variablen verknuoepft ist. Es gibt folgende Kombinationen:

n*vx, n*vy, n*T,
n*vy*yx, n*vi*vy, n¥vy¥vy, n*vx*T, n*vy*T.

Die restlichen c¢{l,m,k) werden vom Programmgenerator
automatisch auf null gesetzt. Durch die Aufteilung der
Gitterzelle in vier Quadranten werden Jje Zelle nur die
Produkterme der obigen Kombinationen an den vier Eckpunkten
des Quadranten II neu berechnet. Die Produktterme 1in den
anderen drei Quadranten sind durch Umspeicherung verfuegbar.
Dies reduziert die Zahl der numerischen Operationen, erhoeht
aber den Aufwand im Programmgenerator. Dieser muss dazu
alle vorkommenden Permuta tionen von Orts-~ und
Variablenindizes bereitstellen.

In allen vier Gleichungen steht ein Divergenzterm, der
durch Anwendung des Gauss'schen Satzes umgeformt wird. Dazu
kommt 1in den Gleichungen fuer VX und vy je ein
Volumenintegral aus grad(p), in der Energiegleichung eines
ueber p*div(v). In jeder Zelle gygibt es daher fuer alle
Gleichungen Ausdruecke vom Typ QY-I, QY-II, QX-II, QX-IV und
fuer die zuvor genannten drei Gleichungen Volumenterme
V-I...IV. Die Erzeugung aller Koeffizienten erfordert also
sieben Durchgaenge des Programmgenerators. Dazu wurden etwa
45 Minuten Rechenzeit benoetigt.

Die Diskretisierung der Randbedingungen (4.3.5) xann
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Wieder direkt vorgenommen werden, z.B. bei i = 1,2 und 3j:
n(lvj:t) = n(zsj’t): Vx(lsj’t) = 'VX(Z,j,t), usw., t =t +4t. (4.3.11)

Die Zeitableitungen in (4. 3. 3b-4d) werden zunaechst
ausdifferenziert und dann durch Differenzen ersetzt, z.8.:

2 aT on v
3¢ (0D =“§?+T§%'Z}E[“(T‘T) *T(“‘"“)-, .3 (4.3.12)

In den Zeitableitunjen haben vx,vy und T zur Zeit t+At
2in n(t) (und umgekehrt) im Koeffizienten. Da die Dichte n
notweniiy positiv und groesser null sein muss, hat die cben
angegebene Anordnung der Variablen in Q (j) gerade die
geforderte Eijenschaft, die Diagonalelemente von (2 mit
Termen proportional 1/4t zZu besetzen.

An der Kontinuitaetsgleichung wurden mit Hilfe von REDUCE
iie Diskretisierungsfehler untersucht. Dazu wurden, wie
schon in Abschnitt 3.3 erwaehnt, die Variablen durch
Ta yloransaetze um den Punkt (i, j) dargestellt wund 1in die

Differenzenygleichung 2ingesetzt. Dabei ergab sich ein
Diskretisierungsfehler im Ort von der Ordnung Ax* und
Ay® , o 22 fuer ein aequidistantes Gitter. Bei
veraenderlichen Schrittweiten kommt noch ein Tern der

Ordnung Ax{i) - Ax{i-1) und Ay (3) - Ay (j-1) dazu. Der
Abschneid2fehler in der Zeit war mit ® =1/2 von der Ordaung

Atz

4.3.4 VNumerische Ergebnisse

Die in Abschnitt (4.2) fuer die Diffusionsgleichung
antwickelte Vorschrift zur Berechnung des Zeitschritts wird
in erweiterter Form auch bei diesem Beispiel benutzt. Fuer
jede Variable wird nach jedem Zeitschritt die gJroesste
relative Aenderung im ganzen Gitter gesucht. Der ygrcesste
der vier Wertel U -4)dient dann zur Neufestsetzung von At.

Ak = max ]:Z(Q(i,j,k) - w(i,j,k)) } )

¥i,] Q(i:jsk) + W(i’j’k) + w(k)
min (4. 3.13)
Ako
At = At min T—
neu alt K=1,4 Ak
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Die vier Minimum-Angaben dienen wieder zur Unterdrueckung
des Einflusses zu kleiner Werte, etwa bei Vorzeichenwechsel
der Geschwindigkeitskomponenten,

Eine Beurteilung des Stabilitaetsbereiches erlaubt die
zum Vergleich verwendete Bedingung (2.2.5) fuer At bei
expliziten Verfahren.

A .
(c +1lvl) Egﬂi_] 3 Aa =min ( Ax, Ay). (4. 3. 14)

Da lie Gleichungen (4.3.3) adiabatische Vorgaenge
beschrziben, wird ausyehend von dem nach dem Adiabatengesetz
bestimmten Anfangsprofil fuer die Temperatur aus (5.3.8),
diese Beziehung zwischen Dichte und Temperatur zu spaeteren
Zeiten ueberprueft.,

a) G2nauigxeit und Stabilitaet

Das Profil in Bild(4.7.a) wurde zur Kontrolle der
Symmetrieeigenschften des Verfahrens benutzt. Die
Vertauschung von x- und y-Richtung ergab keine sichtbaren
Unsymmetrien (fuer Werte des Abscaneideparameters £ <10-7
bei der Bandbreitenbeschraenkung - siehe unten).

Die Bilder (4.7b-f) zeigen die zeitliche Entwicklung zu

fuent spaeteren Zeiten. Gezeichnet ist Jeweils die
Dichteverteilung, die Normierung erfolgte auf n(max) -
n{min) aus Bild (4.7.Db). Die Zeitschrittparameter 4,

wurden so gewaehlt, dass sich der Wert von At auf den
Maximalwert der Bedingung (4.3.14) einstellte. Numerische

Sc hwingungen traten dabei nicht auf. Der Fehler in der
Feilchenerhaltung v = 1 = N{t)/N(0) war waehrend der
gesamten Rechnung kleiner als 5%10—S, Der Fehler in der

Energieerhaltung erreichte aas Ende derselben Rechnung 10—2,
Zu diesem Zeitpunkt sind durch die mehrfache Reflektion und
Interfer2nz der Wellen die Wellenlaengen schcn sc kurz
geworden, dass das Ortsgitter zu deren Aufloesung zu grob
geworden 1ist, Die Ueberpruefung der Beziehung zwischen
Temperatur und Dichte an Hand von (4.3.8) ergibt am Ende der
Rechnung einen Fehler von maximal fuenf Prozent.
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Die Untersuchung des Stabilitaetsbereiches erfolgte in einen
Bereich von AtsAt, = 1/4...4 bezogen auf den durch (4. 3.14)
gegebenen Wert. Das Anfangsprofil war jJeweils identisch.

Wie erwartet, blieb die numerische Loesung stabil auch
bei wertan vonAt/Aty > 1. Dabei nahmen allerdings die Fehler
in der Temparatur ab M/My > 1.5 staendig zu. Die hier nicht
nacsher untersuchten Ursachen duerften u.a. in den groesseren
Phasenfehlern impliziter Verfahren (siehe z.B3. Crowley/%/),
und in der speziellen Fornmulierung der Energiegleichung
liegen.

Als Vergleichsverfahren wurde fuer das
Gleichungssytem(4.3.3) ein Lax-Wendroff Differenzenschema
programmiert (siehe /U4/). Dieses explizite zweistufige
Verfahren wurde 1m selben Bereich von §, untersucht. Ab
Werten von At/btn > 1.2 entstanden erwartungsgemaess
Gitterschwingungen, die ab 1.5 =zu 1instabilen Lcesungen
fuehrten. Diesen unguenstigeren Stabilitaetsverhalten
stehen dar wesentlich geringere Rechenaufwand und kleinere
Fehler in der Loesung der Temperaturgleichung gJgegenueber
{(AE = 1)-%,,..10-3). In dem gewaehlten Beispiel war die,
den Zeitschritt bei expliziten Verfahren beschraenkende
Signalgescawindigkeit von der selben Groessenordnung, wie
stroemunjs- und Schallgeschwindigkeit. wird sie groesser,
SO muss At im expliziten Fall entsprechend verkleinert
werden, waehrend dies bei dem ININ - verfahren nicht
notwendiy ist.
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b) Rechenaufwand und Bandbreitenbeschraenkung

Der tatsaechliche Rechenautwand soll in diesem Abschnitt
etwas ausfuehrlicher untersucht werden, als dies bisher

geschahen 1ist. Anders als bel expliziten Verfahren lassen
sich bei dem INIM - Verfahren keine direkten Beziehungen
zWwlschen den Parametern fuer , die Diskretisierung

(Ortsschrittweiten, Zahl der Gitterpunkte, 4Zeitschritte
usw.) undl dem Aufwand angeben.

Das liegt an der Verwenduny variabler Bandtreiten bei der
‘Berechnung und Speicheruny der Rexursionsmatrizen G (j).
Die Auswirkungen auf Speicherplatz, Rechenzeit und vor allen
auf die Loesuny sollen nun behandelt werden.

Bei d=n bisher beschriebenen Rechnung=n wurde der
Parameter € immer kleiner als 10—7 gesetzt. Dies ist die
relative Genauigkeit, die auf einer IBM 360,91 bei eintacher
Stellenzahl erreichbar ist,

Bei gleichbleibender Vorschrift fuer At und identischen
Anfangsbedingungen wurde nun von 0 bis 10-3 veraendert.
Ein Einfluss auf die Loesung wird fuer € 210-7 im Fehler in
der Teilchenerhaltung sichtbar, der bisher bei 10-% lag.
Der Fehlar AN waechst danach ungefaehr linear ait .
Diese Abhaengigkeit zeigten auch Vergleichsrechnungen, die
an der Diffusicnsyleichung durchyefuehrt wurden.

Mit £ 2 10-% wird die Symmetrie der Anfangsbedinqung im
Laufe der Rechnung zunchmend verletzt. Eine Erhoehung von
€ auf 10-3 fuehrt zu voelliy instabilen Loesungan (negative
Dichten etc.).

Die Wahl von & beeinflusst primaer die erreichbare
Genauigkeit der Loasung. Die Ueberpruefung der
Brhaltunysgroessen liefert dafuer einen Anhalt, falls die
Differenzengleichungen auch in Erhaltungsform konstruiert
wurden. Dies 1st bei der Kontinuitaetsgleichung aus (4.3.3)
der Fall, ebenso bei der Diffusionsgleichung (4.1).

Die Verkleinerung von &€ unter 10-7 erhoeht nur noch die

Zahl dar zZu speichernden Matrizenelemente und der
notwendigen Operationen waehrend der Rekursionen fuer G (j)
and W (3J) . Dadurch wird aher vor allem die Rechenzeit ja
deitschritt veryroessert, ohne 2zusaetzliche Information

Jewinnen zu Koennen.

Diese Abhaengigkeit zeigt Bild(4.8 ). Die Zahl der zu
speichernd=an Matrixelesmente und die Rechenzeit pro
Zelitschritt wurden fuer ein 30%30 Gitter bestimmt. Dabei
wurde immer bis zur selben physikalischen Zeit gerechnet und
die zu diesenm Zeitpunkt yroesste Matrix G (1)
beruecksichtigt.
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Bild {4.8) Rechenzeit (CPU/At) und Zahl der
Elemente von G (LNMAX) fuer verschiedenef

Die Rechenzeiten wurden wiederum auf einer IBM 360,91
ermittelt, Dabei wurden alle Matrizenroutinen in der
Maschinensprache PL 360 programmiert. Dies ergab gegenueber
frueheren FORTRAN Versionen eine Beschleunigung um das drei-

bis vierfache. Diese Zelitersparnis und die allgemeine
Verwendbarkeit der Routinen rechtfertigt die etwas
muehsamere Programmierung umfangreicher Algorithmen in

Maschinensprachen. Die Rechenzeit fuer die Auswertung der
Koeffizienten ist natuerlich unabhaengig von € und wird nur
durch die Zahl der Gitterpunkte festgelegt. Fuer ein 30%3(C
Gitter wurden 3.3 Sekunden benoetigt, also 0.003 Sekunden je
Gitterzelle.

Diese Art der Bandbreitenbeschneidung wird vor allen
durch die Ciagonaldominanz der Koeffizienten- und
Rekursionsmatrizen ermoceglicht. Wie schon frueher
erlaeutert, haengt diese Eigenschaft von den 1/At Termen in
der Hauptdiagonalen von C2 ab. Den Einfluss von At auf den
Rechenaufwand zeigt Bild (4.9). Dazu wurde wieder At/At,
von 1/4 bis 4 veraendert.
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Bild (4.9) Rechenzeit, Zahl der Elemente und Zahl
der Zeitschritte (M) fuer At/Aty = 1/4...4

Bei kleinen Werten von At 1st die Rechenzeit Fre
4deitschritt nahezu konstant, der Gesamtaufwand steigt wie
bei expliziten Verfahren umgekehrt proportional zu At.

Bei grossen Werten von t steigen sowohl Rechenzeit pro
Schritt als auch die Zahl der Elemente so stark an, dass die

Gesamtzeit fuer die Loesung dieses Problems bei
Vergroesserung von At nur noch sehr langsam abnimmt. Erst
wenn di2 Matrizen die maximale Besetzung erreicht haben -
das 1ist etwa bel At=10%)ty der Fall - nimmt der

Rechenaufwand mit Erhoehung vcn At wieder ab.

Das OJptimum liegt in dem Bereich, wo der Fehler in der
Temperaturverteilung noch toleriert werden kann, also bei

At< 1,544,

Die Zunahme des Rechenaufwandes bei Vergroesserung der
Punktzahl des Gitters ist ebenfalls von Interesse. Auch
hier spielt die Bandbreitenbeschraenkung eine Rolle. Waehlt
ma n ni und nj nicht gleich gross, so sollte die
Zusammenfassung zu den & (j) in Richtung des kleineren
Wertes, die Rekursion in Richtung des groesseren erfolgen.

Die Abhaengigkeit der Rechenzeit je Zeitschritt und der
Zahl der Matrixelemente von ni und nj =zeigt Tabelle(5.1).
Das physikalische Problem und die Vorschriften fuer At
wurden unveraendert ge2lassen, ni und nj wurden beide von 20
nis 80 veraendert.

Die Rekursionsrichtung zeigt in Richtung von nj. Ein
Verhaeltnis ni/nj 2 4 verdoppelt also ungefaehr die
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Rechenzeit gegenueber nj/ni < 4, die Zahl der Elemente ninmt

dabel sojar staerker zu.

Tabelle {4.1) Rechenzeit und Zahl der Elemente
fuer verschiedene ni und nj

ni nj LNMAX (ca) CPU/At
20 20 3000 55
20 40 2600 10.
20 80 2000 1.5
30 30 5500 16.5
40 20 7700 16.5
40 40 7700 32.
60 60 11000 75.
80 20 15000 30.

Der Zzntralspeicherbedarf liegt fuer ein 30%3(C Gitter bei
360 Kilobytes (KB), fuer ein 60%60 Gitter bei 720 KB. Dazu
kommt der externe Speicherplatz fuer die Rekursionsmatrizen
von ca. 600 KB, bzw. 3002 KB. Das Verhaeltnis zwischen
reiner Rachenzeit und Verweildauer ian der Maschine erreichte
9:10, wenn eine IBM Irommel 2301 exklusiv zur Verfuegung
stand.

e o
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4.4 MHF - _Gleichungen

Die Ergebnisse der letzten beiden Abschnitte ergaben,
dass das INIM - Verfahren die direkte implizite Loesung von
partiellen Differentialgleichungen in zwel Dimensionen
ermoceglicht, die sowohl parabolischen als auch
hyperbolischen Charakter haben koennen. Da bisher nur auf
die Moeylichkeit der Behandlung gemischter Ableitungen
hingeviesen worden ist, dient das Beispiel 1in diesen
Abschnitt dazu, tatsaechlich Gleichungen dieser Art zu
loesen. Gleichzeitig wird erprobt, wie weit die explizite
Stabilitaetsgrenze mit einem impliziten Verfahren fuer
nichtlineare Gleichungen ueberschritten werden kann, und
welchen Einfluss der Zentrierungsparameter  dabei hat.

Dazu bot sich ein Gleichungssytem an, das von A.Schlueter

zur Berechnung stabiler magnetohydrodynamischer
Gleichgewichte vorgeschlagen wurde /32/. Es besteht aus
einen Satz nichtlinearer verkoppelter parabolischer
Dif ferentialgleichungen. Durch die stark nichtlineare
Verkopplung, verbunden mit ueberwiegend gemischten
Ableitungen, laesst sich dieses System mit ADI - Methoden
nicht behandeln. Chodura und Schlueter haben fuer ein

dreidinensionales Modell explizite Verfahren entwickelt, die
durch spezielle Vorschriften bei der Zeitschrittberechnung
eine VUeberschreituny der Courant - Friedrichs - Loewy
Bedingung um bis zu 100 zulassen /25/. Dieses Verfahren
vird, angewendet auf ein rotationssymmetrisches Problem in
Verbindung mit einem analytischen Gleichgewicht, zZum
Vergleich mit denm fuer ININ erforderlichen Aufwand
herangezogen.

4.4.1 Das Gleichungssystenm

Die Ableitung des MHF - Gleichungssytems soll hier nur
sowelt skizziert verden, als dies fuer das Verstaendnis der
Randpbedingungen, der Erhaltungseigenschaften wund einiger
weiterer Besonderheiten notwendig 1ist. Eine genauere
Abhandlung wird in den schon erwaehnten Arbeiten von Chodura
und Schlueter gegeben.

Ausgangspunkt sind die dynamischen Gleichungen der
idealen Magnetohydrodynamik:

3
—%-=- v (pv),
G
Par * P (v~ V)U=~Vp +#+ =] %8,

w|w
(g
]

-V (pw) - (y=1) pVv,
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0B

g (U-4.1)
Bt x (X.XE):

3 —_C QR = -Elﬁ- "

.J__ 4_“ v XE, P Y 0

Es werden vorausgesetzt: Ideales Gas, isotroper Druck,
lsentrope Zustandsaenderungen, keine Waermeleitung oder
Viskositaet, und unendliche elektrische Leitfaehigkeit.

Das Prinzip der MHF - Modelle liegt in einer geigneten
Abaenderung der MHD - Gleichungen, so dass sich deren
Loesungen asymptotisch stabilen Gleichgewichten naehern.
Dies kann durch die Ersetzung des Traegheitstermes in der
Bewegungsgleichung in (4.4.1) durch ein "Reibungsglied"
erfolgen:

av
PEpt P Wy > o V. (4.4.2)

Dabei soll @, positiv sein. Identifiziert man ¢, nicht
mit der Dichte, so braucht die Kontinuitaetsgleichung nicht
veiter benuetzt werden. Das vertleibende Gleichungssytem
lautet dann:

9.y = -Vp + 7= (7 x B) x B,

%% == V(pv) - (y-1) p v. (both.3)
9B

3t - " @=xB),

Dazu muss die Gleichung gelten:
V.B =0 (4.4.4)

Das Plasma reicht bis zu einer materiellen Wand mit
verschwindendem Widerstand. Die Randbedingungen fuer die
Normalkomponenten von v und B lauten:

vy, =0, B_ =o. (4.4.5)

Es gibt fuer dieses System einen Energiesatz:
2

2 d L
’ _ -4 ‘ P == 4.4, 6
o v dv T { o ¥ s } av ( D)
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Die Integrale uafassen das gesamte Volumen, dabei kann
lie potentielle Energie nur abnehmen.

Die in cys - Einheiten formulierten Gleichungen werden

nun fuer die numerischen Rechnungen durch die folgenden
Zuordnungen normiert:

t(sec) * 10 t

3

n(cm_ ) - 10 "n

44,7
B(GauB) > 456.7 . A'/2 p ( ;

kT (erg) - 1.66 * 104 ‘A p,

Dabei bleibt als einziger numerischer Parameter die
Groeasse

n
b= 1.66 * 10 -A-—T-‘l

uebrig, die im weiteren gleich 1 jyesetzt wird, da sie nur
in die Normierung der (zeitaehnlichen) Variablen t eingeht.
Das MiUF - System lautet dann:

v ==Vp+ (Vx E)}{E’
]
3% =~ V0w - (y-pvy,

4.4,8
°B ( )
e-Vx (¥xB) ,

4.4.2 Geometrie und Anfangsbedingungen

Die am haeufigsten verwendete Konfiguraticn zZum
magnetischen EZinschluss von Plasmen ist ein Torus. Nem
Weiteren wird deshalb eine r-z Geoumetrie zu Grunde gelegt,
die in Bild(4.10) skizziert ist. Der Querschnitt ist
rechteckig, das Intervall im Bild definiert. Die

Ortsschrittweiten sind Ar=2/(ni-2) und Az=2n/(nj-1).

Der physikalische Rand lieyt wieder =zwischen den zwei
jewells aeussersten Gilitterebenen. Durch Vorgabe eines
yrossen dertes von R® also einem hohen Aspektverhaeltnis
R9/r9, koennen die Torusefrekte unterdrueckt werden.
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3V

A

R-1 R, Rt 1

Bild (4.10) Koordinatensystem und Rechenintervall

Alle Ableitungen nach ¢ sollen verschwinden, die
Anordnung ist rotationssymmetrisch. Die Komponenten von ¥V
lauten dann:

) ) _r __zy_pg 13
Ve ar Bz ( Sz or ) B¢> r Jr (rB¢),
3B
1 3 0
Ve = BI‘ p iy (IB¢) + BZ 9z ? (U4, 9)
aB aB 3B
) _r__2y_.g %,
Ve 9z Br ( 9z or ) ¢ 3z

Die Druckgleichung hat die Form:

3p__ 12 . ~ y- 13 3 .
3t =57 (rpv) — 3z (v,) - (D p (o g7tV + 57 v,). 4.4.10)

Die Aufloesung der Feldgleichung nach den Komponenten
ergibt die drei Gleichungen

aBr .

et s e e B -

ot 3z (vz T vrBz)’
3B

(4.4.11)

.',

3 3
ae - pz O#by T VBN - 50 OB, - VB,

3
3r (VzBr VrBz) .

QL
rt
= |-
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Diese erfuellen exakt div B = 9 - ist also div B = 0 fuer

t = 0, s> bleibt dies wegen der Randbedingungen (4.4.5) auch
fuer t>0 erhalten. Diese Aussagye gilt nur fuer die

Differentialgleichungen, bei den numerischen Loesungen muss
sie daher ueberprueft werden.

Der Aufbau der Gleichungen fuer Br wund Bz und die
Divergenzfreiheit legen die Einfuehrung einer Flussfunktion
¥ nahe:

¥=vB -vB, (4. 4.12)

Damit 1ist das S3System vollstaendiqg: Es besteht aus den
vier Gleichungen {(4.4,.10), (4.4. 11a-c) und den
Randbedingungen (4.4.5). Die Gleichung fuer v enthaelt
keine Zeitableitungen. Wird sie in die vier zeitabhaengigen
Gleichungyen eingesetzt, ergibt sich das endqueltige Systen
mit den vier abhaengigen Variablen

p, Br, Bg, und Bz.

Dieses hat die erwaehnten parabolischen Eigenschaften und
ist der Ausgangspunkt fuer die Diskretisierungqg mit dem INIHM
- Verfahren.

Das Anfangsprofilssolll die Bedingung (4.4.4) erfuellen
und nicht zu trivialen Gleichgewichten (z.B. p{(r,z)=const)
fuehren. Fuer die Untersuchungen 1in dieser Arbeit wurde
ein, auch von Chodura verwende tes, analytisches
Gleichgewicht fuer ein gerades Plasma mit Techteckigen
Querschnitt gewaehlt, das von Schneider et al. angegeben
worden ist /33/.

Die Gleichgewichtsverteilung wird durch eine
Flussfunk tion dargestellt und lautet mit r'=r-R® und R®>>1:

¥(r',z) = ¥ sin( % (r'-1)) sin ( % (z- %))

2 2
Y =7 o ™ 1 2 4.4.13
¢ SIS (DD, pGth) = gp 3 iy, :
B (r' z) = - 3. ¥(r' ), B 1 _ 13 "
AT = r',2z), B (r',2) = — == (r¥(r',2))
Der Parame ter p° in dem Ansatz fuer p ist inm

Gleichgewicht 1, kann aber veraendert werden, um eine
Nicht-Gleichgewichts Verteilung zu erreichen.
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Zusaetzlich kann eine Stoerung des Gleichgewichtes durch
Ueberlageruny einer bestimmten Mode im Druckprofil erzeugt
werden.

Bild (4.11) zeigt eine Hoehenlinien - Darstellung des
durch die Gleichungen (4.4.13) gegebenen Druckprofils fuer
einen guadratischen Querschnitt.

Bili(4.11) Isobaren der Anfangsbedinqgung
Nach dem Gleichgewicht (4.4.13)

5.4.3 Erzeugung der Koeffizienten

Bei der Aufstellung der Interpolationsansaetze muss in
r-z Geometrie beruecksichtigt werden, dass r(i) nicht mehr
gleich null ist, die Entwicklungen also r-r (i) als Parameter
haben. Bei Integrationen ist dies mit etwas hoeheren
Auf wand verbunden. Wie sich zeigen wird, spielt dies jedcch
bei den YHF - Gleichungen keine Rolle.

Die Anordnung der Variablen in w (j) ist:

(3 = (p{3.M.,Br(3,1), --. ,Bd(j,ni),Bz(j,ni))

=

Die Diskretisierung der Gleichungen (4.4.10) und
(4.4.71a-c) koennte nun direkt mit dem INIM - Formalismus
arfolgen.
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i

Dlesbezueyliche Versuche ergaben aber die Schwierigkeit,
dass dann die Gleichung div B = 0 in diskretisierter Fora
nicht ertuellbar i1st. OUntersucht man dies naeher, so findet
sich die Ursache in Unstetigkeiten von “+ und v an den
Eckpunkten nach der Integration.

Der Auswey bietet sich durch die Definition von ¥ und vy

an Jden Eckpunkten der Zellen an. Dort koennen beide
Ditferentialausdruecke durch die Ansaetze fuer p und B
cindeutig dargestellt werden. Diese Definitionen

verdeutlicht Bild (4.12). Zur Approximation der ¥ und v
enthaltenden Differentialterme werden auch erste Ableitungen
von ¥ und v benoetigt. Dazu werden Y und v ebenfalls
durch Bilinearaansaetze dargestellt, die durch die Ausdruecke
an den Punkten I..IV bestimmt sind, im Gegensatz zu den
ueblichen, auch hier fuer B und p verwendeten, die in den
Quadranten definiert sind.

jo Pat L g8 1 S
ﬁiﬁyI \ﬁf EE L
I I
; et L 74
Yiw | ¥ fa|¥i
. plB e B pL8
TR =

Bild (4.12) Definitionspunkte fuer ¥ und v

Damit ist div B3 = 0 an den Punkten I...IV auch in der
diskretisierten Form exakt erfuellt.

Im Programmgenerator koennen also die Ortsoperatoren
direkt durch ¥ , B , und ¥ ausgedrueckt werden. Dabei
ergeben sich noch zusaetzliche Moeglichkeiten zZur
Unspeicherung und damit zur Reduzierung des Rechenautwands.
In jeder Zelle muessen nur VY und die erforderlichen
Produkte von B und v am Punkt II berechnet werden. Die
Gleichung fuer Br wird beispielsweise durch

3 1o |
B .1 -1 4.4, 14
3t °r iz U H ¥ — g Gt Y)Y . (4.4.14)

approximiert, die Darstellung der anderen Gleichungen
erfolgt analog dazu.
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Die so entstandenen Ausdruecke enthalten noch
nichtlineare Terme zweiter und dritter Ordnung. In diesem
Fall sind fast alle moeglichen Kombinationen vorhanden,
Z.B.:

p*Br, Br*Bz2, p*Br*Bz,...

Die Linearisierung erfolgt nach der Vorschrift (3.3.3)
mit @ als freien Parameter. Fuer die Erzeugung der
Koeffizienten aus den Gleichungen fuer Br und Bz ist nur ein
Lauf zur Berechnunj von ¥ II notwendig, bedingt durch die
Umspeicherung und die Ableitung aus der Flussfunktion. Dazu
werden auf der IBM 360,91 600 KB Speicherplatz wund 10-12
Minuten Rechenzeit bencetigt. Die Gleichung fuer [
ar fordert zweli Laeufe, die fuer By einen, jeweils mit etwa
15 Minuten Rechenzeit.

Die Randbedingunjen (4. 4.5) Wwerden unter
Beruecksichtigung der globalen Flusserhaltung (kein
materieller oder magnetischer Fluss durch die Waende) wie
folgt diskretisiert, beisgielsweise bei r = R? - 1:

Br(j’]) + Br(j’z) = 0, qu(j,l) = B¢(j,2), Bz(j,]) = Bz(jsz)! (4.4.15)

p(i,1) = p(j,2).

4.,4.4 Numerische Ergebnisse

Zur naeherungsweisen BerechnungJ ebtener Anordnungen wird
RO gross gewaehlt (R0=1020)., Zusaetzlich wird By gleich
null gesztzt, das entspricht einem reinen z - Pinch. Die
Gleichuny fuer By wird aber mitgeloest, so dass die Angaben
ueber Rechenzeit und Aufwand fuer das volle System gelten.

Die Berechnung des jewells neuen Zeitschritts erfolgt
nach denselpen Kriterien wie bei der Hydrodynamik, sclange
merkliche Aenderungen der Variablen waehrend eines
Zeitschritts stattfinden. Die Parameter A, (1-4) werden
zwischen 2.1 wund 10 Prozent variiart. In der Naehe eines
stationaeren Zustandes wuerde das so bestimmte At beliebig

jross werden. Deshalb wird eine Schranke vorgegeben, die
den maximalen Zeitschritt auf ein Vielfaches der expliziten
Stabilitaetsbedingung (2.2.6) beschraenkt. Der

Diffusionskoeffizient wird dazu fuer das nichtlineare MHF -
System durch

B2
K = max (p +—2-) (u- Q. 16)
i,]
ersetzt. Die Abhaengigykeit der Loesungen von den
Maximalwerten fuer At wird im Abschnitt (4.4.4b) behandelt.
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Der Energliesatz (4.4.6) wird in zweir Teile aufgespalten,
die Jesondert berechnet werden. Das Integral ueber yv2 wird
wie rfolgt bestimmt: Die Komponenten von Vv werden an dean
Punkten I...IV dargestellt. Da die Zeitableitung vor demn
Integral ueber die potentielle Energie um t+At/2 2zentriert
ist, werdeu in den Ansaetzen fuer v die Werte von p, br, B
und Bz zu dieser Zeit bestimmt:

~

(Br + Br)""

I 1

Da die Berechnung der Integrale erst nach Abschluss eines
Zeitschrittes erfolgt, sind alle Variablen an beiden
Zeitniveuas bekannt, die diskretisierte Form lautet dann

ni-1/2 nj-1/2

Ifdw ararbz Y ) VR tox,
k=1/2 1=1/2

(4.4.17)

Das 1Integral ueber die potentielle Energie laesst sich
ebenfalls fuer jedes Zeitniveau ausfuehren, die
Zeitableitung erfolgt durch Differenzenbildung.

2
B
d(Wpot)/dt = = J{ %! + = v, (4.4.18)

Die nach (4.4.17/18) Dberechneten Werte sollten wegen
(4.4.6) betragsmaessig gleich sein.

Zum Vergleich mit den Ergebnissen von Chodura und
Schlueter werden die beiden Teilintegrale auf das (Quadrat
des Anfangsvertes der potentiellen Energie normiert:

2 L ]
w = J v2 av/wt; <w> = (d@ipot)/de)/wE.  wiewhot(o)  (4.4.19)
Die Gesamtenergie nuss wegen der Anfangs- und
Randbedingungen erhalten bleiben. Zur Kontrolle wird
deshalb waehrend der gesamten Rechnung das Integral
t
E(t) = J I 32 dv dt + W(t) {4.4.20)

o

analog zu (4.4.17/18) und daraus der Fehler AE berechnet:

12
n e~

M
E(t) ; {Atm : J!i dv} + Wpot.(tM)} (4.4.21)
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Div B = J ist an den Definitionspunkten von ¥ und v auch
in leferenzendarbtellung exakt erfuellt. Zusaetzlich kann
diese Gleichung ueber eine Gitterzelle mit den ININ -
Vorschriften integriert werden. Diese beiden Werte werden
jeveils zur neuen Zeit ermittelt., Damit laesst sich auch
lie globale Flusserhaltung ueberpruefen. Dies erfolgt durch
Aufsummierung aller lokalen Werte,

Die Anfangswerte fuer p und B werden aus dem analytischen
Gleichgewicht (4.4.13) i=2,ni-1 uand j=2,nj-1 berechnet, die
Randwert2 entsprechend der Randbedingungen (4.4.15).

Das Gleichgewicht (4.4.13) liefert p=const auf dem Rand.
Die eben beschriebene Spiegelung der Werte ueber den Rand
erzeujt aber eine davon leicht abweichende Verteilung. Es
ist also zu erwarten, dass die numerische Loesung, ausgehend
von diesar Anfangsbedingung, sich noch dem Gitter anpassen
wird.

Da die MHF - Gleichungen den Weg zu einem stationaeren
Zustand beschreiben, koennen die zeitlichen Aenderungen sehr
klein werden. Deshalb werden alle Rechnungen in doppelter
Genauigkeit ausgefuehrt. Das sind 16 Stellen auf der IBH
360/91. Der Zusammenhang zwischen At,& und der Besetzung
der Rekursionsmatrizen wurde bei dem System der Hydrodynamik
untersucht. Hier wird € <10—1% gesetzt. Zusammen mit der
geringen Zahl wvon Gitterpunkten werden die Matrizen im
allgyemeinen voll besetzt sein.

a) Veryleich mit dem analytischen Gleichgewicht,
Einfluss von O in der Naehe des Gleichgewichts

Die Stabilitaetsgrenze fuer Atyliefert nach (4.4.16) und
(2.2.6) einen Wert von 0.3. Um einen genauen Anfangswert
fuer dis2 Energien zu bekommen, wird ein kompletter Schritt
mit At=10-2 ausgefuehrt. Danach stellt sich At nach der
Vorschrift (4.3.13) selbst ein, bis der vorgegebene maximale
Wert At (max) erreicht ist. Von da an wird At bis zum Ende
der Rechnung konstant gehalten.

Die =zeitliche Entwicklung der beiden Enerqgie -
Kontrollwerte waehrend der ersten 10 Schritte zeigt Bild
(4.13). Die Werte fuer A, (1-4) waren 10-2, At(max) war 106,
Der Zeitniveauparameter e betraegt 172 Es sind
aufgetragen log(I<H>i) and log<v2>,
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2 - 40=5
-5 v, o~ 1510

Bild (4.13) Entwicklung von <v2> und [<W>|

Der Zeitschritt waechst dabei von At=4.2 in 9 Schritten
auf den maximalen Wert At=280.

Wie erwvartet stellt sich auf dem Rand ein konstanter
Druck ein. Die wesentlichen Aenderungen gehen deshalp in
der Nachbarschaft des Randes und auf ihm vor sich. Das
Maximum von p aendert sich um weniger als 10-¢ gegenuaber
der Anfangsverteilung.

Die Ueberpruefung von div B = 0 nach den oben skizzierten
Methoden ergibt an den Definitionspunkten von y nach neun
Zeitschritten lokale Fehler <10-!2, die Integralform liefert
Werte <10-¢. Die totale Flusserhaltung ist besser als 10-12
bzw. 5%10-12,

Die Rechnung beginnt mit einem <v2> = 1.5%10-S. Der Wert
von |<¥W>| stimmt damit nach dem Schritt mit At = 10-2 bis auf
7 Stellen ueberein. Waehrend der naechsten Zeitschritte

(t<100) , bleibt die Abweichung kleiner als 10 Prozent. dird
<v2> kleiner als 10-7, werden die Abweichungen groesser.
Die Kontrolle der Gesamtenergieerhaltung =zeigt bei t=500
einen Fehler Ag = 1.7%10-s,

Veraendert man die Zeitschrittparameter A, (1-4), so
zeigt sich die erwartete quadratische Abhaengigkeit der
Pehler von At, da B® =1/2 gesetzt worden war. In Tabelle
(4.2) sind jeweils der Wert von A (1-4), der Pehler A bei
t =500 und die Zahl der Zeitschritte angegeben.
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= E M
8 (1-4) A
-8
0.001 2410 >40
0.0033 3.2:10°7 24 Tabelle (4.2)
0.01 1.7:10°° 12
-5
0.033 4:10 5

Die Portsetzung der Rechnung ueber einige Zeltschritte
mit At (max) sollte nun 1in die Naehe eines stationaaren

Zustandes fuehren, insbesondere solltem <v2>» und I<i>\
exponentiell abklingen und einen, 1m wesentlichen durch die
Rechengenauigkeit bedingten, kleinen Wert erreichen.

Tatsaechlich nehmen sie nur sehr langsam, unter staendiger
Zunahme des Fehlers &g ab.

Zur Untersuchung dieses Effektes wurden die beiden
Bestandteile von <W> getrennt berechnet. Das zeitliche
Verhalten dieser beiden Groessen zeigt eine Stoerung im Takt
der Zeitschritte, die wie ein numerischer "Energieaustausch"
zwischen Plasma und Magnetfeld wirkt. Die Amplitude der
Druckaenderung liegt bei 10-7...10-5 des Druckmaximums, bei
kaum merklicher Daempfung ueber einige Zelitschritte.

Auf eine Anregung von A. Schlueter wurde der
Zentrierungsparameter ® statt 1/2 gleich 1 gesetzt /34/.
Die Wirkung von @ auf den Diskretisierungsfehler und die
Fortpflanzung numerischer Stoerungen wurde in Kapitel 2
angesprochen, dabei geht nmit ©=1die zweite Ordnung des
Crank - Nicholson Verfahrens verloren, dafuer verbessert
sich die Daempfung numerischer Schwingungen bei grossen At.

Eine entsprechende ex akte Aussaqge fuer die hier
betrachteten nichtlinearen und verkoppelten Gleichungen zu
machen ist nicht moeglich. Durch gezielte Veraenderung der
Parameter f,(1-4), At und & koennen aber einige gqualitative
Eigenschaften festgestellt werden. Daraus ergibt sich eine
Regel fuer die Wahl von &.

Als Mass fuer den Diskretisierungsfehler bei dem MHF -
Modell wurde in Tabelle (4.2) Az vervendet, das die fuer

R=1/2 ervartete quadratische Abhaengigkeit zeigte.
Vergleichsrechnungen mit 0=1 ergaben eine lineare
Abhaengigkeit von A,(1-4). Wegen der verschiedenen

Fehlerfunktionen, die aber beide mit At gegen null gehen,
muss es einen Wert fuer At geben, ab dem der Fehler mit
©=1/2 groesser wird, als der mit B=1.
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Ausyehend von einem Zwischenstadium der zeitlichen
Entwicklung - <v2> betraegt noch etwa 10-¢...10-S - wurden
mit festem At jeweils zehn Zeitschritte gerechnet.
Vergleichbare Werte fuer A; ergaben sich fuer 4t =< 100.

Dabei wurden gleichzeitig die Portpflanzung numerischer
Stoerungz2n kontrolliert, Mit 8 =1 wurde keinerlei
Schwingung festgestellt, obwohl At von 1 bis 10¢ variiert
wurde.

Dagegen waren mit @ =1/2 schon ab At = 10 die erwvaehnten
Schwingungen zu erkennen, die allerdings selbst mit At = 100
noch innerhalb weniger Zeitschritten auf 1/e der
Anfangsamplitude abnahmen, Die Abfallrate 1ist dabei
natuerlich von den Anfangsbedingungen abhaengig, genauso wie
iie Amplitude der Stoerung nach dem ersten Zeitschritt.
Eine Erhoehung von 4t wueber 2..500 ergab wunter diesen
Bedingungen eine maximale Amplitude, die bis At = 10¢ fast
konstant blieb. Die Daempfung war dabei nur noch minimal.

Diese Ergebnisse weisen auf einen optimalen Umschaltpunkt
von ©=1/2 auf &=1 von At = 50...500% Aty,hin. Die Rechnung
aus Bild (4.13) wurde deshalb mit dieser Regel wiederholt.
Nach dar Umschaltung auf 6 =1 sinken die beiden
Integralwerte in 3 Zeitschritten bis auf 10-15 ab, Die
Amplitude der Aenderungen im Druckprofil waehrend eines
Zeitschrittes faellt his auf 10—13,

In den folgenden Zeitschritten mit At(max) =10% aendert
sich nur noch <v2> bis auf 10-2t, 1In die Berechnung von <W>
geht direkt die Genauigkeit der Rechenanlage ein, da p und B
nur mit endlicher Stellenzahl berechnet werden kcennen. Da
<v2> immer aus den gemittelten Werten von zwei Zeitniveaus
bestimmt wird, wird der Einfluss der Rundungsfehler
ibgeschwaecht. Die probeweise Berechnung von <v2> @it den
Werten eines Zeitniveaus bestaetigte dies.

b) Einfluss von At(max) auf die Stakilitaet

Der Wart fuer At (max), der bisher benutzt wurde, war chne
weitere Begruendung auf 10® festgesetzt worden. Nun wird
untersucht, welche Werte fuer At in der Praxis moeglich
sind. Dazu wird jeweils die Bild (4.13) zu Grunde liegende
Rechnuny mit verschiedenen Werten von At(max) fortgesetzt.
Zur Kontrolle dienen das erreichtare Minimum in <v2> und die
Zunahme des Fehlers fjg nach 10 Schritten mit At (max).

Die Tabelle (4.3) gibt weinen Ueberblick wueber die
Ergebnisse mit Werten von At (max) im Bereich von 104 bis
1011,
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At (max) <v>2min AEIO

10° 151G 2% 107°

1p° 2.9.10 2! 1078

107 3.50107 '3 107’ Tabelle (4.3)
108 5.9+107'8 107°

10° 2.9-10" "7 T

i1 0 3 (>1072)

o!! i 107l

Die zeitliche Entwicklung fuer At (max) = 105 wund 10°
zeigt Bild (4.14).

-+ P
At(max) = 10° 1 &t (max) = 109
-9 4
log [<wp |
______________________ "24 L (v") o
3=
log<v® - Log |
B SR T + J ! + ¥ + i
Yy 6 ¢ 10 12105 o /3 4 6 g 10 12409
t t

Bild (4.14) =zeitliche Entwicklung von <v2> und |[<W>|
fuer At (max) = 105 und 10°

Die absolute Stabilitaetsgrenze 1liegt also bei 109,
darueber wird die Loesung nach ein bis zwei Zeitschritten
voellig instabil. Dies wird durch das Loesungsverfahren
verursacht, bei dem die Diagyonaldominanz der zZu
invertierenden Matrizen Voraussetzung war. Die praktisch
verwertbare Grenze duerfte deshalb bei At (max) = 10e...108
liegen.
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c) Ergebnisse mit anderen Anfangsbedingungen

Die Ergebnisse in a) und b) lieferten Aussagen ueber das
Verhalten der numerischen Loesung 1in der Naehe eiLnes
analytischen Gleichgewichtes. Eine Anfangsbedingung, die
nicht einem analytischen Gleichgewicht entspricht, erhaelt
man auf einfache Weise durch Veraenderung des Druckprofils
mit einem konstanten Faktor. Dabei bleibt natuerlich div B
= 0 fuer t = 0.

Das Bild (4.15) zeigt die zeitliche Entwicklung waehrend
der ersten 18 Zeitschritte fuer eine Druckaenderung um den
Faktor 1.33.

o ' 100 ' 200 300 400 "

Bild (5.15) Entwicklung von <v2> und |KW>| nach einer
Stoerung des Gleichgewichtes

Die Parameter A(1-4) waren 0.033, die Umschaltung auf
@=1 erfolgte fuer alle At2100. Der maximale Fehler Ag
liegt bei 10-5, in Uebereinstimmung mit den Werten aus
Tabelle (4.2). Die weitere Entwicklung dieser Rechnung
gleicht der in Abschnitt a) und b), das Abklingen von <v2>
und <W> geht in der selben Weise vor sich.

Die =zwelte Stoerung erfolgte durch Ueberlagerung einer
n=2 Mode auf das analytische Druckprofil(5.4.13). Die
maximale Aenderung betrug 15 Prozent, ein Hoehenlinienbild
des gestoerten Druckprofils zeigt Bild (4.16a).
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a)y t=0, b) nach 17 Zeitschritten

Bild (4.16) Isobarenbilder des Druckprofils

Das Bild (4.16b) =zeigt das Druckprofil nach 17
Zeitschritten, wobei alle Parameter der vorhergegangenen
Rechnung beibehalten wurden. Die auftretenden Pehler in den
Energiekontrollwerten sind von der selben Groessenordnung

wie die zuvor angegebenen und werden deshalb nicht gesondert
aufgefuehrt.
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d) Rechenaufwand, Vergleich mit expliziten Verfahren

Es ergaben sich bei den MHF - Rechnungen wegen der hier
benoetigten hohen Genauigkeit einige Aenderungen bezueglich
Rechenzeiten und Speicherplatzbedarf im Vergleich zu den
ersten beiden Anwendungen.

Die moegliche Reduzierung des Speicherplatzes fuer die
Rekursionsmatrizen durch die Beschraenkung der Bandbreiten
spielt nur waehrend der stark zeitabhaengigen Phasen eine
Rolle. Sobald At etwa zehnmal groesser als der inm
explizitan Fall zulaessige Wert wird, sind alle Matrizen
voll besetzt. Dies wird durch die Wahl von & <10-1é, und
ias nur 18%18 Gitterpunkte umfassende Netz noch verstaerkt.
Die Matrizen muessen also mit dem maximalen Wert aus der
Tabelle ({4.1) dimensiconiert werden. Dies ergibt in
Verbindung mit der doppelten Genauigkeit einen Speicherplatz
von ca. 250 KB fuer die im Kernspeicher stehenden Matrizen.
Dazu kommen etwa 800 KB externer Speicherplatz fuer die
Rekursionsmatrizen,

Die hohe Verkopplung und Nichtlinearitaet der MHF -
S5leichungen fuehrt zu entsprechend umfangreichen Ausdruecken
fuer die Koeffizienten c(i,j,k). Die fuer das vollstaendige
System durch den Programmgenerator erzeugten FORTRAN -
Anweisungen benoetigen etwa 60 KB.

Zusammen mit dem fast unveraenderten Rahmenprogramm sind
insgesamt 400 KB Zentralspeicher ausreichend.

Die Rechenzeit pro Zeitschritt betraegt zwischen 5 und 6
Sekunden auf der IBM 360,91, davon entfaellt eine Sekunde
auf die Berechnung der Koeffizienten, Das eingangs
ervaehnte explizite 3-D Verfahren benoetigt etwa 0.5
Sekunden je Zeitschritt fuer ein Gitter mit 18%18%7 Punkten
/35/. Eine grobe Abschaetzung der Rechenzeit fuer ein 2-D
Modell ergibt dann eine 50...100- fache Rechenzeit je
Zeitschritt fuer die INIM - Loesung. Beruecksichtigt man

eine bis zu 100- fache Beschleunigung des expliziten
Verfahrens 1in der Naehe des stationaeren Endzustandes, wird
die Loesung mit dem INIM - Verfahrem fuer die behandelten

2-D Probleme mit Zeitschritten At2103 schneller.
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5. DISKUSSION DER_ERGEBNISSE, ERWHEITERUNGEN

o s e i e e o ez ==

Die mit dem INIM - Verfahren erzielten Ergebnisse scllen
abschliessend rochmals diskutiert werden. Die Forderungen,
lie in Kapitel 2 an ein implizites Verfahren zur numerischen
Loesung zweidimensionaler Fluessigkeitsmodelle gestellt
worden sind, lassen sich in drei Gruppen einteilen.

Ob die INTH - Vorschritften zur Konstruktion von
implizitan Differenzengleichungen die verlangten
Eigenschaften haben ist Gegenstand des ersten Abschnittes.

Danach wird das Verfahren zur Aufloesung der
algebraischen Gleichungen besprochen. Dabei geht es
besonders um die Frayge des Rechenaufwandes, der die
Einsatzmoeglichkeiten entscheidend mithbeeinflusst.

Die numerischen Ergebnisse werden 1m Abschnitt 5.3
zusammenfassend gewvwertet, dazu gehoeren Aussayen ueber Vcr-
und Nachteile gegenueber anderen Verfahren.

Abschliessend wird die Frage nach moeglichen
Erweiterungen der INIM - Methode auf dreidimensionale
HModelle diskutiert.

5.1 Die INIM - Diskretisierungsvorschriften

Die Bedingungen, die bei einer zeitabhaengigen
nichtlinearen partiellen Differentialgleichung oder bei
einem System von verkoppelten Gleichungen dieser Art fuer
eine Anwendung der INIM - Methode erfuellt sein muessen,
warden in Kapitel 3 angegeben. Es waren parabolische,
hyperbolische wund gJgemischte Gleichungen zugelassen, die it
euler'scher Darstellung bis zu zZweite Ableitungen enthalten
duerfen.

Die zweite Forderung betraf das Koordinatensystem, hier
waren nur orthogonale Systeme betrachtet worden. Dadurch
waren die einzelnen Schritte waehrend der Diskretisierung
klarer und einfacher durchzufuehren. Alle Beispiele wurden

in aequidistanten Gittern bezueglich der einzelnen
Koordinaten behandelt, die Herleitung der Vorschriften
erfolyte aber fuer den allgemeineren Fall eines

nichtaequidistanten Gitters.

Die Konstruktion der Differenzengleichungen geht in drei
Stufen vor sich. Die Differentialgleichungen werden
analytisch soweit integriert, dass in den
Integralyleichungen hoechstens erste Ableitungen verbleiben.
Dies ist in allen Faellen moeglich, allerdings kann, wie bei
den NHF - Gleichungen, die Integration entfallen, wenn durch
die notwendige Er fuellung einer zusaetzlichen
Differentialgleichung der erste Schritt der
Differenzenbildung direkt vorgeschrieben ist.
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Die (nichtlinearen) Differenzengleichungen, die maximal
neun benachbarte Gitterpunkte umfassen, werden mit den
angegebenen Interpolationsansaetzen durch veitere
Integration, bzw. direktes Einsetzen der Ansaetze er zeugt.
Diese, zumeist anichtlinearen, Gleichungen sind konsistent
mit den Differentialgleichungen in einer bestimaten Ordnung
in demn Ortsschrittweiten. FPuer die Kontinuitaetsgleichung
aus Abschnitt 4.3 ergeben sich in einem aequidistanten
Gitter durch die erwaehnten Methoden Diskretisierungsfehler
ler Ordnung Ax2 und Ay2, Nichtaegquidistante Gitter fuehren
zu Fehlern, die linear von der Differenz zwei aufeinander
folgender Ortsschrittweiten abhaengen.

Die Verwendung der allgemeinen Forsalismen zZur
Integration wund Annaeherung der Differentialgleichungen mit
den Bilinearansaetzen ohne zusaetzliche Massnahmen ist nur
fuer Differentialterme moeglich, in denen die abhaengigen
Variablen nmit ganzzahligen Exponenten > 0 vorkommen.
Negative oder nichtganzzahlige Exponenten muessen gesondert
behandelt werden. Dies geschah bei der nichtlinearen
Diffusionsgleichung in Kapitel 4 durch Abspaltung eines
Wurzelterms, der dann explizit beruecksichtigt wurde. Fuer
Ausdruecke mit negativen Exponenten koennen ebenfalls
Auswege gefunden werden, dabei kann die Linearisierung in
der Zeit beibehalten werden.

Die Zentrierung in der Zeit erfolgte mit einer
Vorschrift, die unter freier Wahl des Zentrierungsparameters
® gleichzeitig die Linearisierung enthielt. Ein 0 =1/2

ergab bei den untersuchten Beispielen Diskretisierungsfehler
der Jrdnung At2. Dies wurde an der Kontinuitaetsgleichung
wie zuavor bei den Ortsschrittweiten wmit Hilfe von REDUCE
getestet. Die gleiche Abhaengigkeit ergaben
Parameterstudien an dem MHF - Modell. Auch fuer 6 =1
stimaten die Ergebnisse qualitativ mit dem Verhalten bei
linearen Diffusionsgleichungen ueberein.

Unter den =zuvor genannten Voraussetzungen, die die
Differentialgleichung betrafen, stellt die Verwvendung des
Programagenerators eine ganz erhebliche Arbei tserleichterung
beim Aufbau eines Programms dar. Abgesehen von der
Formulierung der Integranden in der algebraischen
Programmiersprache, und der Festsetzung einiger Parameter
fuer die Zahl der Gleichungen, das Koordinatensystem, den
Integraltyp und die Ausgabe, ist fuer die Erzeugung der
Koeffizienten der Variablen zuar neuen Zeit in der
allgemeinen "Differenzengleichung® (3.3.4) kein manueller
Bingriff notwendig. Die dadurch erzielte Beweglichkeit und
Sicherheit in der Programmierung liegt auf der Hand.

Selbst, wenn nicht das volle Integraticnsschema zur
Anvenduang koamen kann, genuegen wenige Aenderungen am
Programmjenerator, um weiter damit arbeiten zu koennen.
Besonders die Linearisierung und die Aufspaltung in
Koeffizienten ist bei den impliziten Differenzengleichungen
Zeitraubend. Die Rechenzeit, die der Prograsmgenerator
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dafuer benoetigt, steht in keinem Verhaeltnis zu dem
Arbeitsaufwand bei manueller Uamformung.

Damit bietet sich das INILH - Verfahren Zur
Diskretisierung in allen Faellen an, in denen eine der
einfacheren MNethoden, also explizite oder ADI - Verfahren
versagen, aber auch vennn es wuenschenswert ist, in einenm

bestimmten Fluessigkeitsmodell verschiedene
Transportkoeffizienten auf ihre physikalische Wirkung zu
untersuchen. Das ININ - Verfahren erlaubt dann die

Erprobunjy solcher Zusatzterme mit geringstem Aufwand, da die
Verschluesselunyg im Programmgenerator und die nachfolgende
Ergaenzung der Koeffizienten durch die neu erzeugten
Ausdruecke trivial und oh ne besondere Kenntnis des
restlichen Programms erfolgen kann.

5.2 Aufloesung _des__Gleichungssystems

Der Grund, warum in frueheren Arbeiten nicht die direkte
Loesung eines impliziten Gleichungssysteas ohne
[terationsverfahren versucht wurde, ist in dem zunaechst
erschreckend hohen Rechenaufwand zu sehen. Die in Kapitel 3
erwaehnt2n Zahlenbeispiele ergaben fuer ein System von vier
gekoppelten Differentialgleichungen in einem 30%30 Gitter
einen Speicherplatz fuer die Koeffizientenmatrix, der trotz
Ausnutzung der Bandstruktur von C' noch bei 3.2 Megabyte
lag. Dazu kam die hohe Zahl an Rechenoperationen, die fuer
die Aufloesung dieses Systems ertforderlich war, obwohl
dessen Besetzung auesserst duenn ist,

Nit den in dieser Arbeit vorgeschlagenen
Rekursionsalgorithmen koennen diese beiden Nachteile einer
impliziten Loesung weitgehend abgebaut werden, ohne vcn
einer direkten Auf loesung des algebraischen
Gleichunyssystems abzugehen.

Die Verringerung des Speicherbedarfs ergab sich durch den
Aufbau der Rekursionsen, bei denen die Zahl der gleichzeitig
benoetigten Daten nur etwa nj/3 des Wertes fuer C' betraegt
- dabei soll njzni, der Zahl der Gitterpunkte in der zweiten
Ortskoordinate sein.

Die Einsparungen an der Rechenzeit werden durch die
konsequente Beruecksichtigung der Bandform der
Koeffizientenmatrizen moeglich. Die Matrixoperationen, wie
Addition, Multiplikation oder die Dreieckszerlegung werden
durch die, die Bandform beschreibende Indexgruppen so
gesteuert, dass abgesehen bei 2zufaellig verschwindenden
Elementen, nur das jeweilge Ueberlappungsgebiet verwendet
wird.

Durch den Aufbau der Differenzengleichungen in der Forn
(3.3.4) kcnnte das Rahmenprogramm fuer die
Rekursionsalgorithmen so allgemein gehalten werden, dass
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lediglich 4 Parameter notwendig sind, um das Programme einenm
veraenderten Gitter, oder einer Vergroesserung der Zahl der
Variablen anzupassen. Dies bewaehrte sich bei allen drei
Anwendungsbeispielen, fuer die nur eine Aenderung bei der
Ein- wund Ausgabe und den Speicheranforderungen, bzw. eine
Umstellung auf doppelte Genauigkeit erforderlich war. Das
eigentliche Programnm, nach dem in Abschnitt :
beschriebenen Flussdiagramm, blieb unveraendert.

Bei der Behandlung der stark 2zeitabhaengigen Probleme in
Abschnitt 4.2 wund 4.3 konnte der Rechenaufwand nochmals
gesenkt werden. Die Bandbreiten der Rekursionsmatrizen
wurden schon waehrend der Umkehrung des Gleichungssystens
fuer G beschraenkt. Dazu wurde ein £ vervendet, das durch
die Rechengenauigkeit bestimmt, aber auch frei gewaehlt
werden konnte. Alle Elemente, die betragsmaessig kleiner
als das mit £ multiplizierte Diagonalelement der
betroffenen Spalte waren, wurden dann vernachlaessigt, und
die Spalte an dieser Stelle abgeschlossen. Dadurch
reduzierte sich bei der naechsten Matrizenoperation nochmals
die Zahl der Multiplikationen und Additionen.

Diese Verkuerzung ist aber von der Hoehe der
Diagonaldominanz und der Zahl der Gitterpunkte abhaengig.
Beide werden vor allem von dem physikalischen Proolen
bestimmt. Eine Beschraenkung der Bandbreiten ist dann
moeglich, wenn die zeitliche Entwicklung der Variablen durch
endliche Signalgeschwindigkeiten bestimmt ist, wie etwa bei
dem Gleichungssatz der Hydrodynamik, oder den, bei der
nichtlinearen Diffusionsgleichung betrachteten, speziellen
Anfangs- Randwertproblemen.

Eine Erhoehung von ni, der Zahl der Gitterpunkte, die die
Groesse der Matrizen bestimmt, fuehrte ab einem gewissen
Wert nur noch zu einer linearen Erhoehung der Zahl der
Matrixelemente 1in den G, in die Koeffizientenmatrizen C1 -
C3 geht ni ohnehin nur linear ein.

Eine wesentliche Annahme, die bei der Aufstellung der
Randbedingungen und besonders fuer die Rekursionalgorithmen
von Bedeutung ist, war die ausschliessliche Betrachtung von
rechteckigen Indexgittern. Diese waren ausreichend zur
Demonstration des INIM - Verfahrens, sowohl fuer die
Diskretisierung, als auch die Aufloesung der algebraischen
Gleichungen. '

Soll ein nicht rechteckiges Rechenintervall mit einenm
orthogonalen Gitter ueberzogen werden, so ist diese Annahame
nicht mehr erfuellt. Die Zahl der Gitterpunkte in der einen
Richtung ist dann abhaengig von der zweiten Koordinate. Das
hat zweierlei Ausvirkungen. Zum einen kann zwischen drei
aufeinander folgenden Zeilen nicht mehr direkt eine
Differenzengleichung in Matrizenform aufgestellt werden, da
die Dimension der einzelnen Matrizen zwangslaeufig nicht
mehr uebereinstinmmt. Dazu komamt die Darstellung von
Randbedingungen, die nicht mehr wie in Abschnitt 3.4
erfolgen kann.
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Durch Einfuehrung zZusaetzlicher fiktiver Punkte
ausserhalb des Rechenintervalls kann fuer jede Zeile die
Dimensioun der kleineren der jeweils gJroessten angepasst

werden. Die Koeffizienten fuer diese kuenstlichen Punkte
koennen durch Spiegelung der echten Randbedingungen erzeuqgt
werden. Dabel ist nur 2zu gevaehrleisten, dass die
Diagonaldominanz von C2 erhalten bleibt, die ja die
Invertierbarkeit bedingt. Die Matrizenalgorithmen bleiben
unveraendert, lediglich der Parameter ni muss von Zeile zu
Zeile angepasst werden. Das gilt aucn fuer die Rekursion
der Variablen, bei der die selben Randbedingungen

beruecksichtigt werden muessen.

5.3 Numerische_ _Ergebnisse

Die Auswahl von Testbeispielen sollte demonstrieren, dass
das INIH - Vertahren fuer die wlichtigsten Typen von
Dif ferentialgleichungen aus Fluessigkeitsmodellen anwendbar
ist. Durch den 1impliziten Aufbau der Differenzengleichungen
sollten die bekanntermassen guten Eigenschaften
eindimensionaler impliziter Dif ferenzen auf die
zweidimensionalen Gleichungen uebertragen werden. Die
Ergebnisse mit den drei Anwendungsbeispielen wurden 1in
Kapitel i andaren Verfahren gegenuebergestellt, eine
zusammenfassende Beurteilung soll nun erfolgen.

Allen Beispielen gemeinsan waren die
Rekursionsalgorithmen zur Aufloesuny. Dabei zeigte sich,
dass die Umkehrung der Gleichungssysteme in allen Faellen
ohne Pivotsuche, also Umordnung von Zeilen oder Spalten zur
Verbesserung der Kondition der Matrizen moeglich war.

Die Genauigkeit der Loesung der Gleichungssysteme konnte
auf indirektem Wege bestimmt werden. Dazu koennen etwa die
in Erhaltungsform aufgebauten Differentialgleichungen, wie

die Diffusionsgleichung (4.2.1) oder die
Kontinuitaetsgleichung aus (4.3.3) herangezogen werden. In
beiden Faellen werden die Erhaltungseigenschaften durch die
Differenzengleichungen 1lokal, in Verbindung mit den
speziellen Randbedingungen sogar fuer das gesamte
Rechenintervall, exakt garantiert. Die Abweichung in den
numerischen Ergebnissen ist dann ein Mass fuer die

Genauigkeit der Aufloesung des linearen Gleichungssystems,
vorausgesetzt die Berechnung der Koeffizienten erfolgt so,
dass keine Ausloeschungen durch Differenzenbildung fast
gleich grosser Zahlen auftritt. Dies kann aber durch
geeignete Ordnungsvorschriften im Programmgenerator erreicht
werden.

Die ersten zZwel Beispiele wurden mit einfacher
Genauigkeit auf der 1IBM 360/91 gerechnet, das entspricht
einem Rundungsfehler von etwa 10-7. Dieser Wert wurde
zunaechst auch fuer den Abschneideparameter € eingesetzt,
dabei ergaben sich Fehler in den Erhaltungsgroessen zwischen
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10—S% und 10-4. Waehrend der Vielzahl der Operationen bei
der Berechnung der Koeffizienten und der Invertierung der
Matrizen gehen also nur maximal zwei bis drei wesentliche
Stellen bezogen auf die Maschinengenauigkeit verloren.

Ein - zweiter Beleg fuer die Zuverlaessigkeit des
Rekursionsverfahrens folgt aus den Ergebnissen der MHF -
Rechnungen. Die Differentialgleichungen, und damit auch die
Differenzenjleichungen fuehren in den betrachtetem Faellen
Zu stationaeren sustaenden und damit zu einem Verschwinden
der Zeitableitungen. Durch Variation des maximalen
Zeitschritts wurde gezeigt, dass die Invertierung fuer Werte
von At, die um 106...109% uveber dem expliziten Vergleichswert
liegen, noch stabil bleibt. Die noch verbleibende Aenderung
der einzelnen Variablen ist dabei fuer At zwischen 103 und
107 in der Groessenordnung 10-13 bis 10-10, bezogen auf die
doppelte Genauigkeit der iBu 360/91. Waehrend der
zeitabhaengiygen Phase solcher Rechnungen, also fuer
At=101...10% bleiben die Rundungsfehler ebenfalls auf zwei
bis drei Stellen beschraenkt.

Die Analyse der Rechenzeiten, die mit dem INIM -
Verfahren bei den verschiedenen Beispielen ermittelt wurden,
ergab folgendes Bild. Den Hauptanteil an der Rechenzeit je
Zeitschritt hatte die Durchfuehrung der
Rekursionsalgorithmen. Er schwankte zwischen etwa 90
Prozent bei der Hydrodynamik und jeweils etwa 80 Prozent bei
der Diffusionsgleichung und dem MHF -~ Modell. Disser
Sachverhalt muss bei der vergleichenden Beurteilung des
Rechenautwandes beruecksichtigt werden. Waehrend bei einem
expliziten Verfahren, oder der iterativen Loesung impliziter
Differenzengleichungen, der Unfang der Differenzengleichungen
dirext in die Zahl der notwendigen Operationen eingeht,
spielt er bei dem INIM - Verfahren nur eine dem genannten
Prozentsatz entsprechende kleinere Rolle.

Die Programmierung der Matrizenroutinen in der
Maschinensprache P1360 ergab eine Beschleunigung gegenuz2ber
FORTRAN - Versionen um das 3...4- fache. Dies war

unabhaengig von dem Typ der Differentialgleichung, lediglich
die Groesse der Matrizen, also ni und nw, hatten einen
geringen Einfluss, der aver fuer ni>20 bei allen Beispielen
verschwand.

Zusammenfassend liegen die Hauptvorteile des ININ -
Verfahrens in seinen vielseitigen Anvendunygsmoeglichkeiten.

Es erlaubt die fast au tomatische Erzeuqung von
Differenzengleichungen ohne wie bei anderen verfahren
tiefergehende Kenntnisse von Differenzenverfahren

vorauszusetzen. Da die Programmierung des Rahmenprcgranas
abgesehen von kleinen Aenderungen nur einmal zu erfolgen
braucht, verringert sich der Gesamtaufwand nochmals. Damit
ist auch fuer Gleichungen, die mit speziellen Verfahren im
Einzelfall geringere Rechenzeiten erfordern wuerden, eine
Arbeitserleichterung fuer den Numeriker gegeben.
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5.4 Erweiterung _auf__3-D - Modelle

e e S i ———

Alle bisher beschriebenen Methoden und Ergebnisse sind
ausschliesslich fuer zweidimensionale Modelle entwickelt und

erprobt worden. Dabei waren besonders die vielseitige
Anwendbarkeit des Programmgenerators, die effektive
Autloesung des Gleichungssystens, und die erzielten
Ergebnisse vielversprechend. Deshalb liegt die Frage nach

einer moeglichen Erveiterung aut dreidimensionale Modelle
nahe.

Die Schwierigkeiten, die bei dem Uebergang von einer auf

zZvei Dimensionen bhei der Konstruktion der

Differenzenyleichungen entstanden, treten nun erneut auf.
Das INIA - Verfahren laesst sich formal auf

dreidimensionale Hodelle erveitern. Die

Interpolationsfunktionen werden statt wie bisher 4, nun 8
Koeffizienten haben wund ebensoviele benachbarte Punkte
miteinander verbinden. Obwohl dabeiri «keine prinzipiellen
Schwierigkeiten auftreten, von einer Erhoehung des
Rechenaufwandes fuer die algebraischen Manipulationen inm
Programmgenerator, und einer nicht unwesentlichen
vVergroesserung des erzeugten Programms abgesehen, zeigt sich
aber bei der Untersuchung der Aufloesungsmoeglichkeiten fuer
das 1lineare Gleichungssystem die praktische Grenze solcher
Methoden sehr bald. Einige elementare Abschaetzungen werden
in Abschnitt (5.4.2) durchgefuehrt.

Eine wesentlich rationellerer Weq wird dagegen im letzten
Abschnitt angedeutet. Er besteht in der Uebertragung der
Grundidee, die zu den "Fractional - Step " Methoden im
Kapitel 2 gefuehrt hatte, auf ein 3 - Schritt 3-D Verfahren,
unter der Umgehung der wichtigsten, frueher genannten
Einschraenkungen.

Suills1 3-D Differenzengleichungen

Die Forderungen, die in Kapitel 3 an die Diskretisierung
im Ort gestellt wvwurden, muessen auch hier entsprechend
erweitert erfuellt sein.

Die Eigenschaften der Differentialgleichungen sollten
konsistent auf die Integralbeschreibung einer Gitterzalle
uebertragen werden. Dazu durften 9 benachbarte Zellen
miteinander verbunden werden, danm war die Beruecksichtigung
von bis zu zweiten Ableitungen nach den beiden
Octskoordinaten moeglich. Es werden auch hier der
Einfachkeit halber orthogonale x-y-z Koordinaten angenommen.
Dann erhaelt man Gleichungen, die 3%3%3=27 benachbarte
Knotenpunkte miteinander verknuepfen. Die Forderung nach
Stetigkeit der Ansaetze und der damit angenaeherten
Integranden fuehrte 1in zwel Dimensionen zur Einteilungy in
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vier Quadranten. Das bedeutet hier eine Einteilung in 8
Wuerfel, die zusammen das Volumen zwischen den 27 Knoten
ausfuellen.

In jedem Wuerfel stellt man einen Ansatz auf, der an den
Knoten die dort definierten Werte einimmt und auf den
Seitenflaechen der Wuerfel 1in die frueher benutzten
Bilinearansaetze uebergeht.

W(X,y,2) =
(5.4.1)
Kixyz + K2xy + K3xz + k*yz + kSx + ké6y + k?z + k8o,

Die Koeffizienten k! ... k8 sind durch die 8 Stuetzverte
eindeutig bestimmt, alle benoetigten Integranden also
darstellbar und elementar integrierbar.

Die dabei entstandenen nichtlinearen Gleichungen koennen
nach den bekannten Regeln linearisiert werden und liefern
nach der Zusammenfassung aller acht Teilausdruecke die

allgemeinen "Differenzengleichungen" fuer einen
Elementarwuerfel:
i+1 j+1 k+1 nw
) ] ) ! clmun,r,1) & (myn,r,1) + d(1) =0 (5.4.2)
m=i-1 n=j-1 r=k-1 1=l

Dabei sind i,j,k die Indizes in x,y,z Richtung, 1 zaehlt
die nw Variablen des Systems. Zusammen wmit geeignet
diskretisierten Randbedingungen ist dadurch ein lineares
Gleichungssystem gegeben, dessen Autloesbarkeit im Folgenden
untersucht werden soll.

5.4.2 Aufloesung des 3-D Gleichungssysteams

Die Zahl der Gitterpunkte in den einzelnen Richtungen sei
ni, nj, und nk, die Zahl der Gleichungen wieder nw. Das
ergipt ein Gleichungssystem mit N = (ni*nj*nk*nw) Variablen.

Eine direkte Loesung ist nach dem frueher Gesagten und
den einfachsten Abschaetzungen unvertretbar. Bei kleinen
Werten fuer die vier Zahlen, insbesondere bei wenig Punkten
in mindestens einer Dimension und nur ein bis zwvei
Gleichungen, koennte man, analog zu der Anordnung der
Variablen in den Zeilenvektoren (3.5.4), noch die Werte ia
einer weiteren Dimemsion zusammenfassen. Das wuerde fuer
Jede Schicht in der dritten Richtung die Aufloesung eines
Systems erfordern, das eine aehnliche Struktur wie {3:5.1)
haette. Dabei ist nw durch nk*nw zu ersetzen.
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Als Beispiel soll der Aufwand fuer die Loesung einer
Gleichung in einem 20*20%16 Gitter (ni=20, nj=20, nk=1e6,
nw=1), unter der Voraussetzung vergleichbarer Verhaeltnisse,
aus den Werten in Tabelle (5.1) abgeschaetzt werden. Ein
Zeitschritt in dem Fall eines 80%20 Gitters dauerte ca. 30
Sekunden. Dieser Wert galt fuer eine optimale Beschraenkung
der Bandbreiten. In dem 3-D Gleichungssystem 1ist die
minimale Bandbreite aber sicher wesentlich groesser, da etwa
die Tridiagonalbloecke in den Koeffizientenmatrizen jetzt
durch nj = 16 bestimmt werden, und nicht wie bei der
Hydrodynamik durch nw = 4. Der tatsaechliche Rechenaufwand
duerfte also mindestens viermal so gross sein.

Die Entscheidung, ob dieser hohe Aufwand gerechtfertigt
ist, haengt unter anderem davon ab, ob andere
Loesungsmethoden nicht zur Vertuegqung stehen, oder ob, wie
bei den =zweidimensionalen Ergebnissen angesprochen, ein
Vergleich mit einfacheren Methoden mit nicht genau bekannten
Eigenschaften erfolgen soll.

Eine Ausweichmoeglichkeit bietet sich durch die
Iterationsverfahren an. Dazu koennen ebenfalls die
Differenzengleichungen in der Form (5.4.2) benuetzt werden,
der Aufwand wird natuerlich geringer, wenn die noch nicht
linearisierten Gleichungen zur Iteration verwendet werden.

Ein grundlegend anderes Vorgehen zur impliziten Loesung
von 3-D Modellen wird im naechsten Abschnitt entworfen.

5.4.3 3-D Loesung durch 2-D *"Splitting"

Ein Verfahren, das unter Verwendung der 2-D INIM Methoden
die Loesung dreidimensionaler Modelle erlaubt, erhaelt man
durch die folgenden Ueberlegungen.

Das Ziel ist, Systeme von Differentialgleichungen
numerisch zu loesen, die parabolisch und/oder hyperbolisch
sind. Wie schon bei den zweidimensionalen Verfahren liegen

die Vorteile einer impliziten Loesung auch hier vor allen
bei den Diffusionsgleichungen

Die Ableitungen werden deshalp an einer allgemeinen
Diffusionsgleichung durchgefuehrt, die Beruecksichtigung
hyperbolischer Terme ist evident. Systenme von
Differentialgleichungen sind ebenfalls eingeschlossen.

Die hoechsten vorkommenden Ableitungen sind zweliter
Ordnung, deshalb kann die allgemeine Gleichung (3.1.1) in
maximal sechs Operatoren aufgespalten werden, die nur in den
durch je zwei Koordinaten bestimmten Ebenen wirken.




L(w) = b= Lyy I, * ny L Lyz (5.4.3)

Man ueberzeugt sich 1leicht, dass dies die allgemeinste
Form einer Differentialgleichung in orthogonalen Koordinatean

und Euler'scher Darstellung ist. Die Teiloperatoren
symbolisieren jeweils Differentialausdruecke, die alle
Eigenschaften der in Kapitel 3 und 4 Zugelassenen

zweldimensionalen Ortsoperatoren haben koennen.

Mit Hilfe des INIM - Formalismus erzeugt man nun 3
"Differenzen - Operatoren", die so definiert sind:
LI 1 l 1 1
Ll ny *3 (Lxx " Lyy)’
]
L' = L' i
2 sz * 2
1
L'I aa 1 X 1 1
3 Lyz ol (Lyy ¥ Lzz)
Hier wurden die xx, yy, und zz Terme zu halben Teilen je
zwel der drei gemischten Operatoren zugeteilt. Eine andere
Moeglichkeit ist:

e+ T s (5. 4. 4)

L]
Ll

Ly =L, *L,° (5.4.5)

L' + L',
Xy XX

LT F= L'l 4 L!
3 yz yy

Ein vollstaendiger Zeitschritt, der die physikalische
Zeit wvon t auf t+4t erhoeht, besteht dann aus den drei
Schritten:

wa w + At L; (W;Wa’e)
= W+ At Lé (wa, wb, @) (5.4.6)

£
i

W =wb + At Lé (wb, W, 9)

Die Zahlen ni,nj, und nk haben wieder die Bedeutung wie
im vorausgegangenen Abschnitt.

Die Ergebnisse mit dem "Splitting" Verfahren in Kapitel 4
lieferten fuer die dort behandelte Diffusionsgleichung INIM
- aeguivalent gute Ergebnisse. Daher ist zu erwvarten, dass
auch das hier entworfene 3 - Schrittverfahren gleichwertige
Resultate liefert. Der grosse Vorteil bestaende darin, dass
keine Einschraenkungen bezueglich der vorkommenden
Differentialterme gemacht werden muessen, und alle Teile des
INIM - Verfahrens direkt uebernommen werden koennten. Dies
gilt sowohl fuer den kompletten Programmgenerator, als auch
fuer das Rahmenprogramm,

Der Rechenaufwand vergroessert sich nur bezueglich der
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Rechenzelit, da der Speicaerbedarf waehrend eines
Unterschrittes gleich dem eines zweidimensionalen Modells
ist. Natuerlich werden 2zusaetzliche Spelcherplaetze fuer
die Variablen benoetigt, nach den Ertahrungen in Kapitel 4
spielt dies jedoch im Verhaeltnis zu den Rekursionsmatrizen
nur a2ine untergeordnete Rolle.

Der Rechenzeitbedarf fuer einen kompletten Zeitschritt
ist Jegeben ducrch:

£3 = nk *¥ £(ni,nj) +# nj * f(ni,nk) ¢ ni * f{nj,nk). (5.4.7)

Dabei 1ist f (n,m) die Rechenzeit fuer eine 2-D Loesunyg mit

0 = ol und m = nj. Die Werte fuer f(n,m) lassen sich aus
Tabelle (4.1) und den anderen Angaben ueber die Rechenzelten
abschaetzen. Dis System aus Abschnitt (5.4.2) wuarde
demnach etwa 20 Seskunden pro Zeitschritt benoetigen. Ein

3-D HMHF Modell mit 18%18%7 Punkten duertte mit 80 Sekunden
je Zeitschritt realisierbar sein.



9.7

6. % U S A M MENTFASSUNG

Die Vorzuege impliziter Differenzengleichungen zur
numerischen Loesung von Fluessigkeitsmodellen wurden bisher
nur bei eindimensionalen Problemen voll ausgenutzt, fuer
zwei- und dreidimensicnale Modelle fehlten -einheitliche
Vorschriften zZur Konstruktion und Aufloesung sclcher
Gleichungen.

Ausgehend von dem allgemeinen Fall eines Systems von
nichtlinearen verkoppelten paratolischen und hyperbclischen
Differentialgleichungen in Euler'scher Darstellung in einen
orthogonalen zweidimensionalen Koordinatensystem wurden
implizite Differenzenverfahren entwickelt, die fuer eine
Vielzahl solcher Gleichungen die automatische Erzeugung vcn
einheitlichen 3 - Punkt Differenzengleichungen erlauben.

Dies wurde durch Integration der Differentialgleichungen
ueber das Volumen der Gitterzellen unter Verwendung von
Bilinearansaetzen fuer die abhaengigen Variablen erreicht.
Durch gJeeignete Zentrierung und Linearisierung in der Zeit
wurden die nichtlinearen Differenzengleichungen in ein
lineares Gleichungssystem fuer die unbekannten Werte der
abhaengigen Variablen zur neuen Zeit umgewvandelt.

Zur Aufloesung dieses Gleichungsystems wurde ein
Rekursionsverfahren entworfen, dJdas unter Optisierung des
Rechenaufwandes weitgyjehend unabhaengig von Zahl und Typ der
Differentialgjleichungen anwendbar ist.

Beide Teile des INIM - Verfahrens (INtegral - INplizit)
wurden an einer nichtlinearen Diffusionsgleichung, den
Gleichungen der Hydrodynamik fuer ein ideales Gas und einenm
System von vier nichtlinearen verkoppelten parabolischen
Gleichungen erprobt, Die Ergebnisse wurden Jjeweils mit
speziellen Verfahren fuer die einzelnen Probleme verglichen.
Sie zeigan, dass das INIM - Verfahren fuer eine Vielzahl von
zweidimensionalen Fluessigkeitsmodellen vorteilhaft
eingesetzt werden kann.

Die Moeglichkeit =zur Erweiterung auf dreidimensionale
Probleme und der damit verbundene Rechenaufwand wurden
untersucht, dabei wurde ein, direkt aus der INIM® - Methode
hergeleitetes, erveitertes "Splitting® - verfahren
vorgeschlagen.
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