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Abstract

This report deals with the theoretical analysis of MHD
losses in flows of liquid lithium in tubes of circular
cross—-section. Using a combination of power series and
Bessel functions, a solution was found which allows one
to estimate pressure drop and losses in tubes with con-
ducting walls exposed to magnetic fields with varying
strength and direction along the duct.

Using these results, a computer programme was written
which yields the pressure drop in tubes with liquid
lithium flows in the blanket of a fusion reactor with

a toroidal magnetic field configuration.

The investigations show the great dependence of MHD
losses on paths chosen for the lithium flows with respect

to the magnetic field direction.
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SYMBOLE UND DEFINITIONEN

Vektor-GroBen und Tensoren

N <y Up ELRTLL

magnetische FluBdichte
magnetisches Feld
elektrisches Feld
Stromdichte
Strémungsgeschwindigkeit
Spannungstensor

Skalare GroBen

Ra Rohrradien

Rohrlénge

el. Leitfdhigkeit

Zdhigkeit des Lithiums

Dichte des Lithiums

magnetische Permeabilitdt des Lithiums
elektrisches Potential

mittlere Strémungsgeschwindigkeit

Dimensionslose GrdBen

Hartmann=-Zahl

(elektromagn. Kraft/viskose Reibungs- H=R;RB |/ %
kraft)” R

Reynolds-Zahl .
(Trigheitskraft/viskose Reibungskraft) Re=Ri<v> sf?

Magnetische Reynolds-Zahl

(Induziertes Magnetfeld/angelegtes Ru= QMv)WV’“;
Magnetfeld)
Wand-Leitfdhigkeitsverhdltnis C= M

oG R;

Es wird durchgehend das MKSA-System verwendet.




A. EINLEITUNG

In einem Kernfusionskraftwerk nach dem Konzept des magnetischen
Einschlusses wird nach den gegenwdrtigen Vorstellungen das
Fusionsplasma durch Magnetfelder in einen toroidalen Vakuum-
behdlter eingeschlossen. Dabei soll nach der Reaktionsgleichung
E‘D + ?,T—-’:He.‘.:h-} 17,58 MeV ein Deuterium-Tritium-
Gemisch bei hohen Temperaturen miteinander reagieren. Die hier-
bei gewonnene Reaktionsenergie von ca. 17,6 MeV besteht zum
grdften Teil in der kinetischen Energie der erzeugten Neutronen.
Da Tritium auf Grund seiner kurzen Halbwertszeit (12.3 Jahre)
ein natilirlich kaum vorkommendes Isotop ist, muB man es in einem
Lithium-Blanket durch 6Li(n,T)- und 7Li(n,n',T)—Reaktionen
erzeugen. Gleichzeitig soll dieses Blanket die hohe Energie
der Neutronen aufnehmen und in Wdrme umwandeln, welche dann

zur Stromerzeugung in einem Turbogenerator dienen soll.

Es wurde deshalb vorgeschlagen, fliissiges Lithium im Blanket

sowohl als Brutmaterial wie auch als Kiihlmittel zu verwenden,
welches durch Rohre zu einem Wdrmeaustauscher geleitet wird.

Dort soll das Lithium die Wdrme an das Arbeitsmedium des

Energiewandlungssystems abgeben.

Die Spulen zur Erzeugung der Magnetfelder miissen auBerhalb
der Zone hoher Neutronenfliisse und damit auch auBerhalb des

Blankets liegen (Fig. 1). Das bedeutet aber, daB die Lithium-

Abschirmung
Lithium-Moderator-
Blanket

Innere Wand

Vakuum




Zuleitungsrohre durch Zonen starker Magnetfelder gefilihrt
werden miissen, was starke Auswirkungen auf die Lithium-
Strémung zur Folge hat. Insbesondere fihrt dies zu einer

Erh8hung der notwendigen Pumpleistungen.

Das Problem der Fliissigmetallstrfmung im Magnetfeld wird in
der vorliegenden Arbeit behandelt. Sie soll es ermdglichen,
Druckabfall und Pumpleistung flir Zuleitungsrohre im Torus
eines Fusionsreaktors mit gegebener Magnetfeldkonfiguration
zu berechnen. Ein ferneres Ziel ist die Optimierung der

Leitungsfiihrung im Sinne einer Minimierung der Pumpleistung

auf der Basis der Ergebnisse dieser Arbeit.

B. THEORETISCHE GRUNDLAGEN

1. Vorgdnge in MHD-Strdmungen

Wenn eine Fliissigkeit mit hoher elektrischer Leitféhigkeit
durch ein Rohr gepumpt wird, so kann die Anwesenheit eines
Magnetfeldes die Eigenschaften der Strdmung und deren

Geschwindigkeitsverteilung betr&dchtlich veré&dndern.

Betrachten wir zundchst das Strdmungsverhalten einer leit-
fihigen Fliissigkeit ohne Magnetfeld. Wenn die Strdmungs-
geschwindigkeit hinreichend klein ist, wird jede Stdrung
durch die Kridfte viskoser Reibung geddmpft. Die Strdmung ist
laminar. Man kann sie sich aus vielen Stromfdden zusammenge-
setzt denken, welche aneinander entlanggleiten. Hierbei wird
die Geschwindigkeitsverteilung durch Reibungskrdfte zwischen
jedem dieser Stromfdden bestimmt. Die Fdden im Zentrum des
Rohrs bewegen sich schneller als die an den Wdnden, wo die
Geschwindigkeit gegen Null gehen muB8. Die Integration des
dadurch entstehenden Geschwindigkeitsgradienten fiihrt zum

parabolischen Geschwindigkeitsprofil.




Liegt jedoch die Geschwindigkeit oberhalb eines bestimmten
kritischen Wertes, so werden kleine StSrungen der Strdmung
verstidrkt und gleichzeitig durch Trdgheitseffekte verdndert;
die Geschwindigkeit wird unregelmdBig, die Strdmung wird

turbulent.

Die parabolische Geschwindigkeitsverteilung der laminaren
strdmung &dndert sich dergestalt, daB8 sich eine nahezu orts-
unabhdngige Geschwindigkeit im Zentrum des Rohrs einstellt
und ein Bereich schmaler Grenzschichten an den Wdnden, wo

die Geschwindigkeit steil und damit groBSe Reibungskrdfte
verursachend gegen Null geht. Dieser Ubergang des Geschwin-
digkeitsprofils zur Rechteckform wird durch turbulente

Wirbel erzeugt, welche einen starken Impulsaustausch zwischen

dem Zentrum und den Randbereichen der StrSmung verursachen.

Ohne &uBeres Magnetfeld wird die Grenze zwischen laminarer
und turbulenter Stromung durch einen kritischen Zahlenwert
der dimensionslosen Reynolds-Zahl Rg festgelegt, welche als
das Verhdltnis von Trdgheits- zu Reibungskrdften definiert
ist. Fiir ein Rohr betrdgt der kritische Wert etwa 1000 [1]1. Nun
betrachten wir den Fall, daB die Strdmung durch ein &duBeres
Magnetfeld filhrt. Zundchst liegt dieses Magnetfeld senkrecht
zur Rohrachse und damit zur Strémungsrichtung. Durch ¥V x B-
Krifte werden innere elektrische Strdme in der Fliissigkeit
induziert, welche wiederum mit dem Magnetfeld wechselwirken
und T x B-Krifte auf die Strémung zur Folge haben. AuBSerdem
rufen diese Strdme ein eigenes Magnetfeld hervor, welches
hauptsdchlich ldngs des Rohres gerichtet ist. Das Verhdltnis
von induziertem zu angelegtem Magnetfeld ist durch die mag-
netische Reynolds-Zahl R, charakterisiert. Diese induzierten
Stréme beeinflussen die Geschwindigkeitsverteilung wesentlich,
wie folgendes Gedankenexperiment zeigt. Zundchst sei kein
Magnetfeld vorhanden und die Strdmung laminar mit einem
parabolischen Geschwindigkeitsprofil. Nun werde pldtzlich
ein Magnetfeld eingeschaltet. Es werden dann lberall Stro&me
induziert, welche nach I:a—(!’:‘-t-\?'x ®) einen Anteil

besitzen, der proportional zur Geschwindigkeit ist. Diese
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Stréme rufen J x B-Krdfte hervor, welche ebenfalls pro-
portional V sind und der Strémung entgegengerichtet sind.
In der Mitte des Rohres, wo die Geschwindigkeit am gr&éB8ten
war, wird diese daher am stdrksten abgebremst. An den
Rdndern, wo die Geschwindigkeit geringer war,wird diese
viel weniger gebremst bzw. durch Riickstrtme (durch sich
aufbauende elektrische Felder) aus der Mitte sogar be-
schleunigt. Dadurch ndhert sich das Geschwindigkeitsprofil
je nach Stdrke des Magnetfeldes mehr oder minder der
Rechteckform.

Dieser EinfluB des Magnetfeldes auf das Geschwindigkeits-
profil wird durch die dimensionslose Hartmann-Zahl H
charakterisiert, welche durch das Verh?ltnis von(elektro—
magnetischer zu viskoser Reibungskraftfhefiniert ist. Wenn
ein duBeres Magnetfeld Unterschiede im Geschwindigkeits-
profil einer laminaren Strdmung ausgleicht, so wird dies
auch fiir UnregelmdBigkeiten der Geschwindigkeit in einer

urspriinglich turbulenten Strémung gelten.

Das Hauptmerkmal turbulenter Strdmungen war gerade die
Existenz unregelmdfig verteilter Wirbel, welche sich alle
mit unterschiedlicher Geschwindigkeit bewegen. Eine Unter-
driickung dieser Geschwindigkeitsunterschiede durch ein
Magnetfeld bedeutet also eine Unterdriickung der Turbulenz,

die Strdmung wird laminar.

Eine ausreichende Bedingung filir die vollstdndige Unter-
driickung von Turbulenzen durch das Magnetfeld ist
R /H < 130. [1]

P -
Die elektromagnetischen j x B-Krdfte auf die Fliissigkeit

beeinflussen den Druckgradienten ldngs der Strdmung indirekt

und direkt. Zunidchst rufen sie ein Geschwindigkeitsprofil

mit groBem Geschwindigkeitsgradienten an den Rohrwdnden her-

vor, welches iliber die dadurch verstdrkten Reibungskrdfte

zu einer VergréBerung des Druckgradienten fiihrt. Der zweite,

dominierende Effekt soll hier etwas genauer besprochen werden,

da er in der Literatur oft nur ungenau interpretiert wird.



Wenn die Rohrwdnde Isolatoren sind, flieBen alle Str&me
léngs geschlossener Wege in der Fliissigkeit, was fiir

B = const 2y V!V‘It(d x®)dU=0 fihrt. Das heiBt zwar, daB
die iiber das Rohrvolumen gemittelte Kraft auf die Flissig-
keit Null ist, daraus darf aber nicht gefolgert werden,
daB die lokalen Krdfte keinen Anteil am Druckabfall lé&dngs
des Rohres hdtten. Der Grund liegt in der Tatsache, daB
die Geschwindigkeitsverteilung iber den Querschnitt nicht
konstant ist. Zur Erreichung stationdrer Verhdltnisse muB
deshalb der Strdmung die Leistung j(4x3) bdU+0
zugefihrt werden. Obwohl der Mittelwert der J x B-Krifte
Null ist, entsteht also ein mittlerer Druckabfall

ldngs des Rohres durch die j x B-Krifte:

CU)‘R T ol

Diese Leistung dient zur Deckung der durch die ohmsche
Heimnm;vij}é.du im Rohr pro Zeiteinheit erzeuten W&drme.
Es fihrt also, wie man auch am Energieerhaltungssatz

sehen kann, jeder Strom im Rohr zu einem effektiven Druck-
abfall, auch wenn die Stromlinien in der Flissigkeit ge-

schlossen sind.

Sind die Rohrwdnde jedoch gute Leiter, so schlieBen sich
nicht alle Stromfdden in der Flissigkeit,sondern durch-
setzen nun zum Teil auch die Wénde. Dies hat zur Folge,

daB jetzt auch der Mittelwert Uﬁo-i vf(ixﬁ)du *0 wird

und deshalb einen direkten Beitrag zum Druckgradienten
liefert. Gew&hnlich dominiert dieser Effekt bei weitem Uber

die beiden vorher beschriebenen.

Nun betrachten wir den Fall eines Magnetfeldes parallel

zur Rohrachse. Unter der Voraussetzung, daB die Flissig-
keitsstrémung stationdr ist und keine Wirbel besitzt, ist
dann die Geschwindigkeit parallel zum Magnetfeld und es
findet keine ¥ x B-Induktion statt. Daher hat ein paralleles
Magnetfeld keinen EinfluB auf den Druckgradienten einer
stationdren, laminaren Str&mung. Falls die StrSmung jedoch
turbulent ist, existieren auch Geschwindigkeitskomponenten

senkrecht zum Magnetfeld, welche sofort durch die induzier-




ten 5 X g—Kréfte unterdriickt oder zumindest geddmpft
werden. Daher kann auch ein paralleles Magnetfeld die
Turbulenz ddmpfen. Da aber ein solches Magnetfeld die
Gradienten in dem iiber die Zeit gemittelten Geschwindig-
keitsprofil nicht vermindert, welche die Energie fiir
die Turbulenzen liefern, ist ein wesentlich stdrkeres
paralleles als senkrechtes Magnetfeld ndtig, um die

Turkulenzen in einer gegebenen Strdmung zu unterdriicken.

2. MHD-Grundgleichungen, Problemstellung

Nach der mehr gualitativen Beschreibung der Effekte auf
ieitende Fllissigkeiten in Magnetfeldern des letzten
Kapitels sollen die vorherrschenden Vorgdnge nun
quantitativ behandelt werden. Die wesentlichen Grund-

gleichungen sind:

Kontinuitdtsgleichung

L dvcen=o (2.1)
Impulsbilanz

ggai-g(UdeJ —-—3ra~adp dw'C-l-(}“rﬁ {2.2)
Maxwell'sche Gleichungen

rob H= 3+ ?% , divD=S%a, (2.3)
,.o{.g.. %—K_:- : o(}uitb, (2.4)
und ohmsches Gesetz

c?"" G’(g+ 3:(‘3’) ; (2.5)

Dieses gekoppelte Gleichungssystem l&dB8t sich in allge-
meiner Form nicht analytisch 1&sen, doch k&nnen verein-
fachende Annahmen auf relativ einfach zu behandelnde

Differentialgleichungen fiihren.




In Hinblick auf das in Kapitel A kurz dargestellte
technische Problem ergibt sich die folgende Fragestel-

lung (siehe auch Fig. 2).

/’/

y

X
Re
a e
W R
d'.l B

Fig. 2

Betrachtet wird ein Rohr der Ldnge L mit den Radien

Ri und R, - Im Rohr stromt flissiges Lithium der mittleren
LUy

Geschwindigkeit in x-Richtung. Die Leitfdhigkeit des

Lithiums betr'aigtb"Li, die der Wand il

Zu bestimmen ist die Druckdifferenz, die sich ldngs des
Rohres aufbaut, bzw. die zur Aufrechterhaltung der

Stromung ndétige Leistung.
Dazu werden die folgenden Annahmen gemacht.

a) Die StrOmung sei stationdr, d.h.

VRt =o.

b) Das Rohr sei isotherm; daraus folgt
U = const,
i = const,

g Li = const.

c) Es herrsche iiberall elektrische Neutralitdt, d.h.

gel = 0.




d)

e)

£)

g9)

h)

1)

—g=

Die Linge des Rohres sei wesentlich gr&Ber als die
iilber die Linge L konstanten Radien:

Ri = const,
Ra = const,
Ra<< L.

Das angelegte Magnetfeld sei liber den Rohrquerschnitt
praktisch homogen, kann eine beliebige Orientierung

besitzen und sei nur eine Funktion von x

EBo
ohet, feg s,
‘Eo=‘éocx).

Das induzierte Magnetfeld sei vernachldssigbar gegen-

iber dem angelegten:

3’%‘“’— «1, db. RuT

0

Die Strémung sei vollentwickelt und laminar. Rohr-
einlaufstrdmungen werden also nicht betrachtet. Wegen
der Laminaritdt muB Re/H < 130 gelten.

Die Stromungsgeschwindigkeit besitze nur eine x-Komponente.
Abweichungen davon als Folge von T x B-Kridften werden

als sekunddre Effekte vernachldssigt (z.B. Rotation
infolge verdrehter Magnetfelder):

G= Ux Zx .
Das Geschwindigkeitsprofil wird als um die x-Achse
rotationssymmetrisch angenommen, d.h.

EY -

U= ux(xr)ex

Mit diesen Annahmen lassen sich die Grundgleichungen

wesentlich vereinfachen.




Aus GL. (2.1) folgt mit 2+ = 0 und 0= Ux&x
S‘ju‘ =0 . Wegen der Annahme (i) gilt deshalb
dx
Ux = Ux(r) | . (2.6)

Die Stromungsgeschwindigkeit bleibt also ldnge der Strom-
Iinien konstant und damit auch das Geschwindigkeits-

profil. Es gilt also

3"&0(‘9: J_‘x‘@‘—o’iul‘_ (2.7)

AuBerdem gilt

= >

: (wegen rot H = 2.8
A:U&;'-: O d 3 ( )
und
—y
(wegen rot E = 0). (2.9)

g:-aruA¢
Dazu kommt noch das ohmsche Gesetz (2.5), das hier der
Vollstdndigkeit halber wiederholt wird:

&“:a-—(r‘s%ﬁxl?)‘ (2.10)

Flir gegebenes B(x) und 0~ folgen aus den Gln. (2.7 - 2.10)

10 skalare Gleichungen filir die 13 Unbekannten

Q-radp)kn(grecel p),,,(grad Pz , E., Ey: Ez,

Jrhjyljz, Va s Vy, VE' é. . Der Term div C

ist eine bekannte Funktion von Uy .
Drei weitere Bestimmungsgleichungen liefert die Identitdt
roﬁjraolpsroL(a’xB-d;ul_‘)Eo . (2.11)

Hier wird schon der Ndherungscharakter der oben gemachten
Annahmen deutlich, denn durch die Forderung (h) werden die
Geschwindigkeitskomponentenlﬁ und U3 zu Null gemacht und
damit die Zahl der Unbekannten auf 11 reduziert. Diese
sind jedoch durch das System aus 13 skalaren Gleichungen

ﬁberbéstimmt.
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Durch Vy= Va3 = 0 und Gl. (2.6) wurde der Trdgheitsterm
2(5-3rmd)i? in Gl. (2.2) zu Null gemacht. Diese Ver-

einfachung gegeniiber der Realitat wiirde bei Verwendung
der Gl. (2.11) dazu fiihren, daB zwei skalare Unbekannte
formal eingefiihrt werden mii8ten, um die Uberbestimmtheit
zu beseitigen. Um dieser uniibersichtlichen Situation zu
entgehen, die praktisch einer nachtridglichen iterativen
Bestimmung von %1und Uz entsprechen wirde, erscheint es
konsequenter, im Rahmen des urspriinglichen vereinfachten
Modells zu bleiben und dieses der Realitdt bestmdglich
anzugleichen. Dies kann dadurch geschehen, daf man die 10
skalaren Gleichungen, die aus (2.7 - 2.10) folgen, um

das Prinzip der minimalen Entropieproduktion ergédnzt.
Dieses im Rahmen der irreversiblen Thermodynamik gefundene
Prinzip gilt allgemein fiir stationdre Systeme nahe beim
thermischen Gleichgewicht und kann deshalb auch auf den

vorliegenden Fall angewendet werden (siehe Kap. 3.2.4.2).

3. Verluste in einem von flilissigem Lithium durchstrdmten
Rohr

Die Leistung, die die Pumpen zur Aufrechterhaltung einer
stationdren Strdmung aufbringen miissen, setzt sich nach
den oben gemachten Annahmen aus zwei Teilen additativ

zusammen

a) durch mechanische Reibung erzeugte Wdrme,
b) durch ohmsche Heizung der induzierten Strome.frei-
gesetzte Joulesche Wdrme.
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Unter Verwendung vonqbgL-= 0 und Einfiihrung des Poynting-

Vektors 8 ergibt sich die Energiebilanz fir das Rohr der
Linge L mit dem Volumen Vol und der Hiillflédche H

éf'df = JE-fdvu= f-(vcf)'a‘o(() (3.1)
vel of r—g*:ﬂaep, 0l(2.8)

-[v(4q)dV + j(tf(v-polu

VD( Ve

§ (07)-df

fiir ein Rohr, aus dessen Hiillfldche keine Strdme ein-

bzw. ausflieBen, d.h.
(34D 0

auf der Hillfl&dche. Fiir solch ein elektrisch abge-
schlossenes Rohr ist eine periodische Fourierentwicklung

des Potentials entlang des Rohres méglich (siehe Kapitel
3u2)




=)Dk

Damit bestimmt sich die pro Zeiteinheit freigesetzte

o
Joulesche Wdrme Q mit

Q- J’J%_dw-_[cché)-dd(f . (3.2)
vo( Vo

Damit ist auch quantitativ gezeigt, daB8 jeder im Rohr
flieBende Strom unabhdngig davon, ob sich dessen Strom-
fiden im strdmenden Medium schlieBen oder nicht, einen
Beitrag zu den Verlusten und damit zum effektiven Druck-
abfall leistet.

Es wird sich zeigen, daB die mathematisch einfachste
Bestimmung der Verluste auf der direkten Bestimmung des

Druckgradienten basiert. Dann gilt filir die Verlustleistung

v
j(gmdp)-ﬁ d9 ox volr (3.3)
0o .

O ey, ™

Da der Druck von Pumpen aufrechterhalten werden miiSte,

die wahrscheinlich auBerhalb des Magnetfeldes liegen

und in deren Zufilhrungsrohren eine parabolische Ge-
schwindigkeitsverteilung mit iiber r konstantem Druck-
gradienten vorliegt, ist es physikalisch am sinnvollsten,
den Druckabfall lings des betrachteten Rohres unter der
Annahme parabolischer Geschwindigkeitsprofile im Ein- und
Ausgangsquerschnitt zu berechnen. Lings einer als sehr
kurz angenommenen Strecke sollen diese Profile in die der
MHD-Strdmung iibergehen. Der Zusammenhang zwischen Verlust-

leistung ?hw und effektiver Druckdifferenz Ap lautet dann

[}

¥ p#?
r;w(: ) rdr Vo R r , (3.4)




= 5 .

AuBerdem gilt

.2
* ¥ _ R,
Ve = 24> = 2¢v> F& (3.5)
mit
R, = Rohrinnenradius,
Ley» = EE?%EE%F = mittlere Strdmungsgeschwindig-
r
keit im Rohr,
Ri* = Innenradius der Pumpenzuleitung,
<u§k = analog mit U* mittlere StrOmungsgeschwindigkeit

der Pumpenzuleitung.

Die durch die Pumpen aufzubringende Druckdifferenz betrdgt
also

ar

Q

? -
§ 1 (Srqolp)' U d¢dx volr
AP: 9 0

L3:6)
cu>REm
Damit sind alle Berechnungen auf die Bestimmung des Druck-

gradienten grad p zurlickgefiihrt.

Zur Losung der Gln. (2.7 - 2.10) ist es zweckmdBig, nach
einer Entkopplung der Gleichungen voneinander zu suchen.
Dies gelingt durch Einflihrung eines Parameters k, welcher

die Form des unbekannten Geschwindigkeitsprofils beschreibt:

Ux(r) = Up[/l-— (“%)hMJ = bo fv(r) ) (347

Fir k = 1 liegt das parabolische Geschwindigkeitsprofil
einer Strémung ohne Magnetfeld vor. Mit wachsendem k ndhert
sich das Profil immer mehr einem Rechteck. Die Geschwindig-
keit Uy, im Zentrum des Rohres bestimmt sich mit Hilfe der

Gleichung
Ri 2w

:E é Uo("“(%;)w) dy rdr = o> R (3.8)
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zu

(3.9)

Mit diesem Ansatz werden nun die Gln. (2.7) und (2.8 -
2.10) getrennt geldst. Erst hinterher wird eine Kopplung
des Ldsungspaares vorgenommen, welche zur Bestimmung des
Parameters k filhrt und die endgiiltige L8sung darstellt.

Zur Bestimmung des Potentials @ werden die Gln. (2.8 -
2.10) bendtigt.

olivé‘=0, (3.10)
E =-grad | (3.11)

{=(E+0xB), (3.12)

P = (3.13)
div (E+J3x8)=0 .

Fiir die Berechnung von oliu(ﬁxfs') in Zylinder-Koordinaten
-

=
gehen wir von V x B in kartesischen Koordinaten aus:

Mit s
&= Eesiufy Qywos? N
& o= ZecosyP- é\&siu‘{’ é.i.'
e,

(s. Fig. 3) ergibt sich

o
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dlU(_ 0 xﬁ) = VO[("U’(B;_L siud + U:B:‘wi‘?}é'r
(U R @Y - uxl?.asn‘utf) o ]

= B [r(oBesit r o)

+ lr‘-f;%p\._ UxBy s~ Ux 'Bssf'uq’]

Daraus ergibt sich schlieBlich

)E;su«“h— ( )EJCOSCF (3.14)

div(VxR) =

Mit dem Ansatz fiir die Geschwindigkeitsverteilung
Yx(r) = Uofr(?) nach (3.7) und (3.11) ergibt sich aus
(3.13) in Zylinderkoordinaten:

’a‘é(x.r.‘f’) ( ’c)Qﬁhn ) Q(hntp)

Dx? r-gr = D2
(3.15)

b Ba00 bosiup 2 E0 ~ By (1) vo corf 2 \;ﬁf’ =0

Diese Differentialgleichung kann durch Fourier-Entwicklung
in x-Richtung vereinfacht werden. Dazu wird ﬁ(x) periodisch

fortgesetzt und in eine Fourierreihe entwickelt.

Blx)

e/l
12

—_
=]

physikalischer g'
Bereich des
Rohres

<— raumliche Periodenlange —=1

Fa.

q“

Randeffekte an den Stellen x =0 L werden vernachldssigt.
00

Uo‘gg(.k) = Eo Fan Cos (3"’(

-uﬁEan)=r§3 Fyu COS By X
k=0 :
> )

¢(¥JV¢Q) ZE u.,,(r,tf oS _Bh X

(3.16)




] G=

mit
Bh=ﬂ1
L . (3.17)
Iﬁh bzw. Fan sind die Fourier-Koeffizienten der i

Fourier-Reihe (Gl. (3.16).

Die Gln. (3.16) in (3.15) eingesetzt ergeben

"ﬁm?“h'i"}-’-"%.‘( 9‘:‘_“) rz%%-l-ﬁms:q((’%.r

(3.18)
ib Qﬁv -
Fiu 5 - i

Fir th(ru{) wird nun'angesetzt:

Un () = Rsu () Siuf + Reulr) cos ¥ (3.19)
Gl. (3.19) in (3.18) eingesetzt ergibt die Diffential-
gleichungen:
A
9 Eng(r Qg_c_uir_ ([S:+ r,_)chCr)f- "-}:&q%&’_ (3.20)
@t v Bt

9 Rgu Cr) _l_ Ogsu Cr) (Bu'}‘ - )Qs,‘(r) = - r&h _ﬁv_

Qrt r Cly (3:21)

fir pgre®

+ T ¢ -
2 Re(r) f 1 Qgc:cr), (bt &) Ru(=0

Dre (3.2%)
* +
PIREC) L QRN _(pty 4 )= 0
et T 2Bealn) - (R4 ) Ruul -
flir Ricrs& o

Wegen der gegebenen Rohrgeometrie miissen diese vier

Differentialgleichungen die folgenden vier Randbedingungen

erfiillen:

a) Beschrinktheit des Potentials an der Stelle r = O,



.

b) Stetigkeit des Potentials an der Stelle r = Ry fir
alle x und¥ , d.h. ¢(Ri) = ¢* (R;) .

Das fiihrt wegen

z (Rsu (R:)siul + Reulr) cos ) cos RuX

= T (Rhn (R)siuy + Qeu(r) 03 ) cos (X

20 Run(R) =Cun(R) wd Reu(Ri)=Rew(R)  (3.28)

c) Stetigkeit der radialen Stromdichte an der Stelle
r = R; fir alle x und ¢ (wegen d.-'ud'* = 0).

Aus |y (Ri)=jy(R;) folgt wegen =05 (Er+(Jr§):)und
Jr‘= GT.;(E:-I-(\TXEJ“C?Y) und # (€)= 0
= Er(R) = O::Er‘.( Q) Dies fiihrt iiber

oy %(QQ/S:(Q‘ZS'“({;*' 9?{314’*(?12 COs ('F)Lo'sﬂak

TP (’D_%{:ggs;q% 9Ren(®) cps4) cos Rk

Zuo& QESq (12") .._G_' QQSH(Ec)
Ly _7;__— = w —_._..._..r

d) Verschwinden der radialen Feldstdrke an der Stelle
_ o |
F= R, fir alle x und ¥ wegen Jr (R)=0
Das fiihrt iber
" *
2(912;”(&.) sind + QRou (Ra) cos np) (,osfsky.-.o
“ Or Qr

zZu

QQSM}CQH) =0 wud 9?0: (2a) -0

oF o (3.26)

Die Funktionen'QSQLr) und'?cu(r)gehorchen den gleichen
Randbedingungen und werden durch Differentialgleichun-

gen beschrieben, welche bis auf den Stdrterm auf der




] B

rechten Seite identisch sind. Da sich die beiden St6rungen
nur durch einen konstanten Faktor voneinander unterschei-
den, braucht man nur eine L&sung zu bestimmen. Ist bei-
spielsweise bekannt

R (r) = {(r) (3.27)

so kann man setzen:

— (3.28)
QCM(')= g}'—ﬂsu‘(.")
Fgun .
3.2.1 _L8sung durch Potenzreihenansatz_ flr _n_=_O_
Nach Gl. (3.21) gilt fiir 0&r<P;
WRsolr) | 1 PRsolv) & e L0
o F Hr r Reolr) = = Fa, S0 (3.29)

Fiilr die Form der Geschwindigkeitsverteilung hatten wir nach

(3.7) angesetzt:

e+
e I
)= 1 Pt

Die Ableitung nach r wird dann
O
Ufect)  _asa -2 (3.30)
Ar R; et '

Also gilt unter Einfithrung des Faktors Ceo

(3.31)

"'.F-gq Q_L(a:_t") = 'F;., h—f*:i‘ Yh = Chg ?‘k

Die Funktion ‘Q”(r)wird als Potenzreihe angesetzt von der
Form

izo (3.32)

wobei Potenzen der Form ’ﬂ/}; wegfallen (wegen der Randbe-

dingung a) : @ (r = O0) nicht sinculidr).
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Einsetzen in (3.29) und Koeffizientenvergleich liefert:

bio =0 fir i ¥ 1 bzw. i # k + 2
b10 = beliebig t3a33)
b Ceo

K+2p= (e+2)'-~1

Man erhdlt also

b+

Reo(F)= b F + 22—

3.34
Ce+2)=1 : )

Flir das Gebiet R;¢r ¢®, bekommen wir nach Gl. (3.20) die

Differentialgleichung:

- ‘ ¢
9 gs:cr) + Jr:@%sr_ﬁ!_)- -"T,QM,(J)= 0 (3.35)
-

Der Potenzreihenansatz der Form

‘ +m [
Reo(r) = ‘zooo.:a - (3.36)
=~

liefert nach Koeffizientenvergleich

A
Q:oCr)=Ow-4,r-' 4+ O (3:37)

Der Koeffizient O.4o 1438t sich mit Hilfe der Randbedingung

(Qn) =0 bestimmen: ., = Othqz

Damit ergibt sich aus Gl. (3.37)

e ?
Rh(r) = (- B2 (3.3
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Die Koeffizienten 6y und bfy, lassen sich mit Hilfe der
Randbedingungen b) und c¢) bestimmen.
Danach muB8 gelten:

) .L
Rso(Ri) = Reo(Q:) (3.39) J
o
91;:.0(12:)= % ’D?fsaorgﬂ'). (3.40)
r e ;

Einsetzen von Gl. (3.34) und Gl. (3.38) in Gl. (3.39) und |
(3.40) liefert !

T

Lwa- 'Q+1 = &, (‘g:'i' ?3-
me;*.(bR)?"' R; e 2 (3.41)
und
P 1
bis Q_S_L‘:_‘_Q_{;Z)_.Q;'“ h G'._G_ Oluo(/?- g&.t)
(+2)t =1 o 2 (3.42)
Damit wird
Ceo ?.lu-/r ,
0o = kD (3.43)
E(4-?-&Z)~. 4+7<£)
o - 2t
und
e TS o (488 - Cnlietz) g e i
0 .Y (k+)t-1

Fiir den speziellen Ansatz der Geschwindigkeitsverteilung
nach (3.7) wird Cee nach Gl. (3.31)

Crnitn, A, (3.45)
.Q;Ie.+4

Dies liefert die endgiiltige L&sung der radialen

Differentialgleichungen

k+?
A r .
Rsolr) = bro F t+ Fao o3 g ocrs R (3.46)
und
(4
¢ R .
- 4 24 [Lr g
Reulr) = ao( T ) i @ (3.47)

B -
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mit den Koeffizienten

Fao th%
o= = 5 Y (3.48)
A(4-&i>-(4+21)
T R Rt
und
g E
_ qjl( o\ ltZ (3.49)
bio= 8o T2\~ 3i2)” Fao'lo1a
3.2.2 _LOsung durch Potenzreihenansatz_fiir_n_$_O_
Fiir den Bereich 0<%+ <R; gilt nun die Differential-

gleichung

Zz
), L0847, Bt

Es ist wieder

kt4 R
.;F‘nghih:)=‘Féh h*‘i'h = C:hh" (3-51)
or ' .
Der Potenzreihenansatz fiir ‘Rs,\(r) lautet
0O 4
Rsu(r)= = binr' (3.52)
1I=0

(unter Berilicksichtigung der Randbedingung q)).

Einsetzen in (3.50) und Koeffizientenvergleich liefert

'
die Rekursionsformeln fiir die Koeffizienten E”n :

bey & T 0
b:n = beliebig,
1 (3.53)
B = ﬁ\fﬁﬂ- fiix |4 k+2
\ 618 +Chn ir 4
Bhﬂ&1 ) (£I1§Q 1 RElig Ry
. + =
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Dies 148t sich auf eine numerisch leichter zu hand-
1

habende Form bringen durch Aufspaltung der bj, in

zwei Anteile bj, und dJn nach folgendem Ansatz:

1q,
binz Binban  wit Baw=A4 und Biu--&‘.:%‘"—:-'-‘— &2-—\‘93,(3.54)

bzw.
déu‘DJnCh_“ mit Ddu*O J( h.}.z’
A1 .
Drvaw® a5 = k+
BN ()=t . , daisks
t \ .
Ria g h“"‘“~?j’" J>k+a
‘j b 5
Damit bekommen wir mit Gl. (3.52)
oo ' ' .
Rsu(¥) = ‘Z‘Bh-‘b,ﬂ.l— % 2—_5 thCtg.. vd -
= =bhe
H=a gi=l. s

Fiir das Gebiet Rj¢<r < Qo. hingegen haben wir die
homogene Differentialgleichung

2o* 4 1 o
S 4000 (g L)Be0 .

Das ist eine modifizierte Bessel'sche Differential-

gleichung und hat als allgemeine L&sung

'Q:h(“')’ n‘hr4(ﬂu")+3ul(.(‘3ui‘) (3.58)

Den Koeffizienten B‘n bestimmen wir mit Hilfe von Rand-

bedingung d) :

AR5 (%)
a@r@. 0

Zu

Bu= ~1s :"'Q =k, 4,

U (BaRa)
@r

(3259)

unter Einfilhrung des abkiirzenden Faktors h...
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Damit k&nnen wir fiir Gl. (3.58) schreiben:

o (1) = A (T () + ku ke (Bur)) (3.60)

Die beiden freien Koeffizienten by, und #4 werden durch
die beiden Randbedingungen b) und q) festgelegt, d.h.

es muB gelten

Rsn(ﬂa =Q:h(Rl‘) (3.61)
und i
VRsn(R) - & 99:‘»"'&“‘ (3.62)
Qv e '

Einsetzen von Gl. (3.56) und Gl. (3.60) in Gln. (3.61 -
3.62) liefert die Bestimmungsgleichungen fir b4a und §,,

y o= }
o E i B 20 = A (T () o K)o

Ais2 Aifl
und
bmozo-'B:u?;M-anu 4 4-112. : & IL-(QI'(”"‘R')+|@ gﬁéﬁﬂ))(a.eu
=4 ‘i ale42 r
Ai=2 Aﬂ

Daraus lassen sich B4 und b4y folgendermaBen berechnen:

> : ; : ﬁE%; ™ 5—4
nh[%(?%r&imﬁ%%ﬁi)- ;@ﬁ_'_ (I.(mm)d-hhtd({s.mﬂ

f—, BiuR," (3.65)
Qiza
E:BI Q i g !
S E i - 2 -Ciow Z Dju Ry
d=he2 g B Q i
44=2 i1 ! 4=2
4iz2
und
b‘lw -z.‘BmQ. ﬁh(rt(ﬁ.m)"'kum(ﬂhﬂ)) CQ;‘Z_ ])dqu } _(3_ 66)
e ‘J'z
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Flir den speziellen Ansatz der Geschwindigkeitsverteilung
nach Gl. (3.7) hatten wir

1::«. (3.67)
1hl+1

Damit ergibt sich aus Gl. (3.65) und Gl. (3.66) unter

Anwendung einer Indexverschiebung flir die]UH :

Bus A

[u'g,_ (D_I' 2 (BuR) 't'hur‘)—;g&g!) 'E - ‘_i (Io (k) e V»(ﬂq‘?&))]

?.

: i B R * 1 (3.68)
= -Fgl.‘ [g (j+h“):bg‘1ﬂid-4 e E B ! R '% D\i“ Q;d ]
4= z ‘B;hﬂ;' ij:ﬂ.

Aj=2 =
und
b= 30 l[:m. (T (B Holds (B ~Fa”E, Dot 3
= Biuki Pty (3.69)
A2

mit den neuen Rekursionsformeln fiir ]M“

b g
P,"D,-.! A

(Jth+D%1 (3.70)

*I'-' 4 M B*'-u‘-—'
= s 4

x®
Die Funktionen®gu(rjund Re(r) lauten also endgiiltig:

+1
Qa(")“ Z.Bhb«r'-p-gbmrau :* (3.71)
a-a. 4.1"?-

fir ggraR/,

Qb = T (T (Bar) +kw l(.(f;.,r))

fir Riev&Re, |

{3.72)
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e . T - e wm =R e o= s e A

profil

Da sich flir starke Magnetfelder und damit fiir hohe Hartmann-
zahlen die Geschwindigkeitsverteilung des gtrdmenden Metalls
immer mehr einem Kastenprofil anndhert, ist es niitzlich,

Potential und elektrische Feldstdrke auch fiir den Grenzfall

k-» e 2zu berechnen.

Fiir den Fall n = O bekommen wir mit den Gln. (3.46 - 3.47)

biviRy(M=baor  sir 04vrseR und (373)
k9 il

' »- i . .
th‘f:‘aoﬂgct): O'I:g(l-'t-ﬂ"_i) fur' Ql“"sﬁq (3.:74)

mit den Koeffizienten

e

A4g = = :_“’ o (375}
#;(4"%?1)‘(“' ﬂ.'.’-)
und
e it e (3.76
big = b3p G (1- By)- Feo. ’

Die Ableitung von 'RsoCr) nach r genligt auch jetzt noch der
Randbedingung c?, da erst differenziert werden muB und

dann erst der Grenzwert gebildet werden darf. Damit erhalten

wir
I' ?RSOCY fat ‘ D
E_:\oc T)' bag + Fao S(r-Ri) (3.77)
: | o fiir <Ry
mit s(r-.g;) =| 1 fir r=R!

(-pooft'ir r >Q;)

Fiir den Fall n ¥ O gibt es zwei LOsungsmdglichkeiten. Die
erste besteht im reinen Grenziibergang des Potenzreihenan-
satzes der Gln. (3.17 - 3.72):




D

it Ren(r) = {‘B‘n\:m-n— fir OsreR; und (3.78)
2 700 Jté

(3.79)

f£ii
%%Qi(,)- QS(I.((LJ-)HQL.R. (ﬁnrD T Ri< r<Rq

mit den Koeffizienten

"'n (3.80)

Fa
E:z QIi R K. (BaRt Bu: 7
0‘..'1 4/5‘5'—) +Ru H‘h& ’:17:1 A (1‘. ( Bp.ﬂi)#’ ku ki ([3"?5))

1215m12

4
und i;l

s T, () +hn K (BaR)

?73...1: '
AL

b4u= (3.81)

Bei der Ableitung vonTRs4(r) nach r ist wieder die Ein-
haltung der Reihenfolge von Differentiation und Grenz-
iibergangsbildung zu beachten, welche auf folgendes
Ergebnis fiihrt:

. oo .
ﬁ‘:‘oo’a—%%)" 2 iBin by r" 4 Faur SC- %) (3.82)
di=2

0 fir r<Ri
1 fir r“:ﬂ;
w00 fiir > R;

I

mit SCPJRO

Die andere Mdglichkeit besteht darin, den Greﬂﬁbergang
K~» & direkt in den Differentialgleichungen (3.21)
und (3.23) zu vollziehen. Fiir die Stdrfunktion bekommen
wir nun

’ - 'D v(?)
L {-Fo S5 ) > ©

fiir FeaR; (3.83)

Damit liegen fiir beide Gebiete

ogrsR W4 RicrgRa
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Differentialgleichungen vom modifizierten Bessel'schen

Typ vor mit den allgemeinen L&sungen:

?53(7)5' Bg,r'(ﬂn")‘\'cg K (f-"hr) fir Ogre¢R; {384

mit C,, = 0 wegen Randbegingung a) und
oo

R (r) = Ay T(Rar) +Dg Ki(Bar) dir RicraRy  (3.85)

Randbedingung d) liefert wieder

R;(*ﬁ Ry (I.({Sur)+kul¢(.(r:-.r)) (3.86)
mit u%%'g’l (3.87)
hh'= - K, )

An der Stelle r=Rf; gelten die der neuen Situation ange-

paBten Randbedingungen:

ij.“o”' Ryy(Ri-¢) = Q“"‘ R""CR +€) , (3.88)

iy 2RBR-E) + o = it QRu(Ri+E) o,

— 3.89
C40 v ¢=+0 r 0c; ( )

Einsetzen von (3.84 - 3.85) liefert die Bestimmungs-

gleichungen fiir ﬂgb und By

By L.(BR) ED&(I.('%-.Q:)-i-ku“r(ﬁnﬂ?)) (3.90)

und ng D:Eés- oK +an N, H:‘Q% ('DI.‘%EnQ?) +b"?|‘:§fugf_)) (3.91)

Daraus bekommen wir fiir die Gln. (3.84 - 3.85)

Reu(r)= By I(ﬁml‘) fiir Osr <R (3.92)
und R:;(P)::Qg('[,(,;“'r).'.k"l(,(phr)) flir ﬁ,‘(l"(ﬂq. (3.93)
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mit den Koeffizienten
a “’Fa“ (3.94)
= .
I‘(Bh |) l-: r
und
. K BuRi)
By, 33\0(4 + ki, T ((uR) (3.95)
Ein numerischer Vergleich mit den Werten i
Wy = 1 m/s
L = 1m linearer Feldansteig von Ba(x) :
= 0.025 m
) BL_
Re = 0.026 m Bax)=Bo+ ~ 0 X
6L = 9.43.10° @m RO = 3 Tesla
oG = 2.82- 10° (am)~" BL = 4 Tesla

ergibt eine sehr gute Ubereinstimmung zwischen den Er-
gebnissen beider Losungsmdglichkeiten, wie die Fig. 5
zeigt.

ABLEITUNG DER FDURIERKOMPONENTEN DES POTENTIALS NACH R
AN DER STELLE R=0.5*RI

GRENZUEBERGANG BESSEL-ANSATZ
DRS(0)= =-0.346710D+01 ~0.346710D+01
DRS(1)=  0.399855D+00 0.399855D+ 00
CRS(3)=  0.442525D-01 0.442525D-01
DRS{5)= 0.158088D-01 0. 158088D-01 ,
DRS{7)=  0.797780D-02 0.797773D-02 a
DRS(9)= 0.476046D-02 0.476046D-02 |
DRS{11)= 0.313687D-02 0.313686D-02 |
CRS(2*1)= O 0. s |




a5k

Vollkommen analog verlduft der L8sungsweg filir den Term

Qca C“')

Damit bekommen wir fiir das Potential nach Gl. (3.16) und
(3.19)

P )= ?Qfm(r) COS@&’( siv\q’ (3.96)
=Q

+ { Ren (r) Cosﬁh’( COSQP
=0

-

Mit Hilfe des nun bekannten Potentials ¢(x. rl) 1ist
sich jetzt leicht der Beitrag I-;H"":"ﬁ\ zum Druck-
gradienten abhingig vom Parameter k berechnen. Zur Fest-
legung von k gilt es nun noch, diesen Anteil mit dem
durch die Zihigkeit des fliissigen Metalls hervorgerufenen
Reibungsterm P‘nz -dqu zu koppeln. Dies soll im
folgenden geschehen.

Nach Gl. (3.2) berechnet sich die im Volumen des Rohrs

durch (j x B)-Kr&fte hervorgerufene Verlustleistung zu

P = - [ (P83 dU
vl
oL ~ (3.97)
= _b( J I(asﬁi‘ J*BS)U" d¢f dx ralr
Aus

éaz_q?('%?__shq.r %%%mcf’-l-UxBa) (3.98)

ergibt sich mit Gl. (3.96):

C S (R g agih sin® + R cod Ren gl cpeos )'COSBuX

d4F G:,g:o( Qdr S+ Qe oK P+ = ¢ (3.99)
+Ux3a}
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Analog ergibt sich

J‘:_m(%ww_ %%%siu‘f—-w'sx) (3.100)

=-6 ﬁfo(%%‘\— Sig tPca.x‘l’af%g,f—"‘cas?‘P- Rua cossia f+ Beo s:u‘tf)wﬁ-\x

(3.101)
- Uxﬁa]

Nach (3.16) %gilt

UxBa= {r(r)ﬂft..,,(asﬁux (Slu @ +cos (‘f) (3.102)
und

~xBy = 1) & Fin Cospx (sin P+ o) 5 109
Wegen

‘lShﬂfco&crdtf=43

fallen bei der Integration iiber das Volumen nach (3.97)

alle Terme, die sin {f » cos ¥ enthalten, weg.

Damit k&nnen wir fiir den ersten Term von Gl. (3.97)

schrg}ben
zf f,hB;_deq’dx rdr
-] [ oa[E (e ) o [Emcospox Hrcysited g d el
(3.104)

(Ir

? [ o b = ( M-l-ff.-(r)ﬁ.,)cos\h«] iz +u.cos\3..x] fi)cod gdigedx rd v

Nach den Orthogonalitdtssdtzen filir trigonometrische

Funktionen gilt

L fir n

L m= 0,
fcos T xcos®Txde= | 1 fir n = m 4 O, (3.105)
(<]

2
O fir n # m.
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Damit fallen alle gemischten Produkte COS"Su.XCoS?anX i
weg und wir erhalten aus Gl. (3.104)

- j,éﬁB*U*d U=og L T [(OQ!:(\' 4 2&0‘_(_") + -;_{v(r)ﬁo)?;o]

(3.106)

+ (%18 2T o) fi el

Auf die gleiche Weise bestimmt sich der zweite Term von

Gl. (3.97) zu

R
R mLJ (")E;—f.('r) +g£:g) +2 ) F) T |
Vol 0

[3.107)

+ [:‘i:{“(a%‘r@ + ‘&'—";_C—Q + 2%('()1:3")-%“ {,r(r) rdr.

Die Anteile ‘Ra,(y) und ‘qu(.-) des Potentials @ sind also
auch in dem Integral entkoppelt, das die Verluste be-
schreibt. Die Beitrige von'BSLx)und'B%(x) kdnnen daher in
der spdter folgenden numerischen Berechnung v6llig getrennt

behandelt und erst am Ende der Rechnungen addiert werden.

Flir eine radialsymmetrische Geschwindigkeitsverteilung
ldB8t sich der Vektor -dl‘U; leicht berechnen. Es gilt

immer:
—yE2u (3.108)
k QF%F)

wobei K die Reibungskraft zwischen zwei aufeinander
gleitenden Kdrpern mit der Kontaktfl&che F und 7 der
Reibungskoeffizient ist.

Betrachtet wird ein Hohlzylinder mit den Radien r und

r + dr mit der Ld@nge dx aus einer Strdmung der Geschwindig-
keit U= Ux(r) Ex .

Die auf den Hohlzylinder von innen in x-Richtung wirkende
Kraft ist:

K= predx duy

ar . (3.109)

-




R by

Die Kraft von auBen ist:

~hr(e rdr)dx ( %"f“" d (%%‘))

= - bllr(kﬂf)dx(%‘i—"*'a%d‘”)

-

{3s 110}

Die resultierende Kraft unter Vernachldssigung von

Produkten von Differentialen ist

Krﬂ."K;'flfl

= - erd.K(dr'gu -\-f‘az"xa[r'

3 ll 75;" D ; (3.111)
Gleichzeitig wirkt auf den Hohlzylinder die Druckkraft

Kovd = =( px = Pradx) 2T rel = | (3.112)

Im Krdftegleichgewicht gilt wegen
Km+ “m&'- O

prozen =y (Gt v %),

Jre (3.113)

Es tritt also nur eine Kraft in x-Richtung auf. Damit
ergibt sich der Vektor -divk zu:

~divE = iz rfar("%“‘))"'* (3.114)

Die durch die Zdhigkeit der Fliissigkeit hervorgerufene

2 3 ke 2’
Verlustleistung ergibt sich dann mit U=Ux(r) &x zu

L2r R
‘_H J( divE « ) rdr dof dx

00

-ZrLng—(r%L)der- (3.115)
:___2".,_,( [ra_,.u L J(r—?ux)?wdr]
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Wegen Ux(Ri)= O

und 9"%7(0) =0

verschwindet der erste Term und wir bekommen
RF 'y

Po = ’lrrL\[j (%‘L‘f)roh— (3.116)
5 "

Die Geschwindigkeitsverteilung habe wieder die Form nach
Gl. (3.7).

R+4
Ux(_r)zuo[""('g'.") ] (3.117)

mit

k+3
k+1

VDo = <V> (3.118)

Damit ergibt sich aus Gl. (3.114)
It+4 2 2P )
-d;og =-24U7<h+4)(h+3) R-""‘" 4 (‘Vh ﬁq.l‘ k)ﬂ (3.71719)
]
Fiir die Reibungsverluste bekommen wir mit Gl. (3.116)

l an
Po= ylecuym (B2 (ak fir k > 1) (3.120)
Ll k+ 1

Zur Untersuchung des Einflusses des Parameters k auf die
Verluste im Rohr wurden fiir zweli typische Testfdlle
numerische Berechnungen durchgefiihrt, deren Ergebnisse in

Fig. 6 dargestellt sind.

Kurve 2'gilt fiir ein homogenes, iiber die Rohrldnge

konstantes Magnetfeld von

BZ = 3.5 Tesla,
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wdhrend Kurve 4 flir einen linearen Feldanstieg ldngs des

Rohres

i53=='7'§4f Teslon

gilt.

In beiden Fdllen hdngen die Verluste im weiten Bereich
200 ¢ k ¢ 5000 kaum noch vom Parameter k ab. Da aber, wie die
weiteren Rechnungen noch zeigen werden, die im Blanket von
Fusionsreaktoren vorherrschenden Bedingungen zu Werten von

k gerade in diesem Bereich fihren, genligt schon eine sehr
grobe Abschidtzung von k, um auf einen relativ genauen Wert
der Verluste zu kommen. Dies ist eine wesentliche Voraus-
setzung fiir die in den folgenden Kapiteln behandelten Ver-

fahren zur Bestimmung von k.

Bisher hatten wir die durch Reibung bzw. elektromagnetische
Krdfte hervorgerufenen Verluste abhdngig vom bisher noch
freien Parameter k getrennt voneinander betrachtet. Zur
Bestimmung von k miissen nun die beiden Anteile gekoppelt
werden, was je nach den gegebenen Annahmen auf zwei Arten
w0glich ist. Bei Bix)= const kann die "Methode des kostanten
Druckgradienten", bei beliebigem B(x) die "Methode der
minimalen Entropieproduktion" angewendet werden.
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Diese Methode 148t sich nur exakt anwenden, wenn das Rohr
in einem homogenen, rdumlich konstanten Magnetfeld liegt
(;V?xf= 0) und groBe Hartmann-Zahlen vorliegen (H > 200).
Es ist nach Gl. (2.7)

Def

amdprﬁ(gxg)h- divT -'5..,.‘(r,t.?)+ ﬁah(l') : (3.121)

Unter der gemachten Annahme Gy@X' = 0 ist das eine skalare
Gleichung flir Komponenten in x-Richtung. Unbekannte sind
dabei ?P/QX und der Parameter k. Die zweite zur LOsung
dieser beiden Unbekannten nétige Gleichung finden wir in
der mathematischen Identitd&t:

rot grad p = 0 (3.:122)

In Komponenten zerlegt ist nur fiir n = O (d.h. B hdngt

nicht von x ab), B,=0

—

Ix%® 1L &, dh. (greelp)r=0

> Vy=Vz=0 (3.123)

i
X

B L &y d.h. (3\-9.0] F)‘?=0

R0-RB)-0 e 20) BBy e

-4

Daraus folgt wegen.gbﬁxf =0

EP_ = coust (3.125)
Da nun f x B und ~th£' Funktionen von r sind, miissen
sich deren r-Anteile gegenseitig kompensieren, um die
Beziehung (3.125) zu erfiillen. Fir k > 1 gilt an der
Stelle r = O nach Gl. (3.119)

P;h("=°)=0 (3:33:26)




-36-

Also muf3 sein

9 o (3.127)
o= Pu(r=0) .

An den Stellen r = O milssen sich die r-abhédngigen
Komponenten von ﬁ;k und ﬁghigegenseitig aufheben. Das Ver-
fahren bekommt nun auch fﬁrEVQX'= O den Charakter einer
Niherung, da 3 x B sowohl von r als auch vom Winkel ¢
abhangt,-dnlt aber nur von r, wir aber (3 x B) (r, )

iiber Y mitteln werden. Wir verwenden also

- ar
P (1= 55 LAx®Lr0dE (3.128)

anstelle von ﬁ"n(y,Q)_

Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit kann man in dieser
Betrachtung das Koordinatensystem des Rohrs so legen,
daB

Bn (’{) =0
Bz (x) =B,y=coust
gilt.

7usammen mit den Gleichungen (3.99), (3.49) ergibt sich

aus (3.128) mit P.f‘lh(r) = PHH(r)é_:x

i
Pre(t) = _‘?L_ J’ _O.I:(DQSo(V) .'t(f+ Qso(?) oS Lr + U"gt)gqu’
re+t
6:-33(159%5:(” ’2“0) +Fao (l- Ri :1-1)) e

et
F ‘Ggg(bw'f'rao(’f“ i %‘m))
Nach Gl. (3.119) ist

k="

F?k(l")'—‘ -Z<u>(lai-4)(le+3) ;.hw (3:4130)
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Es gilt mit Gl. (3.9 ) Fzg = UoBz = k+3 <v>R,;
k1

Um Gleichung (3.125) zu erfiillen, muB flir die r-abh&dngigen
Terme von pPey(r) und prelt) gelten:

~1 kt+1
w<v>(ie+1)(e4?) e PN SN (3.131)
R

et k+1 Rit

Flir alle r ist diese Forderung nicht zu erfiillen. Dies
liegt daran, daB die Geschwindigkeitsverteilung nicht
als unendliche Potenzreihe angenommen wurde, sondern nur
€1 enthilt.(3.131) konnte so eine
Rekursionsformel fiir die Koeffizienten einer Potenzreihe
fiir fv(r) liefern.

den einen Term F

Doch auch filir unsere vereinfachten Annahmen 1&B8t sich
eine sinnvolle Ndherung finden, wenn man bedenkt, daB
bei hdheren Werten von Bz (H > 200) die r-abhdngigen
Terme erst bei ra R: einen mnennenswerten Beitrag liefern
kénnen und sonst gegeniiber dem konstanten Anteil vernach-
lissigbar sind. Ndherungsetise kdnnen wir also in (3.131)

r = Ri setzen und schreiben:

Z
G.L_;«gzz& o (la1-4J2 L= 132}
2~ :

Damit berechnet sich k zu

k% Q;LVUI': L
Ba E‘T 1

k+1 = IVE’

Es sei hier nochmals darauf hingewisen, daB8 diese Formel

(3.133)

fiir k nur fiir B = const und fiir Hartmann-Zahlen H s 200

sinnvoll ist.
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Diese Methode ist nicht der Forderung ?/3): = 0 unterworfen.
Sie gilt ganz allgemein, doch sind die Ergebnisse natir-
lich nicht genauer,als es die in Kapitel 3. diskutierten
idealisierten Annahmen zulassen. (Dies gilt vor allem fir
die Annahme der Konstanz der Form des Geschwindigkeits-

profils entlang des Rohres).

Zugrunde liegt ein allgemeiner Satz der irreversiblen
Thermodynamik fiir Zustdnde nahe des thermodynamischen
Gleichgewichts, welcher die n&tige zusdtzliche Gleichung
zur Kopplung der maxwell'schen und hydrodynamischen
Gleichung liefert. Er lautet [2]:

"Der stationidre Nichtgleichgewichtszustand eines

thermodynamischen Systems ist ausgezeichnet durch

einen (positiven) Minimalwert der Entropieproduktion®.

Da wir es mit einem stationdren Zustand und nicht der
Einstellung eines Gleichgewichtszustandes zu tun haben,

ist nicht die Entropiezunahme das entscheidene Gesetz,
welches den Ablauf des Prozesses regelt, sondern die
Tendenz einer minimalen (stets positiven) Entropiepro-
duktion. Unter Einfiihrung der Entropie-Anderung ds und

der Anderung der Widrmemenge dQ bei der absoluten Temperatur
T gilt d$=dQ@/ . Da das betrachtete Rohr ein isothermes
System darstellt (siehe Forderung b)), gilt ds a dQ,

bzw. S"'(Pk*ph)h (3.135)
Die Entropieproduktion ist also proportional der Summe

der Verluste durch Reibung und durch elektromechanische
Krifte abhdngig von k. Nach Gl. (3.135) muB also gelten

j’lz(?mg'l'ﬂ!h):o. (3.136)

Daraus bestimmt sich dann der Parameter k und damit

Veer= Prig +Pay | (3.137)
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Analytisch 148t sich dies allgemein nur sehr schwer
berechnen, doch bietet eine numerische Bestimmung keine
Schwierigkeiten und wird im weiteren noch durchgefiihrt
werden.

Einen einfachen analytischen Test dieses Verfahrens 1ldB8t
der Fall B = 0 zu. Es gilt dann:

dPee _ (3.138)
ol '

Mit Gleichung (3.120) bekommen wir

2
-",—(Ichu;ﬂ‘ﬂ'i*—S)—):O und damit (3.139)
ol R+1

20k+3) _ (43 _ o
1 L+

Damit bestimmt sich k zu

k =1 (k = -3). (3.140)

Das Leistungsminimum fiir eine laminare Str&mung ohne
duBeres Magnetfeld ist also bei k = 1 erreicht, d.h. es

liegt eine parabolische Geschwindigkeitsverteilung vor:

2L
fu(r)=1-L (3.141)
Ql._

In diesem Fall ist nach Gl. (2.7) und Gl. (3.119)
gmdphd.ug-_-_,zl_”&’! 2. (3.142)
Ri . .
Damit ist auch die Forderung
rot grad p = O
erfiillt. Die Methode des konstanten Druckgradienten hédtte

also notwendigerweise auf das gleiche Ergebnis gefiihrt.
Beide Methoden sind also konsistent.
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Die Methode der minimalen Entropieproduktion ist im
Gegensatz der vorher diskutierten auf beliebige
Hartmann-Zahlen und beliebige Magnetfeldverteilung
anwendbar.

Zur Kontrolle der Konsistenz der beiden oben beschriebenen
Methoden wurden zwei typische Testfdlle numerisch mit Hilfe

beider Methoden berechnet. Mit den Testwerten

L= 1m, <e>= 1 m/s,

R = 2,5cm, Gy = 2.82 - 10% (@m) "

Qo = 2,6 cm, yo = 0.35 - 1073 kg - (ms)~",
B, = const = 3.5 Tesla

errechneten sich die Druckdifferenzen zwischen Rohran-

fang und Rohrende

fir Go = 9.43 - 10° (am) "
zu  pp, = 4:534 bar k= 5550
Ap, = 4-532 bar Kk = 4950

und fiir isolierende Rohrwédnde

=1

6o = O (am) 5
zu QP‘= 6217 =10 bar k = 5550
. 10”2 &
apz = 6.205 10 bar k = 5550

wobeifp4 nach der "Methode des konstanten Druckgradienten"
undAPz nach der "Methode der minimalen Entropieproduktion"
berechnet wurde. Die gute Ubereinstimmung der Werte zeigt,
daB trotz der gemachten Ndherungen beide Wege zu hin-
reichend genauen Ergebnissen filihren.
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von Hoffman & Carlson [3]

Betrachtet wird wieder der Fall Bﬁ = 0, Bz = const.
Mit Gleichung (3.129) bekommen wir fiir den liber den

Winkel  gemittelten j x B-Anteil am Druckgradienten

Pm(r)-.—.-o;;gz[b.o+‘|'»';,(l-(§i)"")] (3.143)

mit dem Koeffizienten ki nach Gl. (3.48)

2 Fao 4
hﬁ?—“("‘&) by 4 - Fro RE2
X o o 4_@)" ’H-ﬁ;) k+3
om\ R R
Ly : _ LY
#}(4 %-fz)‘(ﬂ R:‘)

Damit ergibt sich PHhCr) zZu

= e +1
Prr(r) = -G\EKQECL’)‘BE E—% + (U?Ka %(4 - (R-’ )]
(3.144)

g
-5 (1)

0T

-2
-0 Ragu>

Analog zu Kapitel 3.3.4.1 nehmen wir wieder an, daB8 der
r-abhdngige Term in ahh(*) durch den r-abhdngigen Anteil
des Reibungsterms ﬁzu(‘r‘) nach der Methode des konstanten

Druckgradienten kompensiert wird, d.h.

grad p= Puelr) + Prelr) = wust. .

Mit dem daraus folgenden Wert fiir den Parameter k
k+1 =5 H

wird der erste Term in (3.144) =zu

-6?; E; ((.U}Bz E_)
N
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was nach Multiplikation mit H/H zu
Ky
Ty %
Ri Bg U:/%H

7 <U> r1l4

fuhrt.

- 05 Baokud> N

Mutlipliziert man Z&hler und Nenner des zweiten Terms in

(3.1744) mit ~ Esfa- , SO ergibt sich dafiir
4 H

o Q-g:
-G By <u> & )

= ““'“')+(§:;,i‘;)

was nach Multiplikation mit (g) und Einfilhrung des Wand-
leitfdhigkeitsverhdltnisses C

2

H G
2 ¥

: ReR; 132
liefert.

Damit bekommen wir schlieflich fiir den Druckgradienten:

5"’“’{]9:" Lu2 (I_‘H+ H —-C;—m-—-) (3.145)
R +RE *

Hoffmann & Carlson in [2] kommen mit einem heuristischen

Vorgehen, das auf Ergebnisse filir ein Rohr mit recht-

eckigem Querschnitt zurilickgreift, fiir den gleichen Fall

zu folgendem Ergebnis:

oyed p =~y ‘” (H+ H C+4 ) (3.146)

Beide Formeln stimmen flir groBe Hartmann-Zahlen dann
sehr gut tiberein, wenn Ri 2 Rq gilt. Die Abweichungen
voneinander fiir einen typischen in Fusionsreaktoren vor-
liegenden Fall als Funkticn der Variablend:Q&-'R; zeigt
die Fig. 7.
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Kurve ‘I:AP nach Hoffmar. & Carlson
Kurve 2:AP nach Gl. (3.145)
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Eine wesentliche Voraussetzung fiir alle Resultate wax die
Fordexung, daB das sekunddr durch die inneren Str&me erzeugte
Magnetfeld gegeniiber dem primdren, von auBen angelegten Magnet-
feld vernachlidssigbar ist. Wie schon in Kapitel 1. dargel=sgt
worden ist, trdgt eine Magnetfeldkomponente parallel zur
Strémungsgeschwindigkeit nicht zur Induktion elektrischer
Strdme bei. Dies k&nnen nur Komponenten senkrecht zur Geschwin-
digkeit bewirken. Ein EinfluB auf die Stromdichte durch
sekunddre Felder senkrecht zu {v> kann damit nur in Bereichen
auftreten, in denen jx—Stréme infolge starker Anderung von

B entlang x existieren. Dieser Fall inhomogener primdrer
Magnetfelder soll im folgenden untersucht werden.

Gl. (3.96) liefert filir die x-Komponente der Stromdichte
. m .
dx.—--GV %a- G"‘(Efsh(r)l}h&n‘fu‘qu({ (3.147)

4—%? Reu (1) B, Siu R X (.ONP)
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Da die GrdéBenordnung des induzierten sekunddren Magnet-
feldes nur grob abgeschdtzt werden soll, nehmen wir die

folgenden Vereinfachungen an.

Das Magnetfeld in y-Richtung sei Null, d.h. es gllk

3 - o

Ba(y %0

Wegen der schnellen Konvergenz der Potenzreihe Gl. (3.7)
(siehe auch Fig. 5) fiir den r-abhingigen Term Rs,(r) des
Potentials @ kann man annehmeg,daB @ etwa proportional zu
r ist.Damit konzentriert sich der Hauptteil des Stromes

in x-Richtung auf die Randzonen des Rohres. Berilicksichtigt
man nun noch die Winkelabhingigkeit des Stromes (~sin'f ),
so findet man die in Fig. 8 schraffierten Bereiche, in

denen wesentliche Lingsstrdme flieBen.

Rq

J
7-':3,3

Der Gesamtstrom J, ist nach Gl. (3.148) maximal an der
Stelle

(5\1)(=Tr/2.

x=L/2
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Damit gilt
Rl o .
Triwar = £ [ [T Z ReulH) sin(@ ol ¢ rol- (3.148)
0 o A
mit
6% Jur 0crsRi
= { oo fur Ri<re R (3.149)
Fir o/)t gilt
rot H= ¢ (3.150)

ésB'ds =/b(] ] (3.151)

Unter den Annahmen, dafB das induéierte sekundidre Magnet-
feld.‘B; etwa parallel zum Integrationsweg s nach Fig. 8

und dort konstant ist, ergibt sich

Buivd o M Tewer (3.152)
ey S

mit Si= 'Qo,(“/g +1/2). (3.153)

Damit berechnet sich das Verhdltnis aus dem senkrecht
zur Strdmungsgeschwindigkeit induzierten sekunddren

Magnetfeld Bjjud und dem angelegten Magnetfeld Bz zZu

Buiiud = | Buud(kx=LA2)
=L
Bz lwmx ! Ba(x=zl/2) (3.154)
S R o
2 \ {0~ Z Reulr) P rdr !
T/z+1/2 Roy |5 "=
Fiir die Testwerte
6 -1
L “° == m, 6m = 2.82-10° (@m) ,
®; = 2.5 cm, 6; = 9-43-10° @w’',
Qh = 2.6 cm, & = 1 m/s,

bei linearem Feldansteig entlang x (‘Ba(&)= 7"%. Tesla)




=5

ergaben numerische Berechnungen ein Verhdltnis von

-B.L;Hd
Bz

= 3.5'!053

L

Da im Blanket von Fusionskraftwerken ausgenommen der
Feldeintritts- und Feldaustrittszonen viel geringere
Feldgradienten als der oben angenommene erwartet werden,
ist flir diesen Anwendungsfall die dieser Arbeit zugrunde
liegende Vernachldssigung induzierter sekunddrer Magnet-

felder gerechtfertigt.

Es soll nun noch die GrdBe der Komponente B, ind des
induzierten sekundiren Magnetfelds parallel zur Strémung
fiir den Fall By = O und®z= const abgeschitzt werden.
Diese parallele Feldkomponente hat zwar, wie in Kapitel 1.
schon erliutert, keinen direkten Einflu8 auf die indu-
zierten elektrischen Stréme bzw. die Form der Geschwindig-
keitsverteilung, sie kann jedoch zur Unterdriickung von

Turbulenzen mit beitragen.

Mit Gl. (3.99) und Gl. (3.46) ergibt sich die Stromdichte

jy 2u

o6 (’r)gs_:("s;‘}%R“?(ﬂws"q+ﬁo[4-(5;)"*"}) (3.155)
mit

M:bw ?'on-%(g;) o (3.156)
und

@%Q»-t bio + Fo ;:1-3 (%:)QH : e

Fiir hohe Hartmann-Zahlen und damit fiir hohe Werte von k
sind die Terme (Y/g)bH fiir r¢Ri vernachldssigbar. Zusam-
men mit den Gln. (3.49) und (3.155 - 3.157) bekommen wir

, e 2 (3.158)
i - r-(4- )
4= Tt,(2a<v>c+w+e;, + *20 Bits
RoR; +0:°




=

Eine Umformung des zweiten Terms liefert mit
k + 1 = H/f 2'nach Kapitel 3.3.4.1,

I
1 REER? it H (3.159)
Ra®i #R:*

Die Stromdichte ist also angendhert konstant im gesamten

J.5= -05 Ba¢v>

Rohrinnenraum. Damit tritt ein maximales sekundédres
Magnetfeld By an den Stellen r =®; und (¢ = O, auf
(siehe Fig. 9).

Mit

4}5‘3'457&;?0’?’ (3.160)

gilt fiir L > 2R, angendhert

By 2L=)32R L (3.161)

Damit k&nnen wir das Verh&dltnis B,,m;/’gg bestimmen:
e Oy

B el
Bz

= umR | ——e+ 7
e //‘c I K + TT
RaRi+ R
HE _ 17 ). 4 (3.162)

= R\ & Ra'+ Ri? b H
RaRi+ Rt

Dies entspricht in guter Ndherung dem Ergebnis von

Hoffmann & Carlson [3] fiir hohe Hartmann-Zahlen:

HC
Bx _qu*"lﬂ

®o mm- H

(3:163)

Daraus folgt, daB das induzierte Magnetfeld in x-Richtung
nicht nur fiir kleine magnetische Reynoldszahlen

vernachlissigbar ist, wie h&ufig angenommen wird. Flir

. @
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kleine C und groBe H, wie sie im Blanket von Fusionsreak-
toren erwartet werden, ist vielmehr das Verhdltnis von

'guhd/ﬁsz wesentlich kleiner als Ru,.

Fiir ein typisches Beispiel mit den Werten

2

C = 4.8+ 1905 % ®; = 2.5 cm,
H = 7850, Ry = 2.6 cm,
Qu,= 0.09

ergibt sich das Verhéltnis'gnhd/ggzu

B rud
Bz

=:4«48-l6r3

Lo

Damit ist gezeigt, daB sekunddre, induzierte Magnetfelder
sowohl senkrecht als auch parallel zur Strdmungsrichtung
gegeniiber dem angelegten Magnetfeld vernachldssigbar sind
und keinen wesentlichen EinfluB auf die Strdmung haben.
Die fiir die vorliegende Arbeit wichtige Annahme vernach-
lissigbarer Sekunddrfelder ist damit in einem fiir die

Praxis ausreichenden MaBe gerechtfertigt.

In diesem Kapitel sollen die zur Berechnung der MHD-
Verluste in einem Rohr ndtigen Ergebnisse der vorher-
gehenden Kapitel noch einmal zusammengestellt werden-
Ausgangspunkt sind wieder die in Kapitel 2 aufgestellten
Grundgleichungen und Annahmen. Unter diesen Voraus-
setzungen errechnen sich die Verluste mit den Gln. (3.97 -
3.107) und Gl. (3.120)
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R @Qn(‘f) cr) L) W, ) Fio
Pogy =00 T Kgq_( +£L—_-'r2¢ DT )2 ]1.

+[_;__°£ (QQSH(") +Q_51"}L)+ Z fv(_l‘) F‘EH)F?.H {' L") \"ﬂl - ‘f‘

R
+ -5) {(l")—'—%ﬁg—)i’ E%U_) +2 fv(_r) F‘io) r:!o ] T

(3.161)

e [:7_ g 9%:(") N Qc:-(.r) +2 ev('r) F-nh) ‘E’]h]>{' (r) \-d‘.

W=4
(o3
2 (let
w> T
+ YL T ey
41
nit f()=1- (5:) nach Gl. (3.7) (3.165)

Dabei gilt nach den Gln. (3.46 - 3.49)

A r_b.i-?
Rso(r)=bwor + Fro ~ (3.166)
R+3 R;
fir 046re®,
und
‘ R
QSo(')z-" Oho(\"“i" = (3.167)

fir R,¢cr&Ra

mit den Koeffizienten

By

f‘
Bro -_% = t3 7 (3.168)
(4 ) (4+Qal)
und
co TSR )- kt2 (3.169)
bie G).o 0:_ ‘R'- 20 et3 .
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Flir n ¥ O gilt nach den Gln. (3.68 - 3.72)

J+H+1
Qsh(r)_ z Bllq b‘ﬂdr 5 Z-qu Fz..,

iza e+
AQiz2 Aj =9 X

fir pers<®;

und
Reu(r)= A (T (pur) + eu V’l([‘«"))
fiir R «r & Re

mit den Koeffizienten

T
% i L, i EiBuR g
An=Tad 2 (jtt) DR - Compen
e 1 .y Biu Qi ‘l\:q
sz dlu.":;_ 44-2

oo

|55 (B2, v, «Q:J)_M.
e r E‘gi-,‘l?:|

Qj:t

: (1‘. (PuRi)tl, U (M;))

und
b"“r ﬂH(It(BHQ "‘bhu(PqQ )) thE,?\\.,'RJ (3.174)

:TEMQ. _

'34 Maz
Dabe1 gilt

A4 undDj,= Diun gy ' 33 (3.175)

Das k+3 g (J+I¢+4)"-4 A\ ! .
RBa =2 04 8u= BeBiww fur i23 (3.176)

1*-~1

{3.170Q)

(3.171)

(3.172)




-

und

DII L h‘E

- =
bh— Olo(t(l}u?a) ,

or
Die Funktionen Reo(r) undﬂm(_r) berechnen sich nach
Gl. (3.28) zu

F«“k‘ﬁ"‘ , (3.177)

Reo(r) = %":Qs»(') (3.178)

und

Reulr)= %qu“)— (3.179)
tn

Die Koeffizienten?ﬁn bzw. Fauw sind die Fourierkoeffi-
zienten von VU, B(x)nach Gl. (3.16)

g
VoBalX) = = Fan 0s fuX
uzo
(3.180)

(7.2
| ) Uo'33(X)= sz;o'rn.. cOSBuX i

Der noch freie Parameter k berechnet sich allgemein durch
die Beziehung (3.136)

%—=0, (3.181)

was nur numerisch mdglich ist.

Fiir B % const kann man nach Gl. (3.133) niherungs-

weise setzen
k=tH-1 (3.182)

Die Druckdifferenz zwischen den Rohrenden bestimmt sich
nach Gl. (3.6 ) zu
| P
| ap= —r (3.183)
<R

.
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In den meisten Fdllen ist es jedoch nicht ndétig, so exakt
wie oben beschrieben zu rechnen. Fig. 6 hat schon ge-
zeigt, daB filir ein hinreichend hohes Wandleitfdhigkeits-
verhdltnis ( C =« 1,34 - 10—2), wie es im Rohrsystem eines
Fusionsreaktors erwartet wird, die Verluste im Rohr bei
Vorliegen eines inhomogenen Magnetfeldes etwa gleich
denen bei einem homogenen Magnetfeld sind, welches gleich

dem Mittelwert des Betrages des inhomogenen ist.

Fiir leitende Rohrwidnde erscheint es deshalb sinnvoll,
als rechnerische Vereinfachung das angelegte Magnetfeld
iiber die Rohrlidnge zu mitteln und mit diesem konstanten
Mittelwert konstant weiterzurechnen.

Damit berechnet sich die Druckdifferenz flir groBe Hart-
mann-Zahlen und hohes Wandleitfdhigkeitsverhdltnis
(C = 1 '10_2) nach Gl. (3.145) zu

Ap= 7 gu> (E'(Hs +<H® (3.184)

a2 L
R;® C,+-Q31421 )

RaRi +Ri*
i : (3.185)
<N>= \/ R &L 4. ?(133‘(&) fB%(’r)fclx
V‘_U L ) .

Die Verluste werden dann zu

c

TR (3.186)
R +R:¢ '

Da <v> proportional 1/®;* bei konstantem Massendurch-

s _ 2 2
lee = vl<u> LTI‘Q?<H> +<W>

satz ist,und ¢ H> proportional ®; , gilt dies auch fiir die

Verluste bzw. Druckdifferenzen

A [
Ap~ D fur Wy = comsl .

Um die Strdmungsverluste im Rohrsystem des Blankets
méglichst gering zu halten, sollte also neben einer
Verminderung des Wandleitf&dhigkeitsverhdltnisses und
kurzen Rohren versucht werden,die Strdmungsgeschwindig-
keit durch VergrdBern des Rohrradiusses R; soweit wie

méglich zu verringern.
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In Fig. 10 wurden noch filir den Grenzfall isolierender
Rohrwidnde die Druckdifferenzen zwischen den Rohrenden

fiir konstantes Magnetfeld Bz = 3.5 Tesla (Kurve 1) und

fiilr linearen Feldanstieg entlang x Ba(x)= 7 ¥L Tesla

(Kurve 2) abhd&ngig vom Parameter k aufgetragen. Man sieht,

Ri=25cm
15 L=Im

<u> = 1ms?
d,, = 2.82- 108" m?
dw=0 @'m!
10 SR

bar —=

oy Flg. 10

daB dhnlich wie in Fig. 6 die Druckdifferenz flir groBe
Werte von k nur noch wenig von k abhdngen. Es wird deut-
lich, daB im Fall isolierender Rohrwdnde die Verluste nur
noch einen Bruchteil von denen im Falle leitender Wdnde

betragen. Fir die Werte

L=1m 0s = 2.82 -10° (gm ™
R:= 2,5 cm > =1 m/s
Qq==2.6 cm B = constz 3.5 Tesla

betrdgt das Verhdltnis von QP:,oluh\/QPuim bei k = 1000

AE‘uollb\' - 3.7 ,10-2_
| L\P Leiber

Bemerkenswert ist hier das Nebenminimum an der Stelle

k = 100 in Kurve 2. Es konnte nicht festgestellt werden,
ob dieses einen physikalischen Hintergrund besitzt oder
nur ein Produkt numerischer Ungenauigkeiten darstellt.

Als mdgliche Erkldrung bietet sich die folgende Vermutung
an. Die Druckdifferenz baut sich aus zwei gegenldufigen
Effekten auf. Der erste besteht in der Abnahme induzierter

Stréme in der Stromung mit wachsendem k aufgrund geringer

k.
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werdender Geschwindigkeitsinhomogenitdten. Dieser Effekt
liegt sowohl bei homogenem als auch bei inhomogenem
Magnetfeld vor. Der zweite, nur im homogenene Fall auf-
tretende Effekt besteht darin, daB bei kleinen Werten
von k der gr6Bte Teil des in der Mitte des Rohrquer-
schnittes aufsteigenden Stromes in der breiten Randzone
niedriger Strdmungsgeschwindigkeit wieder zuriickflieBen
kann. Dieser Riickstrom kann noch einen Teil der in den
Rohrquerschnitten auftretenden f'x B-Krifte kompensieren.
Mit grGBer werdendem k wird die Grenzschicht mit gerin-
ger Strémungsgeschwindigkeit immer diinner. Riickstr®me
kdnnen nun nur liber die Stellen fliefen, an denen das
Magnetfeld nur noch gering ist. Diese Riickstrdme haben
daher keine kompensierende Wirkung mehr. Dies bedeutet
eine relative Zunahme der f x B-Krifte. Die Uberlagerung
beider Effekte konnte also zu einem Zwischenminimum
fihren. Im Falle gut leitender Rohrwidnde hingegen wiirde
fast der gesamte Riickstrom durch die Rohrwinde flieRen,
weshalb der beschriebene zweite Effekt iliberdeckt wiirde.
Dies zeigt auch Fig. 6, in welcher kein Zwischenminimum
auftaucht.
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C. ANWENDUNG AUF EINEN REALEN FALL

1. Beschreibung der Rohranordnung fiir ein gegebenes Blanket

Es soll in diesem Kapitel untersucht werden, welche Druck-
differenz sich in Rohrsystemen aufbaut, welche sich im
Blanket eines torusfdrmigen Fusionsreaktors befinden und
den dort herrschenden Magnet-feldern ausgesetzt sind (siehe
Fig. 11).

'\' Plasma
Fig. 11 B Blanket

Dabei wird die Geometrie der als gerade angenommenen Rohre
durch deren Anfangs- und Endkoordinaten vorgegeben. Ein-
gabeparameter sind (Y, Y, r, ), (Yo, Y,, ry ).

R ) Raq )

OG 09,
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Als bekannt vorausgesetzt ist der groBe Torusradius RT'

Als konstant angesehen werden Ri, Qa, (7,0, Woi s Sei -
Die Strdmung des Lithiums im Rohr sei stationdr.

Zur Ermittlung der Druckverluste im Rohr miissen erst die
Verhiltnisse im Torus auf den in Kapitel 3. behandelten
Fall iibertragen werden.

Es erscheint am giinstigsten, fiir den Fall gerader Rohr-
leitungen eine Koordinatentransformation von den Torus-
koordinaten (Y, (, r ) auf kartesische Koordinaten

(x*,ﬂ*’z‘) nach Fig. 11 vorzunehmen.
Dann gilt

x 2 (Rrtrws@leos ¥

3‘=(Q,+t-wsq’)siu‘1’ (1)

2% = rsiuy

-

Aus den zwei Eingabevektoren

(“l’qul;r;) und (_‘f';, uz,rz)

wird die Geradengleichung fiir das gerade Rohr in karte-
sischen Koordinaten mit Parameter X

- - A .
Vix)=WV, +tex X ermittelt,

- -
wobel \/, die Anfangskoordinate des Rohrs und @ x. der
Einheitsvektor in Rohrrichtung ist. Mit Gleichung (1)

bekommen wir fir Gl. (2) in Komponentendarstellung

+ +
') = xte XeoXe

lj*O() = ca,*+ -(11‘-—;_—‘4-‘110( ;

&_ o+
ENO RN i 4

(3)




/5 o

mit der Rohrlédnge XL

¥la= \Rx;‘—x.‘)%(3:*—3.*)‘+(2z‘- 2¥) ' (4)

Das Rohr ist einem Magnetfeld im Torus ausgesetzt,

welches allgemein durch

. Bar (x5 yh 2"
BOV=| (g 2°)

»gz#( X", ‘j*' Z‘)‘ (5)

gegeben ist.

Dieses Magnetfeld muB nun in die kartesischen Rohr-
koordinaten (x, y, z) von Kapitel B transformiert werden.
Nach den Ausfiilhrungen der letzten Kapitel geniigen zur
Bestimmung der Verluste schon die Komponentengju) und Ba(4).
Es sei hier nochmals betont, daB eine eventuelle Rotation
des Lithiums im Rohr bei verdrehtem &uBeren Magnetfeld
nicht berilicksichtigt wurde und daB der Rohrdurchmesser
ausreichend gering sein muB (%—E—?;«‘B ) s

Es werden die Rohrkoordinaten so definiert, daB

e,‘ = é’l’L ) (6)
e 2 - = !
efs=(e—’ﬂ.’( B(Vt‘\“”))' Iﬁ(?(*ﬂ’)) ) (7)
é: 2 = é\kk X e‘—\x (8)
o,
B (Vi)
] &
o e
s By
" Fig. 12
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In Einzelkomponenten zerlegt ergeben die Gln. (6-8):

s X:"Xst . A
ex=\ 4*-47, ) xL ) (9)
2;"‘ 3.

( é'x)f'gp(\?'.) -( é*)z‘gh‘(\m

5:: (5*)?5#(\"')"(éx)x‘ﬁz*(v') : 261 (10)

(&x)x '53‘(\3)"(51)3‘3::‘(‘7;)

(&) (8 - (8 (&)
ea=|( é\x)?‘(é‘ﬁ)ab - (& (29t (11)
(é“‘_),‘; (é‘a)“# -(é;):‘i--q-(é.:)‘s

mit l-g(‘?')): Vg:&(?‘)fggf(vl)+gg(vl) (12)

Nun muB nochB(VfX)) in die Komponenten Bs(x) und Bg(x)
senkrecht zu.éh_zerlegt werden. Dies geschieht durch
das skalare Vektorprodukt:

By (x) = BV &y 1)

-, =2 ->
RBa(0)=B(V®)- &, (14)
Damit gilt im Koordinatensystem des Rohres:
By (1) = Bt (V) (Zu)ye + Bp(FT0) (E )y + Ba#( V) (&y)# (15

Ba(x) =Rt (Vev) (Ea)e ...‘K:‘*(\-I’(&))(é‘;)ﬁi- 1-3?_‘({7(*))(5:)3* (16)

In erster Niherung herrscht im Blanket ein zu 1/R
proportionales Magnetfeld. Die Magnetfeldverkriimmungen
in der Nihe der Einzelspulen seien vernachldssigt. Damit
gilt:

e el A




3(7)=__§El_g"‘., (17)

R -~ siY
mit &w=( cosY (18)
(0]
+
und 4= ocrc Yo ‘j/x* (19)
Mit den Gln. (1), (3), (4), (9-12), (15-19) kann nun

die Transformation der Eingabeparameter

(Y, 9or), (Y2,4 ), Re, (BR)

auf die in Kapitel B definierten Rohrparameter XL,

By(x),Balx) exfolgen.

Es soll nun numerisch untersucht werden, welchen EinfluB
der Neigungswinkel von Lithiumzuleitungsrohren nach
Fig. 13 auf die MHD-Verluste in diesen Rohren hat.

Az* Zuleitungsrohre

(b.pi.fyi)

(.pi,r2i)

F i g . 1 3 s x'

Plasma
Blanket

R

2. Ergebnisse

Dazu wurde ein Computer-Programm erstellt, welches die
Formeln von Kapitel B auswertet. (Das FluBdiagramm wird

im Anhang erldutert).

Es waren folgende Eingabeparameter vorgegeben:

Torusradius RT = 1560 cm
Produkt aus Radius und

Magnetfeld (BR) = 5570 T - cm
Rohrinnenrad us R; =25 cm
Rohrwandstédrke d = 0.25 cm




Massendurchsatz m = 250 g/s

Lithium:
-Dichte i =05 g/cm3
-dyn. Zdhigkeit Wz = 0.0041 3 /cm - s
- spez.el.Wider-

stand = Yep,; = 31.5)1_Qcm
Wandmaterial mit dem
spez. el. Widerstand Setwr = 105}F120m

Lage der Rohre:
n =830 cm Y

. } g =Y, = 0’ 10, 20:'“) 130°

r, = 650 cm Y; =0

Es ergaben sich die folgenden Werte (siehe Fig. 14):

¢ (Grad) Pow (Watt) 4 p(Pa) <Hs

0 0.129+ 10>  0.258 + 10° 5545

10 0.130° 10° 0.261 » 10° 5569

20 0.134* 10° 0.268 « 10° 5644

30 0.140- 10> 0.280 - 10° 5772

40 0.149- 10° 0.298 + 10° 5955

50 0.161- 10> 0.322 + 10° 6196 |

60 0.177- 10> 0.355 + 10° 6500 |

70 0.198- 105 0.397 « 10° 6875

80 0.225- 10° 0.450 * 10° 7325

90 0.259 - 10° 0.517 « 10° 7854 |
100 0.300 - 10° 0.601 + 10° 8467
110 0.352 - 10> 0.703 « 10° 9160 |
120 0.413- 10> 0.826 + 10° 9922
130 0.482- 10° 0.963 + 10° 10728
140 0.557-10°  0.111+ 10’ 11538 |
150 0.632- 10> 0.126 + 10 12290 |
160 0.696 - 10° 0.139 « 10’ 12909 |
170 0.742- 10° 0.148 » 10’ 13321
180 0.758 - 10° 0.151 + 107 13466
L = 1.8m Re=74 R,=0.025 c=0.03 <v3=025%%




Mit den gleichen Eingabedaten wie oben wurde die Abhdngig-

keit der Verluste vom Winkelq’ untersucht.

Es war

%
.
R

Il

Dabei ergaben

O Grad
O Grad
6.5 m

I

1

¢
Rz

0,5,
0 Grad

8.3 m

10, «..y

45 Grad

sich die folgenden Werte (siehe Fig. 15):

QQ(Grad) Pow (Watt) Ap (Pa) L (m) <H>
0 0.129-10°  0.258  10° 1.8 5545
5 0.317-10%  0.635 + 10° 2.7 2231
10 0.389-10'  0.778 - 10 4.4 593
X 15 0.192-10"  0.384 - 10 6.2 137
% 20 0.205-10" "  0.411 -+ 102 8.2 11
X 25 0.247-10" 1" 0.495 « 10° 11 10
% 30 0.112-10"  0.223 - 10% 12 75
35 0.148+10'"  0.296 « 10* 14 181
40 0.431-10"  o0.862 - 10* 16 318
45 0.104:10%2  0.208 * 10° 18 479
Q. = 0.025
Qe = 7763
c = 0.03
<v> = 0.255 m/s

(% H<150, es wind para\oaefsche, Gescliw. VZrleieuua M geud uucen)




Pow (Watt) —=

<GP

800 ”m

N

=~
=]

!
// ,
200 P \\\
—-_-_./ .
225 L5

0 45 90 135 180 ¥, (6rad) —=
¢ (Grad) —=

o]

Fig. 14 Fig. 15

Die Kurven zeigen, in welch starkem MaBe die MHD-Verluste
von der Rohrfiihrung im Blanket abhdngen. Mit einer
Flihrung der Rohre m&glichst parallel zu den toroidalen
Magnetfeldern kdnnen Verluste bzw. Druckdifferenzen um

mehrere Gr&Benordnungen reduziert werden.
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D. ANHANG

Die in Kapitel C ermittelten Ergebnisse wurden numerisch

mit einem Computerprogramm nach Fig. 16 berechnet.

Es sollen zundchst die bendtigten Eingabedaten kurz

charakterisiert werden

1. Eingabe-Daten des Computer-Programms

Karte Nr. 1 (6 F 10.4)

CXi1 : Y, (Radian)
PHI1 ¢, (Radian) Koordinaten-Rohranfang
R1 : R (m)

CxXI12 :  W¢ (Radian)
PHI?2 : Cﬁ (Radian) Koordinaten-Rohrende
R2 : Qz(m)

Karte Nr. 2 (4 E 12.5)

RT : R (m) Rohrinnenradius
D : d (m) Rohrwanddicke
XVX : <¢u> (m/s) mittlere Strdmungsgeschwindigkeit

DMDT : m (kg/s) Massendurchsatz

Es geniigt, wahlweise nur DMDT oder XVX einzugeben; der

unbestimmte andere Werte istNull zu setzen.

Karte Nr. 3 (4 E 12.5)

1 -1

ETA  : 4 (kgm s ) zihigkeit des Lithiums

RO : ¢ (kgm ) Dichte des Lithiums

st : 6% (70 mh el. Leitfihigkeit des Lithiums
SW : 0% (51_1 m_1) el. Leitfidhigkeit der Rohrwand




Karte Nr.
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4 (2 E 12.5)

nT : Re (m) groBer Torusradius
BRT : (BR) (Tm) Produkt aus Magnetfeld und Torusradius

Karte Nr. 5 (E 12.5, 3J5)
ERRCVB : Genauigkeitsschfanke fir Bildung der
Fourierkoeffizienten ( Fuuax/F, < ERRCVB)
IN s = 0 Mittelung des Magnetfeldes)
keine Fourier-Entwicklung
= 1 Fourierentwicklung bis F,.qx
IREK : = - 1 Grenzwert ks o2 durch Grenziibergang
=0 Grenzwert k- o? durch Bessel-Ansatz
= 1 Bestimmung von k durch Methode des
konstanten Druckgradienten (MKDG)
=3 Niherungsrechnung und Mittelung des
Magnetfeldverlaufs
= 2 Bestimmung von k durch Rekursion nach
der Methode der minimalen Entropie-
produktion
IERROR =0 Ausgabe interner Kontrollparameter
=1 Unterdriickung der Ausgabe

2. Programmbeschreibung

Das Hauptprogramm setzt sich aus 9 Unterprogrammen zusam-

men, welche kurz charakterisiert werden sollen:

BF

FOUR

Unterprogramm zur Berechnung der drei Komponenten
'E,",Bat,gz‘ des Magnetfeldes im Torus

Unterprogramm zur Berechnung der Fourier-
koeffizienten der Magnetfeldkomponenten senk-

recht zur Rohrachse




O

i

Input 1-5

Koord.

l—{ BF

set CBZI(I)

Output 1-14

FRS

ROHR (o) [ _FRS

=" Output 15

*1 Rekursion

=0 10

FRS

frowe St )

ROHR (pfi147)

FRS

POW

nein <Hin:

Naherung

Output 16-18

)

Pids. 16




=bb=

ROHR : Unterprogramm zur Berechnung der Verluste
durch j x B-Krédfte abhdngig vom Parameter k
analog Gl. (3.164)

DCADRE : Funktionsunterprogramm zur Integration mit

variabler Schrittweite, aufgerufen von ROHR

FRS : Funktionsunterprogramm, aufgerufen wvon
DCADRE, welches den Integranden analog
Gl. (3.164) liefert

FELD

e

Unterprogramm, aufgerufen von FRS, welches
analog den Gln. (3.166 = 3.180) die r-abhdngi-
gen Komponenten des sich im Rohr aufbauenden
elektrischen Feldes liefert.

DIO, DINUE, DBESK: Unterprogramme zur Berechnung der
Besselfunktionen IO, I, Ko' K1, aufgerufen
von FELD.

Das Hauptgrogramm (MAIN) weist vier verschiedene Moglich-
keiten auf, die MHD-Verluste zu berechnen. Der gewlinschte

Lésungsweg wird mit dem Eingabeparameter IREK gewdhlt.

Die gr&bste, aber schnellste Version ist die Nd&herungs-
rechnung (IREK = 3), welche lber das Magnetfeld l&dngs
des Rohres mittelt und die Formeln (3.184 - 3.186) ver-

wendet.

Die genaueste, aber ldngste Version ist die, welche der
Methode der minimalen Entropieproduktion folgt (IREK = 2).
Zur Ermittelung des Leistungsminimums wird ein Rekursions-
verfahren verwendet, dessen Intervallteilung nach dem
"Goldenen Schnitt" gewdhlt wird [4]. Dieses Verfahren
ermglicht es, pro Iterationsschritt nur eine Berechnung
eines neuen Funktionswertes durchzufiihren. Dadurch wird

der Rechenaufwand soweit wie m&glich reduziert.

Die beiden M&glichkeiten IREK = O und IREK = -1 lassen

es zu, eine Grenzwertbestimmung flir ein kastenftrmiges
Geschwindigkeitsprofil durchzufiihren, wobei die L&sung
wahlweise liber den direkten Grenziibergang k - oo oder

iiber einen Bessel-Ansatz analog Gl. (3.92 - 3.95) erfolgen

kann.




oY

Wenn nicht allzu groBe Magnetfeldgradienten vorliegen,
ist der LOsungsweg nach der Methode des konstanten
Druckgradienten am gilinstigsten, denn er verbindet hohe

Genauigkeit mit relativ kurzer Rechenzeit (IREK = 1).

Fiir mehr qualitative Parameterstudien ist es mdglich,
durch Mittelung des Magnetfeldverlaufs entlang des Rohres
(IN = 0) die Rechenzeit wesentlich zu verkiirzen, da in
diesem Fall keine Fourierentwicklung stattfindet und die

Berechnung aller y-Komponenten {ibersprungen wird.

3. Vergleich der verschiedenen L&sungsmdglichkeiten des

Programms

Zum Vergleich der mdglichen L&sungswege wurden mit den

Eingabedaten von Kapitel C und den Rohrkoordinaten

¥ =0 rad 4 = O rad
4, = 3.14 rad 2 = 3.14 rad
R = 8.3 m = 6.5m

die Verluste nach allen im Programm vorgesehenen Be-

rechnungsmethoden ermittelt. Es ergaben sich fir

IN = O IREK = -1 P = 0.7551 + 10° T = 3.957
IN = 1 IREK = -1 P = 0.7571 + 10° T = 14.85"
IN = O IREK = O P = 0.7551 « 10° T = 3.99"
IN = 1 IREK = O P = 0.7571 « 103 P = 15.21"
IN = 0 IREK = 1 P = 0.7580 « 10° T = 4.28"
IN = 1 IREK = 1 P = 0.7583 + 10° T = 11.19"
IN = 0 IREK = 2 P = 0.7577 + 10° T = 4.40"
IN = 1 IREK = 2 p = 0.7580 « 10° r = 1’ 40.70"
IN = 0 IREK = 3 8 "
R o - P = 0.7569 * 10 T = 4.07
Dabei sind

I : Rohrverluste in Watt,

T : Gesamtrechenzeit
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*
4. FORTRAN-Quellenprogramm / :
*GET:GERT . MONIKA LAST MODIFIED 26.10.77 PAGE 1
100 /*CCNTROL REST=Y,LNES=5
200 // EXEC FORTRANH
300 //C.SYSIN ©OD *
400 C SEGMENT MONIKA ====- e e e e e e, ————— - ——— e e s s e ———
500 C
600 C MAIN
700 REAL MUE
800 REAL*8 BYT(2001),BZ7(2001),CBY(101),CBZ(101)
900 S>CXLCRIyCRAyCSLI,CSW,CCVBO,CCVB
1000 CIMENSION PK{4),INTK(4)
1100 CCMMON/C/CXL!CRI,CRA,CSLI,CSH:CCVBO,CCVB(100)rKC/PAR/!MAXgIERyNHAX
1200 CCMMON/CBF/BRO
1300 C
1400 READ(59999) CXI14PHI1,R1l,CXI24PHI2,R2
1500 READ(54998) RI,DyXVX:DMDT
1600 REAC(54597) ETAyROySLI4SH
1700 REAC{5,996) RT,4BRT
1800 READ{5,995) ERRCVBs IN,IREK,IERROR
1900 C INTERNE DATEN
20C0 PI=3.1415G2654
2100 MUE=1.257E-6
2200 RERR=1,E=2
2300 AERR=0.
2400 BRO=BRT
2500 RA=RI+D
2600 IF{XVX.EQeDo) XVX=DMDT/{RI*RI*PI*RO)
2700 IF(CMCT<EQe0«) DMDT=XVX%*RI*RI*PI*RO
2800 INMAX=IN
2900 IF{TIREK.GE«3) INMAX=0
3000 IF{INMAX.EQ.O) NMAX=0
3100 C
3200 C
3300 C DC 55 ICXI=1,11
3400 C
3500 C
3600 C KOORDINATENTRANSFORMATION
3700 XS1l=(RT+R1*COS{PHIL))*COS(CXI1)
3800 XS2=(RT+R2*COS(PHI2) ) *COS (CXI2)
3900 YS1=(RT+R1%COS(PHIL1))*SIN(CXI1)
4000 YS2=(RT+R2%COS(PHI2) ) *SIN(CXI2)
4100 751=R1*SIN(PHIL)
4200 7152=R2*SIN(PHI2)
4300 XL=SQRT({XS2=-XS1) *%x2+ (YS2=YS1)**2+(752-151)%%*2)
4400 C
4500 EXXS=(XS2-XS1)} /XL
4600 EXYS=(YS2-YS1)/XL
47C0 EXZS=(252-7IS1)/XL
4800 C
4900 CALL BF(BVLIXSyBVIYSyBVLZS4XSLly¥YS1l,yZ51)
5000 XBV1=SQRT(BVLXS*¥2+BV1YSk*2+BV1IS**2)
5100 C
5200 EYXS= (EXYS*BVLZS-EXZS*BV1YS)/ XBV1
5300 EYYS=(EXZS*BVIXS-EXXS*BV1ZS)/ XxBVA !
5400 EYZS=(EXXS*BVIVS‘EXYS*BVlXS)fXBV1 | §
5500 C
5600 EZXS=EXYS*EYZS-EXZS*EYYS
57C0 EZYS=EXIS*EYXS—EXXS*EYZS
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5800 EZ7S=EXXS*EYYS=EXYS*EYXS

5900

6000 X=0.

6100 XBXx=0,

6200 I XMAX=1001

6300 IF{INMAX.EQ.O0) IXMAX=101

6400 DO 1 IX=1,IXMAX

65C0 XS=XS1+EXXS%X

6600 YS=YS1+EXYSkX

6700 I1S=2S1+EXZS*X

6800 CALL BF(BXS,BYSsBZSyXSyYS,12S)

6900 BYT(IX)=DBLE ((BXS*XEYXS+BYS*EYYS+BIS*EYZS)*(=-1.))
7000 BZT(I X)=DBLE (BXS*EIZXS+BYS*EZYS+BIS%EZ1S)
7100 XBX=XBX+SNGL{DSQRT(BYT(IX)*%x2+BZT{IX)*%*2))
7200 IXX=IX-1

7300 BYT{20C0L =IXX)=BYT(IX)

7400 BZT(2001 -IXX)=BZT(IX)

75C0 CONTINUE

7600 XBX=XBX/IXMAX

7700

7800 IF(INMAX.EQ.0) GOTO 2

7900 IFICXT1eNESCXI2.ANDePHIL.NE.PHI2) CALL FOURI(BYT,1000,1004CBYyIERF)
8000 CALL FOUR(RZT,1000,100,CBZy IERF)

8100 CCNTINUE

8200

8300 KENNGRCESSEN

8400 H=RI*XBX*SQRT(SLI/ETA)

8500 RM=RI*XVX*SLI*MUE

86C0 RE=RI®*XVX%XRJ/ETA

8700 C=SWx[RA=-RI)/ (SLI*RI)

8800

8900 DATA CUT1

9000 WRITE{(74101) RT,BRT

9100 WRITE(7,102) CXI1sPHI1,RL

5200 WRITE(7,103) CXI2,PHI24R2

S300 WRITE(7,104) SLI,SHWL,ETA,RO

9400 WRITE(T7,105) XLsRI,RA

9500 WRITE(7,106) XVXyDMDT

S5600 WRITE(T7,100)

9700 IF{IN.EQ.O) WRITE(7,107)

95800 IF{IREK.LT.0) WRITE(T7,108)

9900 IFIIREK.EQe0) WRITE(7,109)

L0000 IF{IREK.EQ.l) WRITE(7,110)

10100 IF(IREK.EQ.2) WRITE(T,111)

10200 IFI{IREK<GE<3) WRITE(7,112)

10300 WRITE(7,100)

10400 WRITE(7,113) H

10500 WRITE(7,114) RM

10600 WRITE(7,115) RE

187C0 WRITE(7,116) C

10800 WRITE(T7,100)

10900

11000 SET K

11100 K=IFIX(H/l.4142-1.)

11200 IF(KoLT.100) WRITE(T,117)

11300 IF(K.LT.100) K=1
11400 IF(K.LT.100 .AND. IREK.EQ.3) WRITE(7,118)
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11500 IF(K.LT.100 .AND. IREK.EQe3) IREK=1

11600 KOUT=K

117C0 C

11800 IF(IREK.GE.3) GOTO 98

11900 IF(IREK.LT.1) K=IREK

12000 IF(INMAX.EQ.0 .ORs CXIl.EQ.CXI2 .OR. PHIl.EQ.PHI2} GOTO 3
12100 CALL ROHR(XLyRIJRA§XVXySLIySW,CBY, POWMY,

12200 >AERRyRERRy ERRCVBy IERLYERRORY 9 IER2Ys INMAX,K)

12300 GOTO 4

12400 3 PCWMY=0.

12500 IF({INMAX.EQ.O0) CBZ(1)=DBLE(XBX)

12600 1ER2Y=0

12700 TIER1Y=0

12800 ERRORY=0.

12900 4 CALL ROHR(XLyRIJRAyXVXySLI,SWyCBZ,yPOWMZ,

13000 SAERR, RERR, ERRCVBy IERLZ,ERRORZ s IER2Zy INMAX,K)

13100 C PGES

13200 POWR=0.D0

13300 IF(KeGTo0) POWR=ETARXL*AXVX*k%2%kPIk( (K+3,)*%x2/(K+1l.))

13400 POW=POWMY+POWMZ+P OWR

13500 DELTAP=POW/ (RI*RI*PI*XVX)

13600 C

13700 C CATA 0OUT2

13800 IF(IERROR.EQ.0) WRITE(7,200)

13900 IF({ IERROR.EQ.0) WRITE(7,201) IERLY,IER2Y,IER2Y, IER2Z,ERRORY,ERRORZ
14000 C

14100 IF(IREK.LE.1) GOTO 99

14200 C REKUR SICN

14300 K10=10

14400 K40=IFIX(K¥1l.5)

14500 IF(K40.LT.100) GOTD 99 |
14600 EPSK=100.

14700 TETA=(SQRT(5.)-1.1/2.

14800 K20=K40-IFIX{ TETA*(K40-K10))

14900 K30=K10+IFIX{TETA*(K40-K10))

15000 INTK(1)=K10

15100 INTK{2)=K20

15200 INTK{3)=K30

15300 INTK( 4)=K40

15400 C

15500 0O 5 I=1,4

15600 INTKI=INTK(I)

15700 IF(INMAX.EQ.0 «ORe CXIl.EQ.CXI2 .OR. PHI1l.EQ.PHI2) GOTO 6
15800 CALL ROHR{XLyRIyRA3XVXySLISW,CBY,POWMY,

15900 >AERRyRERRy ERRCVBy IERLYsERRORY y IER2Yy INMAX, INTKI)

16000 GOTO 7

16100 6 POWMY=0.

16200 7 CALL ROHR(XLsRI4yRAXVXySLI4SW,CBZ,POWMZ,

16300 >AERR,RERR,ERRCVBy IERLZ,ERRORZy IER2Zy INMAX, INTKI )

16400 PK(T)=POWMY+POWMZ +ETARXL®kXVX¥¥2xPTx( (INTKI+3.)*%2/(INTKI+1.))
16500 5 CONTINUE

16600 C

16700 PK10=PK(1)

16800 PK20=PK(2)

16900 PK30=PK(3)

17000 PK40=PK(4) :
17100 JREK=0

S =
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17200 C
17300 14 CONTINUE
17400 IF(PK20.LT<.PK30) GOTO 8
17500 K11=K20
176C0 K21=K30
17700 K41=K40
17800 K31=K11+IFIX(TETA*(K&1=K11))
17900 C
18000 PK11=PK20
18100 PK21=PK30
18200 PK41=PK40
18300 IF{INMAX.EQ.0 .OR., CXI1l.EQ.CXI2 .OR. PHIl.EQ.PHI2) GOTO 9
18400 CALL RCHR{XLyRI RA4XVXySLIySW,CBY 4 POWMY,
18500 >AERP,RERR,ERRCVB, IERL1Y,ERRORYy IER2Yy INMAX,K31)
18600 GCTC 10
18700 9 POWMY=0.
18800 10 CALL ROHR{XLyRIsRA§XVXySLISHyCBZyPOWMZ,
18900 >AERRy RERR,ERRCVBy IERLZyFRRORZy TER2Zy INMAX,K31)
19000 PK31=POWMY+POWMZ+ETAXXLXXVX¥*k2%P % ((K31+3,)%%2/(K31+1.))
19100 GOTOD 11
19200 C
19300 8 KL1=K10
19400 K31=K20
19500 K41=K30
19600 K21=K41-IFIX{TETA*(K41-K11))
19700 C
19800 PK11=PK10
19900 PK31=PK20
20000 PK41=PK30
20100 TF(INMAX.EQ,0 <OR. CXI1.EQ.CXI2 «OR. PHI1l.EQ.PHI2) GOTO 12
20200 CALL ROHRI{XLyRIJRA4XVXySLIoSW,CBY 9 POWMY,
20300 >AERR, RERR,ERRCVB, IER1Y,ERRORY  IER2Y, INMAX,K21)
20400 GOTO 13
20500 12 POWMY=0.
20600 13 CALL RCHR(XLsyRIsRAsXVXySLI,SH,CBZ,POWMZ,
20700 >AERRyRERRyERRCVBy IER1Z,ERRORZy IER2ZyINMAX,K21)
20800 PK21=POWMY+POWMZ+ETAXXLEX VX*k*2%P % ((K2143,)%%2/ (K21+1.))
20900 C
21000 11 K10=K1l1
21100 K20=K21
21200 K30=K31
21300 K40=K41
21400 PK10=PKl1l1
21500 PK20=PK21
21600 PK30=PK31
21700 PK40=PK4l
21800 JREK=JREK+1
21900 TF{{K41-K11).GT.EPSK «AND . JREK.LT.10) GOTO 14
22000 C
22100 POW=AMINL{PK11,PK214PK31ly PK41l)
22200 DELTAP=POW/ (RI*RI*PI*XVX)
22300 KCUT=IFIX((K11+K41)/2.)
22400 GOTO S6
22500 C
22600 C NAEHE RUNG
22700 98 WERT=C/(C+(RA**2+RI**2)/(RA*RI+RI*%2))
22800 DELTAP= ETAXXVX/(RI*RI)*(H/SQRT(2. )+H**2*%WERT)*XL
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22900 PCW=DELTAP*RI*RI*PI*XVX
23000 C

23100 9GS CONTINUE

23200 C DATA OUT4

23300 WRITE(7,100)

23400 WRITE(7,400) POW

23500 WRITE(T7,401) DELTAP
23600 WRITE(7,402) KOUT

237C0 WRITE(7,403)

23800 WRITE(7,100)

23900 WRITE(7,100)

24000 WRITE(7,100)

24100 C

24200 C CXI2=CX12+#3.141592/180.%5.
24300 C 55 CONTINUE

24400 C

24500 C

24600 sTOP

24700 C

24800 100 FORMATI(® ')

24900 999 FORMAT(2F10.23F10.492F10.25F10e4)

25000 S98 FORMAT(4E12.5)

25100 997 FORMAT(4E12.5)

25200 996 FORMAT(2E12.5)

25300 655 FCRMAT(E12.59315)

25400 400 FORMAT(® POW=',4E16.5)

25500 401 FORMAT(®' DELTAP=',E13.6)

25600 402 FCRMAT(®* K=*,110)

25700 403 FORMAT(' ALLE GROESSEN IM MKSA-SYSTEM,WINKEL IN RADIAN®)
25800 200 FCRMAT(' INTERNE FEHLERINDIKATOREN')

25900 201 FORMAT(1X4110,2E12.5)

26000 101 FORMAT(' RT=',E17.5,* BRT=',E1l5.5)

26100 102 FORMAT(Y CXI1='yF15.5' PHILl="4F1l4.5," R1="yF16.5)

26200 103 FORMAT(' CXI2=1,F15.5," PHI2="',F14.5,' R2=',F16.5)

26300 104 FORMAT(! SLI=',El6.59" SH="3EL6.54"' ETA="'yE15.5y"' RO='4E16.5)
26400 105 FORMAT(® XL=',EL17.5¢* RI="3EL6.55 "' RA=",EL6.5)

26500 106 FORMAT(' XVX=',E16.59' DMDT=',El4.4)

26600 107 FORMAT(®* BERECHNUNG UEBER MITTELWERT VON ABS(B)')

26700 108 FORMAT(®* KEINE REKURSION, K=>DUNENDLICH,GRENZUEBERGANG')
26800 109 FORMAT(' KEINE REKURSION, K=>UNENDLICH,BESSEL-ANSATZ')
26900 110 FORMAT(®' KEINE REKURSION, K WIRD NACH MKDG GESETIT')
27000 111 FORMAT(* REKURSION NACH GOLDENEM SCHNITT')

27100 112 FORMAT(* KEINE REKURSION,NAEHERUNGSRECHNUNG')

27200 113 FORMAT(® H=',E18.5)

27300 114 FORMAT(' RM=',E17.5)

27400 115 FORMAT(* RE=',EL17.5)

27500 116 FORMAT(* C=',E18.5)

27600 117 FORMAT(" H<1505ES WIRD PARABOLISCHE GESCHW.VERTEILUNG ANGE NOMMEN,
27700 >K=1")

27800 118 FORMAT(®' NAEHERUNGSRECHNUNG NICHT MEHR ANWENDBAR, RECHNUNG NACH
27900 >MKDG"')

28000 END

28100 C

28200 C SUBRODUTINE BF(BXyBYsBZeXK1Y9l) mmmm e e e e e e o e e e e e e T T L O | 8
28300 C EIN: BRO (COMMON): PRODUKT AUS MAGNETFELD UND TORUSRADIUS

28400 C XeYol s AUFPUNKTKOORDINATEN

28500 C AUS: BX,BY.BL : MAGNE TFELDKOMPONENTEN AM AUFPUNKT

|
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28600 C
28700 C
28800 SUBROUTINE BF(BXyBYyBZyXyYyZ)
28900 CCMMON/CBF/BRO
29000 IF(X.EQe0s ANC. Y.GE.O.) CXI=3.14153%2/2.
29100 IF{XeEQeDe <ANDs YoLTo0.) CXI=3,141592%3,/2,
29200 IFIX<NE.O) CXTI=ATAN(Y/X)
29300 R=SQRT(X*%*2+Y*%x2)
29400 BX=BRO/R* (~=SINI(CXI))
29500 BY=BRO/R*COS(CXI)
29600 BZ=C.
29700 RETURN
29800 END
29900 C
30000 C SUBROUTINE ROHR ===rwecceccee- e s 1 e e e e e e e
30100 C UP ZUR BERECHNUNG DER VERLUSTE DURCH J X B-KRAEFTE IN EINEM ROHR
30200 C EIN:XL: RCOHRLAENGE
30300 C RI: RCHRINNENRADIUS
30400 C RA: ROHRAUSSENRADIUS
30500 C SLI : LEITFAEHIGKEIT DES LITHIUMS
30600 C SW : LEITFAEHIGKEIT DER ROHRWAND
30700 C CB : ODOPPELTGENAU,FOURIERKOEFFIZIENTEN DES MAGNETFELDES
30800 C AERR: ABSCLUTE GENAUIGKEIT DES INTEGRALS DCADRE
30900 C RERR: RELATIVE GENAUIGKEIT DES INTEGRALS DCADRE
31000 C ERRCVB:ABBRUCHSKRITERIUM ZUR UEBERNAHME DER FOQURIERKIEFF.
31100 C K: INTEGER,PARAMETER K ZUR KENNZEICHNUNG DES GESCHW.PROFILS
31200 C AUS:POWM: VERLUSTLEISTUNG DURCH J X B-KRAEFTE
31300 C IERL:INTEGER, KONTROLLPARAMETER VON UP FELD
31400 C TER2: INTEGER, KONTROLLPARAMETER VON UP DCADRE
31500 C
31600 SUBROUTINE ROHR(XLsRIyRAy XVXySLIySWyCB,POWM,
31700 >AERRy RERR, ERRCVBy IERLyERRORyIER2y INMAX,K)
31800 REAL%*8 CXLysCRI,CRA,CSLI,CSW,CCVBO,CCVB,CVBH1,CVBH2,CMAX1,CMAX2,
31900 >DROyDRI,DAERR yDRERsDERRDOR y FRSy DCADRE,CB(1)
32000 EXTERNAL FRS
32100 CCMMON/C/CXL,CRIyCRAyCSLI ,CSW,CCVBO,CCVB{100),KC/PAR/TMAXyTERyNMAX
32200 C
32300 PI=3.1415592654
32400 CXL=XL
32500 CRI=RI
32600 CRA=RA
32700 CSLI=SLI
32800 CSH=SHW
32900 C
33000 VO=XV X
33100 IF(KaGT.0) VO=XVX*((K+3.)/(K+1l.))
33200 KC=K
33300 C
33400 C UEBERNAHME DER FOURIERKOEFFIZIENTEN UND KONVERGENZTEST
33500 CCVBO=CB(1)*VO
33600 IF(INMAX.EQ.0) NMAX=0
33700 IF{INMAX.EQ.0) GOTO 1
33800 NMAX=100
33900 CVBH2=0.D0
34000 ccve(1)=CB{2)*VO
34100 CCVB(2)=CB(3)*VO
34200 CMAX1=DMAX1(DABS(CCVB(1)),DABS(CCVB(2)))
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34300
34400
34500
34600
34700
34800
34900
35000
35100
352C0
35300
35400
35500
35600
35700
35800
35900
36000
36100
362C0
36300
36400
36500
36600
36700
36800
36900
37000
37100
37200
37300
37400
37500
37600
37700
37800
375C0
38000
38100
38200
38300
38400
38500
38600
38700
38800
38900
39000
39100
39200
39300
39400
39500
39600
39700
35800
39900

OO OO0

N W

[\

£

DO 2 N=4,101

CCVBIN=-1)=CB(N)*VO

CVBH1=CVBH2

CVBH2=CCVBI(N=-1)
CMAX2=DMAXL{DABS{CVBH1),DABS(CVBHZ2))
IF{CMAX1.LT.1.D=-20) GOTO 3
IF(CMAX2/CMAX1.LT.ERRCVB) NMAX=N-1
CONTINUE

CONTINUE

CCNTINUE

DR0O=0.D0

DRI=RI*(1.00-1.D-5)

DAERR=AERR

DRERR=RERR
POWM=SLI*PI*XL*DCADRE (FRS y DRO 9 CRYy DAERRy DRERRy DERROR,y IER2)
ERROR=SNGL (DERROR) *SLI*P I*XL

IER1=IER

RETURN
END

REALHBUNCTLIDN A FERS#8(R) == =T =T n

FUP ZUR BILDUNG DES INTEGRANTEN IN FUP DCADRE

EIN: R:DOPPELTGENAU,FUNKT IONSARGUMENT ;AUFGERUFEN VON FUP DCADRE

CCMMCN:XL:DOPPELTGENAUyROHRLAENGE

RI:DOPPELTGENAU,ROHRINNENRADIUS
RA:DOPPELTGENAUyROHRAUSSENRADIUS
SLI:DOPPELTGENAU, L I-LEITFAEHIGKEIT
SW:DOPPELTGENAUyWANDLEITFAEHIGKEIT
CVBO:DOPPELTGENAU,FOURIERKOEFF.CVB(0) DES MAGNETFELDES
cvB: DOPPELTGENAU,FOURIERKQEFF CVB(N) N=1,NMAX
NMAX: INTEGER, MAXIMALE ORDNUNG DER FOURIERKOEFF,.
K :INTEGER,PARAMETER K ZUR DEF. DES GESCHWIND.PROFILS

REAL FUNCTION FRS*8(R)

IMPLICIT REAL*8(A-H,0-1)

CIMENSION RS(100),DRS{100)

COMMON/C/XLyRIyRA,SLI ySWyCVBO,CVB(100),K/PAR/IMAX, TER s NMAX
PI=3.141562654D0

FVR=1.CO0

TIF{KeGTo0) FVR=FVR*(1.D0-(R/RI)**(K+l))

CALL FELD{R,RSOyDRSOsRSyDRS)

FUN=DRSO*R+RSO

FK0=2 ., DO%FVR*CVBO*R

FUN=( FUN+FKO ) *CVBO 1
FRSH=0.DO

IFINMAX.EQ.0) GOTO 2

DO 1 N=1,NMAX

FKN=2.D0*FVR®CVB(N)*R
FRSH=FRSH+ (DRS{N) *R+RS(N) +FKN)*CVB (N)
CONTINUE

CONTINUE

FRSH=(0.5D0*FRSH+FUN) *FVR

FRS=FRSH

RETURN
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40000
40100
40200
40300
40400
40500
40600
40700
40800
40900
41000
41100
41200
41300
41400
41500
41600
41700
41800
41900
42000
42100
42200
42300
42400
42500
42600
42700
42800
42500
43000
43100
43200
43300
43400
43500
43600
43700
43800
43900
44000
44100
44200
44300
44400
44500
44600
44700
44800
44900
45000
45100
45200
45300
45400
45500
45600

END

SUBROUTINE FELD(R4RSOyDRSOyRSyDRS) ==== - 0 s e e e e 5 R 8
EIN: R:DOPPELTGENAU,FUNKT IONSARGUMENT AUFGERUFEN VON FUP DCADRE
EIN: R:DOPPELTGENAU,KOORDINATE R DES GES.POTENTIALS
COMMCN:DOPPELTGENAUy SIEHE FUP FRS(R)
AUS: RSOyRS:DCPPELTGENAU,FOURIERKOEFF. DES EL.POTENTIALS
CRSO4DRS :DOPPELTGENAUyABLEITUNG VON RSO BZW. RS(N) NACH R
TER:COMMON,INTEGERyKONTROLLPARAMETER VON UP DBESK IN FELD
IMAX:COMMON, INTEGERy MAX. ORDNUNG DER POTENZREIHEN IN FELD

SUBROUTINE FELD(R,RSO0yDRS0O4RS4DRS)

IMPLICIT REAL*8(A=H,0-<1)

DIMENSION RS(109) 4DRS(100),8(100),D(100)
COMMON/C/XLyRI;RAySLI ySWoCVBD,CVB(100)9K/PAR/IMAX, IERyNMAX
PI=3.1415926540D0

IER=0

IMAX=0

RH=R

NORMI ERUNG
FAKTOR=1.DO/RA
XL=XL*FAKTOR
RI=RI*FAKTOR
RA=RA*FAKTOR
R=R*FAKTOR

RELATIVE GENAUIGKEIT DER POTENZREIHEN : SI
SI=1.C-3

IF(ReLTeleD=4) R=1.D-4%

IF(K.GT.0) GOTO 1

ALO=CVBO/({SW/SLI=1.D0)={ SW/SLI+1.DO)*(RA/RI )*%2)
BLO=A10*SW/SLI*(1.D0O-(RA/RI)**2)~CVBO
IF(R.GT.RI) GOTO 5

RS0=B10*R/FAKTOR

CRS0=B10

GOTOD 6

RSO=A10*(R+RA*RA/R)/FAKTOR
DRSO=A10*(1.D0=(RA/R)**2)

CONTINUE

GCTC 2

Al10=CVBO*((K+1.D0)/{K+3.D0))

AlO=A10/((SW/ SLI-1.D0)=(SW/SLI+1.DO)*(RA/RI)*%*2)
B10=A10*SW/SLI*{1.D0-(RA/RI)*%*2)-CVBO*((K+2.D0)/(K+3.D0))
IF(R.GT.RI) GOTO 3
RSO=(BLO*R+CVBO/(K+3.D0)*(R/RI )**(K+1)*R) /FAKTOR
DRSO=BLO+CVBO*{(K#2.D0)/(K+3.D0))*(R/RI)**(K+1)
GOTO 4

RS0=A10*{R+RA*RA/R) /FAKTDR
DRS0=A10%(1,D0-(RA/R ) **2)

CONTINUE

CCNTINUE

IF{(NMAX.EQ.0) GOTO 10
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45700 C N IST UNGLEICH NULL

45800 IF(K.LT-1) GOTO 11

45900 C K IST ENDLICH

46000 C

46100 C BESTIMNUNG VON BETAN, DKN

46200 £O 12 N=1,NMAX

46300 BETAN=N*PI/XL

46400 AR G=B E TAN*RA

46500 CALL DIO(ARG,BIO)

46600 CALL CINUE{(ARG,1,B10,BI1)

46700 CALL CBESK(ARGy0yBKOy IERAO)

46800 CALL CBESK(ARGslysBKL,IERAL)

46900 DKN=(BI0-BI1/ARG)/(BKO+BK1/ARG)
47000 C

47100 C BESTINMMUNG VON B(IB),D(ID)

47200 B(1)=1.00

47300 1B=3

47400 13 B(IB)=BETAN%*%2*B(IB~2)/(IB*IB=1.D0)
47500 IF(IB.GE.99.0R.B(IB)«LT.SI) GOTO 14
476G0 I18=18+2

47700 GCTO 13

47800 14 IBMAX=1B

47900 IMAX=IBMAX

48000 0{1)=1.D0/(K+3.D0)

48100 1C=3

48200 15 D(ID)=BETAN¥*2%*D({ID=2)/{{1D+K+1.D0)*%2-1.D0)
48300 IF{ID<GE.99.0R.D(ID).LT.ST) GOTO 16
48400 IC=1ID+2

48500 GOTC 15

48600 16 ICMAX=ID

48700 IF(IDMAX.GT.IMAX) IMAX=IDMAX

48800 C

48900 C ' BESTIMMUNG VON AN UND BI1N

43000 QZ=1.00

49100 QN=RI

49200 DO 17 IB=3,1BMAX,2

49300 Q7Z=QZ+IB*B (IB )*RI**(IB-1)

49400 QN=QN+B(IB)*RI**IB

45500 17 CONTINUE

49600 QCZ=1.C0x D(1) # (K+2.)

49700 QDN=R 1% D(4)

45800 DO 18 ID=3,IDMAX,2

49900 QCZ=QDZ+( ID+K+1.D0)*D (ID)*R*%x(ID-1)
50000 QDN=QCN+D ( ID) *RI**ID

50100 18 CONTINUE

50200 AN=CVR(N)*(QDZ-QZ/QN*QDN)

50300 ARG=BE TAN*RI

50400 CALL DIO(ARG,BIO)

50500 CALL CINUE{ARG,1,BI0,BIL)

50600 CALL DBESK(ARG,0yBKO,1ERIO)

50700 CALL OBESK{ARG,lyBKlsIERIL)

50800 FAKT1=(BETANXBIO-BI1/RI-DKN*{BETAN*BKO+BK1/RI))*SW/SLI
50900 FAKT2=B11+DKN*BK1

51000 AN=AN/(FAKT1-QZ/QN*FAKT2)

51100 BIN=( AN¥FAKT2-CVB (N)*QDN) / QN

51200 C

51300 C BESTIMMUNG VON RS(N) UND DRS(N)
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51400
51500
51600
51700
51800
51500
52000
521C0
52200
52300
524C0
52500
52600
52700
52800
52500
53000
53100
53200
53300
53400
53500
53600
53700
53800
53900
54CC0
54100
54200
54300 C
54400 C
54500
54600
54700
54800
54900
55000
55100
55200
55300
55400
55500 C
55600 C
55700
55800
55500
56000
56100
56200
56300
56400
56500 C
56600 C
567C0
56800
56500
57000

20

el

19

22

12

il

26

27

LAST MODIFIED 26.10.77

IF(R.GT.RI) GOTO 19

RSN=0,.D0

DRSN=0.D0

DO 20 IB=1,IBMAX,2

RSN=RSN+B(IB)*R**IB
DRSN=DRSN+B(IRB)*IB*(R**IB/R)

CONTINUE

RSN=RSN*BLN

DR SN=DRSN*BIN

DO 21 ID=1,1IDMAX,2
RSN=RSN+CVB(N)*D({ID)*(R/RI)** (K1) *R¥x*1D
DRSN=DRSN4CVB (N)*( ID+K+1.D0O)*D(ID)*(R /K1) **{K+1)/R*R**]ID
CCNTINUE

RS{N)=RSN/FAKTCR

DRS(N)=DRSN

GOTC 22

ARG=BETAN*R

CALL DIO(ARGyBIO)

CALL DINUE(ARGy1,8B10,BI1)

CALL DBESK(ARG,0,BKOy IERD)

CALL CBESK{ARG,1,BKl,IERL)
RSIN)=AN%(BIL+CKN*BK1)/FAKTOR
DRS{N)=AN*(BE TAN¥BIO-BIL1/R=DKN*(BETAN*BKO+BK1/R))
CONTINUE

IERH=TERAO+IERAL+IERTIO+IERITI1

IF{R.GT.RI) IERH=TERH+(IEROQ+IERL)
CONTINUE

IF(IERKE.GTL0) IER=IERH+100

CCTO 10

K IST UNENDLICH,GRENZUEBERGANG
CONTINUE

IF(K.EQ.O0) GOTC 24

DO 25 N=1,NMAX

BETAN=N*PI/XL

ARG=BETAN*RA

CALL DIO(ARG,BIO)

CALL DINUE(ARG,1,BI10,B11)

CALL CBESK(ARGy0yBKOyIERAQ)
CALL DBESK(ARG,s1,BKl,IERAL)
CKN=({BI0-BI1/ARG)/(BKO+BK1/ARG)

RESTIMMUNG VON B(IB)

B{1)=1.D0

I1B=3
B(IB)=RETANk*2%B(IB-2)/(IB*IB~-1.D0)
IF(IB.GE.99.0R.B(IB).LT.SI) GOTN 27
I1B=1B+2

GOTO 26

IBMAX=1B

IMAX=1BMAX

BESTIMMUNG VON AN UND BIN
QZ=1.CC

QN=RI

DO 28 1B=3,IBMAX,2
QZ=QZ+IB*B(IB)*RI**(IB~-1)

PAGE
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57100
57200
57300
57400
57500
576C0
57700
57800
57500
58CC0
58100
58200
58300
58400
58500
58600
58700
58800
58900
59000
59100
59200
59300
59400
59500
59600
59700
56800
59900
60000
601C0
60200
60300
60400
60500
60600
60700
60800
60900
61000
61100
61200
61300
61400
61500
61600
61700
61800
61900
62000
62100
62200
62300
62400
62500
62600
62700

o0

28

29

23

3C

25

24

LAST MODIFIED 26.10.77

CN=QN+B(IB)*RI*%1B

CONTINUE

ARG=BETAN*RI

CALL DIO(ARG,BIO}

CALL DINUE(ARG,1,BI0,BIl)
CALL DBESK(ARG,04BK0y IERIO)
CALL DBESK(ARG,14BKL,IERIL)
FAKTL=(BETAN*BIO-BI1/RI-DKN*(BETAN*BKO+BKL1/RI))*SW/SLI
FAKT2=BI1+DKN*BK1

AN=CVB(N) /(FAKT1-QZ/QNXFAKT2)
BIN=AN*FAKT2/GN

BESTIMMUNG VON RS{N) UND DRS(N)
IF(R.GT.RI) GCTO 23

RSN=0.CO

CRSN=0.DO

CC 29 IB=1 g!BMAX,Z
RSN=RSN+B{IB)*R*x1B
DRSN=DRSN+B(IB)*IB*(R**IB/R)
CCNTINUE

RS(N)=RSN*BIN/FAKTQOR
CRS{N)=DRSN*B1N

GOTC 30

ARG=BETAN*R

CALL DIO(ARG,BI0)

CALL DINUE(ARG,1,B10,BI1)

CALL CBESK{ARG,0,8KQy IERO)

CALL DBESK(ARG,1,8Kl, IERL)
RSIN)=AN* (BT L +DKN%BK1)/FAKTOR
DRSIN)=AN*(BETAN*BIO-BILl/R~DKN*{BETAN*BKO+BK1/R))
CONTINUE
IERH=IERAO+IERAL+IERIO+IERTL
IF(R.GT.RI) IERH=IERH+(IERO+IER])
CONTINUE

IF(IERK.GT.0) IER=IERH+200
GCTC 10C

K IST UNENDLICH,BESSELENTWICKLUNG
CONTINUE
DO 31 N=1,NMAX

BESTIMMUNG VON DKN
BETAN=N*PT /XL

ARG=BETAN*RA

CALL DIO(ARG,BIO)

CALL CINUE(ARG,1,BI0,4BIl)

CALL DBESK(ARG,0,BK0,IERAOD)
CALL DBESK(ARG,1l,BKl,IERAL)
DKN={ BI0O=-BIL/ ARG)/ (BKO+BK1/ARG)

BESTIMMUNG VON AN UND BN

ARG=BE TAN*RI

CALL DIO(ARG,BIO)

CALL CINUE(ARG,1,BT10,4BI1)

CALL DBESK(ARG,0,BK0,IERIO)

CALL DBESK(ARG,19BK1l,IERI1)
FAKTL=(BETAN*BIO-BI1/RI-DKN*(BETAN*BKO+BK1/RI))*SW/SLI

PAGE
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62800
62900
63C00
63100
63200
63300
63400
63500
63600
63700
63800
63900
64000
64100
64200
64300
64400
64500
64600
64700
64800
64900
65000
65100
65200
65300
65400
65500
65600
65700
65800
65900
66000
66100
66200
66300
66400
66500
66600
66700
66800
665C0
67000
67100
67200
67300
67400
67500
67600
67700
67800
67900
68000
68100
68200
68300
68400

o

OO0 0N

o0

32

33

31

10

20
30

40
5C

LAST MODIFIED 26.10.77 PAGE

AN==CVB(N)/((1.DO+DKN*BKL1/BILl ) *(BETAN*BIO-BI1/RI)~-FAKTL)
BN=AN*(1.DO+DKN*BK1/BI1)

BESTIMMUNG VON RS(N) UND DRS(N)
ARG=BETAN*R

CALL DIO(ARG,BIO)

CALL DINUE(ARGy1,BI0,BIl)

CALL DBESK(ARG;0,BK0y IEROD)

CALL CBESK(ARG,1lyBKl,yIERL)

IF(R.GT.RI) GOTO 32
RS(N)=BN*BI1/FAKTCR
DRS(N)}=BN*(BETAN*BIO-BILl/R)

GOTO 33

RS(N)=AN*(BI1+DKN*BKL1)/FAKTOR

DRS (N)=AN*x{BETAN*BIO-BI1/R-DKN*({BETAN*BKO+BK1/R))
CONTINUE
IERH=ITERAO+IERAL+IERIO+IERIL+IERO+IERL
CONTINUE

IF(IERH.GT.0) IER=IERH+300

CONTINUE

IF(IMAX.GE.99) IER=IER+1300

ENTNORMIERUNG
XL=XL /FAKTOR
RI=RI/FAKTOR
RA=RA/FAKTOR
R=RH

RETURN
END

FOURI ERKOEFFIZIENTEN FUER EINE GERADE PERIODISCHE FUNKTIDON FNT
FNT:ARRAY DER LAENGE 2N+1
N:INTERVALL VCN 2N+#1 PUNKTEN ZWISCHEN O UND 2PI
M:MAXIMALE ORDNUNG DER COSINUSKOEFFIZIENTEN
A:RESULTIERENDER VEKTOR DER COSINUSKOEFFIZIENTEN DER LAENGE M+l
1ERsFEHLERMELDUNG MIT TIER=0 KEIN FEHLER

IER=1 N KLEINER M

TER=2 M KLEINER NULL

M MUSS GROESSERGLEICH NULL SEIN
N MUSS GROESSERGLEICH M SEIN

SUBROUTINE FOUR(FNTyNyMsa,IER)
IMPLICIT REAL*8(A-H,0-1)
DIMENSICN A(1),FNTI(1)

IER=0

IF(M) 30,40+40
IER=2

RETURN

IF{M=-N) 60,60,450
I1ER=1

RETURN

12
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68500 C

68600 60 AN=N

68700 COEF=2.,0D0/(2 .0DO*AN+1.0D0)

68800 CONST=3.141592654D0*COEF

68900 S1=DSIN(CONST)

65000 C1=DCCS(CCNST)

69100 C=1.D0

69200 $=0.D0

69300 J=1 |
69400 FNTZ=FNT(1) |
69500 70 U2=0.CO ;
65600 U1=0.D0 ‘
69700 [=2%N+1

69800 C

69900 C

70000 75 UO=FNT(I)+2.000%C*Ul-U2

701C0 U2=Ul

70200 U1l=u0

70300 I=I-1

70400 IF(I-1) 80,80,75

70500 80 A(J)=COEFX(FNTZ+C*Ul-U2)

70600 IF(J=(M+1)) 90,100,100

70700 90 Q=C1%*C-S1*S

70800 S=C1%S+S1%C

7CSCO C=Q

71000 J=J+1

71100 GO TD 70

71200 10C A(1)=A(1)%*0.5D0

71300 RETURN

71400 END

71500 //G.SYSLIB DD

71600 // )

71700 // CC DSNAME=SYS1.IMSLD,DISP=SHR

71800 // DD DSNAME=SYS1.IMSLS,DISP=SHR

71900 //*.FTO06F00L DD DUMMY
72000 //G.FTGTFCOl DD SYSCUT=A,DCB=(RECFM=FBA,LRECL=133,BLKSIZE=1330)
721C0 //G.SYSIN ©OD *

72200 0.00 0.00 6.5 0.00 0.00 8.3
72300 2:DE=2 1:E~3 0.EO 0.25E0

72400 0.41E-3 0.50E3 3.175E6 9.524E5

12500 15.6EC 55.7E0Q

72600 l.E-2 1 1 0
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