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ABSTRACT:

The aim of this study is to develop a general theory of the monotonicity
of difference schemes for a certain class of diffusion equations. It is
shown that this problem is contained in the more comprehensive general

boundary value problem for parabolic differential equations.

It was thus possible to enlist and adapt the known estimates for weakly

coupled systems of diffusion equations.

A similar method can be applied to prove the monotonicity of strongly
coupled systems of diffusion equations. To ensure its validity, the set

of solutions has to be restricted.

The estimates obtained were checked on a system of strongly coupled
diffusion equations from plasma physics. As already discussed elsewhere
in the literature, it was found that a certain amount of caution should

be exercised in choosing the step sizes.
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1., Einleitung

1.1 Ubersicht

Uber die Monotonie der Differenzenschemata fiir Diffusi-
onsgleichungen findet man in der Literatur keine umfas-
sende Theorie. Deshalb stellt GORENFLO (6] die Aufgabe,
im Bereich

={(x,é)}- 0<¢x&L, 0ct<T L, TeR"|
flir die Diffusionsgleichung

bub?'tL 7xt) a%[“(’r” %;’t)"] re(xt)ulxt) +t(xt)

geeignete Verfahren und Definitionsbereiche zu beschrei-
ben. Im Zusammenhang mit einer Aufgabenstellung aus der
Plasmaphysik [?5] waren Untersuchungen mit dem im folgen-
den beschriebenen System von Diffusionsgleichungen durch-
zufihren:

Auf dem Bereich
B.={(fc,t),- OftfR} Octs<T ?,rem*}

erklart man mit K €N die Vektoren

- {(af) 'falf) }. a‘k: E—PIRI k-;{z/"'r,(}
duU, d
u'- (Dt )"'%?E)

Dann 1aBt sich ein System von Diffusionsgleichungen in
allgemeiner Form durch

du, (u‘) {9 du,(nt) ‘
_— S i A8 Wl t
(1.1) § ?u V5 it [&;( («) Y ]H;(”’ 4u')
darstellen. AuBerdem sind zu erfiillen
(1.2) g, () 7= 4 (10)

als Anfangsbedingungen auf o 3 = (0,’?) x {0) und die
seitlichen Randbedingungen

h)
(1.3) _“fg_i__”ff)

auf %3=i9]‘[qrjtmd

=0




dty (2,2)
o 2 () <0
auf 9 B3 = {R]x [p,r] .
Die stetige Fortsetzung der jk[»z) auf die Intervall-
Rander wird vorausgesetzt., Somit wird mit = e {0,7?}
die Existenz der Limites

_ / . dg,(r)

Fom = dm g(v) g = dm
t—=m ‘ 2-=m
und mit - K Erfillung der Gleichungen
qu‘(d'gm Ax) ER , g g
#0=0 ., Jer*B (0 5.) = y(0)

verlangt., Wegen der Eindeutigkeit der Losung und der nach
(1.3) verlangten Zylindersymmetrie mufl stets P (i;u) ® 0
sein., Gelegentlich faBt man die R&nder zu

b-B =Lz) 3'81

tel g
zusammen, Das Innere des Bereiches .B wird danach durch

B: B\2B erklart.

Die gestellte Aufgabe soll in den folgenden Kapiteln in
drei Stufen besprochen werden:

1.) Schwach gekoppelte Systeme mit P4 4(«) 21 und
gw{a) =p flir k=1,2,...,K und Af#k :

dup(tt) 4 3 deg, (1,1 ) .
(4 55 _"%—/_=?a_z [z&;(ak)g —'j;—-—] 7 (rtu).

Die Aufgabenstellung wird abgekiirzt dargestellt durch
) = {(1.5.1),(1.2),(1.3),(1.4)}
2.) Stark gekoppelte Systeme mit ?ﬁa[“) T4 und

?*([Q)EO fur k=’|,2,_..’}{ und {i&k
b“ [’[,'b‘) 1 0 Ba* ('t,t")
B = v nlA e T Tl

die man zusammenfaBRt zu
(48) = {(1.5.2),(1.2),(1.3),(1.4)}

5.) Stark gekoppelte Systeme mit B0 (¢):= g () und
oele) =0 fur k=1,2,...,K und L#k
!

duglnt) > dug (1) ,
(1.5.3) "if;'%—’ a(a) :_’ST [é(a)z u;’z, ]r&({rfﬁ:ef )



mit der Zusammenfassung

(asQ) = { (1.5.3),(1.2),(1.3),(1.4) } .

Die Falle ¢  #70 fir {,k=1,2,...,K und gk seien
einer spétef‘en Arbeit vorbehalten.

Die Forderungen, die an die Funktionen a‘,,&,j‘,, ;b*, }I{,,
g’r,?{ ¢ auf ihren Definitionsbereichen zur Sicherung der
Existenz und Eindeutigkeit der Losung « gestellt werden,
seien erfillt. Man findet Untersuchungen mit K=1, »&(H)’“

und J(“)=“/b mit p€# in den monatlichen Mitteilungen des
Max-Planck-Instituts fir Plasmaphysik in Garching [Anla—
gen 1 und 2] . In den folgenden Kapiteln gelingt es,
iber eine Verallgemeinerung Bedingungen zu finden, fir
die die Konvergenz und die numerische Stabilitat der
Differenzenschemata der Aufgaben (A), (AS), (ASQ) ge-
zeigt werden kann. Fir K>1 und allgemeinere Formen von
-4;(“) werden LIPSCHITZartige Bedingungen angegeben. Sie
sollen in der ersten Stufe ausschlieflilich auf schwach
gekoppelte Systeme beschrankt bleiben.

1.2 Verallgemeinerung der Aufgabe (A)

Nach Ausfihrung der Differentiation auf der rechten Sei-
te von (1.5.,1) erhalt man mit

0bo(e) 4 dUalnt)  , duglnt) ¢
——b;!—.zﬂ ,&* ) T‘—l{* ’ TC: DU*

und ohne Angabe der Argumente der Funktionen

t _ e 1y\2 _{ / i —~
(1.6.1)  Du, =D 4 ()t 5 b+ 4a)+7,

auf 3\6,13. Die Anwendung der L'HOSPITALschen Regel liefert
am Rande 5,3

/
C My ,
/&/}ﬂ —_— = Al.k’

x>0 &
und es folgt
D, = 24 4,
(1.6.2) Up = LO 4y + T,

auf 3,3 . Beide Ergebnisse faft man mit
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2, fallg t=0 { 0, falls =20
%, sonst

zZu
¢ g Y / » S
(1.7) Dy = DY () + £ (4, *$,4") 7
zusammen, Definiert man 0"(@-~,0) €ERX als Nullvektor,
6;(?,1‘)3'-' 'ﬂ;('(,l‘lo) und
/ 1 9 p -
ﬁ(*,f,“,%,%'): -_?_a-i-(étuk)+//k()7‘2"u)"0;’/4',f}/

dann geht (1.5,1) lber in die allgemeinere Form
£ ' .
(1.8 \Ddﬁ é /Q:Ziu,ué,qé ) # o, (14)

Die Anfangs-Randwert-Aufgabe (A) wird so zum Sonderfall
der allgemeineren Aufgabe

(AwP) = {(1.8),(1.2),(1,3),(1.4) } ,

fir die umfangreiche Untersuchungen vorliegen., Wegen der
einfacheren Beweistechnik benutzen wir diese Verallgemei-
nerung in den ndchsten Abschnitten stidndig. ks zeigt
sich jedoch, wie an einem Beispiel dargelegt werden wird,
daf fir die numerische L&sung von Diffusionsgleichungen
im allgemeinen die Darstellung (A) besser geeignet ist.
Die Konvergenz gegen die gesuchte Lésung und die numeri-
sche Stabilitdt kann mit verschiedenen Methoden gezeigt
werden, Uber Maximumprinzipien berichten u.a. FORD und
WAID [5], PROTTER und WEINBERGER [ﬂ#], BATTEN [ﬂ],
LSAACSON [9] und ROSE [16]. Untersuchungen der Aufgabe
(AWP) mit K=1 und allgemeiner Gestalt des Definitionsbe-
reiches filihrten KRAWCZYK [11] und KOLAR [10] durch., vas
allgemeine Monotonieverhalten des Lefektes

s 5 _ / 4
U = \D-‘t{* Z‘;/q’f/uf‘(k/”k )
impliziert schwdchere Bedingungen., Leshalb schlieBen wir

uns COLTATZ [3], [4], REDHEFFER |15, SCHRODER [’19],

[20], [21], GorENFLO (€], [7]. [&], «mawczyk [11] und
KOLAR [’10] an.

1.5 Monotonie, Lemma von NAGUMO und WESTPHAL
Bei COLLATZ [4] findet man

Definition 1.1 Seien ﬁ}f lineare, halbgeordnete metri-

sche Rdume mit der Ordnungsrelation £ . Der Operator P
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besitze einen DefinitionsbereichJ<R und einen Werte-
bereich WcJS, Dann nennt man den Operator P

isoton , falls 4 < Vv => Pug Py
antiton, falls # <€V =» Pu 2 Pv

fir alle v el ,
In beiden Féllen ist der Operator P invers monoton
(man vergleiche SCHRODER [?1]). In entgegengesetzter
Richtung

Pu€Pv = us¢v

heift der Operator P von monotoner Art. Die Aufgabe, mit
Se S aus der Gleichung

Pu =s

AL€D zu bestimmen, wird "Aufgabe monotoner Art" genannt.
Gelingt es Naherungen kae-a zu einer numerischen
Approximation u* zu finden, so dafl3

Pv & §= Pu* £ Pw
ist, dann gilt, falls der Operator'P von monotoner Art ist
VY<eu*ec v,

Damit ist die Eingabelung der Losung u* gezeigt,

Definition 1.2 Seien A(‘Y,C“ﬂﬁ’/gﬂ) k=1,2,...,K
auf der Menge

:D(,'i} s = Bx RN

erklart. Dann ist auf ]@7 durch

N

o il >
(1.9.1) X - 5/1”,“»“,“;,%'); Yy £ % =>
- /
A(Q,Ca,«;,a;) s Z lhbu 4,4 ),

(0,3, ), (12444 ) €2(7))

die Klasse der int{"monoton nicht fallenden Funktionen
definiert. Alle 7€¥ beschreiben mit dem Defekt

t ’
(1-902) 2“— [ = -.Duk 'ﬂ(’gf’,u{uﬁ’:&*) = dﬁ/’{.l")

parabolische Differentialgleichungen.

Die Losungen 4 der Aufgabe (AWP) faBt man zu einer Klasse




Z(7) : =4 U: B—=R; a4’ q’c8,
(fc,f,a,a,,l,a,:) e ._D(f) }
zusammen, Die durch die Randbedingungen (142) 50 o 5 CTall)

auf B vorgeschriebenen Losungen 4, seien durch

U, = 2, (x,t)

dargestellt. Dann wird mit (AWP) die Aufgabe gestellt,
mit /EJ{/ Losungen #, € Z(f) zu finden, daB gilt:

(1.10.1) Dl;k -;ﬁ{fgz‘,q%:&”) -0 (yt) aut %

(41 s10.2) u, =2, (r¢) auf 9B
&k
fir k=1,2,...,K .

Definition 1.3 Sei 7;& durch den Defekt {a (1.9.2) in

Definition 1.2 erkldrt. Dann definiert man

E, (#) := {%G ?/;)}- s >crk(4;{)auf A >»}kf7,1‘) auf 4B }

und

% (F) - An ) T <qlypfus § %<2 (ye) aut 4]
fir k=1,2,...,K . Man nennt ,&;[;)die Klasse der Oberfunk-
tionen zur Losung 4, auf /7 , wihrend %{fﬁ) als Klasse der
Unterfunktionen bezeichnet wird.

Mit diesen Definitionen formuliert man nach WALTER [24]

Lemma 1,1 (NAGUMO-WESTPHAL)
Sei 4 € 7(f) Losung von (1.10), ¥ € 2, (#) und €5 (%),
sodall die Voraussetzungen

53 v:k(,{ﬁ(mt) , W > A4 t)  auf B
b) [V <6 (yt) , Lw >0 ) auf B

fir k=1,2,...,K erfiillt sind.
Dann gilt:

Y <4 < v auf 8,

Als Voraussetzung fiir die Parabolizit&t der Gleichungen
(1.5.1) folgt aus (1.6) und (1.9) unmittelbar



(1:11) ﬂ(ﬂ) >0  fir alle e Z(f)  (rt)e 5,

Definition 1.4 Sei 2z=(z,..., 5 ) ¢R" Vektor und
Flx) = (F(z), ... F(2))

Vektorfunktion. Weiter gelte die Relation < fiir den Ver-

gleich von Vektoren elementweise. Dann heift F(z) in 2
quasimonoton nicht fallend, falls

vy - _ " =
TEE 2, =2 4A=1f..,K =—> /;(z)é_!;(z),
Mit Hilfe des Lemma von ‘NAGUMO-WESTPHAL findet man

Satz 1.2 Mit dem Vektor u'= (4, ... «;)eR" seien

1)

Floguun’) = (ftue u’) .. 4, (vtuu, «!)
und
plaw) < (g(tu), ... p(ta))

Vektorfunktionen, die die Voraussetzungen

< "% f(@, ,u:u') quasimonoton nicht fallend in « ,

/ iy
f(tt« 4 u')  monoton nicht fallend in 4,

e - pltu) quasimonoton nicht fallend in «

erfiillen. Ersetzt man weiter in der Aufgabe (AWP) mit

dem Losungsvektor « YY) Je, ¥ und Gy lberall durch die Funk-
tionen 4, 4, V, und 6, , so entstehe die Aufgabe (AWP)

mit dem LOsungsvektor « ., Seien nun

(1.12.1) G (1t) < 6 (1t) aue B,
(1.12.2) 7.00) < g.(x) aur 4B,
(1.12.3) ﬁ(f) <V, (t) aut 4B .
Dann ist

a < 4 auf B.

In spateren Abschnitten wird man V< « ¢ ¥ zeigen, sodaf
dann diskrete Analoga beniitzt werden, um die Monotonie

der approximierenden Differenzenschemata nach Lemma 1,7
zu zeigen,




Wird der Rand 513 in M€N TIntervalle
M

(5. 0] e 4

met
zerlegt, dann konnen auf jedem Randintervall ﬁ,beliebige
Randbedingungen (1.,4) vorgeschrieben werden, solange nur
an den Intervallridndern stetige Fortsetzungen gewdhrlei-
stet sind,
Aufstellung der Differenzenschemata und L&sung der daraus
entstandenen Gleichungssysteme sichern mit diesen schwa-
chen Voraussetzungen noch nicht die Eindeutigkeit der
Losung. Dazu werden in den folgenden Abschnitten geeigne-
te Einschréankungen diskutiert.

1.4 Hilfsmittel fiir Abschatzungen
Satz 1.3% Seien x=(x, . x, ) € Rr” , %= (x“ 5%y i )
und mit BcR” ,me N

- B—=R

f’eine (m+1)-mal stetig differenzierbare Funktion,

Das Innere der geraden Verbindungslinie der Elemente
X X, € R” verlaufe ganz in 8 , Mit

bt g;t_(x,,p(,b?f

und dem totalen Differential

4//{ Z (%,)(x,- K, ) # me /‘f,;(/(,)(x;-rg‘)

gilt dann die TAYLORsche Formel

1/ 1 -

+ — — +
G  FELrgEt gl et aT A E,
mit dem LAGRANGEschen Restglied % .
Der Beweis ist in MARTENSEN [’1 3] dargestellt. Im Zusammen-
hang mit der gestellten Aufgabe (A) kann wieder die all-
gemeine Form (AWP) betrachtet werden. Es sei k= ’l yibg v oy T
und Z=(Z, ... 2 )€R¥ Die Funktionen /f (4L u 4 4")
seien wie zuvor auf J/f)- B x ?k erklart. Nach Satz 1,3
findet man mit den Bezeichnungen

A V% 2
(1.14.1) & = B — d
oy TR oy LONTI
dp4
7#1 B



(1.14.2) ﬂ(ﬁl‘,?%’,z) Lntz e 2’ ) =

Z/’z &) R (52 (E-E) R (%)

und

LlL3)-4,(22) = Zyu 2) % (g) .

Vernachladssigt man in beiden Glelchungen die Restglieder
7\:(/{) und 7?4(&), dann sind die totalen Differenzen in zwei-

ter Ordnung konsistent. Fiir die Aufgabe (A) lassen sich
die O, ,[3* und J/;( k,£=1,2,...,K leicht bestimmen. Auf B
gilt: ’

(1.15.1) =%, %
0 , falls %=0
(101502) ﬁk N { 2.}4‘—;“/‘!‘ —, ,4 s sonst
_D“kj {%) ﬂ'ﬁy (,;M %, u')» \/7‘('/?‘ L=k
(1-45-5) f‘l = Hy o~
7 D 7, , sonst

Mit den Konstanten

a>0 ,A2a,820,¢c,C2c T">0,¢ £z, £2p
definiert man die LIPSCHITZartigen Ungleichungen flr spa-
tere Abschitzungen:

(1.16.1) aLe, & A

(1.16.2) l/?kl < B |

(1.16.3) 5w S C ;

(1.16.4) O<p, T  rpir 4k,
(1.16.5) €LY S E

(1.16.6) -ny(ga fir L#k .
Bemerkungen ’

1.) 0< a0, in (1.16.1) bedeutet gleichmiBige Parabo-
lizitat,
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2.) Aus 0%, <7 (1.,16.4) und -£<7,, <0 (1.16.6)
folgt, daB die Funktionen f und -p in « quasimonoton
nicht fallen.



-

£ o

2. Diskretisierung

2.1 Definitionen

Zur Diskretisierung der Aufgabe (A) definiert man mit
den Maschenweiten A=R/7 und t=T/N (3¢J<®
24N<00 ) mit Av >0 eine Folge diskreter Gitter

(2.1.1) 4 . { (n;-}t"))-

mit den diskreten Randern

(2.1.2) yG =

1 177 d ’
(2.1.3) &S {ly ) fuo aegy n}
(2.1.4) 0, §: = {(fzjz‘”) PR Y RN
die bisweilen zu

0% = Ll o9

zusammengefallt werden.

In den folgenden Abschnitten soll der hochgestellte In-
dex die Lesbarkeit erleichtern, in keinem Falle hat er
die Bedeutung eines Exponenten. _

Das Innere von g werde mit 9 = $\3Y bezeichnet. Auf

den dadurch gegebenen Punkten (’Z};lm) €Y% sollen die Losun-

gen A (tr,z‘) der Aufgabe (A) durch Gitterfunktionen U,;- 'Z/}é(f}‘}l‘”)
approximiert werden. Wie iliblich interessiert der Grenz-
ibergang 4—0¢ , 7 —~?¢ , Da fiir alle k=1,2,...,K die glei-
chen Uberlegungen gelten, kann vorerst der Index k weg-
gelassen werden. Auf der Folge von Gittern G werden zur
numerischen Losung der gestellten Aufgabe gemal STOER-
BULIRSCH [22] die Differentialquotienten durch geeignete
Differenzenquotienten ersetzt. Doch zuvor sollen einige
Begriffe erlautert werden.

Definition 2.1  Seil (lzj;z‘") €Y ein innerer Gitterpunkt
und seien mp,g € N , Dann bezeichnet man

"

(2.8.1) .BJ- =={(¢,1‘)5 i €050, AT TR
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als Umgebung und

n

(2.2.2) ‘% = {(’t,-,f#))- /'-fné{i}'fp , N-9< % &n }

; ny ¢ f g{‘ .
als Gitterumgebung des Punktes (’f;f ) . Auf 7 sei

/
die Klasse der Gitterfunktionen
n

h? ;o= { W %* — R]

erklart, Als abkiirzende Schreibweise benilitzt man im all-

gemeinen U;-E-* U(’flj;i‘n).

J »¢
Die Differentialoperatoren Y

) St und R sowie der
Identitatsoperator / werden durch die ein- oder mehrstu-

— n
figen Differenzenoperatoren 7,7, , 7, und 7 auf V& er—
setzt. Es seien im Einzelnen:

P 0
-/ Z z ; n+R
(205O1) /(]!1‘1) woo= Qf(;/n) ?4);'*4' /
(=-m t=-g
_ Z < & n+ A
(2.3.2) /t(]'n) W E= /J,’( {};n) k;'r-{ /
4d=-m ’k"l"ﬁ
74
: - 5 g k. n+ R
(2.3.3) L ljmn) W= }_z E e, (in) ¥y,
A=-m 4:—;
: +#
(2.3.4) T, (pn) w o= :>_£ d,-k/;’,n) w;ff:' .
L==m 4@=—;

Im folgenden Abschnitt soll die Konsistenz dieser Oper’%-
toren untersucht werden. Fiir die Interpolation auf “-ZIJ

gelte
(.41 Ry i @ e (yn) £ . und
] ¢ 1 ] jf{
) ¢-0'.m k
(2.4.2) " § e*lyn) £""" iy
A=-1

)
(2.4.3) ief () = Z e*(;;n) =1,



-
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Sofern im weiteren Verlauf der Diskussion auf die Indi-
zierung verzichtet werden kann, wird sie weggelassen.

2.2 Konsistenzbedingungen

Definition 2.2 Sei X €¢R” Teilraum mit

X : '-‘{(X,'..-,X") 3 new )

n
und sei ¢ = g 4, mit 4, €M, Sei weiter

Red -
. : 4
D").-J“ : = . b .
’ 1’ ‘y,
qu -..a)&n

ein partieller Differentialoperator. Dann definiert man

YY) ..
{2.5) s ’”(X):={/'- X— R, " ""fl) stetig )
als Raum der auf X stetigen und 4&" -fach in X stetig
differenzierbaren Funktionen.

Zur Bestimmung der Konsistenzordnung der Differenzen-
operatoren dient

Satz 2.1 In der Umgebung B = 38 sei }(ff)écg' (3)

Ferner seien P(’z f”) und -P({;”' )1"'“ ) zwei feste, aber

beliebige Punkte aus J3 mit der Eigenschaft, daB das In-
nere der geraden verbindungslinie beider Punkte ganz in
B liegt. bann gilt nach TAYLOR im Punkte 'P

(f 3 _,[ (t,nmtu)
(2.6) ’?(Jff' #7¢) = /f ) {Z /rt”)+

A=¢
(tmkf )JA & o)
(a-a)! D 3(9-;7) } ’
(t4c-27)F
¢!
und 7 = (1- e)t

2% 2(s17).

#
8, r

n-rle

Mit ¢ = (1- 9¢)4jﬂ. - ‘%t/-"
(o <6, 8. 44)

Der Beweis ist in MARTENSEN [’I 3] ausfiihrlich dargestellt.
Wegen (t t”) G.Bn findet man
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MJ-H. - a7 = (fed -7 ) 4 mit ];mf)rf};pund
t "t =(71,+’k—1;)r mit n_?‘é?:fn.

Im folgenden sei T=/bﬁd mit «=2 1/ und p=const , sowie
¢22 , oz 2/a vorausgesetzt. Aus der TAYLORreihe (2.6)

folgt dann:
c-1 §-v-7

mk) _ Z : ‘fl)(/'r{-;)" ?V(n*ﬁ-i)‘:

Al v!
V=0 A=0

(2.7) (=

J+t )

X_DAJV} (‘Z;‘."t’?) " O'('Af"'rd’).

Fir die Konsistenzordnung der in (2.,3) definierten Dif-
ferenzenoperatoren gilt:

z - T - 4
(2.8.1) f(’! f) T'// n) ZII l]-i-t-i-) z (‘nj} )‘

xD'}fo )~= (4 +r¢),

G-1 g-r-1

b) _a _ A fee-7) Qﬁ***_)r
By 57“?(?'#)’5/1}’7) E g [’ui r ) s
v=0 A=0
;,.,3(771) S O(A T e7T),
— & Wipe7) Ylnek-i)
D /- % - vi-7 ) Vlnrk-5
(2.8.3) 5 2(4,¢7) =T, (7) E i J YR
y=0

“Dl"',g[)c?z*"_) = O'(IL +r6'%‘)j

A g -\
(2.8.4) br"‘z(" ) - “(7’")2 Zﬁ /;fﬁ,) T(ﬂ:’f?-u)’
b=

. \Dl'v}/‘lf,l"; - 0-[192' _o- z/a()

Beachtet man (2.3), dann erhdlt man fir festes A v die
Gleichungen (2.9) zur Bestimmung der Koeffizienten der
Differenzenquotienten.
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{0, fir A=ve=g

. . ,
(209-1) E E Q‘:ﬁ(i.d-{l-;))(n'—i_i)y:

brrm By 1, sonst
E : & ) , 0, flir A=0, v=1
(£59.2) E E ,5" (J'n'—;) [#+4-u) =—.{
{=-m hz-g 1, sonst
i ’ 0, fir A=1,v=0
Al . . =\ A N 4
(209-3) E C) {7"4"]) {’U‘&—u):{
Czom A=y 1, sonst
[ o P , -0, fir A:zfy.p
(209-4) E E 0(-" (l‘-.t('-j-)}\(nf*-“‘;i) =J-
(=-m 4k=-g l"‘f , sonst

2.5 Auswahl geeigneter Differenzenschemata
Mit dem in (2,6) eingefiihrten Parameter 0 (0<80<7) 1iBt

sich die zeitliche Ableitung bit Uy (t}t‘) im Punkte

nt+ & n
73- = ‘P('}"f +87 ) nach dem Mittelwertsatz als

b n u"tf‘f ;[ -,
2.10 — 4, (t Or) = “h1 ~ %4y
darstellen. Nach der Diskretisierung der Aufgabe (A) sind
daher zur Losung gewisse Funktionswerte im Punkte

+8 ' a+r1f
7;“ zu bestimmen. Seien dazu PJ und'g Punkte aus B

H+ 0
und 73 liege auf dem Inneren der geraden Verbindungs-
linie von 7" nach 7}"” , dann folgt fiir die Interpolation

mit w, (nt) € CP(B) 421, e (yn)=6 €lyn)=b<1-6
+ Q—U‘; - 0’(7)_

n+9 N+t

(2.11) Uy~ = 8y,

7,

Durch die Einfiihrung des Parameters 8 gelingt es, expli-
zite und implizite Differenzenschemata in eine Klasse

von Differenzenverfahren einzubetten. Man erhdlt das ex-
plizite Verfahren fiir €=0, das voll-implizite fir 6=1
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und das CRANK-NICHOLSON-Verfahren fiir €= 7.

In den folgenden Abschnitten werden ausschlieBlich Diffe-
renzenschemata mit m=p<9 =7 untersucht., Damit sind die
Koeffizienten q‘-", .4;*, Cf und df eindeutig festgelegt.
Man wird aus spater zu zeigenden Griinden T=/u»ﬁz, d.h,

oo =2 wahlen,
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5. Aufstellung der Differenzenschemata

5.1 Allgemeines

Zur Abkirzung gelte mit k=5 2y s ss K 5 Jo50, 15605 040
5 4 , falls JZ=k
und =
-

0 , sonst
in den folgenden Abschnitten:

mit £=1,2,...,K

n n n

U U ) | U () ey

n+dé 'n*cf;,k9 n+d'* »
;" - (zzw. Y ) e R”

n+6’ﬂ9 ) Nn+F 1+ 46 n
7/:& ::77‘1(4;1" /U}-_ )/ 0%}_1-.—0'(&-#")

auf ':g p ;ﬁ - ; (’y}auf b ff und
+'f9 +6 +f9
p: :=pt(2‘ﬂ’lf}-” ) auf Jz:f.

ochlieBlich sei die Schreibweise
”

F M
bgen = A LY (24, 27)]
fir Jk erlaubt.

Als Differenzenoperatoren definiert man:

n 4 n n
57/4:? = 2_4- (u*li-f.f - %4’7'.7)’

2 "’
) u*,- : ;z (Uy .- 20+ U,

A Z{ = (”;}4- ”‘*,7') .

7’)/

Ed

7
Als Anfangs- bzw. Randwerte gelten fir die Aufgabe (A)
ebenso wie flir die allgemeinere Formulierung (AWP) bei

n=0 :

0
(3.1) M*J' = fay  TOT 31,2,...,3-1

Dabei sind uka und atj durch die Limites von A (t)auf
den R&ndern 3 ¢ und«) tfzu bestimmen. Ihre Existenz ist
durch die stetige Fortsetzung der Jﬂ(t) auf die Ré&nder
nach Abschnitt 1.1 gesichert.
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n=1,2,...,N=1 :
Am Rande d,f ist .6

n
(%.2.1) 52/*’0

wegen (1.3) . Mit der dadurch gegebenen Zylindersymmetrie
kann

n+ 6 k+9
Uﬁ,"f . = Z(éf
ne¢é
zur Bestimmung von ) %4, auf dem Rande @fﬁ formal defi-
niert werden. Man erh&lt
z n+€ n+6
(5.202) 5 IQ;O &; *0 )
/
Am Rande 32‘5 verlangt man
n+ @ n+06 n+8
(5.3.1) §Uey =-p, W
sodaf
2,,7r6 2 ’lr&' 71*67'9 el

gilt. Damit koénnen die Differenzenschemata
Xr€

n n+ &
(3.4) AZ{ '—f . ﬂrG ) 1z+
ti 'k(i, 2[ Jaé /5 &2
fur j=0,T5e005d aufgestellt werden. Wegen der elnfache—
ren Bezugnahme fafl3t man zu

(@ = §(3.1) gir §=1,2,...,3-1, n=0 ,
(3.2) fiir j=0, n=0,1,...,N-1 ,
(3.,%) fir j=J, n=0,1,...,N=1 ,
(3.4) £ir §=0,1,...,J , 0=1,2,...,N-1 }

zusammen.

42/ 1)
Satz 3.1 Sei « eC”lﬁH) und (D) das Differenzenschema
der Aufgabe (AWP), in dem &« = tq? t) durchZ/ ersetzt wer-

de. Auflerdem stehe fir den Defekt G} dle Gleichung

Anst "+ O ¥+ 0 2

#7' = dk; 7 gﬁ, +
Dann gilt auf ¥ mit j=1,2,...,J=1
(3.5.1) 7% = O(4%7)
® 7

sowie auf D‘fnut §=0 und 9, Y mit j=J
u+o

(3.5.2) Iz ) o= DH{L#E ) -
*,1
Beweis: Durch TAYLORentwicklung um (t f " )fur die Aufgabe
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(AWP) unter Beachtung von (1.16)

5.2 Existenz und Eindeutigkeit der Losung

Aus (D) ergibt sich fiir jedes Niveau t” n=1,2,,..,N=1
ein Gleichungssystem

VAR -S"}

zur Berechnung der Werte ﬁ;:' aus den bereits bekannt%?
wpdb
Werten u;, . Wegen der Wahl der Vektoren Jf und 5t

in (5.4) ist ¥ entkoppelt und jedes Untersystem .f
k=1,2,...,K unabhéngig l16sbar.

Fir & =0 ist das Schema (D) explizit und damit die Existenz
und Eindeutigkeit der Losung jedes Systems f trivial.

In Falle 0< @< 1 folgt man SAULYEV [18], der “eir Ox¢

ein konstruktives Iterationsschema angibt. Fir festes

k,n sei mit den Vektoren
v

N

v
%)E’Ryr( v=0,7,...
insbesondere

[/"’:(ZJ:D,..-)U;:,)
(3.6) N o
1 )

Dabei gelte unter Vernachlassigung des Iterationsindex
nr 8 n
(3.7) 6'(V)=(4"‘)‘6'*”4;'”)”7%7' * AUy

mit 0<4A<7 ., Ein #uBerst praktisches Iterationsverfahren
findet man auch bei ROSENBERG [17]. Die einfachere Be-
weistechnik und die universelle Anwendbarkeit des Verfah-
rens von SAULYEV machte die Wahl leicht.

Satz %.,2 (Fixpunktsatz von SCHAUDER)

Sei £ Banachraum, §CF beschrénkter, konvexer und abge-
schlossener Teilraum. Sei weiter P vollstetiger Operator

P: £E—FE,
Dann existiert ein Fixpunkt s € S, derart, daB gilt:

Ps =5 .
Der Beweis ist in LJUSTERNIK-SOROLEV [42] ausfihrlich
dargestellt.
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Satz 3.3 Auf der Folge diskreter Gitter nach (2,1) sei
das Differenzenschema (D) filr die Aufgabe (AWP) aufge-
stellt und das Iterationsverfahren (3.6), (3.7) mit dem
dort erklarten Startvektor v gegeben, Mit den Konstan-
ten a,A,B,c,e,£ nach (1.14),...,(1.16) in Abschnitt
1.4 seien schlieBlich die Voraussetzungen

(3.8.1) hos

(%.8.2) 0 <A & ,—JZ—QM FUr §=1,2,.04,3-1
(%.8.3) 0 < A £ f+9#[2AfEﬁ(‘,,ArBM] fir j=J
und mit der Konstanten £ ¢ = max (-€0) fir 7 <0
(3.8.4) QuE~h (2A+84) < 7

erfiillt. Dann gilt

‘ v ne+f n+4
/&/m V = (uﬁ,a)...)a*a ),

i

Vv — o0
Bewels: Wir bezeichnen mit
- s -7 . J+1
B = " - il =01 €
Wes{ W W= =l je04.,3) ¢R

den Differenzvektor aufeinanderfolgender Losungen. Statt
der Konstanten G)ﬁrlﬂ und 7 aus (1.16) setzt man die dis-
kreten Werte

) a}: = dﬂj. ) ﬁf D= ﬂﬁl- ) };.; - ?;].
auf é und

N7 14
am Rande 525 ein. Beachtet man noch ?=/4ﬁz , dann folgt

(3.9.1) EW)-E("") = (4-2-248uc, ) W, + 24 8uct, W,
(3.9.2) F(17)-F (") = Agu (- A /2) Wy, +
#(4=1-246ux; ) W, +
#AGu (oo hfi /o) W

fir §=1,2,...,J=1 und
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(3.9.3) £ (X -F (") = L1-2-260py -206ua, (1+47) T +

t2Abua W,_, .

Bemerkung: Hier zeigt sich, dafl die Wahl =2 in Ab-

schnitt 2.% die Gleichungen (3,9) in einfache Form iiber-
fihrt.

Mit Wl =max W, und den Koeffizienten
/

S, = 1-2-206pd, + 20 0ux, = 1-2 < 4,

-8' = 41-4 -ZAG/uo(J' r A8y (Q}‘fﬁ‘/?/'/?)f)aﬂ(ql"‘gﬁ}‘/f):
= /-1 <7 fir j=1,2,...,J-1 und

I, s =X derp - 206uct, (1+4n) + 216uq, -

1-2[ 1+ 8uhn (20,+ 43 )]
findet man aus (3,9)
LE(r") = FCV™=7) ] < 8 liwi
mit ‘ _
max { fj ; J-_-ofjl___lj} <17 .,

Schlieflich kann die Gleichung (3.9) auch in der Form

F.' v - ; e = P 2 .. .

P I BT W
dargestellt werden. Man setzt formal X,
erh&lt weiter '

v 200 Wjer

; = x{]’*’ r= 0 und

X s 4-z(f+zf¢aq3-) >0  fir j=0,1,...,3-1,
Jte’ = Zle/uo{o >0 fir j=0,
€ sy LA6ua, >0 fir j=J,

r,’_-J-_, = Ay (09"4@'/") >0 fir j=1,2,...,J-1,
Xorve > ABU (G + AR J2) >0 fir §=1,2,...,d-1,
Xog = A=2 {1+ pub[ 20+ hy (22+4B)]} >0 sir 3-g,

sofern die Voraussetzungen (3.8) erfiillt sind. Damit ist
gezeigt, daf aie £ (¥) 3=0,1,...,7 kontahierend sind.
Unter den gegebenen Voraussetzungen ist daher die Losung
der Differenzenschemata (D) nach Satz 3,2 fir 0< 8 < ¢
eindeutig.
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Bemerkungen

1.) Das Iterationsverfahren konvergiert mit wachsendem A
schneller,

2.) Die Bedingungen 0% J;,< " und 'E”:7fz < fir Z#k
sind in den Beweisen zu Satz 3.5 nicht benutzt wor-
den. Das quasimonotone anwachsen von f, -p in « ist®
daher hier nicht erforderlich.

3.} Die Bedingune (3.8.4) ist bei n<? gleichzeltlg Klein-
heitsbedingung fur h und M.

3,% Monotonie

Bei festem k,n ersetzt man ubgyall in dem Lifferenzen-
schema (D) u, 4, \/r, G durch Z/,j’ y_//& und erhslt so das
Differenzenschema (D). Nach (3.4) sind die Untersysteme

F%s I a ,
% &€ entkoppelt und konnen getrennt geldst weraen.
n

o
Mit%)-::ll-

n
*/t&;j erhilt man aus (1.14) und (3.4) die

Beziehung

mit f ’
Wy w - du
und n+9
52 ki' . 5 u+9‘ J U n+ 6
1
Hier sind die Indizes fﬁr‘u,ﬂ ,y'der Eindeutigkeit wegen
ausgeschrieben.
Bei linearer Interpolation in tmit 0 £6<41 D wd-B
und j=0,1,...,J gilt fir die Differenzenquotienten

(%,11.1) zSW,M =0 auf 54'§,

H+E

’ ' :_,(_ 9 _n‘M B ?Hf 9 W
(3.11.2) 6W M[ (thw h/], + (l*’

auf ‘5,

o]
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s K
(3.11.3)  §w."”"° . B
‘:r"? 7*4 h?] 7} ( h/ Gh/tj)*
-t
/jfk
— nrb hv6 L\
AR

und

n+f ny
(3.12.1) tSZW,ﬁo =;‘;[9(R{g,

nv!

) g 0(%1 W#:)]
52 . | auf d‘§
(3.12.2) h/t'], = # [a(h/(,/,, 214, h/,,, ,)+

(“/k‘;ﬂ ZVQ, L8 hfﬂ'j-')] auf :9 ’

2 . hneb
(50,‘2-5) 5 u/ = -—2— n+! 3 n ]
%7 #£2 [B(ka ) 6 | Nf "'fg:)*
s
AN oy W kg (0] W)
The 47 Tea (“P%5 £7/7
=7
Ltk
) (Vn;-& Vﬁk*ﬂ)] auf 32‘5 .
- Y
Aus (3.10),...,(3.12) ergeben 51ch im Einzelnen die

Gleichungen

)zw

(3.13.1) (/+29,uo(4,)%’: 20uccy, Wy

7

= (f'ZB,aO(*lo +Z'}/‘:*")Wkro # Zaﬂdé,ok/”’"

&7
N
., n —n+é n+06
? ZJ;M “//,' ’ r(o;," “es )
L=1 "
L+ k
(3.13.2) = Bula, 48 S YW, . + (1+20 W
T 7y = a2 ) Mg COM %y )

- n+7 -
Ve (“*.J'*A/?*,J'/z)h;,/ﬂ = Guloy, - '4ﬂ*a/") £7-77
F(4-70 - * .3
({ Ze/‘“*,] r,;*’z')hé]”‘ ea(“é,]-rléﬁ‘lp’;'/z )A/ﬁ’l'ff ?
K
n - b neb
D g Wy )

L+ R y
fUr §=14240 0 4 5d=1 und
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n+t

(3 "5 5) -Ze/ld*] %71 {f—ke/u [24t1+4?* *ﬁﬁ*1)1} r}.-f

- n ~
= 29/““&] I‘/ﬁrj-/* { f"ﬁ,u [Zdtj“‘ 4‘7”* (Za%jv“—tf/gg])] e

K
n
+rﬁ‘:*"}w‘57 ‘ Z: {r};n'-/‘tﬁ?u (20, *
A1 Y ' '

Lz
};4-9 ﬂf-9

n+8 1¢+9
+Aflys }n V"’ﬁ(z"‘ 4/?,%,)(7 -y, ) (g, %r /-

Die Uberfilhrung in kompakte Schreibweise erfordert die
Definition der folgenden Vektoren und Matrizen:

1) n
M = 1 ”n
# Thgo Thy 0
n \\ \\
Th1e. Sl s
\\\ "\ ‘mﬂ
\\\ \\ {‘7-’7
Sy ” \\ n
0 ,
T417-1 A7
mit den Elementen
n 3
"1 2%
n 5 &
m*’//; = - Zd ; fUI‘ JSO,/],.,.’J—/I
n
m". e .-A /2
47,077 %7 /%7

} FUL G212 0004 yJ="1

n

mﬁ’,‘/'f’: d*,]' -+ Aﬁ*’] /2
m;z: - [deij-‘-*?*‘ﬁ (zat,:r*ﬁﬁev)]

L
Y 77-1 Zd*rj

2.) (J+1) x (J+1) - Einheitsmatrix I
n

3.) (3+1) x (J+1) = Diagonalmatrix C'k = dia g(,;* 5* f;l;*,J )
o 747
4,) Spaltenvektor = ( *o jasn f‘f”) ek
124-9 T 7r1
5.) Spaltenvektor = (AM ),_,)é#: ) e RV

!
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mit
" K
n+ n _4&0 n+ &
. . oa T » W "6
(3.14.1) '6*,; E foa AR )
/2.4
Luk fir j=0,1,..,,J=1
und L1
n+é ”
(3.14.2) Aoy = g {r;;“-,uaﬁ:;ﬂ (Zoré;&/}”)}u{:,
1!4
L+ #

WA (Lo Ry, (T )

&
-+ 2‘ av”* - nr &
( %7 Uk? g

Aus (3.13) folgt mit diesen Definitionen

= (I* é;u M;w* ?’ﬁ;n) %n+ H:

?1+1' +~ 8

(3.15) (I- G)uM

Die Aufldsung des Gleichungssystems (3%.15) ist eindeutig,
falls (I- G/JM:”)-1 existiert. Dazu

Satz 3.4 In der Matrix

{ (Q'k)' 75;;&5_31 ,ne)N} QL“#GR}
sei J"*..O fur j#k und Z Q4 >0 fir 1£/4<n ., Sei

=1 ]’

weiter 0 die (nxn)=-Nullmatrix und die Relation < gelte
-l

elementweise. Dann existiert A >0, d.h. die Inverse

von A ist von monotoner Art.

Len Beweis findet man bei COLLATZ [5] ausfiihrlich.

Korollar 3.5 sei (P"7')7" = I-6u M. aie Tridia-
gonalmatrix aus (3,15) und seien die Voraussetzungen
1.) OCQSNM' fir k=1,2,...,K , j=0,1,...,J
2:) A4 < %

2.) CuE"#h (24+BA) < 1 | fal1s £ >0

n+1
erfiillt. Dann existiert P >0.

+
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Beweis: Sei

. - h+7 .
n+1
BRESL) " . < § Pre )i 0S,%c7} .
Dann gilt nach den Voraussetzungen 1.) und 2.)

o L
ﬁu*
Die Untersuchung der Zeilensummen liefert

7
z -t
/'0‘* - f fﬁr |j=0,/|’.0|,J_/|
k=0

£ 0 fiip 05/;ﬁ£~7 und ‘;'##.

und

7
0 < E ;;:" < q fir Voraussetzung 3.)
k=0

Nach Satz 3.4 gilt daher die Behauptung.
Die Monotonie des Differenzenschemas (D) zeigt

Satz 2.6 Seien (D) und (D) die eingangs dieses Abschnit-
tes definierten Differenzenschemata, fiir die

s 2 6.
;- 6'*’ auf ‘%,

)

3:*1' 2 }*7' auf A,'ﬁ und

!

v

?’; V: auf bz Y

gelte. Weiterhin seien die Ungleichungen (1.,16) und (3.8)
erfiillt, SchlieBlich gelte mit der Konstanten £'=max(¢z)

(3,16.1) Zg,uA & 4+/ucﬁ’ flr j=0,1,:::4,d-1

(3.16.2) 9;4{2A+E*4 (24+8%)) < 1+ puck®  sir j=J.

Dann ist das Differenzenschema (D) monoton.

Beweis: Man sieht sofort, dag
ned

(’R;Mf)—f - 1,1/‘9ﬁa

aus (3.15) die Voraussetzungen zu Korollar 3,5 erfiillt.
e+t

Somit existiert 7;' 20 rir n=0,1,...,N-1 und k=1,2,.,.,K.
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Q:=[¢-/u9-/|/:+ E‘C:tn aus (%.15) 0:' >0 fir

 n=0,1,...,N=1 und k=1,2,...,K. Damit ist

et

, Fk '-‘Pka:ZO fir n=0,1,...,N=1 und
 k=1,2,...,K. Fir die weiteren Betrachtungen wird (3.15)
. e

;-zu ) - 4 %
1 I’Vk = ?* h/ * 7’ ”

\

8

.’Zumgeformt und der restliche Teil des Beweises durch In-
‘duktion Uber die Zeitschritte gefilhrt.

'n=0 : Es gilt

o o
| Woy = 8,70, B0 0=1,2,000K, 520,100,
nach Voraussetzung. Aus (3,14) und den Voraussetzungen
i ’lfe
,;Eolgt #k Z 0, Damit ist
4
hi >0 fiir k=1,2,...,K
gezeigt
=1,2,0..,8=1 Als Induktionsannahme sei
n-71
h/k >0 fir k=1,2,...,K und O<ng¢N.

'_ach den Varaussetzungen folgt aus (3.14) wieder
* Z 0 , womit

. w” ,

g * 4

fir k=1,2,...,K und n=1,2,...,N-1 gesichert ist.
Damit ist die Behauptung gezeigt

fNach Satz 3.6 existiert U"z 2 I[k als Losung des Differen-
’Zenschemas (D) In der gleichen We:Lse zeigt man, daf

‘l‘eine Lésung u’w’ _({4”‘ des Differenzenschemas (D) mit

3' £ ‘5
. a .
ky - %7 auf 3

A
j*'i < 9#’1‘ auf 9 '5 und

An n
V(* < Ve auf aztf

- existiert. Durch
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An n

P < .

zlﬁli - aﬁal

fir n=0,1,...,N-1 , k=1,2,...,K und j=0,1,...,J ist die

Losung des Differenzenschemas (D) eingeschlossen,

ﬁ’ 27‘:;'

5.4 Spezielle Anwendung
Das Differenzenschema fiir die Aufgabe (A) wird wie folgt
aufgestellt:

n+1 n+9 hr9 n+J€
Upy = Uy * buty, " (U, ) ,
h+1 7 4.,9 ne+8
.= e T I'f' s (U = u )
U{w Z/M ',u{ ( zj)# 0 " Yaj N
A ”+9 a+¢9 n+ e A.”*
G- ) 40 (U D) Y e

fir j=1,2,...,3=1,
n+ = A+ LAd4 ny 6
U,,,*-U” /“{U'“) #7‘(*7’ Z{ )

- _ +d6
, ﬁ,&mﬁa ( nré_ ﬁ*n fﬁ)} 2 Z"a‘;’;

Im Falle des expliziten Schemas erh&lt man fir festes
k,n das Gleichungssy stem:

(3.17.1) 21, = (1-4ud, o) Uy, * hudy, l/ "o 1

/

nes ”

(3:17.2) Z( ;4(/--ﬂ) /( AP &;7;1 +

4 s n
+§4"’/,([(1 zj' *7_1 (11‘ "/*2]} Z(k £
AT IR U‘,,,, * 7
n+7 ” ”
(517, 5] Uﬂ - /4(4';3)"%7-‘; uﬁ;:—r"‘

1 " ?
’ [4-/““—27 “;ﬁ,y-{] uﬁ,? 3
f ok (Y- g0 ) TR

Wir finden é ,4 durch lineare Interpolation der Argumen-
=&
te

(3.18) ﬂ}:g =4 £ Wa *y’;h})

unter Vernachl&ssigung des Restgliedes zweiter Ordnung.
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Die Gleichungssysteme %: sind fir k=1,2,...,K und
n=0,1,...,N-1 linear und daher direkt aufzuldsen,

Fir €=/ muB im Gegensatz dazu ein Iterationsschema auf-
gestellt werden, Man definiert

v v ” Tr4
V = (VL'/"‘)%) ew V= 0,1,...
mit dem Startvektor

}/ = ( U*Jp 355, Zl;,

Weiter wird der Spaltenvektor

T+4

) e

UZ?- (Z;J)"' Zg;]) € ]RK
mit

}mit Z=1,2,...,K

v~ , falls f=k
Zr e /
/i

o , sonst

mit j=0,1,...,J definiert, sodaBl gilt

i i N+t -
!Iﬁj. = f/ﬁ(/zi-,i ,af] )

Pﬁr" ﬁ_ﬂ(l‘ﬂ*fl MJV‘)
und analog (3.1&)
v a; ¥ oy
J;}J‘ff = "i ('zz {l(t;; +z§;}1 } ) 2

Dann erh&lt man wieder fir festes k,n das Gleichungssy-

stem
(3.19.1) (17 4Aud ") V77 - baus) v
'J’ —
=(1-2) ¥ +A(n& U, ),

(3.19.2) - Mu(1-7) 4 4»]- v+ {4,-4/4[(,__/_ 4

'f-"'— A . - -r-— ver
* ) ;*’]}/ 122 )*MJ =

ry

W

s T

=(1-2) lJ/ # A (Tf?%;- # a:j.) Bl o B sa g1 5

y +1‘/""21;¢(1 V

, } VVr/=

4
(501‘19-5) “ZA/U.(‘f" )/%]-1 ZJ) f,]";

P4

r o v n+t L
= (""1)'(7"1[?'%3*2/‘4‘%3 G & 1ty
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Bei geeigneter Bestimmung der J,/u, A lassen sich gem&f
Satz 3.3 die Gleichungen (3.719) fiir k=1,2,...,K und
n=0,1,...,N-1 auflésen. Dabei konvergiert y’ mit wachsen-

dem ¥ gegen die gesuchte Losung des jeweiligen Zeitschrit-

— rhr! .




ol

4, Zusammenfassung

4,1 Konvergenz und Stabilitat

Die in den vorangegangenen Kapiteln gefundenen Ergeb-
nisse faBt man zusammen zu

l*z 2
Satz 4.1 Sei 4 ¢€ ¢ (B),/* € X und seien

{(ﬁz’f’u,u:q') ) ,b(f,d) Vektorfunktionen mit den Voraus-
setzungen zu Satz 1.2 ., Weiter seien die eingangs des
Abschnitts 3.3 definierten Differenzenschemata (D) und
(D) gegeben. SchlieBlich mdgen fiir 4 4, 4 die Schranken

(3.8.1) 4 < Z—;

(5:8.2) 0< A £ ,)TZ%/TJ fir j=0,1,...,Jd=1
(3.8.3) 0 < A £/+9,L[2A+1£(24*34)] fir j=J
(3.8.4) OUE " h( 24 +84) < 4 fir <0
(3.16.1) 20uA < 1+ ucht fir j=0,1,...,d-1

(3.16.2) 9_,64 2A —E%(ZA+34)} £ 1+ uch® fir j=J

und fir die Konstanten in (%.8) und (3.16) die Unglei-
chungen (1.16) erfiillt sein., Mit einer geeigneten runkti-
on d(4t) gelte fir n=0,1,...,N-1

j - 6 :
(4.1.,1) c*':.* - o“*";el ¢ 4g(#t) tur j=1,2,...,3-1
(4,1.2) IE;{’;.*"- o*:';.’l < iJ‘(ﬁ,r) fir §=0,J und
- n+6 n+0
(4.1.3) ]4; = W ;

n
Dann existieren Ldsungen ukj des Differenzenschemas (D)

n

und Losungen U,,J-
I

(4.2) IZ'?;-—Z[,,:-( < MIAT) aur 9

des Differenzenschemas (]3) und es gilt:

mit einer geeigneten Konstanten M , die von A und 7 unab-
hangig ist.



%

Der Beweis wird bei GORENFLO [8] mit der Majorisierungs-
funktion

h{jn = erp (Sf”) COS/‘)[Q(IJ"‘§)]

ausfihrlich dargestellt. Die freie Wahl der Konstanten

S una @ ermbglicht 1in allen auftretenden Fallen die

" h
Majorisierung der U”?. durch die W, . Als grundlegende

Aussage fir die Losungen der Aufgabe (AWP) findet man

Satz 4,2 Die Voraussetzungen zu Satz 4.1 seien erfiillt,

n~8
Zu den lokalen Abbruchfehlern é,',?:- aus Satz 3,1 definiert

man eine geeignete Funktion t('ﬁ,})derart, daf

+~ &

(4.3.1) 'f,:j | < &(47) iy J=t2, iinpdt
n+6 4 - )

(4.3.2) ‘ E",]‘ | E zf(ﬁ,?’) fir j=0,d

gilt,

Dann existieren die LOsungen 4, der Aufgabe (AWP) und des
gestbrtef Schemas (]-5) und es gilt

US> - w g ey & M [glhr)» e (4,e)]
mit einer geeigneten Konstanten M, die von 4 und & unab-
hangig ist.

Bemerkungen
1.) €(Ar) ist Schranke der lokalen Abbruchfehler.
2.) 5‘('4’7) ist Schranke der numerischen Storungen.,

%,) Die lokalen Rundungsfehler am Rande 3}‘5 seien im Fal-

le der Randbedingung (1.4) in 5,{:?9-0';;9 enthalten.
4,) Die Ldsungen Uy werden '"genlgend glatt" vorausgesetzt,
sodald J‘L""'O} r ~0 = f(ﬁ,?’)""'a.

A n ”
Beweis: Sei U, - =4, ["f,',t ) und das zugehdrige Diffe-

7

A i
renzenschema (D) sei aus (D) durch Ersetzen von U/ﬂ, v, 6
A
durch U, ﬁ;ﬁ 0 mit den Voraussetzungen

/

G* o 2 6* -+ & (‘4';7 ) auf ‘5 ’
il 2/
A
kT = tng auf ac,‘f und

A

Ve < Y auf 9,7
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entstanden., Nach Satz 4.1 findet man dann
Ay e
i £
Beachtet man Bemerkung 4.), dann folgt
n
Z[ .
¥
und schlief3lich

V-7 | € VU ] U Uy | < m{ s+ 88R)}

Damit ist die Behauptung bewiesen.

4,2 Diskussion der Monotoniebedingungen

Eine Schranke fiir die Schrittweite & ist stets durch (%.8.1)

gegeben., Auch die Forderung, daf} / und - quasimonoton
nicht fallende Vektorfunktionen sein sollen, ist allge-
meingiltige Voraussetzung. Filir die weiteren Diskussionen
unterscheidet man drei Falle:

6=0 (explizit) Mit der Definition der Konstanten

E*=nmx(€7) aus Satz 3.6 ist (%,16.1) in (3.16.2) enthal-
ten. Damit gilt als 07 ) -Beschrinkung fiir den Parameter

M= T/%% des zeitschritts
(4.6) Ul A/ A+ E 4 (24+84) - ch”)

nach (3.16,2) , Die Bedingungen (3.8.2),...,(3.8.4) sind
trivialerweise erfillt.

0=1 (implizit) Existiert 7*40 fiir irgendein
k=1,2,...,K , sodaB £~ >0, dann bedeutet (3.8.4) eine

O(IAQ)—Beschrénkung des Parameters u der Zeitschrittweite.

Allgemein ist eine Wechselwirkung zwischen A und/u.durch
(3.8.2) und (3.8,3) gegeben, die man zu

.y 0 <X &min{ A/(t+2uA) 1/ {1+u[ 24+ E4 (2 +34)]}}

zusammenfaBt. Aus der Bemerkung 1.) nach Satz 3.3 ent-
nimmt man, daR A méglichst groB zu wédhlen ist. Daraus
folgt eine entsprechende Verkleinerung von u, sodafl die
Rechnungen filir eine groBere Zahl von Zeitschritten durch-

zufilhren sind. Die Optimalisierung der Parameter }, uwird
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daher im Sinne der £ -Entropie von KOLMOGOROV Gegenstand
weiterer Untersuchungen sein., Hier sind die Bedingungen
(%.16, ebenfalls trivialerweise erfiillt.

0<6-<{ Durch Beachtung von (4.6) werden die Vorteile
der'aﬂM}Bescnrénkung des impliziten Verfahrens flur den
Parameter 4 des Zeitschritts aufgehoben. Dann ist aber
das implizite Verfahren wegen des geringeren Rechenauf-
wandes vorzuziehen., Anders liegen die Verh&dltnisse fur
?:,u&, jedoch ist diese Voraussetzung nicht Gegenstand
der vorliegenden Arbeit.
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5. Stark gekoppelte Systeme

5.1 Aufstellung der Differenzenschemata

Wir untersuchen die Monotoniebedingungen der Aufgabe
(AS) mit

(1.5.2) D, =+ a‘i‘ (Lla)ra) +3,

Durch Ausdifferenziiren der rechten Seite erhdlt man auf B
(5,11 .Dtaﬁ :Z.D%Jf; u{’a*’v'-% z{ai’-f 'ﬁ“k# # ﬁp ,

sodaB am Rande 0, wieder gilt

(5.1.2) Du, = 24w+ A

Man faBt mit ¢, ¢, = zu
7

t Y, £ / n
(5.2) -D“,t = Z D74 uyrd (";M“t SR IV R
A=1

auf B zusammen. Auch (5.2) ist Sonderfall des allgemei-
nen stark gekoppelten Systems

+ /
(5'3) Daﬁ = /ﬂ (f’t’a‘a’ft{k') fﬁ;(t/t) v
das wir hier mit

(awps) = {(5.%), (1.2), (1.3), (1.4)}

bezeichnen wollen.

Seien nun k=1,2,...,K , 7<@&,..,2 ) €R¥ una die Funk-
; - 2+ 1
tionen ﬁ aus (5.3%) auf D(f)= B xR erklart. Dann gilt

an Stelle von (1.14)

‘f PIA
S o = b %
(5 ) ‘k ll ) ﬂ*{ lf ) n( bZ/

und somit nach Satz Te 93

(5.4.2) (W TF 5) - (vt 22 n") -

= E [;&-{ (z _21) ,,../}*’( (‘?—l/_zd/)] +dk(2;”",?ﬁ’) +
A=1
R (%)
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Die 'dk , ﬂ*ﬁ' und;f%, bestimmt man aus (5,2) zu

(5':)'1) d?z - ?@c /éi )

S |

’ , ol 4'-{(

(5.5.2) ij, - {_ 18!»\ % r Ef;z“x j 9 g 4050 %" Y $2 5

=¥

< PR b )%
(5.5.3) 1;; ) D AU I Ll 4t % ¥

A=1

Man sieht aus den Gleichungen (5.5), dals bei der Aufgaben-
stellung (AS) an Stelle der Ungleichung (1.16.2) andere
Einschrankungen gefunden werden miissen. Man definiert da-
her mit & >0:

(5.6,1) ) Bl & B,

(5.6.2) T8 LR, <0

In Abschnitt 5.3 wird zu zeigen sein, durch welche Beding-
ungen die Monotonie der Differenzenschemata (DS) gesichert
werden kann, o6
n+ p
SchlieBlich definieren wir noch den Vektor SZ/ZJ- eER
der Differenzenquotienten nach Gleichung (3.2)
e (6 +g, 8 5,6
L w
Su; = (81" sytT)
/ W TR R ' 6
z n+
Unter Benutzung der Gleichung (3.3%) fir die ) Q;J. er-
halt man das Differenzenschema ’

* #el g% 1.”’£€ 2 ur€y _uré
(5.7) AU,;/.-/,?/);-,{ U d ‘ga")“)f:;’

In Kurzschreibweise kann man zusammenfassen zu

(Ds) = {(5.7) £y J=0,4,05n 30 5 D212, 581
(3.1) fir 3j=1,2,...,J=1 , n=0 ,
(3.2) fur j=0 , n=0,1,...,N=1 |
(%.%) fir j=J , n=0,1,...,N=1 } .

.2 Existenz und Eindeutigkeit der Ldsung

n
Aus (DS) ergibt sich fiir jedes Niveau # n=1,2,...,N=1
ein Gleichungssystem

5 C n ¥
f = ?. ‘.S, ) s 5’4 'lf
Y
zur Berecnnung der Werte Q; _ aus den schon bekannten

7
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T.fa‘G

Werten Z,(:- . Wegen der Wahl der Vektoren MJ' 55’

%rde n

und le‘ sind die Untersysueme 5; k=1,2,...,K ent-

koppelt und konnen unabhangig gelést werden, Fir & =0

ist das Schema explizit und damit die Existenz und Ein-

deutigkeit trivial.

Fir 0057 venutzt man wieder das Iterationsverfahren

(3.6) und (5.7) mit den dort erklirten Vektoren

v v e RX.

Satz 5.1 Es seien die Voraussetzungen zu Satz 5.5 er-
fiillt, in dem iiberall (D) durch (DS) und (AWP) durch (AWPS)
ersetzt werden. Dann gilt

. Rps i
Lim (U . “).
vV == o0
Beweis: Der Beweis wird analog zum Beweis des Satzes

3,3 gefilhrt. Man hat nur noch ﬂﬁf durch/aj{ zu ersetzen.

Damit ist die Eindeutigkeit der Losungen der Differenzen-
schemata (DS) nach Satz 5,2 fir 0<0U<{ gesichert. Die
Bemerkungen im Anschlufl an Satz %.% behalten auch hier
ihre Giltigkeit.

Bemerkung: Ungleichung (5.6.2) bedeutet, daB —f in
quasimonoton nicht fallend vorausgesetzt wird.

5.% Monotonie

n+t - n ai‘t
Aus (1.14) und (5. 7) folgt mlt nﬁ‘ o &%f - %7
J "l Kk
n
(5.8) W . = k + ?"Z L T'Z (Sh/”' -
k1 2) J;’I 7 I+ /%4; 7
Lek
e 2 n+8
+ T -Qu/n_* +Z“o[.5 W, +
ﬂ"."?, ¢ ‘k,] %,/ é}]
" Z,(—nf-Q_ g;n:-a
k; 7

Mit (%.11) und (3,12) findet man bei linearer Interpolation
in ¢ mit 0< 0<7 und @=7-6 die Gleichungen
Hre

Fu0) (“Z}lydﬁ")wéﬂ-z/’“b’a@amﬂw -

= _ 3 ] a ; 3 e
(150 gy ) Wy * G0, W
+ i nré nr@
Zﬁzp"éa (G 0 )

=4 177
{2k
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(5.9.2) -mb («W . »ﬁ/]‘:/./z)h/]. P (1 Lt )hf -
m/ag(“ E ﬁ/}“,‘//z) %]-*f =./[40(-:2] -4/&’,//2) 49”/'-; =

+( 1- ; = . ' "
( Z/,(é]a( ._fr];”)n/v P_,,ae/q;w. 4/;’#']/2)%‘/;4 -

{ L ¥
Lr

K
+ 7 ., 3“”0 (.,,dfp
“Z L W, 5 ,‘ - o By )
iy /
=1 J
(x4

fir j=1,2,...,J und
1 - s 11e
(5.9.5) =Zubu %7 %n] {f"}“‘;[‘)xfg; i 47“« {”@7 )”
Zﬂ@d %77 {{7“5[20%’7"ﬁﬂtﬂ(&"é]”&/&iy)] /4‘{7} #rjr

"LZ { Cfhe s -/a/f?_)z’i:( (-Z“J#J’{/‘iw)} W{;;

=1
Lede

K N ’¢

i i _ _'M‘—- r £ ;
f‘g (y( Yl’ Z__ ’?/,.A W(:A ) A,’,:j

iy A=1

ek

--1(*6’_ ‘1(1"5 7 ,.,,’7"'6'
rﬂ£(2w ~ ééj)(Y t )’i{%y =%y ) .
Man sieht sofort, dall die Matrizen A& g L ; g{ in der gleichen

Weise wie in Abschnitt 5.5 zu definieren sind. Daher gilt

auch Korollar %.5 unverandert, Man hat schiiefflich die Ele-
nt€ wrl

mente ﬁ,J: des %Daltenvektors ff neu zu bestimmen:
R
nr+ € ~f Tnr€ ;,--CJ\
(50"0.’!) ,jl Z f{’(ﬂ /(C‘ i ([‘I&ﬂ -’J;’t' /
lfk
) A
S W, ; cH/
. = : g ; T
R N PR W
=1
et
"’*‘9 ne+ €
rr (o] - 5"0)
5 %

by | (- P Ty und




nt+e i : n
(5.10.3) 'gkj - Z {?ﬁ'!J hj] -/JA’&’( (20271‘4{/3#‘{7)}‘1/47 ¥

¢ +4

+/u£ (Zq"‘ A/Ji‘:’)(‘um 1!*49)_’_

~ -"11'9 ,,,,9
= ( ﬁv ¢
Wegen
— n -
‘2 . = % , auf 9
W &
4, . 2 - auf 0 g und
und éﬁ] zﬁi ‘
, " "
Yo 7 Ya auf bz K
fir k=1,2,...,K ist das Differenzenschema monoton mit
> Ur j=
(5.11) [3“ ;] >0 flir §=0,1,...,3 .
Bemerkung: Bei der numerischen Losung ist diese

Bedingung in jedem Schritt fir alle k,l1,j zu priifen,

Sind die Ungleichungen
(12) = (1.16.1,5.11,1.16.3,...,1.16,6)

/!
erfillt und - £ fir /#+4 in 4,  quasimonoton nicht

fallend, dann gelten die Satze 4.1 und 4,2 analog.

5.4 Spezielle Anwendung

Fir die Aufgabe (AS) erhilt man die Differenzengleichungen:

_ Z(“ 5 4'/“ 4t+9(ax+9 k#&)*

u+ 08
7 t"gﬂ ,

r

nst

(5.12.1) Z(*")



40

wrt n+€ nr€& urb
(5.12.2) U, . =1U, . (4+ (i -u""" ) -
4 “1 bt Wi "y /

r?rﬂ i+6 i+ & %+ 6

(4——— (2 - U Fte

i ) 4 e T S ')E 4y

fir J=152; 5 a3d=1 und
‘7 + € , 0 +e ;,u-é’)

e
(5.12.3) Z{ﬁy N Z(” " é“ 2({‘11) #7-1 (Mr ”‘w

, Aéu+9(v‘k+€iﬁ;rr(’f)} . ?'\'i:*e

Bei festem k,n erh&lt man somit das explizite Schema
analog (5.17), man hat nur noch Fi durch ¢, zu ersetzen.
Die so gewonnenen linearen Gleichungen lLost man direkt auf,
Fir das implizite Schema zieht man wieder das durch (32.6)
und (3,7) definierte Iterationsschema heran. Man definiert
den Vektor

.
. R . ‘ E “
su’ - (dz,, .,82.) ¢®

der Differenzenqg otienten mit

5391* , falls /=k

62}‘ z | mit gfg,f,...,§ und
// 52{ . , sonst =\ g0y ’
sodal} , ) (}( ‘ zL,”; Dz V o P )
g“:] - f* ‘¥ 2 / = / 3

1
Dann ergibt sich das Gleichungssystem ~i fir # =7 bei
festem k,n :

(5:15.1) (11—4",\/“4*; ) KVH'_ 4_,“4 4’;: l/,V'r/‘

-

(5.15.2) - 1/4(4-_)4%1 AR ,{;-g "
f 2
V L A
f—(f»-—-——) ﬁ/,‘-! }l; _r{ (/+——-) ﬁ/’ J*4 —

= (1-2) 'f-)(rgﬁ JQJ)

FUr J=1,2540.90=1 und
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V7

. ; P » - > F o d
B (5.13.3) ‘“/“(4‘"27)"%7-5 Al {1+ 24u (1-;7-)44.7-5“{7 -
T Vv hrf

(1-3) 7 A vg, r Guddy, (vl ) 20 )

; Wegen (5.11) ist das Differenzenschema monoton. Die Gleichungs-
:-systeme ;5;""' fnlassen sich daher wegen der Entkoppelung

. fiir k=1,2,...,K und n=1,2,...,N bei geeigneter Wahl der
eindeutig auflosen.




42

6. Numerisches Beispiel

6.1 Aufgabenstellung

Es ist der zeitliche Verlauf der Elektronendichte n in
cm-a, der Elektronentemperatur (kTe) und der Ionentempe-
ratur (kTi) , beide in eV, eines durch UV-Strahlung vor-

ionisierten zylindrischen Plasmas zu untersuchen. Wir ent-
nehmen aus [25] die Diffusionsgleichungen

0
e ._"zLﬁ_(_%;,_i_;.’_)«ﬁ-n(nW—n)S = p@

)

O(4Te) 54y o #7, ) D 9n (#%)
(6.1.2) Y3 'é‘?é'é{x‘f oz }*n ot o
2 ‘kf'
R - R () y”
_(nm_n){[gp k;;)]s,«_;.,m}
0#T:) 2 4 0 #T: De On DI4T))
(6.1.3) 37 =% oy e ar Og) | Se 52 SETD

| in _ Da[dn\2 (#72)-(47:)
sen)li & - w () 1 =

mit den Anfangswerten

(Be2:1) n=n_  und (kTm)=(kTm)o meie}:’f auf (OIR).‘{&?}

und den Randwerten

2 O,
(6. 2.2) ‘ﬁ‘-‘-() und 3% )'—‘0 auf {d}x[a/r]
und
(6.2.3) n=np und (kTm)=(kTm)R auf {R}x [p}r"

. +
mit festen n_, np, (kT ) , (kT )p €R .

Im Zusammenhang mit diesen Gleichungen werden, wie in der
Arbeit von KEILHACKER [25] , folgende Abkilirzungen verwen-
det:

m, Molekulargewicht (p) (qe {e,i})
(k‘I‘n) Neutralgastemperatur (eV)
B, umschlieBendes Magnetfeld (GauB)

Elektronenladung (cm p s)
c Lichtgeschwindigkeit (cm/s)
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InA Caulomb-Logarithmus (1nA =10)

k Boltzmann-Konstante (erg/Grad)

n.o Neutralgasdichte (cm-B)

a,b,c,§ dimensionslose Plasmakonstante in Ab-

héngigkeit vom Neutralgas

V&) i Plasmakonstante in Abh&angigkeit vom
Neutralgas (eV)

Q,R Tabellenwerte Q{n,(kTe)} , R{(kTi)} .

Mit diesen Bezeichnungen werden definiert

a2 (4T o
6.5.0) D b (AT (14 (41) " (47) ) L

a 2
;e (£ )
m, ¢
mit b oo 597 -n0¢
(4 Ao = 1 /

2
(6.5.2) .\:: 4’4 0 “n {iéC) Z‘u.
m 4+ 47210 (3t,)%

3
it L. 3305 (#7) "
ce n A /

0" n (# ) Ze!

(6.5'5) t Z
m,-fhg&-fo"’{B;;_-') }

mit % fee

t,, =(_'zh) L]

s c me "2 ( (#T) %%
und G = 441+ Zf(‘;") {{ki;)} )
m,

(6.5.4) tgg = 0/'5-’6',;" fa .
i = X =/]r
Mit 7 (*1,) und <=7 ‘-‘-giil,;t auBeI;dem .
67 07 ¢ ( 4/.9“ Je‘/z‘a‘ )
6.3. S22 = [—dx» = [ — .

Um einen umfassenden Uberblick iber das Verhalten des Plas-
mas unter verschiedenen Bedingungen zu erhalten, sollten
auBer den vorgegebenen Profilen (6.2) auch die GréBen

my, (kT,), By, n,,, 8, b, ¢, §¢,) und @

als Parameter variiert werden konnen. Vor weiteren Ausfiih-




s

rungen sollen die Gleichungen (6,1) verallgemeinert und
kompakt geschrieben werden. Man definiert mit allgemeinen
- nicht auf die spezielle Aufgabe bezogenen - Bezeichnun-
gen die Vektoren

T d _du J
{ ?’='/ﬂ)-~,ﬂi) ) 9’6!4§a;g,3259} } / 7’_':F' / U’=-3$
mit K Komponenten und die (K*K)-Matrizen
Q dz??‘{'%;'”)?n} #
u = mﬂ’ ! a‘)“'/“k] ’/

B _ o
V-b-:il[ )W—b?'zu,
Mit der Dyade
d ,r , 044
w2 ‘“‘CTJ-‘-{(‘};,)) C¢(=E 1 k=12 k)

und der (KxK)-Matrix
Ki:%&/ﬂy-’. ‘féoh/

erhalt man aus (1,5, 3)
(6.4) 7:@(V€V*K4)*§

Bemerkung: Die Elemente k=1,2,...,K des Vektors,’Z sind
identisch mit den £ (17244%) aus (5.3) |

Weiter fihren wir mit /,k=1,2,...,K die (KxK)-Matrizen

{ (&%: ) ; %, - L } )

ok« ¢ R
/3" {(ﬂﬂ;z),’ /Kﬂ;l = 25,‘ ‘ )
]’:"{(ﬁ,z)f ]’u‘ﬁ;i

ein. Die Konstanten zur Abschétzung der Schrittweitenpara-

#

meter und Kontrolle der Konvergenzbedingungen erhdlt man
aus

T

(6.5.1) A = b—a; fr)
(6.5.2) -
(6.5.3) . b_:)i )(7’.

Die Bestimmung der Dyaden auf der rechten Seite von (6.5)
erfolgt nach
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Definition 6.1 Sei

s{ (P4,7), Pq'?‘éR ’ i,j:ﬂ,E,...,I&
eine (IxI)-Matrix und ’
gi= {(a;) ; g eR ,i=1,2,...,1]
ein Vektor mit I Komponenten, dann wird der (IxI~xI)-Tensor
dritter Stufe X:=427 definiert durch

R={ () v 8 pra » 1,3K=1,2,0.0,T)
Mit der vorstehenden Definition erhalten wir fir
i,J,k=1,2,...,K

24, .
_b_ T_ ? . ( {ﬁ , falls J=k}
du - - [ f’g;;a ),' P{;;t b 0 , sonst
0 2,
L7 cvV - 0& - T {(dﬂ-?"f())' d(,],;t -Jl()- }i }
mit 4"k d, und ‘
Ll “a /, falls i=j=k
il A E:=[ 4;&) €, 14 {0,sonst }

Weiter erkldrt man die (KxK)-Matr:Lx R durch

> ¥ T d
s = RTie ) vy 5

2
und schlieBlich gilt mit J als (KxK)-Elnheltsmatrix

> ;5
Yu' = g ’
Somit folgt aus den Glelchungen (6.5)
(6.6.1) x'=¢,EQ4%
(6.6.2) /jr=@{§(fv+fé&4)+l/c} ;
(6.6.5) pT= P(verone )@ (Voveke)r R .

Fir die vorliegende Aufgabe gelingt es, mit Hilfe der Glei-
chungen (6.6) a priori festzustellen, da die Ungleichun-
gen (1.16.4) und (5.6.2) erfiillt sind. Die dazu notwendigen
umfangreichen algebraischen Manipulationen wurden mit
REDUCE [ 26] auf der Rechenanlage IBM-360/91 des Max-Planck-
Instituts fiir Plasmaphysik in Garching durchgefihrt.
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6.2 Abschatzung der Ortsschrittweite

Mit der Bedingung (%.8.1) wird 4% é;

gilt a<«, und man findet nach (6.1)

verlangt. Nach (1.16,1)

&, = "S(Jc,o'pu T PR R Sus % o
Die Konstante 8 wird nach (1,16,2) durch ] ¢B bestimmt,
Wegen des vorgegebenen Rechteckprofils (6,2) konnen die
6rtlichen Ableitungen am Rande 7=K und damit die f§ nicht

bestimmt werden. Im Gegensatz dazu lassen sich bei den sonst
Ublichen Profilen

n [ 1- (1-22)(2)7 ],

(#5), 1 1- (1- E22n) (£)™]
(4’/5), R

g E?é:t} , fé:ﬁa e @
0,3 und damit auch # auf einfache Art bestimmen. Im vorlie-
genden Falle wurde mit 6#0 aus (%.16.1) und mit CJﬁzh Qi*‘)l

/ 1

(6.8) /U -4- 2A 1*_2_4‘:_/12
ermittelt. Die naheliegende Optimalisierung der Rechenzeit
mittels A¥J =Min fiihrt zu keinem Ergebnis. Grobe Abschat-
zung ergibt c< 107 , A:>106, sodaB mit #4<f keine wesentlichen
Einschréankungen fur 4 gegeben sind. Daher bestimmt die er-

3
i

(47,)

wartete Information liber die Losungen die Ortsschrittweite
A . Fir den vorgesehenen Parameterbereich wurde J=20 ge-
wadhlt und in einem Einzelfall die Ergebnisse auch filir

J=40 bzw, 80 ermittelt. Eine Gegeniliberstellung eines Aus-
schnittes der erhaltenen Daten ist in Tabelle 1 aufgefihrt,

Elektronendichte n in 1072 cm™?
R an
3 5.25 5.60 5.95
20 0.9898 0.9756 0. 9461
4o 0.9919 0.9798 0.99%7
80 0.9898 0.9750 0.9448

Tabelle 1 Werte der Elektronendichte
bei verschiedenen Ortsschrittweiten
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Eine Extrapolation der Ergebnisse fir A-+0 ist in diesem
Falle, wie Tapelle 1 zeigt, nicht angebracht. Eine grund-
legende Darstellung des Sachverhaltes findet sich in der
Arbeit [2] .

6,% Abschatzung des Zeitschrittes und Konvergenzkontrolle

Die Parameter 4 fiur die Zeitschrittweite und A fir die
Iteration des Gleichungssystemes v "werden vor jedem Zeit-
schritt nach (4.7) ermittelt. Dabei ist die Erfiillung der
Bedingungen (L2) zu priifen. In dieser Situation ist die
Anwendung der Gleichungen (6.6) wegen des damit verbunde-
nen Aufwandes nicht mehr vertretbar. Fir die notwendigen

a posteriori Abschdtzungen ersetzt mandaher die Differen-
tialquotienten durch geeignete Differenzenquotienten. Mit

n
U= mfyen) [ Uois (R0 e) 0w e (#70,0)
und Z{h” Z{n
AU e A
k,;- - T
erhalt man die Gleichungen
2l st
n 7 %7
(6.7.1) of o = -
*k g 543 / _d° Z(,@/
-1
(6.7.2) /3‘?,(,7 - JZ{[ ~.¢FZ{(“'1
7 ']
-7
n dZ{* Y Z{f?
(6.7.5) = P ELiy N
fﬁ,’,/ %’d ” 2(4]’

Die Gleichungen (6,7) sind nur fir nicht verschwindende
Nenner giiltig. Man definiert daher

n L H-T
1, talls ZZ*]- > 1(*]
S« = -1 , sonst
und

qg,
‘ -1 , sonst .,

{ 1 , falls Zf >43f

So erhslt man aus den Gleichungen (€.7) fir j=0,1,...,d
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(6.8.1) 2/47( -4 ) 20 k=1,2,3
. h
(6.8:2) 9§ (M{]- -Jz{{/- ) 20 1 , 1=1,2,%

(6.8-5) f,(@/ —Zf{;- ) z0 l=1$2!5 .
Man untersucht

-0 (1,11),(1.16.1) Diese Bedingung ist durch die Art
der vorgegebenen Diffusionsfunktionen und der Anfangs-
bzw, Randwerte (6.1),...,(6.3) stets erfiillt,

A 74 (1,16,1) und C<j;44 (1.16,3) Wegen der Bestim-
mung des Parameters der Zeitschrittweite miissen diese
GroBlen mit Hilfe der Gleichungen (6.8.1) und (6,8,3)
ermittelt werden,

ﬁ,g/,-cfﬂ/z,;' (5.11) und T (1.16.4) Wie aus (6.7.1) und
(b.é) leicht entnommen werden kann, haben fiir die numeri-
sche Priifung die Werte aus (6.7.1) keine Bedeutung, es geniigt
die Prifung gemiBR (6.8) auf Vorzeichen, Dieser Vorteil ist
wegen der Vorgabe des Rechteckprofils (6.2) unschatzbar.

Die noch folgenden Diskussionen miissen sich daher aus-
schlieflich auf solche Losungen beschrianken, fiur die die
Gleichungen (6.8) erfillt sind. Aus (6.2) finden wir, daf

: : . . . . ) */e
im ersten Zeitschritt die Differentialquotienten R ,é%_fj
)%

o (k7 ) B\{R g
3 auf } verschwinden, Aus (6,1) erhdlt man

dann auf [O;R) X [U,T]

N

(6.9.1) = ™ n(nmun)f*n"'@ )
I(%k%e) . , Al)-tk 7,
(6.9.2) —g;——z ?’('“z)[(”,,‘r”)ﬁ-”ﬁj‘{_/e—f&/——)—-
e3
'(”m'”){[‘j‘I*(‘?’;)]S’*“ ?‘ff’/‘?}
, o( 47, ) 2 ) B _ (Al ) -(47) _
(6.9.5%) = 7[@) [(n,-n)S-n&) Yo
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Fir S# 0 folgt daraus fiir die Losungen der rlektronen-
dichte n beispielsweise die Abbildung 5 .

0 R
Abb, 3 Lésungen n fiir (6.1) mit S £0

Da Losungen dieser Art hier nicht diskutiert wurden, beschran-

ken wir uns auf S=z0.

6.4 Numerische Rechnung

Die in den vorhergehenden Abschnitten diskutierten Ein-
schrankungen und die gezeigten Differenzenschemata ergeben
das in der Anlage 3 gezeigte FORTRAN Programm. bie Rechen-
laufe wurden auf der Anlage IBM-3%60/91 des Max-Planck-Insti-
tuts fiir Plasmaphysik in Garching durchgefihrt.

Kennzeichnende Daten der numerischen Rechnung:

7Zahl der Ortsintervalle 20

Zeit flr die Berechnung eines

Zeitschritts 8 ms
Bedarf an Kernspeicherplatz 54.%20 Bytes

Zahl der Zeitschritte je nach > 3
Wahl der Eingabeparameter 10 ... 10

Die Zahl der Zeitschritte ergab sich aus der Forderung, die
Rechenlaufe jeweils nach Ausgleich der Elektronen- und Ionen-
temperatur abzubrechen. Aus diesen Gegebenheiten folgte die
hochstmégliche Prioritdt und damit eine sehr kurze Durchsatz-
zelt.

Wegen der besseren Ubersicht lieB man die Ergebnisse plotten.
Zwei ausgewdhlte Losungen sind in der Anlage 4 (aus der Ar-
beit von KEILHACKER [25]) dargestellt. Um ein vorzeitiges
Abbrechen bei schlechter Kondition der Eingabeparameter

zu vermeiden, schrinkte man die Zeitschrittweite auf 2'=§/14£
ein. So gingen die meisten Rechenlaufe ordnungsgemél} zu

Ende. Einige Falle waren nicht ohne weitere Einschrankungen
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durchzufihren. Gleiche Beobachtungen machte GORENFLO [ 6]
schon bei einfacheren Aufgaben, Es ist daher zu empfeh-
len, die Zeitschrittweite durch

= }Gu-fz
von einem weiteren Parameterjr abhédngig zu machen. Dieser
kann dann mit Hilfe der Aussagen iiber Stabilit#dt und Konver-

genz gesteuert werden.,
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[13]

(4]
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Anlage 1

Numerische Verfahren zur Lésung nichtlinearer Diffusionsgleichungen r
Fur das Anfangs-Randwertproblem T M-At 1
| |
Sutnty 3 4. Julne) Pa 880 I
at ox ER% ’
JAE
w0 = Len S0 EST Y |
wlge) = g )0
. o< teT ae] Lo
wll, &) - EACRY 0 ax Le(wen-ox
sind die folgenden Differenzenverfahren 2. Ordnung untersucht worden :
let-v v s for-v - 08 vy
- ad/ . 's_'l_— f ) _ : v v ’ U / . .
0‘;#” y * Zer L Uy, re Ly Ypus * ey "ergf o yia e

Dabei ist v eine ganze Zahl mit o < v < [+1, x = At - (A:-()-2 und LJii der Wert der Naherungslgsung im
Gitterpunkt (i - Ax, |- At), [ vgl. Skizze 1.
Es sei z der Fehler zwischen exakter Losung o'l und Naherungslssung Uii im Punkte (i&x, | ot). Es wurde gezeigt :

Satz : Es exisitieren positive Konstanten A und C, so daf3 unter der Voraussetzung :

[+1
A g —m/———
2(l+1-v)-C
folgt : Mux/zii/s A Ax .

Yl

Die numerische Lgsung U.. obigen Verfahrens konvergiert also mit verschwindenden Schrittweiten in jedem

Gitterpunkt gegen die exakte Lsung Ui des Anfangs-Rundwertproblems.

Fur die Anwendung in der Praxis sind die Verfahren fur v=0 (explizit), v=1 (implizit vom Grade 1) und v = £+1 (voll
implizit ) zu empfehlen. Im Falle v = o ist der Rechenaufwand bei jedem Zeitschritt am geringsten , allerdings wird hier die
stirkste Einschrinkung an ) gefordert. Im Falle v = 1 ist bei jedem Zeitschritt ein lineares Gleichungssystem zu |8sen, was
wegen der Tridiagonalitit der Koeffizientenmatrix durch direkte Losungsverfahren gut durchfuhrbar ist. Fur v > 1 mufl man
iterative L&sungsverfahren anwenden, was mehr Rechenaufwand erfordert. Der grifite Vorteil liegt hier bei v = £+1, weil in
diesem Falle keine Einschrinkung an A gestellt zu werden braucht. Zur iterativen Auflgsung ist z.B. das 1-Schritt-Jacobi=

Newton-Verfahren geeignet. Es wurde bewiesen, dafl dieses Verfahren konvergiert.

Die Untersuchungen lassen sich auch auf den zylindersymmetrischen Fall Ubertragen, d.h. fur Diffusionsgleichungen der Form :

~

du(nt) « 27 s d e fr )
e - e . “) . i Ml
5¢ Far LT or

Numersiche Rechnungen sind im Gange.

(D. Duchs, F.v. Finckenstein )




Anlage 2 -

Numerische Behandlung der nichtlinearen klassischen Diffusionsgleichung im Zylinder

Fur das Anfangs - Randwert - Problem :

&b_u(r,t)=:_'$F(r'u(r,t)%u(r,t)), 0<r <R, Of"fT
vi(r,0 =Ff(F >0 0<r <R
u(R, 1) =g(t) O<t <T

ist ein explizites Differenzenverfahren 2. Ordnung auf seine Konvergenz hin untersucht worden. Das Verfahren lautet:

.+%[H+L)u i

Uiti‘” - Ui:l 2i "”rl 1]

+ ___L 2
= (1 2i)ui_]’i].

Dabei ist X = At/ ( Ar )2 und Uf i der Wert der Naherungsldsung im Gitterpunkt (i « Ar, i at).

Bezeichnet man mit Ui i den Wert der wahren Lasung, so heifit
I

t
,At) = Max | lu, .=U. . |} A
z (bv, At) o S P B T i
| | |

der globale Verfahrensfehler. Man kann zeigen: /4t f . |
Falls 1

A< 1/ 4 ?A?x {1 Uiri I | genommen wird, 44—]—417 r __;!_ *I—- N

v 7l VP R —7 1
2 1.2 T

ergibt sich:  z ((Ar, At) < (ar) Z'K ToRT

mit T< 2 /K.

K ist dabei eine obere Schranke fir hshere Ableitungen von u (r,t ). Fur verschwindende Schrittweiten konvergiert also der
globale Verfahrensfehler gegen Null, falls T klein genug genommen wird. ( Unter Umsténden kann man das Zeitintervall T
noch vergrsflern ).

Der Beweis geschieht durch Abschitzung von z ( Ar, At) durch die Lssung einer Riccatischen Diffentialgleichung.

( Graf Finckenstein, v. Hagenow )



Anlage 3
MAY T2 ) 0S/360 FIATPAN H I1I

pILER OPTIONS - NAME= MAIN,O0PT=02,L INECNT=60,SIZE=CO00K,
SOURCE,EBCDIC,NOLIST,NODECK,LOAD, NOMAP,NOEDIT, ID,NOXREF

PROGRAMM ZUR EXPLIZITFM LOESUNG VON DIFFUSIONSGLFICHUNGEN

DIMENSIONIERUNG DER ARRAYS
Al JA2,A3,R1,B2,B3,D,DAyDCyDIFF,DI4PN,RT,U1,U2,U3 DIMINSIIN M+l

BEDEUTUNG DER ARRAYS
Ul,U2,U2 - VFKTOR DER LDESUNGEN ZJR ZETT N+l
Al,A2,A3 - VEKTDOR DER LNDESUNGEN ZUF ZEIT N
B1,B2,B2 - VEKTOR DER WERTE DEF DIFFUSIONS-FUNKTIONEN
D - VEKTOR DER WERTE 1/(2%J)
DA,DC,DIFF DPF4RNyRT = HILFSVEKTIREN FUER KORREKTURWERTE

BEDEUTUNG DES FEHLERPARAMETERS
IFR = 1 DIFFERENTIALGLEICHUNG NIZHT MONJDTCN BEZUEGLICIH DER
FUNKTIONSWERTE
1IER = 2 DIFFERENTIALGLEICHUNG NICHT MONOTON IN DEN ZEITLICHEN
ABLEITUNGEN
IER = 2 DIFFERENTIALGLEICHUNG NICHT MONOTON BEZUEGLICH
DER DOERTLICHEM ABLEITUNGEN

OO0 ODOO0D

IMPLICIT REAL*8 (A-H,0-2)

REAL*8 U1(81),U2(81),U3(81),A1(8B1),A2{(B1),A3(81),B1{81),82(R1),B3I
131)10(81)pFN(Sl)1RT!81)9Dﬁ(ﬁl)rDRR(Bl]rDC(El)!DIFF(Bll'ZT/G.DC/
REAL*8 CR(3)/=-1.D0,-1.,D0,1.D0/, CS(3)/3%=1.D0/

REAL%8 U(B1,2),A({81,3),DS(81,2),D7(8B1,3),DV(81,3),DW(81,2),DT1(81}
1,D0T72(81),DT7T3(81)

EQUIVALENCE (U(La13,ULCL)Y UL, 23,U02000) 5(U(1,3),U3(1))
FQUIVALENCE (A(1,1),A101)) s (A(L142),A2(2)0,(A(1,3),A3(1))
EQUIVALEMCE {(DT(1,1)sDT1{1))4(DT{152)4DT2(1))4(DT{1,3),D73(1))
INTEGER*&¢ K/1/4L1/1/4ISCHR/L/4dL/7L/

LNGICAL LDR/.TRUE./sLEND/.FALSE./

FORMAT (5D14.7)

FORMAT (Dl4.7,12)

o pt

C EINLESEN DER PARAMETER

READ (541 ,END=11C) ETED.ETER,ETID,ETIR,END
READ (5,1,END=110) ENR,ENNO, EKTN,PNEN,BO
READ (541,END=110) RMAX, TMAX,TD,EMY,EMI
READ (541,END=110) SA,SB,SC,5XI,SCHI

READ (5,2,END=11C) EKTNO,M

AUSGABE DER PARAMETER

OO0

WRITE (6,2) ETED,ETER,ETIO,ETIR,ENO,ENR, ENNOy EKTN, EKTNO,PNEN,BO,RM
1AX, EMI
3 FNORMAT (1H1,'EXPLIZITE LOESUNG VON DIFFUSIONSGLEICHUNGEN FUER'/1H
1, "VOF IONISTERTES ZYLINDRISZAES PLASMA NACH KEILHACKER (25)'///1HC,
2'GEWAEHLTE PARAMETER'//
I1H "KXTE(O) =',F6.2," EV y KXTE(R) =",F6.2y* EV'/1HO, 'K*TI(O) =",
4F 6.2, EV o KXTI(F) ="4F6.2," EV'/140,"'N(0) =',E12.4," CMxx(-2) ,
& NIR) =",F12.4," CMex{=-3)1/1HO, 'NN(O) =',E12.4," CMxx(-3)'/
61HO "KAXTN(C) =9,F12.4," EV 4 K¥TN(R) =%,E12.4,* EV'/LHC,"'NN(P) =7,
TE12.4,"% CM*%X(=3)*/1HO,'B(C) =",E12.4," GAUSS , RMAX =',FB.2,' CM"/
81HO,"M(I) =',E12.4,' P')




OO0

GO,

OO O o ol e oy

G R

YOy Oy

4 FORMAT (1HO,'A = ',F6,2,"

Anlage 4 IV

B = ',F&.2/1HD,'C = "Fb-Z" ? X1

WRITE (6,4) SALSR,SC,S5XT4SCHI,M
'
' EV'/140,'"ZAHL DRTSSCHRITTE', 14)

1= ‘|F602/1HC"CHI = '1F6|2’
BERECHNUNG VNN KONSTANTEN UND ANFANGSWERTEN AUS EINGAREDATEY

1.7T=0
SA=SA%SXI%¢ ,7D-7
SB=SP*DEXP(SC)

ICHI= . 666666666LE66670M%SCHI
H=RMAX/DFLOAT (M)
H2=2.D0%H

TSCHR=TD

M1=M+!

D 20 I=1,M1
DIFF(I)=C.DC
DFR{I)=0.D0
FP=DFLDATI(I-1)

IF (I.EQ.1) GO TO 192
DII)=.5DC/FR

1) FR=H*FF

UL(I)=FULl (FR,END,ENR,RMAX)
U2(I)=FUL(FR,ETED, ETER, RMAX )
U(I)=FUX(FRH4ETID,ETIR,PMAX)
DN 2¢ J=1,3

OT(I,J)=C

DS(I1,4)=0.D0

2C CONTINUE

H= HkH
AUSGABE ANFANGSWERTE
CALL QUTP (Ul,U2,U2,ZT,M1,JZ,L1)

AUSFUEHREN ZFITSCHRITT

30 FT=2T7

£=0.DC
[Z7T=1ZT+1

BESTIMMUNG DER WERTE AJS DFR EFSTEN DIFFFRENTIAL=-GLE IZHUNG

CALL FB! (Hl,UZ,UB;Bi,DIFF,DRR,EKTHJ,EKTH,ENND,END,PNEW,TS,BD,EHI,
‘MI,K)
CALL DAl (UB,U?,DA,DC,EKTNQ,SA,SB,SC,SCH[,TS,Ml)

RESTIMMUMNG DER WERTE AUS DER ZWEITEN UND DRITTEN DIFFERENTIAL-
GLETCHUNG

CALL FR2 (Ul,UZ2,U23,B24B3,RT,BN,EMI,M1,K)
o 50 I=1,M:

JUSPEICHEFN LOESUNGSVEKTOREN UND BESTIMMEN MAX IMUM 2xA+(%H %%

BR=C,DC

8C=C.D0

I[F (DﬁBS(AZ(I)—JZ(I))/UZ(T).GT.I.D—IL) BC=DABS((DS(T,2)-2T(I,2))/(
LAZ(D)=-U2(1)))*HQ
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Anlage § v

IF (DABS(ALI(I)-U1(I))/UL{I).GT.1.D-1%) PB=DABS{(DS({I,1)-DT(I,1)) /1
TAL(TI)=UL(T)))I*HQ
AL(I)=UL(I)
A2(1)=U2(T1)
A3(1)=U3(1)
BB=BR+B1(I)
BC=BC+B2(1)

IF (I.NE.1) GO TO 40
BR=RR+B1 (1)
BC=BC+B2(1)
BB=DMAX1(BB,BC)

IF (BB.GT.Z) Z=8B

DO 50 J=1,3
DS(I'J)=DT(IyJ}

C ONTINUE

BESTIMMEN ZEITSCHRITTWEITE

RHO=EMY/L
TAU=RHO*HQ

RESTIMMEN AKTUELLF ZEIT, PRUEFEN DRUCK- UND END-BEDINGUNG

ZT=FT+TAU

IF (ZT.LT.TSCHR) GO TO 80
IF (ZT.LT.TMAX) GO TO 60
LEND=.TRUE.

ZT=TMAX

GO 7O 70

2T=TSCHP

I SCHR=ISCHR+1
TSCHR=DFLOAT(ISCHRI*TD

1F (TSCHR.GT.TMAX) TSCHR=TMAX
LDP=.FALSE-

ANPASSUNG DES ZEITSCHRITTS, FALLS RAND EINES INTERVALLS ERREICHT

TAU=ZT-FT
RHN=TAU/HQ

{OESUNG DES GLEICHUNGSSYSTEMES FUER NIVEAU T

CALL ITER (Al,Ul.Bl,D,RN,DIFF,DC,DTl,RHO,TAU,ENNO,M)

KO=1

CALL ITER1 (UZ,AZ,BZ,UlynA.D,RN,RTyDCqDRF,DTZgRHO'FNNﬂ'TAU'ZCHI,M,
1K2)

K0=2

CALL ITEER1 (U3.A3,BB,U1,DA,D.RN.RT.DC,DRR,DTB,RHO,ENND.TAU,ZCHI,H,
1K)

PRUE=EN KINVERGENZ

DO 100 I=1,3

DN 100 J=2,M

DW{J,1)={UlJ+1,1)-UlJ=-1,1))/H2

[F (CRITI={U(J,1)-AlJ4I)).LT.0.D0) GO TO 130
I€ (1ZT.LT.2Z) GO TO 90

TF (CR{I)=(DT(J,1)-D5(Js1)).LT.0.DO) GO TO 140



Anlage 3% VI

IF ACRIT)=CS{I)*(DHIJ, 1)-0VI(J,s1)).LT.0.D0) GO TO 150
A DVIJy1)=CHlJ, )

IF (U2IT).GT.y3 (1)) G TN 100

LEND=,.TRUF.

LDR=.FALSE.
129 CONTINUE

IF (LCR) GO 77O 2

AUSGABE, FALLS FAND FINES INTERVALLES ERREICYT

Y TV

CALL OUTP{Ul,U2,4U2,ZT,M1,JZ,L1)
IF {LEND) STOP

LDleTRUE-

GO TC 30

DATEMFEHLEF BSIM EINLESEN JDEP PARAMETEF

Gt

120 WRITE (6,12C)
=2 FORMAT (1HO,'DATENFEHLEF TM HAUPTPRISKAMMY)
GO TO 18C

C ABHANDLUNG UNGENUF GENDER KONVERGENZ

128 IER=2
LT=UlT1,4)
TAU=A(1,J)
GO TC 160
147 JER=2
LT=DT{1,J)
TAU=DS(1,J)
GO TO 16C
150 1ER=2
LT=DW(I1,J)
TAU=DVI(I,J)
160 ARITE (63170) IEF,14J,27,TAU
17C FORMAT (1HC,*FEHLEP',I3,' 1IN DER KINVERKGENZ MITY,2F16.7)
180 WFITE (6,19C) 17T
L90 FOPMAT (1H1,110,1 ZEITSCHRITTE)
STOP
END

CFFECT® MAME = MAIN,OPT=02,LINECNT=60,SIZE=CNCOK,
EEFECT® SOURCE;FBCDIC,NDLIS*,HODECK,LDAD,QQ%AP,NOEDIT,ID,NDXQEF
STWRCE STATEMENTS = 140 4, PEIGRAM SIZE = 22136
NO  DTAGNOSTICS GFNERATED

COMPTLATI ON mdtixokskk 21K BYTES OF CORE M




Anlage 5 VIT

N 72 ) 0S/360 FORTRAN H

LER OPTIONS - NAME= MAIN,OPT=02,LINECNT=60,SIZE=CCCOK,
SGURCE,EBCDIC,NOL[ST.NODECK,LDAD,NDHAP,NOEDIT1ID|NGXREF

C
© FUNKTIONS=UNTERPROGRAMM ZUR BESTIMMUNG DER ANFANGSWERTE
FUNCTION FUL(FR,ENO,ENRyRMAX)
IMPLICIT REAL*8 (A-H,0-1)
IF ((FR+.1D0).GT.RMAX) GO TJ 10
FUl=ENO
Gh TO 20
10 FUl=ENR
20 RETURN
END
=CTx NAME= MAIN,0PT=02,LINECNT=60,SIZE=0000K,
=CT* SOURCE,EBCDIC,NOLIST,NODECK:LﬂADgVﬂHAPqNGEDITgID.NOXREF
SNURCE STATEMENTS = 9 ,PRIGRAM SILE = 280
* DIAGNOSTICS GENERATED

IMPTILATION kkkksok 53K BYTES OF CCRE NO




44__———————————————————————————————————————--------I-...-

( MAY 72

COMPILEF OPTIONS - NAME= MAIN,NPT=02,LINECMNT=5%,SIZE=0000K,

OO0

2C0 FORMAT (6EB8.1)
210 FORMAT (TE10.3)
220 FORMAT (7ES8.1)
220 FORMAT (7E10.4)

YOO

10 READ (5,20C,END=1C0) UTAB

15 CONTINUE

OO0

OO0

20 DD 9C N=1,M

OO0

o Ty B |

G Bk

Anlage 3

) 0S7260 FORTRAN H

VIII

SOURCE,EBCDIC,NOLIST,NODECK,L2ADy, NOMAP ,NOEDIT,ID,NOXRTE

UNTERPROGRAMM ZUR BERECHNUNG DER WERTE DER ERSTEN DIFFUSTONS-
FUNKTION ZWISCHEN DEN GITTERPUNKTEN

SUBROUTINE FB1 (U;H,X,B,DIFF,DRR'EKTND,EKTN,ENND.ENO,PNEN,TS,BO,Ei
113 MyK)

IMPLICIT REAL*8 (A-H,0-2)

FEAL*8 UT1),W(1)4X(1)4B(1),DIFF(1),DRR(1),Q(6,7),UTAB(E),VTAB(7)
REAL*8 YTAB(22)

GC TO (10,20),K

ALTERRNATIVER PROGRAMMTEIL, ETNLESEN TABELLEN

READ (5,210,END=1CC) VTAB
DO 15 1=1,6
READ (5,220,EMD=100) (Q(1,4J),J=1,7)

READ (5,23C,END=100) YTAB
BERECHNEN KONSTANTEYN

TS=PNEN*ZKTND/(.129948D9%( ENNO-ENO) )
P=R0*TS*4 ,8D-1C/2,.D1C
TS5=1.60-12%TS/(EMI*(1.0C+P*P/(Q,1D=-2R%EMI)))

DBLIGATORISCHER PROGRAMMTEIL

INTERPDLATICON R

WH=W({N)
I2=TFIX(SNGLI(1.D1+1.D-13)%uWM))+1
WX=WN=.1CC*DFLOAT(12-2)
WC=YTAB(IZ2-1)

WD=YTABR(I12Z)

WE=YTAR(IZ+1)

WA= 50 2%(WCH+WE-2.D0%*WD)
WB=,1D2%{WD-WC-.1D=1%WA)

VEKTOR DER WERTE 2/2%PHI*P

DFR () =.2T766666666666TDC%( (AA%XWX+WB) XHX+WC)
XN=U(N)

INTERPOLATION Q
DO 3¢ ?.=1r6

IF (XN.EQC.UTAB(I)) GO TN 45
IF (XN.LT.UTAB(I)) GO TO &2

30 CONTINUE



40
45

50
69
65

70

290

OO0

a9

1cC
110

FECT*

FEC T

Anlage > X
1=1-1
DO 50 J=1,7
IF (WN.EQ.VTAB{J)) GO TO 65
IF (WN.LT.VTAB(J}) GO TD 60
CAONTINUE
J=J-1
I11=1+1
J1=J+1

DY={(XN-UTAR(I))/(UTAB(I1)-UTABI(I))
DX=(Q(11,J)-Q(1,J))*DY+Q(I,J)
DY=(Q(11,J1)-Q(1,J1))*DY+Q(1,J1)

VEKTOR DER WERTE Q

DIFF(F)=DX+(DY-DK)*(HN-VTAB(J)l/(VTABiJl)-VTAB(J))
IF (N.EQ.1) GO TO 70

NM=N-1

WN=,500%{ WINM)}+HW(N))

XN=,.5D0*{ X {NM)+X{N))

GO TO 8C

XN=X(N)

WN=W(N)

WN=WN/EKTN+1,.D0

VEKTOR DER WERTE B1l(J+1/2)

BIN)=TS*xWN*XN

CONTINUE

Ml=M-1

RETURN

WRITE (6,11C)

FORMAT (1HO,'DATENFEHLER IM UNTERPROGRAMM®)
STOP

END

NAME= MAIN,0OPT=02,LINECNT=60,SIZE=COCOK,

SOURCE,EBCDIC.NOLIST,NODECK,LQAD,VDMAP,NDEDIT,ID,NGXREF

SOUKCE STATEMENTS = 66 ,PROGRAM SIZE = 2554

NO DIAGNOSTICS GEMERATED

COMPILATION ki

41K BYTES OF COPRPE NO




MAY 7

MPILER OPTIONS = MAME= MAIN,OPT=C2,LINECNT=52,SIZ7=00C0K,

MmO

OO

OO0

FFECT*

FFECT=

SOURCE STATEMEHNTS = 18 ,PROGRAM SIZE = 732
N DIAGNOSTICS GEMERATED

COMPILATIAN &Fkdksk 53K BYTES OF CORE NO

>
&

)

Anlage 3 X
OS/73&0  FORTPAMN H

SOURCE,FRCOIC,MOLIST,NNDECK,LCAD, NIMAP ,NOEDNTIT, IDy NOXFEF

UNTERPROGF AMM ZUR BERECHNUNG DER WERTF 5 'IND GFR 1. DIFFUSIOMS-
FUMKTION IN DEN GITTERPUNKTEN

SUBRGUTINE DAl (W, XyDAyDC,ECTN,;SA,SB,SC,SCHI,TSyM)
IMPLICIT REAL=*8 (A-H,0-2)
AFAL%8 W(1),x{1),DA{1),DC(1)
REAL®4 FUN,RCHI,AUX

DO 10 N=1,M

AMN=W(N)

CHI=SCHI/WN

FCHI=SNGL(CHI)

CALL =XPI (RCHI,,FUN,AUX)
E1=DRLE{FUMN})/CHI

CHI=CHI+SC

PCHI=SNGL(CHI)

CALL EXPI (RCHT,FUN,AUX)
E2=SB*DBLE(FUN) /CHI

VEKTOR DEPR WERTE S
DCIN)=SA*{E1-E2)/ (WN*DSQRT [WN))
VEKTOF DEF. WERTFE DEF 1., DIFFUSIJNSFUNKTICHM IN DEMN GITTERPUNKTEN
DACNI=TSHEXIN) = (W(N)/EKTN+1.DQ)
RETURN
END
NAME= MAIN,DPT=02,LINECNT=60,SIZE=0000K,

SOURCE,EBCDIC,NOLIST,NODECK,LDAD, NOMAP ,NOEDIT,ID,NOXRZF



Anlage 5 -
MAY 72 ) 0S/360 FORTRAN H

PILER OPTIONS - NAME= MAIN,OPT=02,L INECNT=560,SIZE=CCC0OK,
SOURCE,EBCDICyNOLIST,NODECK, LOAD, NOMAP,NDEDIT, ID,NOXREF

C UNTERPROGRAMM ZUR BERECHNUMNG DES EXPOMEMTIAL-INTEGRALS
(5
SUBROUTINE EXPI(X,RES,AUX)
IF(X=1.)2,1,1
1 ¥=1./X
AUX=1.=Y=({((Y+3,377358E0)%Y+2,052156EC)*Y+2,7094T9E-1)/((( (Y%
11.072553E0+5, 7T169423F0) %Y +£ ,945239E0) «Y+2,593EBBEN) %xY+2.T09496F~1)
RES=AUXXYXEXP (-X)
RETURN
2 IF(X+2,)6416,3
3 AUX=(LI{(((T7.122652E-T7%X~1, T66345E~-6)%X+2,928433E-5)%X-2,235379E~4
1)%X41 . 66L6156E=-3)%X=1,041576E-2)%X+5,555682E-2)%X-2,5CCC0LE-11%X
2#9,699999E~-1
RES==-1.ET5
IF{X)4,5,4
4 RES=XxAUX-ALOG(ARS(X))}=-5.772157€-1
5 RETURN
65 IF(X+9,)8,48,7
7 AUX=1.={(((5.176245E=-2%X+3,06103TEQ)*X+3,243665F1)%X42.244234E2)%X
142 . 48669TE2 )/ ({((X+3.995161E0)%X+3,.893044E1)%X+2.263818E1)*X
2+1.807837E2)
GNTO 9
8 Y=9,./X
AUX=1 e=Y*( {({Y+T.659824E-1)1%Y-7.271015E-1) *¥Y=-1,080693EC)/ (( (Y
1%2 ,518750C041.122927E1)®=Y+5,921405FC)*Y-8,£66702EQ)*Y-9,724216EC)
9 RES=AUX*EXP({=X)/X
RETURN
END
"FECT* NAME= MAIN,DOPT=02,LINECNT=60,SIZE=00C0K,
"FECT* SOURCE , FBCNDIC,NOLIST,NODECK,LOAD, NOMAPNOEDIT, ID,NCXREF
SOURCE STATEMENTS = 20 ,PROGRAM SIZE = 944

NO DIAGNOSTICS GENERATED

COMPTILATION scoeskokok sk 49K RYTES OF ZORE NO




Anlage é

( MAY 72 ) NS/262 FIATEAM H

XI1

COMPILEF OPTIONS - NAME= MAIN,OPT=02,LINECNT=5Z,SI1ZE=2CC0K,
SOURCE,ERCDIC,NOLIST:NODECK,LJAD,NOWAP,NOEDIT,ID,NOXREF

UNTERPROGRAMM ZUF BEFECHNUNG DER WERTF DE2 ERSTEN UND IWETTEN
DIFFUSIONSFUNKTION ZWISCHEN DEN GITTEPPUNKTEN

EIENEN

SUBROUTINE FB2 (U,VyWsCyDyRT,BOEMT,M,FK)
IMPLICIT PEAL%B (A-14,0-2)

REAL*E U(LL1) V1) yW(1)4ClL1)4D(1)4PTI(])

GO TO (142),4K

ALTEFNATIVER PRNGRAMMTEIL, BERECHMUNG NFF KNNSTANTEN

OO0

1 K=2
Al=EMI/9,1D-22
A2=DSQRT(Al)
A4=,516D0%A1
A3=7.5D0/A2

OBLIGATORISCHERP PROGRAMMTEIL

OO0

2 DO 1C N=1,M
IF (N.EQ.1) GO TO 3
NM=N=-1
VN=.5DO0*(V(INM)+V(N))
WN=SDO*(W(NM)+W (N))
UN=.5D0*(U(NM)+U(N))
GO T0O 4

3 VN=VI(N)
HN=W(N])
UN=UIN)

4 TCE=3.3D4*VN%DSQRT(VN)/UN
TCI=A2*TCE
TEQ=A4*TCE
AS5=WN/VN
SIG=(1.41DC+A2*AS*DSQRT(AS) ) *EMI
A6=BO*TCE

VEKTOF DEK WERTE DER ZWEITEN DIFFUSIONSFUNKTION

OO0

C{N)=.156T776557D16*%TCEXYN/(1.DC+#1.T2D14%*A6%A6)

VEKTOR DER KCORREKTUR (U2-U2)/TI(EQ)

OO0

RTIN)=(VIN)-WI{N))/TEQ
A6=EO*TCI/S1G

VEKTOFE DER WERTE DER DPITTEN DIFFUSIONSFUNKTION

OO0

DIN)=,6666666666666TD-11*TCI*WN/(SIG*(1.DN+1,6D-39%A6%A6))
CONTINUE

RETURN

END

[
o

ST FECT® NAME= MAIN,0PT=C2,LINECNT=60,SIZE=000"K,
ERFECT® SOUFCE,EBCDIC,NOLIST,NODECK,LIADy NIMAP ,NOEDIT,ID,NOXREF

* SNURCE STATEMENTS = 33 , PROGRAM SIZE = 1162



FIll--::________________——————————————————————————ﬁ

Anlage 0 XIII
AY 72 ) NS/360 FIRTPAN H

[LER OPTIONS - NAME= MAIN,OPT=02,LINECNT=50, SIZE=000CK,
SOURCE, ERCDIC,NOLIST ,NODECK,LOAD,NOMAP,NOEDIT,ID,NOXREF

C
(of UNTERPROGRAMM ZUR LOESUNG DER ERSTEN DIFFERENTIAL-GLEICHJNG

SUBROUTIME ITER (AsUsByDsRNyDIFF,DCyDT,RHN, TAU, ENNOyM)
IMPLICIT REAL*8 (A-H,0-Z)

REAL*8 A(1),U{1),B(1),D(1),RN(1),DIFF(1),DC(1),DT(1)
G=RHO+RHO

C=(G+G)*B{1)
U(ll=A(1)*{1.DO-C)+C*A(2l-TAU*A(1)*(&(1)*DIFFt1}—IENND-A(Il)*
1pcild)

DT(1Y={(U(1)-A(1))/TAU
FNI{1)=.6666666666666T7DC%(1.D3-A(1)/J(1))

NO 10 N=24M

LP=N+1

LM=N=-1

C=RHO*(1.DO+DIN))I*B(LP)

5=RHO*({1.00-D(N) )*B(N)
U(N)=A(N)*(1.DO-C-G)+A(LP)*C+A{LM)*G-TAU*A{N)*(A(Ni*DIFF(NI-
1(ENNO-A(N) }%DCIN})

DTINI=(U(NY=A{N))/TAU

10 RN(N)=.6666666666666TDO*(1,00-AIN)/U(N))

RETURN
END
BT * NAME= MAIN,NPT=02,LINECNT=6C,STZE=0000K,
FEC T* SOURCE'EBCDIC.NOLIST,NDDECK,LUAD,VCMAP,NOEDITvID;NOXREF

SOURCE STATEMENTS = 18 ,PROGRAM SIZE = 222
\O DIAGNOSTICS GENERATED '

COMPILATION edeoksokok 53K BYTES OF CORE NO




Anlage 2 XTIV

MAY T2 ) 0S/736C FIRTFAN H

APILER DPTIONS = NAME= MAINy,OPT=C2,LINECNT=50,SIZE=NCCOK,
SOURCE,EBCDIC,NOLIST,NODECK,LOAD,NOMAP ,NOEDRIT,I1D,NOXREF

C
C UNTRPROGRAMM ZUR LOESUNG DER ZWEITEN UND DRITTEN DIFFERENTIAL-
C GLE ICHUNG
c
SUBROUTINE ITERL (V,A+B,XyDA,DyRNyRT,DCyDR4NT yRHO,ENNOD,TAUy ZCHT 44
1900
IMPLICIT REAL*8 (A-H,0-Z)
FEAL*8 V(1),A(1),8(1),X(1),DA(1),D(21),PN(1),RT(1),0C(1),IRR(1)
REAL%8 DT(1)
G=RHO+RHD
C={G+G)*B(1) :
N=1 g
V(1)=A(1)*{1.DO-C+RN{1))+C*A(2)-TAU*RT(1) ;
CT(1)=(V(1)=-A(1))/TAU :
RT(1)=-RT{1) :
TF (K.EQ.1) V(1)=V(1)=TAUK(ENNO-X(1))*(DC(1)*(ZCHI+A(1))+DRR(1))
DO 10 N=2,M
LP=N+1
LM=N-1
C=(1.D0+D{N))*B(LP) |
E=(1.D0-D(N))*BIN)
F=(X(LP)=X(LM))}/X(N)
G=DA(N)*F
F=.1666666666665TNCKGKF+C+E
G=+25D0%G
VIN)=A(N)*(1,D0=-RHOXF+RN(N) ) #RHO% (A(LP ) *( C+G) ¢A{LM) *(E~G) ) =TAU%RT
TIN)
DTIN)=(VIN)I=-A(N))/TAU
RT(N)==RT(N) :
IF (KeEQal) VIN)=VIN)-TAUS(ENNO=-X(N) )% (DCN)*(ZCHI+A(N) )+DRR(N)) ]
10 CONTINUE 2
RETURPN
END
"FECT* NAME= MAIN,OPT=02,LINECNT=60,SIZE=CCCOK,
FFECT* SOURCE y EBCDIC,NOLIST,NOIDECK ,LOAD, NOMAP ,NOEDIT, ID,NOXREF !
SOURCE STATEMENTS = 29 ,PROGRAM SIZE = 1186 |

NO DIAGNOSTICS GENERATED

COMPTLATION sk ks 49K BYTES NOF -0°F NO
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Anlage 5
WAY 72 ) 0S/360 FIRTRAN H

XV

>]LER OPTIONS - NAME= MAIN,OPT=02,LINECNT=4D,SIZE=CCCOK,
SDURCE,EBCDIC|NﬂLISTyNUDECKgLDA07NDMAP,N”EDIT;ID,NOXREF
SUBROQUTINE OUTP (Ul,U2,U3,2T4M1,J,L1)
IMPLICIT REAL%*8 (A-H,0-1)
PEAL*E Ul(1l),u2(1),U3(2)
DATA IPAG,K14K2:K3/1,:'N Y YKRTEY IKXTTY/
100 FORMAT (1H1,'EXPLIZITE LOESUNG DER DIFFUSINMSGLEICHUNGEN® 4 30X, 'SET
1TE',13///)
110 FNRMAT (1H ,'7T = ',E14.7//)
127 FORMAT (1H ,A4,5E25.16)
130 FORMAT (1H )
140 FORMAT (64D14.7)
GO T0O (10,20),L1
10 Li=2
KZ=60
KL=J*5
MM=M] /KL
MK= (M1-KL*MM) /J+(J-1)
20 IF (KZ.LT.35) GO TO 3C
WRITE (641CC) IPAG
IPAG=IPAG+1
KZ=8
30 WRITE (&6,11C) Z7
KZI=KZ1+3
DO 4C I=1,MM
J3=I*KL-{(J-1)
J2=J3=(KL-J)
ARITE (645120) K1,(Ul(J1),J1=02,03,J)
WRITE (6,12C) K2,(U2(J1),J1=J24d3,J)
WRITE (65120) K3,(U3(J1),J1=42,J3,J)
WRITE (6,13C)
KZ=Kl+4
40 COMTINUE
IF (MK.EQ.C) GO 7O 5C
J3=J43+J
WRITE (6,120) K1,{Ul{J1),J1=J3,M1,J)
WRITE (6,12C) K2,(U2(J1),J1=J3,M1,J)
ARITE (645120) K3,(U3(J1),J1=J3,M1,J)
WRITE (6,13C)

KI=KI+4
50 ARITE (6,130)
KZI=KZ+1
RETURN
END
FECT* NAME= MAIN,GPT=02pLIHECNT=60,SIZE=COOOK,
FECT* SOUFCE,EBEDIC,NDLIST,NODECK,LDAD,NDHAP,NDEDIT,ID,NOXREF
SOURCE STATEMENTS = 43 ,PROGRAM SIZE = 1466

NO DIAGNOSTICS GENERATED

COMPTILATION ek 45K BYTES OF CORPE ND

NO DIAGNOSTICS THIS STEP




Anlage 4
XVI
Losungen der Diffusionsgleichungen (6.1) mit
Wasserstoff als Tragergas. Angabe in Klammern: t Js

T(ev) A An(cm
2.0 n(0), Te(0) 5!10]3

1.6

1.2

0.8

0.4 1

An (cm’a)

10x10™

0 [~ T T T ! i

0 i 2 3 4 5 6 7 R(cm)
n,o=1x 1012 y Op =71x 16

(kTedg = 2 eV, (kT )p = (KT;), = (KTy)p = 0.1 eV,

N, = 3.54 x 10 en™® | (kT_) = 0.0236 eV , a = 4, b = 0.6,

no
c =056, %=1, @=0415¢eV, )=13.6c¢eV, B, =

-2
mi = 0,167 x 10 >

200 Gauf3

.



Anlage 5

XVII

Bei Losung der Diffusionsgleichungen (6.1)

benlitzte Tabellenwerte

o
CANG

eV

10"

1044

10 12

17077

10"

101.5-

0,086

71
1,910

6,9~10""

39407

310077

29x0"¢

29x6""

0 173

41210°%

97x707"%

Z’SJ(fO-”

(6t

982107"
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Tabelle der Werte Qf{n,(kT_)}
(Zwischenwerte sind linear interpoliert)
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This IPP report is intended for internal use.

IPP reports express the views of the authors at the time of writing and do not necessarily re-
flect the opinions of the Max-Planck-Institut fiir Plasmaphysik or the final opinion of the authors
on the subject.

Neither the Max-Planck-Institut fiir Plasmaphysik, nor the Euratom Commission, nor any person
acting on behalf of either of these:

1. Gives any guarantee as to the accuracy and completeness of the information contained in
this report, or that the use of any information, apparatus, method or process disclosed there-
in may not constitute an infringement of privately owned rights; or

2. Assumes any liability for damage resulting from the use of any information, apparatus, me-
thod or process disclosed in this report.




