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Abstract

We have found out empirically that Newton iteration and difference
methods are very suitable for the numerical treatment of elliptic
boundary value problems (3¢) Lu = f(x,u) in D ¢ Rz , UIBD =g

having several solutions. We therefore present some convergence theorems

for these methods.

First we generalize some results of Simpson's [46] , concerning the
discretisation of (?¢) for L = -A in the usual way. If the differential
equation has an isolated solution, then the difference equations have

a solution so that quadratic convergence occurs for h —»o. If the difference
equations have a bounded solution for each h, then the differential

equation has a solution corresponding to it.

Now let L be uniformly elliptic. We prove some theorems on the convergence
of the Newton iterates to isolated solutions, emphasis being placed on the
specification of good initial guesses. In some cases there are also
existence statements. Then we describe a strategy giving good initial

guesses in those cases where the theorems do not apply.

We give some notable numerical examples, including bifurcation diagrams,
which, on the one hand, are interesting in themselves and, on the other,

show the applicability of the methods developed.



ZUSAMMENFASSUNG

Empirisch wurde gefunden, daB Differenzenverfahren und Newtonverfahren
gut geeignet sind zur numerischen Behandlung elliptischer Randwertprobleme
(%) (Qu)(x) = £f(x,u(x)) in D ¢ E? . uIaD = g mit mehreren Ldsungen. Es
werden deshalb einige Konvergenzsdtze fiir diese Verfahren bewiesen.

Zundchst verallgemeinern wir einige Ergebnisse von Simpson [46] tiber
die Diskretisierung wvon () mit L = —A . Hat die Differentialgleichung
eine isolierte Ldsung, so hat die Differenzengleichung ebenfalls eine
Losung, und es tritt fiir h+0 quadratische Konvergenz ein. Hat umgekehrt
das diskretisierte Problem Ldsungen Uh mit HUhH°°£ M fiir h =* 0, so
hat (€¢) eine Losung mit Hu”ao £ M,

Sei L nun gleichmdfig elliptisch. Wir beweisen einige Sidtze iber die
Konvergenz des Newtonverfahrens gegen isolierte Ldsungen, wobei besonderes
Gewicht auf die Konstruktion von guten Startfunktionen gelegt wird. In
einigen Fillen ergeben sich auch Existenzaussagen. Dann beschreiben wir
ein Verfahren, das in den Fillen gute Startfunktionen liefert, in denen
die Sdtze nicht anwendbar sind.

Zum AbschluB diskutieren wir wichtige numerische Beispiele und zeigen
berechnete Bifurkationsdiagramme. Einerseits sind diese Ergebnisse an sich
interessant, andererseits zeigen sie die Effizienz der entwickelten

Methoden.
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EINLEITUNG

a) Problemstellung

"In den vergangenen Jahrzehnten wurden in der Technik vorwiegend lineare
Differentialgleichungen angewendet. Es war weitgehend iiblich,durch kleine
Vernachldssigungen oder durch die Betrachtung kleiner Bereiche linear zu
approximieren. Es sei, um einige Stichworte zu geben, an das ''Hookesche
Gesetz'", an Magnetisierungskurven, an R6hrencharakteristiken und an die
Betrachtung kleiner Schwingungen mechanischer Systeme erinnert. Der techni-
sche Fortschritt unserer Zeit zwingt uns dazu, auch das Gebiet der nicht-
linearen Differentialgleichungen mehr in den Kreis unserer Betrachtungen
einzubeziehen. Man ist bei der L8sung derartiger Differentialgleichungen
allerdings oft auf Niherungsverfahren angewiesen.',

schreibt Collatz in [J2], S$.123, in Zusammenhang mit dem Randwertproblem
() =y"=y> 3 =0, y@) = b.

Wir wollen uns im folgenden mit Randwertproblemen der Art

(2) (Lu) (x) = f(x,u(x)) fiir alle x&D, wu(x) = 0 fiir alle x€9dD

befassen, wobei D61£2ein beschridnktes Gebiet sei, derart, daB der Gauss-—
sche Integralsatz gilt. L sei gleichmdfig elliptisch, und es existiere die

zugehdrige Greensche Funktion, vgl etwa [l5]. Dabei stellen wir ausdriick-

lich nicht die in der Literatur sonst fast ausschlieBlich bendtigte Be-

dingung

(3) fu(x,u)C (minimaler Eigenwert A, von L in D)

oder gar fu(x,u)ﬁ(L da (3) bei wichtigen Problemen der Physik und Chemie

verletzt ist.Genannt seien hier die Berechnung von magnetohydrodynamischen

Gleichgewichten in der Plasmaphysik, der EinschluB von Ionen in einem Ring
relativistischer Elektronen (Teilchenbeschleuniger vom Typ Smokatron) und
chemische Reaktionsprozesse (z.B. thermische Selbstentziindung eines Gasge-

misches in einem Kessel), siehe 1.1. Weitere Beispiele stehen z.B.in [28].

Wenn die Monotoniebedingung (3) nicht erfiillt ist, wird die LOsung des
Problems (2) prinzipiell wesentlich schwieriger: Es ist nicht mehr sicher-

gestellt, daB (2) eindeutig ldsbar ist (vgl 1.6).

Unser Hauptanliegen ist neben der funktionalanalytischen Untersuchung



von Ndherungsverfahren fiir Differentialgleichungen (2) mit mehreren L&sun-
gen die numerische Berechnung der verschiedenen Losungen auf einer Rechen-
anlage. Wie in 1.1 und 1.5 noch begriindet wird, kann es leider vorkommen,
daR gerade fiir physikalisch interessante Lsungen die Bedingung (3) ver-
letzt ist, so daB Standardverfahren nicht anwendbar sind.

In engem Zusammenhang mit diesem Problem steht die Behandlung nicht-

linearer Eigenwertprobleme

(4) (Lu) (x) = Af(x,u(x)) fiir alle xeD, u(x) = 0 fiir alle xed
f(x,0) = 0 fiir alle xe D.

Wie an einem Beispiel in Kapitel 1 gezeigt wird, kann (wie im Spezialfall

linearer Eigenwertprobleme) die Anzahl der L8sungen von (4) von A abhingen.

Der augenblickliche Stand der Forschung kann etwa so umrissen
werden: Uber das Auffinden von Verzweigungspunkten und die Bestimmung der
Anzahl der Ldsungen gibt es eine rasch anwachsende mathematische Literatur.
Beziiglich der numerischen Lésung von Differentialgleichungen mit mehreren
Losungen steht man vor folgender Situation: Bei den praktisch brauchbaren
Verfahren fehlen die Konvergenzbeweise. Die theoretisch fundierten Ver-—

fahren sind in der Praxis kaum brauchbar.

Die vorliegende Arbeit soll ein Beitrag sein zur Anderung dieser
Situation. Es werden Sitze bewiesen, die zur theoretischen Absicherung ei-

nes praktisch brauchbaren Verfahrens beitragen.



b) Ergebnisse

Kapitel 1 bringt eine Zusammenstellung vorhandener Ergebnisse, die aus
ziemlich weit verstreuten und sehr unterschiedlichen Quellen zusammenge-
tragen wurden bzw. sich in Gesprichen mit Plasmaphysikern ergaben. Eine
einheitliche Darstellung dieser Dinge scheint bisher zu fehlen. Das &duBert
sich z.B. auch darin, daB Bezeichnungsweisen und Definitionen noch nicht
einheitlich sind. Unsere Definitionen haben wir fast alle wortlich {iber-
nommen (von Sattinger [40], [Al] und von Keller [3f] ). Die Definition
fiir kritische und isolierte L8sungen haben wir selbst formuliert, jedoch in
Ubereinstimmung mit dem, was andere Autoren unter diesen Begriffen ver-
stehen ( [39] und [}4] , S. 145 )., Fiir den Begriff " Ast eines Verzweigungs-
diagramms' kennen wir keine Definition eines anderen Autors, jedoch
entspricht unsere Definition wohl dem allgemeinen Sprachgebrauch (vgl.

z.B. [5] , s. 128)

In Kapitel 2 untersuchen wir den Zusammenhang zwischen den L@sungen

1)

der Differentialgleichung - Au = f(x,u) in D, ulbD = 0 ’“und denen der
zugehdrigen Differenzengleichungen (iiblicher 5-Stern mit Shortley-Weller-
Approximation am Rand). Es zeigt sich, daB das durch Diskretisierung ent-
standene nichtlineare Gleichungssystem fiir h — 0 genauso viele L&sungen
hat wie die Differentialgleichung. Es gehen also durch Diskretisierung
keine Losungen verloren, und es kommen auch keine hinzu. Diese Aussage
ist nicht trivial: fiir h > O gibt es Beispiele fiir den Verlust (vgl. 4.3)
und fiir das Hinzukommen (vgl. 4.2) von LOsungen. AuBerdem wird gezeigt,
daB der Diskretisierungsfehler bei der Approximation einer isolierten
Losung von der Ordnung h2 ist. Diese Sdtze sind als direkte Verallge-
meinerung aus Ergebnissen von Simpson entstanden, durch Verzicht auf

die Bedingungen fu(x,u) > 0 und £(x,0) 2 O, die z.B. bei der in 4.4 be-
handelten Differentialgleichung nicht erfiillt sind. Die Simpson'schen
Beweisideen konnten beibehalten werden, jedoch muBten die gesamten Beweise

iiberarbeitet werden und konnten z.T. vereinfacht werden.

In Kapitel 3 wird die Anwendung des Newtonverfahrens auf nichtlineare
Differentialgleichungen des Typs Lu - f(x,u) = 0, u/ 3D = 0, L gleich-
1)Hier und im folgenden wird diese abkiirzende Schreibweise fiir die

Randwertprobleme benutzt.



mifig elliptisch, untersucht. Diese Sdtze wurden im wesentlichen neu formu-
liert. Die Beweise stiitzen sich meistens auf den Newton-Kantorowitsch-—

Satz fiir Operatoren. Es zeigt sich, daB jede isolierte Lisung mit dem
Newtonverfahren berechnet werden kann, wenn die Startfunktion hinreichend
dicht bei der Ldsung liegt. Das Hauptproblem ist also, geeignete Start-
funktionen zu finden. Jeder weitere Satz dieses Kapitels liefert hierzu
einen Beitrag. Fiir Differentialgleichungen mit mehreren Ldsungen gibt es
hierzu unseres Wissens noch keine Ergebnisse anderer Autoren, wenn man

von der Fixpunktsuche Allgower—-Jeppson's absieht. Verschiedene Autoren
weisen jedoch darauf hin, daB das ein sehr schwieriges Problem sei

( [30} 5 [I] . [46] ). Unter gewissen Voraussetzungen folgt

Existenz genau einer Losung und monotone Konvergenz des Newtonverfahrens,
wenn eine UnterlSsung als Startfunktion genommen wird. Dieser Satz ist

eine Fortfiihrung von Ergebnissen von Schryer, Kalaba und Collatz Dl] .
Zum Beweis brauchen wir das Maximumprinzip, das wir deshalb in der von uns
bendtigten Fassung beweisen. AuBferdem werfen einige hiermit zusammen-
hingende Uberlegungen ein neues Licht auf die Tatsache, daf manche L&sungen
leichter zu berechnen sind als andere: es sind hdufig diejenigen, fiir

die die Parter'schen Abinderungen der Differentialgleichung zuldssig sind

und eine eindeutig ldsbare Differentialgleichung liefern.

Hingt die rechte Seite der Differentialgleichung stetig von einem
Parameter a ab, so kann eine isolierte Ldsung fir m = 0 als Startfunktion
zur Losung der Differentialgleichung fiir 5#»] &« M. dienen. Einerseits
folgt aus diesem Satz die Existenz von Ldsungen benachbarter Probleme,
andererseits hat er auch praktische Bedeutung, da er in vielen Fdllen
das Auffinden einer geeigneten Startfunktion sehr erleichtert. So kann man
z.B. bei Kenntnis einer einzigen isolierten Ldsung den ganzen Ast eines
Bifurkationsdiagramms berechnen. Diese Vorgehensweise wurde durch die

Wacker'schen Arbeiten angeregt.

Fiir die Fille, in denen man immer noch keine Startfunktion weiB, geben
wir eine Suchstrategie an, von der wir nicht beweisen kdnnen, daB sie
zum Erfolg fiihrt, die jedoch praktisch immer erfolgreich war. (vgl. Kapitel 4).
In Kapitel 4 zeigen wir einige der gerechneten Beispiele, auf die die
Sdtze aus den beiden vorangegangenen Kapiteln anwendbar sind. Die erste
Differentialgleichung ist theoretisch befriedigend behandelt, sodaB es

nur um das numerische Auffinden der Ldsungen ging. Beim zweiten Beispiel



kann man leicht die Existenz der einen L3sung beweisen, von der zweiten
kennt man einige Eigenschaften, die wir fiir die numerisch gefundene
Losung bestdtigt finden. AuBerdem gibt es numerische Ergebnisse anderer
Autoren, mit denen wir gute Ubereinstimmung erzielt haben, und die wir
z.T. lbertreffen konnten. Beim 3. Beispiel war uns zu Beginn der Unter-
suchungen nur der ungefdhre Verlauf der Ldsungen des eindimensionalen
Problems fiir A = 1 bekannt, deshalb haben wir zu diesem Beispiel auch

einige Lemmata bewiesen.

Insgesamt zeigen die Rechnungen, daB das Newtonverfahren recht gut
geeignet ist zur Behandlung von Differentialgleichungen mit mehreren
Losungen, und daB es mit den in Kapitel 3 ausgefiihrten Uberlegungen auch
in kritischen Fdllen mdglich ist, brauchbare Startfunktionen zu konstruieren.
Wir haben jede beliebige L8sung berechnen kdnnen, von deren Existenz wir
wuBten, und haben auch manchmdl experimentell recht schnell Losungen ge-

funden, wenn wir nicht wuBten, ob noch weitere existierten.
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Kapitel 1
Einfiihrung in die Problematik

In diesem Kapitel wird zunichst die Beschiftigung mit dem schon kurz ge-
schilderten Problem motiviert durch sein Auftreten in der Plasmaphysik.

Anhand der verhdltnismidRig gut erforschten Gleichung

—Au=:\euinD,u/ =0

3D
wird der Leser mit einem Teil der zu erwartenden Schwierigkeiten vertraut
gemacht.

Die Stabknickungsgleichung, das wohl #lteste und beriihmteste Beispiel
fiir eine Differentialgleichung mit mehreren Losungen, dient anschlieBend
dazu, andere Aspekte des Problems zu schildern und etwas iiber Bifurkations-
theorie zu sagen.

Dann wird ein Uberblick gegeben iiber bereits vorhandene numerische
Ergebnisse anderer Autoren, und es wird berichtet iiber die Schwierigkeiten
bei der Anwendung von Verfahren, die zur L8sung von eindeutig Bsbaren

Differentialgleichungen entwickelt wurden.

Zum AbschluB wird eine hinreichende Bedingung fiir eindeutige L&sbar-

keit gegeben und eine spiter hdufig benutzte Verallgemeinerung des Maximum-

prinzips bewiesen.

1.1 MHD-Gleichgewichtsrechnungen

Zur Energiegewinnung durch Kernfusion muB man Wasserstoff auf Temperaturen
um 100 Mill, Grad aufheizen. Bei solchen Temperaturen befindet sich Materie
im Plasmazustand. Nach auBen ist ein Plasma elektrisch neutral, doch
sind die in ihm enthaltenen Teilchen alle elektrisch geladen. Deshalb

lassen sich Plasmen mit Hilfe von Magnetfeldern einschlieBen.

Ein schwieriges Problem ist das Auffinden von Magnetfeldkonfigura-
tionen, die Plasmagleichgewichte im Torus erlauben. Natiirlich sollen

diese Gleichgewichte auch noch stabil sein, d.h. unempfindlich gegen kleine

Stérungen.

Von Magnetohydrodynamik (MHD-Theorie) spricht man, wenn das Plasma
als magnetisierte, kompressible Fliissigkeit behandelt wird. Im folgenden

geht es um Gleichgewichtsrechnungen in der MHD-Theorie.




Nimmt man an, daB die zu untersuchende Konfiguration rotationssymmetrisch

2 A ist, und macht man einige andere
7 vereinfachende Annahmen, z.B. Ladungs-

," * neutralitdt, so erhdlt man aus der

’ \ L] e 3
_;"_ : r\e stationdren Wlasowgleichung folgendes
; : > 2-dimensionale elliptische Randwert-
’ ! =

' k) Ll problem (siehe [35] , S. 435 f):

LN ’

1. l * = 3_ _]_ _.ﬁ! -l_ B

1 Sl Sl v (r or’ T dz® F(r,z, )

dabei ist

r der Abstand von der z - Achse, also r> r, und A gleichmidRig
elliptisch, da ro> 0 gilt,

¥ (r,z2) = r Ag(r,z) , wobei A = (Ae,Ar, Az)
das Vektorpotential des Magnetfeldes B bedeutet, Ar - Az =0

B = (By, Br' Bz) gegeben durch

! 1
Bg= 0, B == %,B = ;r't

B wird sowohl durch den Strom in #uBeren Spulen als auch durch im

Plasma flieBenden Strom erzeugt.

F bestimmt das Druckprofil, beschreibt also die Verteilung des Plasmas
iiber den Torusquerschnitt. Vereinfachend kann fiir F eine Funktion
f (ryz,) eingesetzt werden, z.B, XQ"‘;' wobei A ein positiver Parameter
ist,

Zu untersuchen ist also
-y .
(1.2) K“ny= Ae in D, "P|3D=g

Bei Smokatron (EinschluB von Ionen in einem Ring relativistischer Elektronen)
kann man nicht von Ladungsneutralitit ausgehen, hat verschiedene Dichte-

verteilungen fiir Ionen und Elektronen und kommt so auf zwei gekoppelte
Gleichungen vom Typ (1.2). [261

In der Theorie chemischer Reaktionsprozesse (z.B. thermische Selbst-
entziindung eines Gasgemisches in einem Kessel) kommt man ebenfalls auf

zwei gekoppelte Gleichungen, die man aber durch oft erfiillte Annahmen



auf eine Gleichung vom Typ (1.2) zuriickfiilhren kann (siehe [2]] )

Wegen ihres Vorkommens bei verschiedenen Problemen haben sich schon
viele Autoren mit Variationen von Gleichung (1.2) befaBt, z.B. Bratu
(um 1910, siehe [16] S. 432-434) Gel'fand, Barenblatt (59), Fujita (69),
Marder, Weitzner (70), Fisher (70), Simpson (72), Hagenow, Lackner (73),
Allgower, Jeppson (73), Bandle (74).

Gel'fand untersucht die Existenz von symmetrischen Ldsungen von (1.2)
in symmetrischen Kesseln: im Kessel mit ebenen Winden, im zylindrischen

und im kugelfdrmigen Kessel.

Die Gel'fand'schen Ergebnisse lassen sich folgendermaBen zusammenfassen

(vgl [19] E
Ist n£2, so gibt es einen kritischen Wert A*'(D), fiir den
u .
(1.3) -Au =Ae in D, u|DD=0
D B kugelfdrmig

1). Ist 0 < A< 1",50 hat (1.3) zwei Ldsungen,

wihrend fiir A > A keine Lésung existiert. Fiir n = 3 kann es in Abhingig-

genau eine L8sung hat

keit von A jede Anzahl von L&sungen zwischen O und eo geben.

Inzwischen kennt man die symmetrischen Ldsungen im Kreis auch explizit
([4-1,8.21), die L8sungen des eindimensionalen Problems sind schon lédnger
bekannt ([35] ,S5. 437, Vgl. (1.12) weiter unten ):

. . ¢ .
Satz 1.1 Sei D := {xe@\z\ \x\l <€ R} .Dann 1st A = 2-2— und die
R

Losungen wvon (1.3) sind fiir O <N& '7\* gegeben durch

b
u(r) = In 5
| + AbT )
8
(1.4)
32
b = — ] =
142 )L2R4 .
1) u ist genau dann L8sung von (1.3), wemnn v := - u LOsung von

Av = 'A e ¥ ’v‘bD = 0 ist.




Daraus sieht man durch Entwickeln der Wurzel, daB fir A —> :X’F beide
Lésungen gegen dieselbe Losung A  konvergieren, widhrend fiir A~ ot
das Maximum der einen Losung gegen O, das der anderen aber gegen ©<
strebt. Trdgt man A gegen u_ ab, bekommt man etwa folgendes Bild
(vgl. Abb. 4.4)

b
e u"lﬂﬂ.x

Ein solches Diagramm heift Verzweigungs— oder Bifurkationsdiagramm:

jeder Punkt auf der Kurve repridsentiert die Ldsung einer Differential-
gleichung.

Ist D nicht kreisférmig, so-gibt es meines Wissens bisher keine theoretischen
Ergebnisse iiber die Ldsungen von (1.3), wegen der starken konvexen Nicht-
linearitidt (vgl [46] , S. 372). Fiir rechteckige Gebiete gibt es jedoch
numerische Ergebnisse verschiedener Autoren ([35], [181, [46], [24],[1],
Abschnitt 4.3 hier).

Bei der numerischen Lésung von (1.2) stellte sich heraus, daB es
iiberhaupt kein Problem ist, die ‘flache LSsung (’TM‘MOO> g (}*) )3‘9
zu berechnen, es sind praktisch alle Standardmethoden anwendbar. Anders
ist es mit der tiefen Ldsung. Sie machte bisher erhebliche numerische
Schwierigkeiten. Fiir einige Standardmethoden 14Bt sich sogar zeigen, daR

sie grundsdtzlich nicht anwendbar sind (vgl. 1.5).

Die tiefe Losung von (1.2) ist aber gerade die physikalisch interessan-
te (vgl. [18] , S. 963), da sie besseren Plasmaeinschluf bedeutet. Die
Elektronendichte n hat an dem Ort sein Maximum iy » an dem ~p sein
Minimum"hmhgnnimmt. Bezeichnet man mit y,, die Elektronendichte an der
Wand, so ergibt sich nw/nm = exP(“?min - ¢), und diese relative Dichte

in Wandnihe ist umso kleiner, je gréﬁerlmy]ninl ist, da ™€ 0 gilt,

Im folgenden wird sich zeigen, daB die numerischen Schwierigkeiten
groBenteils davon kommen, daB die tiefe Ldsung von (1.2) im mathematischen

Sinn instabil ist. Daraus kann man aber nicht folgern, daB es uninteressant
%) Dabei ist wmin(l) i= min Y(x) , ¥ L8sung von (1.2) zum Parameterwert A.
xeD



sei, sie zu berechnen. Grund: Die zu (1.2) gehSrende zeitabhingige
MHD-Gleichung lautet anders als die zeitabh#ngige Gleichung, die zur

mathematischen Definition der Stabilitét herangezogen wird (22]. Das der
tiefen Ldsung entsprechende MHD-Gleichgewicht kann also durchaus stabil

sein.

1,2 Stabilitdt, Ober- und Unterldsungen

Wir wollen nun den in der mathematischen Literatur iiblichen Stabili-
titsbegriff einfiihren, der natiirlich immer dann mit dem physikalischen
Stabilitdtsbegriff iibereinstimmt, wenn die zwei zeitabhingigen Gleichungen

{ibereinstimmen., Wir folgen der Darstellung von Sattinger ( in [40] » $.979¢)

(1.5) Lu = f(x,u) in D, u/ 3p = &

sei gegeben, wobei L gleichmiBig elliptisch sei mit htlderstetigen

Koeffizienten a5 b,
- d2 < 3 (a..) gleichmiBi
. u u ..) gleichmidfig _
Lu = = itz__j:] 2i3 a—xi._b-x_j "'g—qbi‘s;i 1 positiv definit auf D.
td

2+
]

D sei beschridnkt und zusammenhingend, ©DEC fe C]+°L (0xW) ’

ket (D). Die Bedingungen an 3D und f kdnnen etwas

abgeschwicht werden( @0], S. 979).

g sei fortsetzbar zu g € C

Definition 1.1 Sei u(x,t) Losung von

(1.6) u, = - Lu + f(x,u) u|8D =0, u(x,0) = uo(x).

Eine Losung U von (1.5) heifit in der Maximumnorm stabil, wenn gilt: Zu

Il

jedem € > O existiert ein § > O sodaB aus Huo = UHw(S u - UHm<E fir

alle t ® 0 folgt. U heiBt asymptotisch stabil, wenn auBerdem |[u - UH;T“* 0

§ ; ’ : . . Lt
gilt. U heiBt instabil,wenn es nicht stabil ist.
Bemerkung Es sind noch andere Definitionen (mit Hilfe von Eigenwerten)

‘gebriduchlich,die jedoch denselben Sachverhalt beschreiben, wenn das Prin-

zip der linearisierten Stabilitit giltig ist (vgl [39), (41} s.2f£,140 ).

Wie in (41] sehr schén dargestellt ist, gibt es einen engen Zusammenhang
zwischen der Stabilitidt von L8sungen und den Begriffen Ober- und Unter-

16sung.
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Definition 1.2 ve Cz(ﬁ) heift Oberl8sung von (1.5), wenn gilt:

(1.7) Lv - f(x,v) 2 0 v|aD > g,

w e Cz(ﬁ) heiBft Unterlésung von (1.5), wenn gilt
. ¢ & 5.

(1.8) Lw f(x,w) 0 WIBD g

Man hat nun folgenden Existenzsatz:

Satz 1.2 Seien Vv eine Unterldsung und w eine Oberldsung von (1.5) mit
v(x) %< w(x) in D. Dann hat (1.5) eine Lésung u mit
(1.9) v(x) & u(x) & w(x) in D.

Zum Beweis siehe z.B. (4!] S. 24 £
Dieser Satz ist eine Verallgemeinerung des Existenzsatzes fiir beschrinktes
f in [15] » Bd II, S. 369 £f. Ebenso wie dort wird zum Beweis das

Iterationsverfahren

(1.10) @~k) u™! = £(x,u®™) -k u® in D

3D B
benutzt, wobei
(1.11) u® = v oder u° = w und

k &€ min { fu(x,u)l xe D ,mit_l_ v(x) € u £ max w(x) 2
xeD xeD
zu setzen ist. Es entstehen dann zwei monotone, gleichmdBig konvergente

Folgen: die mit v beginnende konvergiert gegen die minimale L8sung von (1.5)
mit (1.9), die mit w beginnende gegen die maximale Losung mit (1.9). Unter
anderem folgt hieraus also auch, daB jede zwischen Unter- und Oberl8sung
einschlieBbare LSsungsmenge ein maximales und ein minimales Element hat
(natiirlich kénnen die beiden zusammenfallen).

Den angekiindigten Zusammenhang zwischen Stabilitdt und Unter- und Ober-

16sungen stellt folgender Satz her:

Satz 1.3 Sei u eine Losung von (1.5) Lu = f(x,u) in D, u|aD = g,
Seien v und w Unter— und Oberldsung von (1.5) mit (1.9), und u sei Grenz-

wert der zwei durch (1.10),(1.11) erzeugten Folgen. Dann ist u asymptotisch

stabil und alle L8sungen von

(1.6) 0, = Lu + f(x,u) in D x (0,=), uIBD =g, u(x,0) = r(x)



mit v(x) & r(x) £ w(x) streben fiir t —4 oo gegen u(x).

Beweis: [41] S. 39.
In [40]und [41] findet man weitere Sdtze zu diesem Thema.

Zur Erlduterung der vorhergehenden Sitze wollen wir ein Beispiel
studieren. Wir wdhlen dazu eine gewthnliche Differentialgleichung, nim-
lich
(1.12) -ull= ™ u(@) = u (1) =0,
iiber die wir aus dem fiir (1.3) Gesagten schon einiges wissen. Man erhilt
N~ 3.514. (1.12) hat also zwei Ldsungen u](x) und UZ(X)' die wir mit den
Formeln aus [35], S. 437 berechnet haben. Sie sind in Abb. 1.1 dargestellt.’ﬂ
Es ist 0 € ul(x) € 0,14054 , 0 < uz(x) € 4,0915,
Wir suchen nach Ober- und Unterldsungen.

Ansatz: ’U‘s(x) =5 (x - xz).

Behauptung 1: Arg ist UnterlSsung von (1.12) fiir § e (- oo, %],
Oberldsung fiir S & ESQ'S,\-]. weder Ober- noch Unterldsung fiir

5* (—N,‘%_] U[S, . 5,‘] -;‘,Dabei sind §,und s, die beiden Nullstellen
von v(s,12) = -2s + % So 6(4,2. ,4) g By &(43) 43.5).

Beweis durch Nachrechnen.

Zwischen f\J:”L(x) und AF,(x) liegt also nach Satz 1.2 eine Ldsung. Fiir
das Maximum dieser L8sung erhalten wir die Abschitzung

Vv, ’2_(-:!!-) = 0,125 & u (%) # 0.14 £ 0,25 = v](%), die durch Ausrechnen von
8, nach oben verschédrft werden kdnnte. Nach Satz 1.3 und dem zum Beweis

von Satz 1.2 Gesagten ist u](x) asymptotisch stabil.

Behauptung 2: Es gibt keine Oberl8sung z von (1.12), fiir die uz(x) £ z(x)

fiir 0 & x &1 gilt.

Angenommen, z wdre so eine Oberl&sung, dann ist Satz 1.2 mit v = v,'{z

und w = z anwendbar., Dann konvergiert das Iterationsverfahren

#®) Tatsdchlich wurde Abb.l.] mit den Methoden von Kapitel 4 hergestellt.
Fiir h =33-0 unterscheiden sich die Frgebnisse in der diskreten Maximumnorm
um 1.2-10_5(f1ache Losung) bzw. 3-10_3(hohe Losung). 3-10_3 entspricht in
Abb.1.1 einer Strecke von weniger als O.lmm, liegt also unterhalb der

Plotgenauigkeit.
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~Ur =P U, Ulo)=U(1)=0
—— LOESUNSEN
H=1/30

Q

Abb 1.1



u® = z, k >0

un+l " n+l u

(1:13) -k u =-eg =ku

un+l(0) - un+1(1) a0
gegen die maximale LGsung, also gegen Uy Andererseits kann (1.13) als
implizites Schema (Diskretisierung nur nach der Zeit) von

(1.14) u, = T

u(0,t) = u(l,t) = 0, u(x,0) = z(x)
aufgefalt werden (siehe [71):
n+l n
u -u

At

"
(1.15) _ Ot u

+ e s k i= — =«

Also kann man u, durch Losung von (1.14) und anschlieRenden Ubergang

t —»oo erhalten. Das ist ein Widerspruch zu [19], wonach u(x,t) —F co

gilt, wenn u(x,0) = u, gilt., Damit ist Behauptung 2 bewiesen. E s

An diesem Beispiel sieht man weiter, daB es durchaus vorkommen kann, daR
sich Losungen und Oberldsungen schneiden. Wir haben in Abb.1.2 u, und

die Oberlésung v, aufgetragen.

3




0|

o|

o|

o]

b |

~U''=EXP U , Ulo)=U(1)=0
— LOESUNG

== VI3 (X) =13# (X-X##2)
H=1/30

Abb.

1.2
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1.3 Ein einfaches Beispiel fiir ein physikalisches System mit mehreren

Gleichgewichten: Stabknickung.

Wir wollen nun ein Beispiel aus der Mechanik betrachten, das wohl historisch
das erste Problem war, an dem Verzweigungen von L8sungen beobachtet worden

sind (Euler, Bernoulli, Lagrange). Die Darstellung folgt Reiss [38}.

Ein diinner, elastischer Stab werde senkrecht aufgestellt und von oben

her belastet. Dann beobachtet man im Experiment folgendes: Ist die Last

sehr klein, so wird der Stab etwas kiirzer und dicker, bleibt aber
gerade. Erhtht man nun kontinuierlich die Last, so stellt man fest, daB
es einen kritischen Wert gibt, bei dem der Stab knickt. Erhdht man die
Last weiter, so wird die Auslenkung immer stirker.
AuBerdem hat der Stab aber fiir jede Last T einen Gleichgewichtszustand,
bei dem er gerade ist.

Fir eine Last T, die groBer ist als der kritische Wert To’ hat der
Stab also mindestens zwei Gleichgewichtszustinde.

Die klassische lineare Elastizitdtstheorie sagt eine eindeutige
Losung fiir jedes Problem voraus - sie ist daher nicht brauchbar zur Be-
schreibung der Knickung eines Stabes.

Wir wollen kurz die nichtlineare Theorie beschreiben.

Sei der Stab so aufgestellt, daB beide Enden auf der x—Achse liegen,
das obere Ende sei in x-Richtung beweglich.
Der Zustand des Stabes werde beschrieben durch™M«x), den Winkel zwischen
der x—-Achse und der Mittellinie des Stabes, und durch seine Verschiebungen
u(x) und w(x) in x — und y - Richtung.:lsei ein Parameter, der proportional

zur angebrachten Last ist. Dann erhdlt man die Differentialgleichungen
] i =

(1.16a) "*Pxx+l51n'\l 0 0<x«al

(1.16b) ﬂyx(o) =hfx(1) =0

(1.17a) u =cos¥-l, w = sin, 0< %<l
(1.17b) u(0) = w(0) = w(l) 0

]

(1.16b) bedeutet, daB die Kriimmung der Mittellinie in den Endpunkten
verschwindet , die Endendiirfen aber frei rotieren. (1.17b) bedeutet, daB
das untere Ende des Stabes fest ist und das obere Ende auf der x—Achse

liegen muB.




Ist eine LSsung von (1.16) gefunden, muB (1.17) geldst werden.
Man findet nun, daB die Ldsungen durch Jacobi'sche elliptische Integrale
gegeben werden und daB die kritischen Werte durch die Eigenwerte des zu

(1.16), (1.17) gehdrenden linearen Problems

FYxx + A =0 o< x<A
¥ (0) =y, (A) =0
(1.18) W, =0 Wy =y wirr

Wlo) =Wwlo) = WlA)=0
bestimmt sind.

Nehmen wir als MaB fiir die Deformation des Stabes k: = sin '_‘I'JZQL "

O < 7 o) < 'Ti" so kann man die Lésungen in folgendem Diagramm veran-—

schaulichen: e

3¢

e - — = S = e— e s e

b
7

4

.‘__
N

Verzweigungs— bzw. Bifurkationsdiagramm

fiir Stabknickung.

Aus diesem Diagramm kann man ablesen:

1) Fiir l-c“u‘z'gibt es nur die triviale Losung ~(X) =O , d.h. der
Stab kann nicht knicken.

2) Fir Yr%<cA<qQx*gibt es 3 verschiedene nicht-negative Ldsungen:

Y20 und zwei andere, durch "x'" gekennzeichnet.

usw.

Um festzustellen, welche Ldsung sich fiir A>T%einstellen wird, muBR man
in diesem Beispiel die jeweils zugehdrige potentielle Energie berechnen.
Es stellt sich heraus, daB die stabilste Ldsung jeweils die auf dem bei

A ="Jt2 bifurkierenden Ast liegende ist.
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Die Losungen auf den anderen Zweigen haben Knoten, und zwar

m - 1, wenn sie auf dem m - ten Zweig liegen.

-—— e g

=1

1.4 Kritische und isolierte Ldsungen; Bifurkationstheorie

Wir haben im vorigen Abschnitt gesehen, daB es Ldsungen verschiedenen
Typs gibt. Dieser Abschnitt dient dazu, diese Dinge genauer zu fassen.
Wir betrachten die Gleichung

(1.19) L u = £(x,u3;A ) in D, u|3D =g

wobei wieder die bei (1.5) formulierten Glattheitsvoraussetzungen erfiillt
seien und f€ Ci+a(D}tB¥ ) gelte.

Definition 1.3 Sei (A,u) Ldsung von (1.19).

(A,u) heiBt kritische Ldsung von (1.19),

wenn k: = max f (x,u(x);A) Eigenwert von

Xe® U
(1.20) L v+ (k- fu(x,u;l))v -/u.v = 0 in D, V/QD =0
ist, also

(1.21) Lv - £ (xu;X) v=0inD, v/ y, =0
nicht-triviale L&sungen hat.

Andernfalls heiBt (A ,u) isolierte Ldsung.

u heiBt kritische (isolierte) Losung von

(1.22) Lu=£f(xu) inD, u| =s

wenn  Lv - fu(x,u)v = 0, VIBD = 0 nicht-triviale Lsungen ( nur die
triviale Lésung ) hat und u Lésung von (1.22) ist.

Eine Ldsung (lo,uo) heift Verzweigungspunkt (Bifurkationspunkt) von (1.19),

wenn es in jeder Umgebung von (lo,uo) mindestens zwei Ldsungen ( A,u]),

(X, u,) gibt mitu —> u fir A = Ne, i=1,2.

Beispiele
1) Kritische L&sung von

(1.3)  —~Aw =A™ inDe®, u/y =0

ist ('}?‘) w¥), alle anderen Losungen sind isoliert.

2) (A ,0) ist kritische Lésung der Stabknickungsgleichungen(1.16), (1.17),
wenn A Eigenwert der linearen Gleichung (1.18) ist: (1.18) ist fiir
u = 0 gerade die (1.21) entsprechende Gleichung. Ist ‘A kein Eigenwert,

so ist (A ,0) isolierte Ldsung.
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Alle kritischen L8sungen von (1.3) und (1.16), (1.17) sind auch Bi-
furkationspunkte. Wihrend Bifurkationspunkte stets kritische Ldsungen
sind, braucht eine kritische Ldsung nicht unbedingt Bifurkationspunkt

zu sein: Ein Beispiel hierfiir findet man in [5], S.121, Beispiel 1.

In einer hinreichend kleinen Umgebung einer isolierten Ldsung ist
eine Differentialgleichung eindeutig l&sbar. Dies folgt aus dem Satz
iiber implizite Funktionen ( [48] s. 190).

Wahrend es noch relativ wenig Literatur i{iber die Berechnung isolierter
Losungen gibt, die "hinter" einem kritischen Punkt liegen, gibt es eine
reichhaltige mathematische Literatur {iber das Auffinden von Verzweigungs-
punkten: die Bifurkations—-Theorie. (siehe z.B. [5] . Dort findet man auch
einen geschichtlichen Uberblick).

Den Inhalt dieser Theorie kann man kurz so zusammenfassen:

'"Die Bifurkationstheorie will

a) Verzweigungspunkte (Ao, Ueo)

b)die Anzahl der Verzweigungen in (},ug)

c)das Verhalten dieser Losungen fiir A nahe X

feststellen.

Das Verhalten der Lisungen auBerhalb einer kleinen Umgebung von }b ist
zwar wichtig, aber nicht Gegenstand der Bi furkationstheorie."

(3.B. Reller fu |31) ,5.17)-

Die Bifurkationstheorie ist "nur eine erste Ndherung an die Theorie nicht-
linearer Gleichungen"([5],S.128),denn zum einen gibt es Differentialglei-
chungen mit mehreren Ldsungen, die keine kritische Losung (und also auch
keinen Bifurkationspunkt) besitzen (vgl 4.4), zum anderen wird iiblicher-
weise die Annahme gemacht, daB es ein u, gibt,sodaR (A,u,) LOsung des
machen wir nicht, und wir behandeln auch Gleichungen, bei denen sie nicht
erfiillt ist. Ein Vergleich der Abbildungen 4.1 und 4.4 zeigt deutlich den

Unterschied.

1.5 Bisher vorhandene numerische Erfahrungen.

Wir wollen nun verschiedene numerische Verfahren auf ihre Anwendbarkeit bei
Randwertproblemen mit mehreren LOsungen priifen und zugleich einen Uberblick
geben iiber bei diesem Problem bisher gesammelte numerische Erfahrungen. Die

auftretenden Funktionen seien stets Elemente eines geeigneten Banachraums B.
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1.5 1 Die Picarditeration (Kontraktionssatz)

Als Picarditeration bezeichnet man die Iteration
(1.23) Lun+1 = f(x,un) in D, un+1|3D =g

0
u  vorgegeben

zur gegebenen Differentialgleichung

(1.5) L u = f(x,u) in D, u/ 3D = g,
; . . n n+l

Wenn der in einem geeigneten Banachraum durch u =—3 u gegebene

Operator I""F kontrahierend ist, folgt die Konvergenz einer durch (1.23)

erzeugten Folge gegen eine Ldsung von (1.5) nach dem

Kontraktionssatz ( |48 , S. 30): Es sei X ein vollstindiger metrischer
g

Raum und A: X =» X eine Kontraktion. A besitzt dann genau einen Fixpunkt

u* e X. Dieser Fixpunkt 1#Rt sich durch eine Iterationsfolge {u™3 mit

beliebigem Anfangselement u® approximieren.

Aus diesem Satz folgt sofort: Hat (1.5) mehrere Ldsungen, so kann L'F

nicht iiberall kontrahierend wirken.

In 113],5.99 f zeigt Collatz,wie das Iterationsverfahren (1.23) auch noch in
Fillen zum Erfolg fiihren kann,in denen L% nicht kontrahierend ist und bisher
kein Konvergenzsatz vorliegt.Er behandelt das Beispiel
(1.24) =-Bu = x2+y2+ u3 u! a8~ ©

B m{(x,y)&@"[ r2=)~:?'+y2 £ l]
Es konnten alle 3 Ldsungen berechnet werden durch folgendes Verfahren: Es
wird der Ansatz 1 9 23
v(r)=Z_ a. (1 -17)

=1
gemacht,und dann wird riickwirts v® durch (1.23) ausgerechnet.Die noch freien
Koeffizienten werden durch Approximation von u = o durch vl - v® mit einer
Alternante der Ldnge q + 1 bestimmt.ErhShung von q erhdht die Genauigkeit.
max|v1(r) - vo(r)| liefert eine Fehlerschranke.

Es kann aber auch vorkommen, daB LU'F echt expandierend wirkt.

Marder - Weitzner weisen nach ( {35] S.435 f), daR die tiefe Losung von

(1-25)]) u _+—u =e iﬂRCRZ.u|QR=8

R ein Rechteck

1)Das Lésungsverhalten von (1.25) entspricht dem von (1.3) weitgehend.




22

grundsitzlich nicht mit der Tteration (1.23) berechnet werden kann, da
der Operator [,, '= —l_-I e_“ einen Eigenwert 2- 1 hat, wenn u jenseits

: X%
des Bifurkationspunktes liegt (dh W WMo 2 { VN “m ¥a

Sie benutzen statt dessen die Iteration

n+'a

2 1
Lu exp(-un) Lun+/3 = exp(-un+ h)

(1.26)

n+1

4, A
Lu (den+2dﬁ+h—dgﬁg

’

wobeick so zu wdhlen ist, daR alle Eigenwerte von

_ N _ 2
P (T ) 3= (1mok) + 2T - AT,

kleiner 1 sind. Es gelang ihnen, mit diesem Verfahren 2 Ldsungen des

diskretisierten Analogons von (1.25) zu denselben Randwerten zu finden.

Eine mathematisch befriedigende Behandlung dieses Problemkreises scheint

noch auszustehen.

1.5.2 Das Verfahren von Hagenow — Lackner !

In der Plasmapyhsik gut bewidhrt hat sich das folgende Verfahren ([2Y4]),
das numerisch sehr zuverldssig ist. Das Problem wird so umformuliert,
daB es (jedenfalls bei den bisher verwandten Funktionen)eindeutig l8sbar

wird. Und zwar wird ol so bestimmt, daR das diskretisierte Analogon von
(1.27) L u =e®£(u) in D R, u/ 3p = 8

eine Ldsung u mit vorgegebener Norm hat.
Seien u°,d\0 gegeben, L L2l = M.

Dann lautet die Iteration

an+l 2y T an+] _

Lu = f(u) u IBD =8 i
(1.28)

n+1 M A+ ] 2 2 M

= (s ] e
n

[iiaa

At v ’ a1
I |

Am mathematischen Beweis dieses Verfahrens wird gearbeitet ( [25] Vs

1.5.3 Das Newton - Kantorowitsch - Verfahren

Wihrend es eine reichhaltige Literatur iiber die Anwendung des Newton-—
verfahrens auf Differentialgleichungen mit nur einer Ldsung gibt, haben
sich bisher erst wenige Autoren mit der Anwendung dieses Verfahrens auf

Differentialgleichungen mit mehreren Losungen befaBt. Nur iiber diese Er-
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gebnisse wollen wir hier berichten. Die fiir uns interessanten Ergebnisse

fiir eindeutig 18sbare Differentialgleichungen stellen wir in 3.2 dar.

Als Newtonverfahren bezeichnen wir die Iteration

o
u  vorgegeben

(1.29) A fu(x,u“)u“” = £(x,u™ - £ (uH"

n+1| =
u lgp = 8

zur LOsung von

(1.5) Lu = £(x,u) in D, u/ »D = g.
(Uber die Fréchetableitung von Operatoren siehe z.B. [ll] »§ 16).

Allgower/Jeppson schlagen in [1], S. 18 vor, die mit ihrem Ver-
fahren erhaltene Nidherung mit einem Iterationsverfahren zu verbessern,
z.B. mit dem Newtonverfahren. Sie sprechen dann von dem 'Ph#nomen", daB
manche Lésungen mit gewissen Newton-#Zhnlichen Verfahren nicht berechnet
werden konnten. Es heift dort: "A recent hybrid Newton algorithm (...)
appears often (but not always) to be able to overcome the attractive or
repulsive properties of solutions if the starting points are chosen

sufficiently near a solution...”

Wie wir in Kapitel 3 sehen werden, 148t sich beweisen, daB genau die
isolierten Losungen mit dem Newtonverfahren berechnet werden kdnnen. Dies
ist kein ganz neues Ergebnis, es steht im wesentlichen z.B. schon bei
Simpson [46) , S. 372 f, der auch fiir einige A Lésungen von
(1.3) ~Aw =% e* im (o,0)x (0, wlypy =0
berechnet hat. Allerdings gelang ihm das nur fir A -Werte, die noch
ziemlich weit entfernt sind von dem kritischen ¢ 6.8:
flache Losung bis A =6.7
hohe (instabile) L&sung bis A =6.1.

Seine Methode: Diskretisieren, Newtonverfahren mit direkter Gleichungs-
aufldsung.

Fiir 2-Punkt-Randwertprobleme zeigte Keller in [36] , daB
isolierte Losungen durch Anwendung des Newtonverfahrens auf die

diskretisierten Gleichungen berechnet werden kdnnen. Als Beispiel bringt




24

er
(1.30) " =Y u(0) = u(1) = 0,

also eine eindeutig l8sbare Differentialgleichung, bei der das Newton-
verfahren fiir beliebige Startfunktionen konvergiert, weil e" konvex ist @4].
Simpson und Keller betonen, daB es schwierig sei, Startfunktionen zu fin-
den, die bzgl. des Newtonverfahrens im Einzugsbereich der Losungen liegen,
und daB es hierzu bisher keine Theorie gebe. Das verwundert nicht weiter,
wenn man bedenkt, daR man schon bei eindeutig l8sbaren Differentialglei-
chungen nicht immer ohne Suchstrategien auskommt.

Unter anderem iiber die Berechnung von isolierten Ldsungen von gewdhn-
lichen Randwertproblemen bzw. von Integralgleichungen mittels eines kon-
tinuierlichen Analogons des Newtonverfahrens wird in dem Review - Paper
[49] von Mathematikern in Dubna berichtet. Allerdings findet man auch in

dieser Arbeit nichts iiber das Auffinden von Startfunktionen.

1.5.4 Sehnenverfahren

Ein Sehnenverfahren erhi#lt man, wenn man in (1.29) fu(x,u) durch eine
Konstante k ersetzt. Wird k % min fu gesetzt, so entsteht das uns schon
bekannte Verfahren (1.10), (1.11). Mit seiner Anwendbarkeit hat sich
Parter befaft (siehe z.B. [36] ), auch im Hinblick auf zusitzliche
Probleme bei der Diskretisierung. Mit diesem Verfahren lassen sich jedoch
nur Lsungen berechnen, die {iber sich eine Oberldsung (unter sich eine

Unterldsung) haben, ohne daB eine weitere Lésung dazwischen liegt oder

Funktionenfolge ist, folgt schon Stabilitdt von u gegen kleine Stdrungen
von oben ( [40] , S. 992). Wir wollen uns hierzu das Beispiel (1.12)

- u' =% in (0,1) , u(0) = u (1) = O aus 1.2 ansehen. Wir hatten fest-
gestellt, daB es keine Oberldsung gibt, die liber der hohen Ldsung 4,
liegt und dabei die Annahme zum Widerspruch gefiihrt, u, kénnte Grenzwert
einer durch (1.10), (1.11) erzeugten fallenden Folge sein. Beginnt man
aber mit einer unter der hohen Losung liegenden Oberldsung zu iterieren,

so konvergiert die Folge gegen die flache Ldsung.

Fiir eindeutig ldsbare Differentialgleichungen ist gezeigt worden [17] 5
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dag k: = (min fu + max fu)/2 der glinstigste Wert ist, wenn man keine
weiteren Voraussetzungen iliber f macht. Wir konnten mit diesem Wert fiir k
auch instabile Lésungen berechnen (z.B. von (1.12)) und meinen, daR sich

eine Beschdftigung mit diesem Verfahren lohnt (vgl Abschnitt 4.1).

1.5.5 Fixpunktsuche nach Allgower/Jeppson

Allgower, Jeppson haben folgendes Verfahren entwickelt ([ll, [27], [2]):

(1.5) wird diskretisiert, und dann wird nach Fixpunkten von

(1.31) v =4 F(u = : m(u)

gesucht. Nach dem Brouwer'schen Fixpunktsatz hat (1.31) mindestens
einen Fixpunkt in einem abgeschlossenen Simplex oder Wirfel C" ¢ R",
wenn m:C" — ¢ stetig ist. Die Fixpunktsuche besteht nun in einer
systematischen Suche nach einem Spernersimplex in C" .
Probleme dieses Verfahrens:

no_, oo

erfiillt ist, dh man braucht a-priori-Schranken fiir die L®sungen.

1) Es muB ermittelt werden, was man als C" wdhlt, damit m: C

Siehe hierzu z.B. [20] » wo solche Schranken im Hinblick auf das

entwickelt werden.

2) Ist m (C™) ¢.Cn (dieser Fall tritt z.B. immer ein, wenn c™ eine Um-
gebung der tiefen Losung von (1.25) oder der hohen L®sung von (1.3)
ist, vgl 1.5.1), so ist die Anwendbarkeit des Verfahrens noch nicht be-
wiesen. Allgower - Jeppson berichten jedoch von praktischen Erfolgen

auch in diesem Fall ( [_1] , S. 16): Sie konnten beide L&sungen von

1 u
Au + % © =0
(1.32) u=0 firx=1, 0£€y¢€]
Ju ¢ Z Z _ _
Ba O fir 0% x% 1, y=00dery-=x

: n
berechnen, wenn sie C " nur groR genug machten.

3) Wie in 1.5.3 schon kurz angesprochen, schlagen die Autoren selbst vor,
ihr Verfahren nur zu benutzen, um erste Niherungen zu erhalten. Denn
mit verniinftigem Aufwand 138t sich keine groRe Genauigkeit erreichen.
Verkleinerung der Simplizes (=% Verbesserung der Genauigkeit bei fester
Gitterpunktzahl) und ErhShung der Gitterpunktzahl ( =» Verkleinerung

des Diskretisierungsfehlers) erhdhen erheblich die aufzuwendende Arbeit.
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So stimmen die in [1] , S.17 gegebenen Ldsungen von (1.32) nur in der
1. Dezimale. Uber die hierfiir gebrauchte Rechenzeit machen die Autoren
keine Angaben.

Beispiel:

(1.33)  -u"=+u’ -6u+5, ul0 =ull) =0

Man weiB (vgl 4.4 ) , daB diese Differentialgleichung 2 Lésungen hat.
Eine davon erfiillt 0 £ u £ 1. Die haben wir mit dem in [2] gegebenen
Programm berechnet. A

Simplexlinge 1/50, also | Fehler/£0.1 n = 3(2) 19

Rechenzeit: 0.3Y fiir n = 3, 2.26" fiir n = 19.

1.5.6 Andere Verfahren

Ein anderes mdgliches, jedoch wohl nicht sehr effektives und noch nicht
bewiesenes Verfahren findet sich in [35] , S. 441-445, Es wird u(x, yo)
von x abhingenden Koeffizienten. Ist der Konvergenzradius zu klein, muB
die Entwicklung mehrfach wiederholt werden. Nachteil: die Randbedingungen
kénnen nicht vorgegeben werden, sondern man muB versuchen, sie durch
Variation von u(x,yo) zu erzeugen.— Hiufig angewandt werden
SOR-Verfahren. Voraussetzung zur Anwendung des SOR-Verfahrens zur Losung
des durch Diskretisierung entstandenen nicht-linearen Gleichungssystems
ist jedoch, daB die Funktionaldeterminante positiv definit ist. Diese
Voraussetzung ist hdufig nicht erfﬁllt.Simpson,UFG] y S. 372 f)gibt als

Beispiel hierfilir eine Umgebung der hohen L&sung von

(1.3) —Au =X e" inD, 0.

u/ yp =

Operators T auf einem Banachraum Existenz hSchstens einer Ldsung der
Gleichung Tu = O in diesem Raum folgt, wdre wohl das Hauptproblem, geeig-
nete Funktionenmengen zu finden, die eine Ldsung enthalten und auf denen
die Theorie der monotonen Operatoren anwendbar ist.

Beispiel:

(1.12 ) A= g u(0) = u(1) =0

Bei dem Versuch, Satz 3! aus [42] anzuwenden, stellte sich heraus, daR




27

das sehr einfach ist in einer Umgebung der flachen Lsung. Es wurde friiher
schon darauf hingewiesen, daB diese flache, stabile Losung mit praktisch
jedem Standardverfahren bequem zu berechnen ist. Es miBlang jedoch der
Versuch, eine Umgebung der instabilen Ldsung zu finden, in der der Satz

anwendbar wire.

 Man weiB, daB es in jeder Umgebung einer isolierten Ldsung A, eine
Funktionenmenge gibt, auf der fiir Tu : = L u - f(x,u) Tv<£Tw sVvVeWwW
oder Tv £ Tw => w £ v gilt, je nachdem, ob u,eine stabile oder instabile
Losung ist (siehe [40] , Theorem 4.2) Zur Angabe dieser Menge braucht
Sattinger jedoch die Ldsung u - Das Ergebnis 1#B8t sich also wohl kaum fiir

numerische Zwecke verwenden.

Fast alle bisher vorgestellten Verfahren beniitzen Differenzenver-—

worden zu sein in Zusammenhang mit der Biegung eines Stabes (siehe [6] Da
Zusammenfassend konnen wir wohl feststellen:

Bei den praktisch brauchbaren Verfahren fehlen die Konvergenzbe-
weise. Die theoretisch fundierten Verfahren sind in der Praxis kaum

brauchbar.

1.6 Eindeutige Ldsbarkeit und Maximumprinzip

Ein weiteres Licht auf das Problem wirft die Beschidftigung mit dem
Maximumprinzip. Erfiillt L die in 1.2 formulierten Bedingungen, so gilt:
es gibt genau eine Eigenfunktion \?0 von L mit \po(xj > 0 in quDer zuge-
hérige Eigenwert :\o ist reell, einfach und » 0, alle anderen Eigenwerte

haben einen gréReren Realteil. (siehe L411, S. 22).

Definition 1.4 }‘o heift Haupteigenwert von L in D.

In diesem Abschnitt machen wir die zus#tzliche Voraussetzung, daB

Lu ==-(a u )x - (a u )x gilt mit a(x)> O auf K und a‘aC]+a(K) fiir ein
Kompaktum 'K>D mit d3st{sD,3K) > O.

Satz 1.4 Gilt

(1.34) £ (x,u) < A auf Dx R,

so hat (1.5) Lu = f(x,u) in D, 'ul = g hochstens eine Losung.

¥) und |Pfolb = 1, Im folgenden wollen wir stets annehmen, daB auf-

tretende Eigenfunktionen in L2(D) auf ! normiert sind.
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Bemerkung 1 Diese Bedingung ist scharf. Schon bei Zulassen des Gleich-
heitszeichens wird die Aussage ungiltig: Fiir Lu = - u" in (0,1) ist

10 = ’1(2 und man hat sinTx als nicht-triviale L&sung von

- u" =']C2 u, u(0) = u(l) = 0.

Bemerkung 2 Die Aussage von Satz 1.4 ist der Grund dafiir, daB es allge-

mein iiblich ist, (1.34) oder die wegen 10 » 0 noch schirfere Bedingung

(1.35) fu(x,u) £ 0

zu stellen: eindeutig ldsbare Differentialgleichungen sind sehr viel

leichter zu handhaben.

Beispiel:

Wir wollen uns unter diesem Gesichtspunkt noch einmal

(1.12) =-uVl =& w©O) =u@) =0

ansehen. Es ist e "<« €015 & 1,16 <7 W% . Arbeitet man also mit Be-
dingung (1.34) statt mit (1.35), so kann man W, noch miterfassen, sonst

nicht. Es ist natiirlich max eY2 g 60 7'\\'7‘.

Zum Beweis von Satz 1.4 brauchen wir das Maximumprinzip. Auch bei der
Formulierung des Maximumprinzips fiir L u - h(x) u wird allgemein die ein-
schrinkendere Voraussetzung h(x) £ 0 gewdhlt ( [15] IT; [37] usw) .

Da wir jedoch h(x) = fu(x,u)< lo setzen mdchten, formulieren wir uns das

Maximumprinzip neu:

Satz- 1.5 Sei A, der Haupteigenwert von L in D, und es gelte h(x) £ < lo .
Ist dann L u = h(x)u€0 in D, u/ 3D € 0, so ist u£ 0.

Bemerkung: Dieser Satz steht fir L = -A in [29-] , S 552,

Beweis von Satz 1.5: Es gibt ein D umfassendes Gebiet D'c K, fiir das A

der Haupteigenwert von L ist. Denn der Haupteigenwert héngt unter ge-
wissen, hier erfiillbaren Bedingungen stetig vom Gebiet ab, und man kann
immer A = AO - ¢ wdhlen mit beliebig kleinem, aber festem € > O (vgl. [41]
S.29 oben und [15] I, S.423. An dieser Stelle brauchen wir die Zusatzvoraus-
setzung iliber L). Sei w die zugehdrige Eigenfunktion, also Lw - Aw = O,

w(x) > 0 in D', w|aD.= 0. Wir brauchen nun das
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Verallgemeinerte Maximumprinzip ([37], S. 72f) Erfiille uin D

Lu - h(x)u £ 0. Wenn eine Funktion w € C2(D) N C(ﬁ) existiert mit w(x)> O
auf D und Lw - h(x)w ® 0 in D, dann kann u(x)/w(x) kein nicht-negatives

Maximum in D haben, oder es ist konstant.

Unsere Eigenfunktion w erfiillt die hier verlangten Bedingungen: es ist
w(x) » 0 auf DeD' und Lw - h(x)w = Lw - Aw + (A- h(x))w 2 0 in D.
Also hat u(x)/w(x) kein nicht-negatives Maximum in D, oder es ist konstant.
Wegen ulBD € 0 und somit auch u/ulaD £ 0 folgt hieraus u(x)/w(x) € 0 in D,
also auch u(x) € 0 in D.

Damit ist Satz 1.5 bewiesen.

Beweis von Satz 1.4 Angenonmen, u, und u, seien beide Ldsung von (1.5).

Dann gilt

L(u1 = u2) = f(x,u]) - f(x,uz) (u1 - 0

uz)lan =

fu(x,v)(ui - u2)

nit v = u, + d(u1 - uz), 0<d«l.

Wegen fu(x,v)< }\0 folgt durch zweimalige Anwendung von Satz 1.5

u, Ty, = 0.

Damit ist Satz 1.4 bewiesen.
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Kapitel 2

Approximation der Losungen mit Differenzenverfahren.

In diesem Kapitel wollen wir uns mit der L8sung von

(2.1) - Au = f(x,u) in D, u] 0

aD

mittels Differenzenverfahren befassen. Dabei sei D ciRZ ein beschridnktes,
zusammenhingendes Gebiet mit stiickweise glattem Rand, so daB der GauB'sche
Integralsatz gilt und die dritten Ableitungen der Lsung v von - Av = I,

VIBD = 0 in D existieren und beschrinkt sind. Weiter gelte fe CZ+“(5}GR).

Diskretisiert wird auf die {ibliche Weise: 5-Stern mit Shortley-Weller-

Approximation am Rand.

Die wesentliche Aussage ist, daB das durch Diskretisierung von (2.1)
entstandene nichtlineare Gleichungssystem fiir h # O genau so viele L&sungen
hat wie die Differentialgleichung (2.1). Es gehen also durch Diskretisieren
keine Ldsungen verloren, und es kommen auch keine dazu.

AuBerdem wird gezeigt, daB der Fehler bei der Approximation einer iso-

lierten Ldsung von (2.1) von der Ordnung O(hz) ist. Wir haben also quadra-

tische Konvergenz fiir h + O,
Der Grund fiir die Beschrinkung auf den Differentialoperator A ist, daB
die aus der Literatur {ibernommenen Abschitzungen (vorwiegend von Bramble)

nur fiir L = -A verfiigbar sind.

2.1 Vorbereitungen

Wir folgen der Darstellung in [8], da wir die dort bewiesenen Abschitzungen

spidter benutzen werden.

Uber die Ebene werde ein quadratisches Gitter mit Gitterlinge h gelegt.
Dh sei die Menge der Gitterpunkte in D, deren vier Nachbarn noch in D
liegen.

sei die Menge der Gitterpunkte in D, die nicht in p! liegen.

h
Ch sei die Menge der Schnittpunkte des Gitters mit 9D.

=gl e
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D und Dh seien so beschaffen, daBf fiir P & Dﬁ stets mindestens 2 Nachbar-

punkte in Dh liegen, jedoch hochstens 2 davon in Dh' h € KW' kénnen wir ohne
Einschridnkung stets als so klein annehmen, daR Bh zusammenhingend ist, d.h.

ist P e Dh’ Qe Dh’ so gibt es {Ps]lés-‘-so c Dh’ so daR P1 =P, PS = Q gilt

(o]

und Ps+l Nachbar von PS 18t

Sei V: uﬁh—-)’R eine allgemeine Gitterfunktion. Dann definieren wir

. 1
fiir (xl,xz) € Dh:

(2.2) —AhV(xl,x 1= h_2{4 V(x],xz) - V(xi+h,x2) ~ V(xl-h,xz) +

- V(xl,x2+h) - V(xl,xz—h)].

5)

i 2,
Fir (xl’XZ)e Dh mit (X1+h’x2)’ (xl,x2+h)€Dh, (xl—d.h,xz),(xl,xz—@h)e Ch’
044,(55 1 definieren wir:

2.3 -4, V(x,x) =2 2{( (;)V(xl,x ) = TV (e thx,) +

1+""L 2)

( -h, X, ) - V(x],x2+h) +

1
ok(i+d~) 1+8

= W V(Xi sxz"ﬁh)}

Entsprechend fiir die anderen Punkte in Dt21'
Fiir k= g = 1 fallen die Definitionen (2.2) und (2.3) zusammen.

Wir benutzen die abkiirzende Schreibweise

(2.4) [V]g := max |V(P)| ScD.
Pes
. 4 = .. =
Lemma 1 Sei wvecC (D), V(xl’x2) = V(x‘,xz) fiir (XI’XZ)EDh’
j
Mj:= sup __3_l_v_J_ ] =3,4
(x],xz)e D axl 3}(2
i€ j
Dann gilt h2 M4
lave) -8 vE) |1 €
h 6
(255) 2 h M3
|lave) - A, VE) |2 &€—=,
h 3
Wir betrachten nun das lineare Problem
(2.6) “-Au-ku+£f=0 1inD, u|aD=g

Dabei sei die Funktion k beschrinkt und so beschaffen, daB (2.6) eindeutig
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16sbar ist, dh k := max lk(x)| sei kein Eigenwert von
xeD

(2.7) -Aw+ (k- K)w-Aw=0 WIaD=0'

Diskretisierung von (2.6):

0 fiir Pe Dh

g(P) fir Pe Ch

(2.8) - A U@ - k(B) UE) + £(P)
U(P)

Als Diskretisierung von (2.7) betrachten wir

= -
(2.9) -A W+ (k- KW- wW =0 inDy
W=0 auf Di

Man weiB, daB die Eigenwerte A . von (2.7) und m, von (2.9) reell und
i M

positiv sind. Beide Folgen seien nach GrdBe geordnet. Fiir festes i0 gilt
— A .

(&) /h'i b0 i
o o

Lemma 2 Sei V: Bh —» MW eine allgemeine Gitterfunktion. (2.6) sei ein-
deutig 16sbar und h sei hinreichend klein. Dann existiert eine von h un-

abhingige Konstante C, so daB

2
(2.11) V| £ cfla,v+wv| 1+ B°|A V+kv|[2+]| V] '5
D, {lay D h D Cy

gilt.

Dabei ist h mindestens so klein, daB il # k gilt fiir alle i. (Das ist

wegen der Voraussetzung A # k und wegen (2.10) moghch) C ist mindestens

so grof wie max{/g, 1+/g} , @ := min l/.\
“

Zum Beweis aller Aussagen siehe [8].

2.2 Konvergenz gegen isolierte Ldsungen der Differentialgleichung.

Wir wollen nun voraussetzen, daB Gleichung (2.1) eine isolierte Losung (vgl.
Abschnitt 1.4) hat und daraus folgern, daR das diskretisierte Analogon
ebenfalls eine Ldsung hat, die fiir h - O quadratisch gegen die LSsung von
(2.1) konvergiert. Dieser Satz wurde zuerst von Simpson (72) bewiesen
(siehe [46) ,5. 362f ), jedoch unter den einschrédnkenden Annahmen f(x,0) = 0,
fu(x,u) > 0. AuBerdem stellte sich heraus, daB der Simpson'sche Beweis

mehrere Ungenauigkeiten enthdlt.
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Satz 2.l Sei u e Ca(]_)-) eine isolierte L®sung von
(2.1) - Au = f(x,u) in D, uISD = 0.

Dann hat fiir hinreichend kleines h das diskretisierte Problem

(2.12) = AhUh(P) £(P,0. (P)) fir Pe D

h

0 fir Pe C

U, ® h

eine Ldsung Uh’ fiir die

2.13) ,?m:%hluhtp) - dte)| = o)
gilt.

Der Beweis wird im wesentlichen wie bei Simpson gefiihrt, jedoch konnten

einzelne Argumente vereinfacht werden. Die Beweisidee ist folgende:

Die Losung u¥von (2.1) wird als Startfunktion fiir das vereinfachte Newton-
verfahren zur Losung von (2.12) genommen. Der Kantorowitsch-Satz liefert
dann sowohl Existenz der Losung von (2.12) als auch Abschdtzung (2.13).
Zum Nachweis der Anwendbarkeit des Satzes braucht man die in 2.1 dar-

gelegten Bramble'schen Abschitzungen.

Satz 2.2 (Kantorowitsch, siehe [34],Satz 12.1)

Seien B,,B, Banachréume, F: M ¢ B, — B,. F sei frechetdifferenzierbar

in $(x_,R) := {x e B, | on” < R} und F' erfiille dort
| #{x) - F'(y | €1 x- vl . P = F'(xo)—l existiere und es sei
I ooll € bg, ity Fx | € m,.
Ist dann | 1- /1—_—2'}-1:
o= = s —_— &
hO i bOL"QO < 5 und L, & & h R,
o
. _ _ . - E o =
so konvergiert X1 =% TO Fxn zu einer Losung x e.S(xo,rD) von Fx 0.

Beweils von Satz 2.1

Sei B2 der Banachraum der auf 3£ definierten reellwertigen Gitterfunktionen

mit der Norm || W|| := IW(P)Iﬁ . Sei B, ¢ B, der Teilraum derjenigen Gitter-
h

funktionen, die auf Ch verschwinden.

Sei T: Bl-—+ 32 definiert durch
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(2.14) (TW) (P) :=4 hW(P) + £(P,W(P)) fiir Pé-Dh

(TW) (P) := W(P) fiir P€ C, .

W ist genau dann L&sung von (2.12), wenn TW = 0 gilt.
Die Fréchetableitung von T an der Stelleiﬂelﬂ sei mit T'(W) bezeichnet.

Durch Nachrechnen findet man, daB

(2.15) T' (W)V(P)
T' (W)V(P)

A, V() + £ (P,H(R))V(P) fir PE€D
V(P) fiir Pe C

]

fiir Ve B, gilt. T'(W) ist fiir festes h beschrénkt.

Wir wihlen nun U° = dﬁﬁ und zeigen,daB Satz 2.2 anwendbar ist, wenn h klein

genug ist. Wir konnen SQUO,R) = S(U°,1) wihlen.

zoz.: || TV = TN@)[ 2 LW, = Wl in S(U°,1).

T @) - T Wy || = sup ﬂ-‘l]-nll'r'(wi)v - T W)V

V#0
1
= sup | AV + £ (P,W )V - AV +
o V! “n ut h
- fu(P,Wz)Vll—)
h
A ” »
[£,(B.W) fu<P,w2)th
ra -
LW - W
mit L := sup |fuu(x,z)|-.-
IZ‘ "I')'él D
L ist von h unabhingig.
Z.2:d T'(UO)_1 existiert und b0 kann von h unabhingig gewdhlt werden.

Da W*als isolierte Lésung vorausgesetzt ist, ist
-Av - fu(x,dﬁv =0 in D, v]aD =0

eindeutig 1dsbar. Wegen (2.10) ist dann auch

—AhV - fu(P,LﬁV =0 in Dh’ V = 0 auf Ch

fiir hinreichend kleines h, 0 < h % K¢, eindeutig l8sbar.

Das bedeutet aber: '13‘(U°)-1 existiert fiir 0 < h € n.

Sei V € B.. Fiir hinreichend kleines h gilt nach (2.LE1)

i
o 2 0
(2.16) V|5 € c{| a v+ £,(,U )vlnll1 +h7[a v+ £ (R0 )v|D§g.

i Dh
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Nun sei T'(U°)V =: SO, dann kdnnen wir diese Ungleichung schreiben als
slz€c¢ {[s°|D1 + b2 [s°ID2 | ¥
h h h

Ohne Einschridnkung kdénnen wir h"“2 € | annehmen. Dann haben wir

(2.17) |7 (v%) !

Ir* @w®) 7 's°| € 2 ¢ ||s°]], also [|T' W] € 2 ¢ = b,

z.z.: | T"(@W®)" T(UO)H .M ¢ M n2,

Anwendung von (2.17) mit s° = T(Uo) liefert wegen U° = u* und (2.5)
1

W ey Ov|_ £ o o 2 o o
[T @) T g 4 cl]a v+ £,U%)], + b7 AU+ £(R,U)| 2}
h h h
$cl|A v -Ar° |1+ n? A, v° -A0°| 2}
y h h
h 2 2h
L o ia i
€ Clg—M, + 1% 5= M)
£M h2.
" 1
ZeZil h0 < 3
~ 2

h0 = bOL o £ Ch°<« % , wenn nur h*™ klein genug ist. Dabei ist C eine
von h unabhdngige Konstante.

] = Lo 2 h0 2

[ = = é =
ZeZ.o b ro = boL 0(h™) R 1

Das folgt unmittelbar aus h0 2 E'hz, da alle anderen GrdBen von h un-—

abhidngig sind.

Durch Anwendung von Satz 2.2 folgt nun die Existenz einer LSsung von TU = O.

Dieses U erfiillt

AhU(P) + £(P,U(P)) =0 fiir Pe Dh , U(P) =0 fiir Pe ch

und es gilt Ue€ s’ r ), also JU-U°| = ¢ r = O(hz).
o) Dh o

Damit ist Satz 2.1 bewiesen.
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2.3 Existenz von Ldsungen der Differentialgleichung, wenn die

Differenzengleichungen LOsungen haben.

Wihrend der vorhergehende Satz alsc gezeigt hat, daB durch Diskretisierung
keine isolierten LOsungen verloren gehen, sagt der folgende Satz, dafB
durch Diskretisierung auch keine Losungen dazukommen, jedenfalls im Grenz-
ibergang h =¥ 0. Fiir h » O gibt es jedoch Beispiele fiir den Verlust (vgl
4.3 ) und das Hinzukommen (vgl 4.2 ) von L&sungen.

Auch fiir lineare Differentialgleichungen ist ein entsprechender Satz erst

1973 bewiesen worden [25).

Satz 2.3 Sei {hilielﬂ eine Nullfolge von Gitterldngen. Sei {U }

hi'ieN
eine Folge von Ldsungen von
-A,U = £(P,U,.) fiir PeD, ,

(2.18) h'h h h

Uh =0 fiir Pe Ch
mit
(2.19) m%ﬁ\thﬁP)l £ M fiir alle 1i.
Dann gibt es Fortsetzungen u, (x) von U (P) auf D, so daR [u] i €N in

L (D) kompakt ist und jeder Haufungspunkt u eine Lésung von

(2.1) - Au = f(x,u) in D = 0

’ “‘an

ist mit lu(x)l ¢ M fiir alle xe D.

Auch diesen Satz hat Simpson unter den zusitzlichen Voraussetzungen
f(x,0) 2 0, fu(x,u) > 0 bewiesen. Wie beim Beweis des vorigen Satzes
konnte die Beweisidee iibernommen werden.

Beweisidee:

Um D legen wir ein groBes Quadrat K herum, auf das wir alle auftretenden

Funktionen durch O fortsetzen. Dadurch wird die

Behandlung dieser Funktionen auf einer Umgebung von

9D einfacher.
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Der Beweis liuft im wesentlichen in drei Schritten ab:

1.

Definition der Fortsetzungen u; und Existenzbeweis fiir einen Hdufungs-
punkt u.

In jedem Quadrat der Linge hi' dessen Ecken durch 4 Gitterpunkte gebil-
det werden, sind die u. von der Form

ui(xl,xz) = ax + bx2 + CX X, + d, _

wobei die Koeffizienten durch die Werte von U, in den & Gitterpunkten

festgelegt werden. Die us sind stetig, aber a:iden "Nahtlinien" mégli-
cherweise nicht differenzeirbar.

Mit Hilfe von Abschitzungen von Simpson und Bramble wird gezeigt, daB
die u; in der Sobolevnorm H‘|!w¢0(siehe (2.24)) gleichmdBig beschrinkt
51nd Daraus folgt Kompaktheit in L2’ also existiert ein Hiufungspunkt

ue L (D).

Problem: Glattheit der u; und damit von u. Von f(x,a(x)) weiB man in

diesem Stadium also nicht einmal,ob es stetig ist!

Definition von Funktionen w,, fiir die w. —» w in L gilt mit
i 1 L%ec 2

(2,200 wx = § e,y £&,u0)) dy.
D

Dabei ist G die zum Problem (2.1) gehdrende Green'sche Funktion. G
existiert und ist eindeutig bestimmt (S. 1, [9],s. 109 j

u ist ein Héufungspunkt von {u }. Im folgenden bezeichne {u"nurmehr
eine gegen u konvergierende Teilfolge.

Seien Wh die Ldsungen von
i

. 1
£(P,u, (P)) fir Pe D,

(2.21) - Ah.wh.(P) '
1 d i

fiir P € I(h\Dll1 .
i

]
o

wh.(P)
i

Die Wh werden stlickweise konstant fortgesetzt, diesmal iiber Quadraten
i

der Linge h. mit Zentren in den Gitterpunkten. So erh#lt man die IR

Mit Hilfe von stiickweise konstanten Fortsetzungen von f(P, u, (P)), der

nach Eﬂ » S. 103 existierenden diskreten Green'schen Funktlon G (P,Q)

1
und Abschidtzungen von Bramble wird die Konvergenz von {w. } gegen die

durch (2.20) definierte Funktion w gezeigt.
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3. {ui}. und {wﬂ

ieN haben denselben LZ—Limes, es 1st also

ieN

a) = (ce,y) £GuG)) dy
D

und u ist glatt, das heift: U ist eine klassische Lésung von (2.1).

Hierfiir werden Abschitzungen fiir die L&sungen der diskreten Probleme

benutzt. DaB die schwache Ldsung auch klassische Losung ist, folgt
dann nach [411,8. 20.

Beweis:

1. Definition der u, und Konvergenz einer Teilfolge.

Sei K ein Quadrat mit D c Kund 2h ¢ dist (3D,dK), dessen Seiten zu den
Gitterlinien parallel sind. Kh sei die Menge der in K gelegenen
Gitterpunkte. Die in Dh definierten Gitterfunktionen werden im folgen-
den stets durch O auf Kh fortgesetzt.

Dann werden die uy in K definiert durch folgende Forderungen:

1) ug ist in jedem von & Gitterpunkten begrenzten Quadrat der Seiten—

linge hi von der Form ui(xl’XZ) = ax, + bX2 + X X, +d .

2) U (P) PeD
u () = ] fiir By

0 Pe K ~ Dh .
i i

uy ist durch diese Forderungen eindeutig bestimmt, da sich die 4
Koeffizienten aus den Funktionswerten in den 4 Citterpunkten bestimmen.
ug ist stetig auf jeder zwei Quadraten gemeinsamen Seite:

Ohne Einschrinkung kénnen wir X, k = konst. annehmen. Dann ist
ui(k,xz) = ak + bx2 + ckx2 +d= a'x2 + b' voll bestimmt durch die
Funktionswerte an den beiden Endpunkten der Strecke. Also stimmen die

beiden auf dieser Strecke zusammengesetzten Teilfunktionen hier {iberein.

Also ist u; auf K stetig. AuBerdem ist uilaK = 0, jedoch ist i.a.

# 0,

“il 3D

schraffiert:
D ,/"‘( hier ist ui¢0 moglich.
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Durch Nachrechnen iiberzeugt man sich davon, daf diese Definition der u,
mit der von Bramble in [9] » (3.3) {bereinstimmt. Die dortige Definition
lautet fiir unser Problem

£

. = < é_ - é é- . . e
fiir X, X, X, * hi’ X, X, Xy *+ hi’ wobeil V} der erste vorwdrtsge

richtete Differenzenoperator in xl—Richtung ist, also

v(xl+h,x2) = v(xl,xz)

(2.22) Vivx ,x,) =

Entsprechend VY, in xz-Richtung.

2
Wir diirfen also die Abschdtzung (3.4) aus [:9:] benutzen und erhal-

ten
2.23)  lylhw $Ch° Z {(Uhi(P)) + (vluhi(P)) + (vzuhi(P)) b

PtEKh
Dabei ist .

2 2 2 2
(2.24) Hv||wm:= g(v +vx1 - vx2 )dx
Die Konstante C in (2.23) ist von hi und Uh unabhingig.
i

Zur weiteren Abschitzung der rechten Seite von (2.23) brauchen wir

folgenden

Hilfssatz | Fiir jede (2.18) erfiillende Gitterfunktion Uh auf Kh
mit Uh(P):= 0 fiir PeKﬁ\Dh gilt

2.25) hZ Z_ (. u @)+ u N 28225y eye,u @)
1°h 2 h 15 h h
PEK.h P&Dh

(2.25) ist eine Modifizierung von (3.19) in [:45:] .

Beweis: Wir zeigen

(2.26) h° Z_ (0,0, @)% + (U @2 €82 T U @) a0, @),
PeK Pe-Dh

Wegen der Gliltigkeit von (2.18) folgt daraus dann (2.25).
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Bezeichnen wir den gemiR (2.2),(2.3) definierten Differenzenoperator
in K mit Lh’ so ist AhUh(P) = LhUh(P) fir P e Dé, jedoch wird man im
Randstreifen Dh i.a. keine Gleichheit haben. Im folgenden geht es im

wesentlichen um eine Abschitzung dieses Unterschiedes am Rand, denn es

gilt

@21 BE (@, U N7+ @,u @D} = h® 2 U B (LT ().
PeK, PekK
Zum Beweis wendet man auf Z_ VjUh(P) VjUh(P) , 3= 1,2,

Pe
partielle Summation an (siehe z.B. [33] » S. 322).

Nach [45] , (3.23) und (3.24), folgt nun

(2.28) n’ = U (®) (4, - LU, (@) é]‘—6h2 =) {(V1Uh(P))2 + (V2Uh(P))2}.

PeDh Pc-Kh
Simpson fiihrt diese Abschitzungen nur fiir den Fall durch, daB zwei
Nachbarn von PeDE in Ch liegen. Wie man sich schnell iiberzeugt,
folgt die Behauptung in den anderen Fdllen auch, sogar viel einfa-

cher.

Aus (2.27) und (2.28) zusammen folgt nun (2.26), wegen Uh(P) =0
fir Pe Kh\ Dh.

Wenden wir nun (2.25) auf (2.23) an und beriicksichtigen wir, daR

. 2 —
\Uh (P) |£ M vorausgesetzt ist, also h.” 2 _ Uy (P))2 und

1 PEDh. i
5 i
= hi Uh (P) f(P,Uh (P)) beschridnkt sind, so folgt
PeDh i i
1

(2.29) \iu.lmz £ C unabhdngig von h..

' i'ww i
Hilfssatz 2 {“i}i.e:m ist kompakt in LZ(D)'

Wir verwenden das Kompaktheitskriterium fiir LZ(K)’ wie es z.B. in
[48], S. 201f steht. Wegen D ¢ K folgt dann Kompaktheit in LZ(D)' Fir
LZ(K) statt Lp(Rr) lautet der
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Satz von Kolmogoroff: Sei M ¢ LZ(K)' M ist genau dann relativ kompakt,

wenn die folgenden Bedingungen erfiillt sind:

1) M ist beschrinkt, d.h. sup Hu“2 < =™
2uEM
2) lim S|u(x 7 o) u(x)l dx = 0 gilt gleichmidBig fiir u € M.
t=20 K

DaB 1) erfiillt ist, folgt aus (2.29). u, ist fast iiberall differenzierbar,

wir haben also

1
( g(ui(x+t) - ui(x)§hx )/2 = Hui(x+t) - ui(x)”2
K e Ay 2
- |z.. e e+ o(e[ D,
=<t 55

2
du,
2
< c||i; =, lt] + o(le|.
= i)

Wiederum wegen (2.29) strebt dieser Ausdruck gegen O fiir t = 0, und zwar

unabhédngig von i, also gleichmiBig.

2. Definition der LA L2—Konvergenz von {wg gegen w mit

wx) = {e@x,y) £,u0)) dy.

Sei Wh die durch
i

1
f(P,ui(P)) Pe Dh

L}

= By W, )
1 1

W,, (B)
1

i
0 Pel(h\n;_
i

.

1

definierte Gitterfunktion.
Qi(P) bezeichne das Quadrat der Seitenlidnge hi mit Mittelpunkt P.Die
v, definieren wir dann so, daB sie in den Gitterpunkten mit Wy iiberein-
i
stimmen und auf jedem Quadrat Qi(P) konstant sind. Wegen Wh (P) = 0 fiir
i

P e Di gilt Wi'BD = 0. AuBerdem definieren wir noch die auf jedem Qi(P)
i

konstanten Funktionen fi und‘E% durch ihre Werte in den Gitterpunkten:
i
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N ~ E,u, (2)) Pe D

fi(P) i= f(P;ui) 1= i
£(P,0) P € K \D_
i

i

’d’h (,Q) = G_ (P,Q) fir P,Q€K , wobei G (P,Q) die zu (2.21) gehtrende
i i i i
diskrete Green'sche Funktion ist, d.h. fiir jedes Q & Kh ist Gh Lisung

des linearen Gleichungssystems . *
-A G (P,Q) =h %6 PeD
h h'"? P,Q h
1
G, (P,Q) =0 Pe KN\D,
wobei A, beziiglich P gebildet ist und & ={' fiy L0 gile [9].
h P,Q (O P#Q -

Sei nun u ein Hiufungspunkt von {ui}. Im folgenden bezeichne {ui} nur noch

eine gegen u konvergierende Teilfolge.

Hilfssatz 3: ?(x;ui) _— f(x,;(x)) in L2(D).
i=>e

Es ist

(2.30) Hg(x;ui) - f(x,G)l‘z £ ”E(x;ui) - f(x,ui)n2 +

+ llEGeu) - £eswll,

Abschitzung des ersten Summanden:

Fiir x & Qi(P)’ P e D; gilt mit dem Mittelwertsatz fast {iberall
i

Fxsu) - £0x,u, ()

f(P’ui(P)) = f(X,ui(X))
_2_ aui
% {ij(y,v) + fu(y.V) E(y)}(xj = pj)

wobei y,v Zwischenstellen sind und P = (p],pz) gesetzt wurde.

Es i . = p.| €h,.
s ist [xJ pJ[

i

Bui

5——(y) 148t sich durch erste Differenzen von Uh ausdriicken, es ist
xj i

ou, 2

¥ y . _p =z -
%;T(y)l £ i;% \VjUhi(Pm)l, wobei P, =P ist und es von der Lage von x ab

]
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hdngt, welcher Nachbar von P als P2 zu nehmen ist. Die iibrigen GrdRen

lassen sich durch Konstanten abschitzen, da y & K und [vl €M,

Wir haben also

(2.31) |E(x3u;) - £Gxu; (0D € Chy + by ;;T(IV,Uh(P o+ 19,8, @D

h,

Fir x & Qi(P)’ Pe D2 haben wir
i

Fegup) - £0uu,60) = £,0) - £R,u, () + £(,u, (P)) - £(x,u, (x)).

P hat einen Nachbarn Q mit u, (Q) 0. Wir haben also

[y, ®)] = |u, ® - v, @] = | ———(y)lh und somit
%
|£(P,0) - £ u ()] = lfu(P,G) 3}-} @ | h,, wobei es von der Lage von

J
o
Q abhdngt, ob jo= 1 oder j0 = 2 gilt,

Wir bekommen also auch im Fall P e Dﬁ fiir |f(x ug ) = E(x, uy (x))| eine

Abschdtzung wie in (2.31), es ist nur C2 durch C3 zu ersetzen.

Insgesamt haben wir also

(2.32) j(?(x;ui) - f(x,ui(x)))zdx <

€’ + osht Zo (@ uh(P>) + cvzuh(P)) 2y

PEKh

B O(h ) wegen (2. 25)

Dabei kommt der Faktor hi2 durch die Integration iiber Qi(P), wihrend die

Vereinigung der Quadrate die Anzahl der Summanden vergréfert.
Abschdtzung des 2. Summanden in (2.30):

Wieder mit dem Mittelwertsatz erhalten wir
(2.33) Hf(x,ui)— f(x,a)n2 €C ||ui - £||2.

Aus (2.32) und (2.33) folgt nun die behauptete Konvergenz fiir i —vee,
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Hilfssatz 4 Es gilt W, ~3 w in LZ(D)'

R ¥
Nach (2.21) ist
1
by, W, (B) = £(P,u; (P)) Pe Dy
1 1 1
1
W (®) =0 Pe K \D .
1 y § 1

Also gilt nach (3.8) und (3

(2.34)

Nach Definition von V., fi

w. (%) =§E:;

Q€D

;

i Q@

also mit (2.20)

(2:35) w.(x) - wix) =

2
W, (P) = h. S G
hi 1 QGDh h

.9) in [9]

) (P,Q) f(Q'ui(Q))-

1
i

und?%h

L

gilt dann auch

P4 o
G (x.y)f(y;ui)dy fir x e Q; (P),
1

[ @ GnEeiu) - 6yEE,ue) Hy
D 1

( T, e Eoiu)
D hi i

- f(y,u(y))}dy +

@ @y - ey GLaE) A
2

: ai(x) + bi(x).

Abschdtzung des 1. Summanden:

Nach der HSlderschen Ungleichung ist

la; (x) | < ( g?%x
'b 1
(2.36)

1

D

(% 2
Gh'(X.y) dy

Yy o~
(%) 2an | £, - £,

l

Gh.(P,Q)2 -S 1 dy
' Q; (Q

&

QeDy.

L

h.2
i

2
¢, (B,Q .
1
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Nun ist nach Lemma 1 in [91

S 242
(2.37) ( h. G, (P,Q)°)'“ € Cc fiir allePe "
X 5%5; by Khi

i
wobei C nur vom Durchmesser von D abhingt.

Wir haben also Iai(x)| £C Hfi - f”2 und damit auch

(2.38) la. |l, € C |[f. - £, —> 0
: a. & . =

1112 i 2 P
nach Hilfssatz 3.

Abschdtzung des 2. Summanden in (2.35):

Definition ([48], S. 128) Sei {xp} eine Folge von Elementen des normier-—
ten Raumes X und x°e X. Gilt dann fir jedes stetige lineare Funktional

f: X —R |f(xn) = f(x°)| ——> 0, so heiBt {x"} schwach konvergent gegen x°.
n==%os

In [91 findet man als Korollar zu Satz 4, S. 109: Fiir jedes feste xe D

~
und h =* 0 konvergiert Gh(x,y) als Funktion von y in L, schwach gegen G(x,y).

2
Also konvergiert{bi(xﬁ aus (2.35) punktweise gegen O fiir i —®»o¢ound x & D.
AuBerdem sind die bi(x) in x und i gleichmdBig beschrinkt, wegen

|;(x)| € M. Daraus folgt die Lz—Konvergenz der bi gegen O und wegen (2.35)

und (2.38) die der W, gegen .

o9

s u = lim{u.} = limfwé =w in L

. ;s 2?
1o 15

also u(x) = S G(x,y)f(y,ﬁ(y))dy, und u ist klassische Lésung.

>

Nach Definition der Wh und Uh folgt

i
o
"
)
=

(2.39) Ah(Wh(P) - Uh(P))

|
o
Lav ]
m
@]

Wh(P) = Uh(P)
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. N - -1 " 2
Hilfssatz 5 Ah(wh(P) Uh(P)) O(th ) fiirPé& Dh'

2 ;
- ‘ : T .
Wegen (2.18) und ‘UhlDh M ist AhUh(P) fiir P € D beschrinkt. Es bleibt
also zu zeigen, daB Ahwh(P) = O(h_l) fiir P & Di gilt,

z.z.: Wenn R ein Nachbar von P € thl ist, gilt

2 el
(2.40) O&h Z Gh(R,Q) € C h.

1
QGDh

Ohne Einschrinkung nehmen wir R € Dtl1 an, denn fiir R € Kh\ D; ist Gh(R,Q) =0,

Der Beweis von (2.40) geht #hnlich wie der Beweis von Lemma 9 in [8]. Dort
wird die entsprechende Aussage fiir die zu (2.8) mit k=0 gehSrende Greensche
Funktion bewiesen.

Wir brauchen einige Hilfsfunktionen:

v: D — R sei Ldsung von

- av =1 vl,p = 0.
Vh: Dh —» R sei Ldsung von <5 ) 2
~ 1 Vh(P) = V(P) fiir P e Dh

= Ath(P) = | fir PeD_, vh(P) -0 fir P e Ch
V.: D, —» R sei Losung von
h™ "h 1 9

- Ath(P) =1 fiir Pe Dh’ Vh(P) =0 fiir P € Dh v Ch
Aus (2.11) erhalten wir

~ o 2 ~
- - £ - -

(2.41) |v vthh cl|a,v Ahvh[D; + ho[a, (v Vh)|Di}

= _ 2 e
= c{[ahv Av|D; +h |Ah(v vh)lDﬁ}

Es ist I(Ah - ﬂ.)v[Dlll £ C, h.

Beweis durch Taylorentwicklung (wegen unserer Glattheitsvoraussetzungen an
D sind die 3. Ableitungen von v in D beschrinkt).

Sei P & Dﬁ. Dann erhalten wir nach (2.3) fiir Ah(v = GL)CP) einen Ausdruck
der Art

~ -2
A, (V@) =V (B)) =2 h

1 ~ 1 ~
(g WD - V@) + g @) - ¥ )]

mit Pl,P €D

2 €D O<a,B € 1. Hierbei wurde ausgenutzt, daB v(Q) - '\Th(Q) =0

fiir Q € 5h\ Dt]1 gilt und hdchstens zwei Nachbarn von P in D:l liegen.
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Nun gilt fiir Q = P_,P, wegen Pe D2

172 h
V@ -V @] € [v@ - v@)| + ¥ @ -7 @]
€T h,

da die ersten Ableitungen von v und die ersten Differenzen von %; be-
schridnkt sind (um (2.27) anwenden zu kénnen, denken wir uns ﬁ; durch O auf
ganz Kh fortgesetzt). Wir haben also

2 _~ Z
h[a, (v Vh)lni €¢, h.

Einsetzen in (2.41) liefert nun

o 5 By
(2.42) |v vh|Dh Cy h.

Zur Abschitzung von |Vh - GLIB benutzen wir wieder (2.11). Der erste
Summand verschwindet, fiir den zweiten erhalten wir nach (2.3) wieder einen
Ausdruck, den wir durch max]Vh(Q) - GL(Q)I » Q Nachbar von P, und fv(P)l

abschitzen kdnnen. Nun ist aber

V@ =V @] ¢ v, @ - v, @]+ [T @ - T @] + |ve)]
£7Tn,

da die ersten Differenzen von Vh und V; beschrdnkt sind und Iv(P)] = 0(h)
fiir PeDfl gilt. Es folgt also

~

(2.43) € ¢, h,

A
h h Dh 4
und nun aus (2.42) und (2.43)

- - £
(2.44) | v VhID C5 h.
h
Sei nun R ein Nachbar von P e Dﬁ. Dann ist wegen V|3D =0 |v(@®) £ C6h
und nach (2.44)
<
(2.45) | Vh(R)| (C5 + C6)h.

Nach (2.34) haben wir aber mit f = |

v (R) = b’ 5 G, (R,Q).

1
QeD,

Wegen Gh(R,Q) 2 0 (siehe [ﬂ »(3.6)) folgt nun (2.40).
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Sei R & Dtl1 ein Nachbar von P & D2

b
z.2: (2.46) Whi(-R) = O(hi).

Nach (2.34) ist
2 —
|Wh (R)| = |hi e M (R.Q)f(Q.Ui(Q))I,

i Dl i
Qe h,

also wegen |ui(x)| € M und fec?™ (DxR )
™y 2

Ch,® S ¢ ®,Q

1 i

und wegen (2.40) QeDh
i
€¢Ch,.
i
Nun ist Ahwh(P) filir PGDfI wegen (2.21),(2.3) und Wh(P) = 0 ein Ausdruck
der Art
-2 1 ] £
AW () = 2 h U= W (B) + 35 W (B)), 0 < o8 €1, PP €D,.
Wegen (2.46) folgt hieraus Ahwh(P) = O(h*l) fiir Pe Di.
%
Uh - Wh konnen wir nun durch Ungleichung (2.11) fiir k = O abschiétzen und
erhalten wegen (2.39) und Hilfssatz 5
2
- o r'4 -
W, (@) Uh(P)|Dh Ch” | 8, (W, (P) Uh(PmDi
= 0(h).
Nun ist aber max |w,(x) - u,(x)| = max |[W (P) - U (P)],
= 1 1 h. h.
xeD BEDh i i

also konvergiert {wi - ui} gleichmdBig geéen Null, und somit auch in LZ(D)'
Damit haben wir gezeigt, daB

2.47) @ = § e,y G, u)dy
D
gilt. DaR u eine klassische Ldsung von (2.1) ist, folgt nun unmittelbar

aus folgendem

Satz ([41], S. 20) Sei u eine meRbare beschrinkte Funktion auf D, die
2+q,

(D)

(2.47) erfiillt, und f sei holderstetig mit Exponent o. Dann ist uec

und damit klassische L&sung von (2.1).
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KaEitel 3

Anwendung des Newtonverfahrens auf nichtlineare Differentialgleichungen.

In diesem Kapitel wollen wir uns mit der Anwendung des Newtonverfahrens

(1.29) auf die Differentialgleichung

(3.1) Lu=f (x,u) in D, u/6D=O

beschdftigen. Dabei sei wie in den vorhergehenden Kapiteln D c R® ein

zusammenhédngendes, beschridnktes Gebiet mit stlickweise glattem Rand, f €
24k = . . - v X . . . "
C (DxK) fiir jedes beschridnkte K ¢ R. L sei wie in Kapitel 1 gleichmiBig

elliptisch mit hdlderstetigen Koeffizienten,

2 2 2 ) .
2 SE .5 du (a..) gleichmidBig
3.2 = -
o o i,j=1 %] 3Xiaxj ’ - b 9x, '3 positiv definit

Die Randbedingung u/ 3D = 0 ist keine Einschrinkung gegeniiber u/a[)= g, 8
glatt (siehe z.B. [15] II, S. 369).

Wie in der Ubersicht 1.5.3 iiber bisherige Erfahrungen mit dem Newton-
verfahren bei Differentialgleichungen mit mehreren Lsungen schon ange-
kiindigt, werden wir sehen, daf sich jede isolierte Lsung mit dem
Newtonverfahren berechnen 1#Rt, wenn die Startfunktion \W° giinstig gewdhlt
wird. Deshalb ist ein Hauptanliegen dieses Kapitels, Hilfsmittel zum
Auffinden von u° anzugeben. In fast allen Fdllen ergeben sich gleichzeitig

Existenzaussagen fiir Losungen.

Zunichst verallgemeinern wir Ergebnisse von Schryer [44] "

Kalaba [29] und Collatz [ll] iiber die monotone Konvergenz des Newton-
verfahrens, wenn f konvex ist und das Maximumprinzip gilt. Die Existenz
der Losung folgt in diesem Fall aus Satz 1.2, Eine glinstige Startfunktion

kann angegeben werden.

Dann nehmen wir an, f hdnge (linear oder nichtlinear) von einem
Parameter ab und untersuchen die Losbarkeit von (3.1) in Abh#ngigkeit
von diesem Parameter. Dabei ergeben sich sowohl Aussagen von praktischem
als auch von theoretischem Wert, da wir auf eine in der Bifurkationstheo-

rie iibliche Voraussetzung (vgl. 1.4) verzichten. Hat eine Differential-
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gleichung eine isolierte Lésung u, so hat eine durch kleine Anderungen
daraus gewonnene Differentialgleichung eine isolierte Ldsung v, die

sich von u nur wenig unterscheidet. Aste eines Bifurkationsdiagramms sind
also entweder unbeschrinkt, oder sie enden in einem kritischen Punkt. Die
praktische Bedeutung des Satzes liegt darin, daR er in vielen Fédllen

das Auffinden von u° erleichtert: Hat man eine isolierte L8sung auf

einem Ast eines Bifurkationsdiagramms, l#Rt sich jede Losung auf demselben
Ast bequen berechnen. Das ist besonders dann wertvoll, wenn man dicht an

Bifurkationspunkte heranmdchte.

Dann wird eine Strategie zum Auffinden einer geeigneten Start-—
funktion u® fiir die noch offen gebliebenen Fdlle angegeben. Diese

Strategie hat sich praktisch gut bewdhrt, ist aber noch villig unbewiesen.

3.1 Anwendbarkeit

»*

Satz 3.1 Sei u eine isolierte Ldsung von

(3.1) Lu- £f(x,u) =0 in D, u/“D = 0,

Dann konvergieren die durch

n n+1
(3.3) (L - fu(x,u MNu

f(x,un) - fu(x,un)un

n+l _
u lBD =0

. o] .
erzeugten Iterierten {un}nﬂN gegen u®, wenn nur u nahe genug an u¥*ist.

Bemerkung: Die Differentialgleichungen (3.3) sind linear. Sie sind ein-
deutig losbar, wenn L - fu(x,un ) invertierbar ist. Wir werden im Folgen-
den sehen, daB die Invertierbarkeit gerade aus der Bedingung "u® isolierte

Losung" folgt.

Zum Beweis brauchen wir den Kantorowitsch-Satz, jedoch in einer anderen

Fassung als in Kapitel 2.

Satz 3.2 (Satz 11.3 in [34]) Seien B,,B, Banachrdume. F: B, =% B,

sei fréchetdifferenzierbar in S(xo,R) i= {x & B‘||]x - x0|[4 R} und
F' erfiille dort ||[F'(x) - F'(¥) [[¢ k| x -y} F'(x°)"' existiere und

. oL} 0., =1 o 1
es sei [P b, [[F'GHT Fx°|€m, b i=b km £
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Ist dann | - y[T:EE;

1= ¥4
ro : T R,
o]
so konvergiert xn+1 = x - F'(xn)_lFxn gegen eine Losung x**e S(xo,ro)
von Fx = 0.
. . 240 — g
Bewelis von Satz 3.1 Sei B] [ (D) derjenige Unterraum, dessen Elemente
VlaD = 0 erfiillen. Sei B2 1= C(ﬁ),und F: B] - B2 sei gegeben durch

Fu := Lu - f(x,u).

Die Nullstellen von F sind also genau die Lésungen von (3.1).

Wegen unserer Glattheitsvoraussetzungen gilt u®e B] und ist F in

jedem beschrinkten Bereich M ¢ Bl fréchetdifferenzierbar mit
F'(u)v = Lv - fu(x,u)v.
1) z.z.:2 ||F'(u) - F'(v)| ¢ k]H u - v” in jedem beschridnkten M c B

IF' () - F'(v) || =|;]‘|1p1 [F' (Ww - F' (v)w]|

1"

= sup |Lw - £ ,Gou)w - Lw + fu(x,v)w”

[he[F1

£ “fu(x,u) - fu(x,v)“ £ kl||u = ¥,

da fu in D x K lipschitzstetig ist fiir beliebiges beschrinktes K ¢ R .

" . . . o 1 0_} . . as (o} *~
2) z.z.: es existiert ein R > 0: F'(u") existiert fiir alle u & S(u*,R)

und ist beschrinkt.

F'(u"‘)-—I existiert, da u* isolierte Losung ist (vgl. Definition 1.3). Aus
Stetigkeitsgriinden folgt hieraus, daB auch F'(uo)_] existiert, wenn u®
hinreichend dicht bei u* liegt(vgl. [34], S. 139). AuBerdem ist F'(uo)_l
beschrankt ([11], 8. 77, [[F' 7| ¢ b fir «®e s%D).

; o
Seien nun u € S(u*,®)\ {u*} und R > 0 so gew#dhlt, daB u*e S(uO,R) und
S(uo,R) c S(u™*,R) gilt.

(o]
3) z.z.: |F' (u®) 7 P ¢ by Ky [l u¥ = || =y,

|7

”LuO - £(x,u’) - Lu*+ £(x,u™ ||

N

ALl + B [® = o™l =2 1y [u® - o™,
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da L in Shfﬂiﬁ beschrdnkt ist und f lipschitzstetig.

1
. £ =
4) z.z.: ng bok1 5
: 2 st o
Es ist N Do ky = b7 Kk k|| u* = u|
und dieser Ausdruck wird beliebig klein, wenn u® hinreichend dicht bei u®

liegt.

5) z.2z.: r €R,
= Yo

1 = l-2h0

R £ R ist stets erreichbar, da der Zihler fiir
o 1

Huo - u*“ —> O ebenfalls gegen O konvergiert, wdhrend der Nenner von
lpo - ™| unabhingig ist.

Bemerkung: Wie man am Beweis sieht, hdngt das maximal erlaubte || u? - Y|
. . 3 - 1
von den Lipschitzkonstanten von f und f , von [[L|| und [[(L - fu(x,uo)) I

in S(u*:ﬁ) ab. (L - fu(x,uo))-1 wird i.a. nicht positiv definit sein.

3.2 Monotone Konvergenz bei eindeutig l&6sbaren Differentialgleichungen.

Wir wollen nun die Voraussetzungen so sehr verschidrfen, daB eindeutige
Lésbarkeit und monotone Konvergenz des Newtonverfahrens gefolgert werden
kénnen. Der Satz ist dann immer noch eine Verallgemeinerung von Ergebnissen
von Schryer [44:[ und Kalaba [29]. AuBerdem gibt es Uberschneidungen mit
Collatz[ll], S. 264-272. Alle drei setzen f als konvex (bzw. konkav) voraus

und verlangen etwas dem Maximumprinzips Zhnliches. Durch diese zwei Bedin-

gungen wird die Folge der {u"} monoton. "f konvex" allein ist nicht hin-
reichend, da gibt es (experimentell gefundene) Gegenbeispiele.

Schryer setzt fu(x,u)ié 0 voraus und weist dann gleichmiBige,
monotone, quadratische und globale (dh u® darf beliebig gewdhlt werden)
Konvergenz nach.

Kalaba behandelt das Problem mit der aus der Optimierungstheorie stammen-
den Maximumoperation und kommt so auf das Newtonverfahren, das deshalb
auch "quasi-linearisation" genannt wird. Er verlangt fiir das zugeh&rige

lineare Problem die "positivity property"

(3.6) L= fu(x,v)u30 = u 2 0,
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die auch dann noch erfiillt sein kann, wenn fu(x,v)¥faoist, jedoch in diesen
Fillen i.A. schwierig zu beweisen ist (Bestimmung des Haupteigenwertes von
Lu -3~fu(x,v) u = 0). Das Maximumprinzip formuliert er jedoch nur fiir

L = -A (vgl 1.6). Die Existenz der Lésung und der Iterierten wird voraus-
gesetzt, bzw. durch Voraussetzungen erzwungen, die in der Praxis schwie-
rig nachzupriifen sein diirften. Unter diesen Umst#nden zeigt er monotone,
gleichmiBRige und quadratische Konvergenz.

Collatz untersucht allgemeiner die Monotonie des Newtonverfahrens bei kon-
vexen (konkaven) Operatoren.Eine der alternativen Voraussetzungen entspricht
bei Randwertproblemen gerade (3.6). Er formuliert Extremalprinzipien und
einen EinschlieBfungssatz, der die erst spiter entstandenen Begriffe Unter-

und Oberldsung implizit verwendet. Er zeigt monotone, jedoch nur punktweise

Konvergenz.

Satz 3.3 Sei L definiert durch Lu =-(au ) =— (au ) , a(x)> 0 auf M und

1+ ; . : : .
aecC 0L(M) fiir ein Kompaktum M2 D mit d15é(3ﬁ,8D)> 8. 2Sel lo der Haupteigen-

R + + :
wert von L in D und bDe(? “, vnchZ Ot(D) selen Unter- und Oberldsung von
(3.1) Lu - f(x,u) = 0 in D, u|aD = 0,
dh es gelte Lv - f(x,v) € 0 in D, vlaD <o

Lw - f(x,w) 2 0 in D, wlaD > 0,

Weiter sei ae‘;.v(x)éw(:-a)aﬁbl feC****(Dx(a,b) mit fu(x,u)<kund

fuu(x,u)Z-O in D x (a,b). Dann hat (3.1) genau eine Losung u, fiir die
(3.7) v(x) & u(x) & w(x) auf D

gilt, und das Newtonverfahren mit u°® = v konvergiert gleichmiBig und

monoton steigend gegen diese Ldsung.

Bemerkung | fu(x,uy:losichert die Giiltigkeit des Maximumprinzips.
Bemerkung 2 Statt der sonst gewihlten Voraussetzung ''fe Cz*$(D x K) fiir
beliebiges beschrinktes K ¢ R'" reicht hier K=[a,b], da wir hier im

Gegensatz zu sonst a-priori-Schranken fiir die Lésung haben.

Bemerkung 3 Ist £ G0 £ 0, so gilt der Satz entsprechend, jedoch ist

dann die Iteration mit u® = w zu beginnen, da die Folge fillt,

Bemerkung 4 Die Wahl von u® ist wesentlich. Fiir beliebiges u® mit

v(x) € uo(x) £ w(x) sind zwar alle Iterierten ab u] Unterldsung mit

u £ w, der Satz braucht aber nicht mehr zu stimmen, da die Iterierten
dann die Schranke v {iberspringen kénnen (und erfahrungsgemdB sehr hiufig

tun).
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Beispiel (vgl. 4.4)

€
— g - GE 45 (00 2 ELD . ulaD = o.)
v = 0 ist Unterldsung. Die Lbsung w von - Aw = 60, W|8D = 0 ist Ober-

16sung. Es ist 0€w € 7, Firue [0, 7] haben wir fu(x,u) =2u -6 <A0.
denn es ist Ao = %5(2. Auferdem ist fuu(x,u) = 2 » 0. Der Satz ist also
anwendbar. Die Iteration wurde auf die diskretisierte Gleichung angewandt
(h = T% , vgl. 4.1), sie wurde sowohl mit w® = v als auch mit u® = w be-

gonnen. Die Tabelle enthdlt jeweils die Folge der Extrema (gerundet).

°2 | o 0.37 0.37 ...
°% | 6.8 5.2 ~0.5 ... 0.37

u
u

4

Auch wenn die Konvergenz bei anderem u® erhalten bleibt, empfiehlt es sich
also, u® gemdB Satz 3.3 zu wdhlen.

Beweis von Satz 3.3

Abkiirzend schreiben wir im folgenden f(u) fiir f(x,u) und f'(u)fﬁr fu(x,u).

1. Existenz genau einer Ldsung u, die (3.7) erfiillt.

Die Existenz mindestens einer Losung folgt aus Satz 1.2, die hbchstens
einer L&sung beweist man ebenso wie Satz 1.4 (Da fiir den Mittelwert

z=v+dw-v), 0¢d<1 gilt, folgt v€z£€w, also fi(z)< )o).

2. Monotonieund Beschrédnktheit der {u™}.

z.z.: Wenn alle Iterierten existieren, so gilt:

(@ () (c)
v(ix) < u (x) £ u (x) £ ux) .
(a) ist fiir n = 1 nach Voraussetzung erfiillt, fiir n>1 folgt es aus (b).

(b) und (c) miissen wir anders als Collatz durch Induktion beweisen, da

zum Beweis der Aussage iiber u? ihre Gliltigkeit fiir u ! gebraucht wird.
n=1:
Leu! - %) - £ W)@ - o) = £u®) -1 20 @ -], >o.
Wegen f'(uo) = f'(v) < }b ist Satz 1.5 anwendbar, es folgt also ul—u0 2 0,
L(u - u') = £(u) - £®) - £' @) @' - °)
Aus dem Mittelwertsatz folgt nun

= £(5) - ") - £ @) - u)

1 1
= £'(g)(u=-u) +E(Y) - £ @NE -,

) vgl. die FuBnote auf Seite 68
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also

1 1 o 1 o]
L(u - - f' - = f" ~ua )yl =u) ,
(u=-u) (g)(u=-u) (3)(\5__*!1 u u’)
43‘0 20 20 wegen (b)
wegen uO £ s 4 u, uo éf'l £ S £ u , also a < S ,"1 £ b .

. 1
Anwendung von Satz 1.5 liefert nun u ® u .

n—> n+l :

Zunichst zeigen wir, daB jedes u” Unterldsung ist.
Ia® - f'(unhl)(un _ un-l) z f(un-l)

Lun _ f(un) _ f'(un_l)(un _ un—l) " f(un—l) _ f(un)
(E' @y - £ (g @ - T

- f"("l)f's _ un-l)(un _ l_ln-]) Lo
S

—
£0 Zz0
mitun_lé'géun, un"lé'flé'géun,also aé's,'vléb.

Also ist u" Unterldsung.

L(un+1 _ un) - f(un) & f,(un)(un+l _ un) _ Lun

> £ (™ ™! - oY,

; n
da u" Unterl6sung ist. Da u™ nach Induktionsvoraussetzung a € u € b er-

. n+ |
fiillt, also £'(u")< A gilt, folgt nun mit Satz 1.5 u" € ™',

o}
+ . 1
u” ¢ u folgt nun ebenso wie vorher u € u.

z.2.: Alle Iterierten existieren.

o T i n n+ | o o .
U  existiert nach Voraussetzung. Existiere u . u existiert, weil

n .
Lz - f'"(u)z =0 inD, =z in = 0

wegen f'(u® )<::k° eindeutig 18sbar ist (Fredholm'sche Alternative).

Das Newtonverfahren liefert also eine monoton steigende, nach oben be-

schrédnkte Funktionenfolge.

3. GleichmdBige Xonvergenz gegen die Losung u.

Dies wird bewiesen durch Angabe einer Folge {zn}, fiir die zn(x) < " (x)

und  lim [2"(x) - u(x)||_ =0 gilt. Fir gewdhnliche Differential-
n.—'m @

gleichungen findet man diese Beweisidee in [31, S. 155.

In Abschnitt 1.2 hatten wir das Iterationsverfahren

1

1

{ L=%Y >
n+l,
3D

f(x,zn) - kz" in D,

=0
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mit z° =v und k¢ min fu(x,u)
xeD
ut[a,b]

kennengelernt. Wir wissen von dort, daB es gleichmdRig und monoton gegen u

konvergiert. Es bleibt also noch zu zeigen, daR 2" (x) € un(x) gilt.

. o o
n=20: es 1st z =u = v,
n =¥ n+l
+

B = 2™y o 268+ ™! =2 = £@Y = P =9

= f(z™) - f(u™) - f'(un)(un+] - u?) +

+ K (Zn+1 B un+! N un+l a un N un B zn)

_ (zn+1 _ un+l) + (k - f'(un))(un+l _ un) +

+ (k- £'(g )@ - 2"
Dabei ist z© £ [ “ un, also k € f'(‘S) <10.

Wir haben also
n+l _ un+1 n+] n+1

L(z ) = k (z -u ) =
RN (R P R R e S I
e —_ —
£0 20 £0 20
€ 0.
Da auBerdem (zn+l N )| = 0 gilt, kodnnen wir Satz 1.5 anwenden und
erhalten zn+1(x) < (X)

Damit ist der Satz bewiesen.

3.3 Existenz von Ldsungen benachbarter Probleme

Wir verzichten jetzt wieder auf die eindeutige Lisbarkeit der Differential-

gleichung (3.1) und die zusdtzlichen Forderungen an L.

: +eh =
Sei C'2 d‘(D) c 2 d'un der Banachunterraum all derjenigen Funktionen,
die die Randbedingung u|BD = 0 erfiillen.

Satz 3.4 Sei u eine isolierte Lésung von

(3.8) Lu = g(x u,0) in D, = 0.

“Ian
Es gelte g e C (E), wobei E := Dx (a, b)x(O,/u..I sei. Fiir alle
u e C (D) mit |ju - u” £ R gelte a € u(x) € b, und fiir alle

/A— & [O,/.:]I sei

2+l
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(3-9) Lw - gu(xsaslﬂw =: .0 in D, WIBD = 9

eindeutig 18sbar.
Dann gibt es ein uoe(o,uJ , sodaB
(3.10) Lu = g(x,u,u) in D, UIGD = 0
fiir pe DD,uO] eine isolierte L&sung u:'hat, gegen die das Newtonverfahren

: o _ - a5 :
konvergiert, wenn u = u gewdhlt wird.

Bestimmung von p :
LS

(3.11) Gl erfiille (x,g?B)eE|g(x’u’U) - g(x,u,0)]| < Glu
(3.12) G ¥y, 8yep/8uyu | s 6, 70
. ~ - -1
{3.13) Gy = usfﬂ‘,’u])”@ g, (x,u,1)) Il,
2+a =

wobei ||-||die fiir Operatoren F: C' (D) — C(D) induzierte Norm auf

S(G,R) seil. o ist nun so zu wihlen, daB

a2 el
(3.14) ho 1= G3 G2 G] b, £ 3 und
1 = 1--2h0

(3.15) r = £ R

0 G3 G2
gelten. Es ist dann

- ¢
(3.16) l|u uu” 24+q = Ty

Beweis Der Beweis hat Ahnlichkeit mit dem von Satz 3.1. Er soll hier aber
trotzdem ausgefiihrt werden, da einzelne Argumente anders sind.
Wir zeigen, daB Satz 3.2 anwendbar ist und die Abschidtzungen (3.14),

(3.15) und (3.16) liefert.

Sei wieder B] = C'2+a(5), 32 = c(D).

Fu: B] — 32 sei gegeben durch Fuu = Lu - g(x,u,u).

Fu ist wieder in jedem beschrinkten M ¢ B1 fréchetdifferenzierbar mit
Fu'(u)w = Lw - gu(x,u,u)w.

1) z.z.: Fu'(a) - existiert fiir 0 € y £ Wy

Dies ist gerade Voraussetzung (3.9).

2) z.z.: Ful ist in S(E,R) lipschitzstetig.

Nach Voraussetzung ist gu(x,u,u) € C]+a(ﬁ) fiir u e S(G,R). Wir haben also
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L — 1 = 1 s 1 l
LIRS su ¥, " ww - F (v)wllmﬂ—wﬂm

]
= sup || Lw - gu(x,u,u)w - Lw + gu(x,v,u)wumm
+

w#0 a
1
z o
sup | g, Goum) - g xuvaw ], W‘”w"ﬂ;ﬂ;;u
Nun ist wegen [[wll,, = [lvll ¢ ... stecs sup lll gy 41,
also 30 w0 2+a

€ |lg, Geousm) - g Gvam [
£ GZ” u - va wegen (3.12).

Wiederum wegen ||w||mé HWH2+0L fiir alle we C2+G(D) folgt nun die Behauptung.

3 VoY = &
3) z.z.: HFu (u) Fu(u)u Gy Gy u-
”FUGH = HLG - g(x,:l,u)]l = Hg(x,G,O) - g(x,a,u)ué G1 u nach (3.11).

- - - -1 - 1

4) z.z.: es gibt ein u, € (0,11]], sodaB l|Fu'(u) l Il Fu'(u) FuuH G, = 5

fiir u £ o gilt.

- -1 e B 2

HFu'(u) I HFu'(u) gMpM G, € G,° G, G, m

folgt aus 1), 2), 3) und (3.13). Also gibt es so ein Mo

AuBerdem kann durch weiteres Verkleinern von Hy erreicht werden, daB auch

& 55
r, R gilt

Damit ist Satz 3.2 anwendbar und Satz 3.4 bewiesen.

Bemerkung 1: Die Formulierung fiir positive/.y istkeine Einschrinkung, da

E(x,u,/..) = g(x,u,—/-v) gesetzt werden kann.

Bemerkung 2: Der Satz liefert ein hinreichendes Konvergenzkriterium, es

kann also sehr wohl sein, daB fiir betrdchtlich grﬁﬁere/m noch Konvergenz
vorliegt. Nach unseren numerischen Erfahrungen ist das hdufig so: Einzugs-—
gebiete von L&sungen sind selten kugelfdrmig. AuBerdem hingt /&._o von der

Wahl von /.x.., und a,b ab.

Bemerkung 3: Ndhert sich u einer kritischen Lésung, so gilt G3 - 00 , la,

strebt dann also gegen O.
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Die Aussage des Satzes wollen wir durch einige Folgerungen ndher erl&dutern:
Folgerung 1 Sei u eine isolierte Lsung von

(3.8) L u = g(x,u,0) in D, u/ s = 0,

wobei g € Cz+d(D:(A) ist flir jedes beschrinkte A c E?. Dann hat auch
(3.10) Lu=g (x,u,/UL) in D, u/bD =0

fiir hinreichend kleines)n)oeine isolierte Lésung u*®, gegen die das

Newtonverfahren konvergiert, wenn u’ = u gewdhlt wird.

Zum Beweis miissen wir zeigen, daRB es ein/u“‘>c> gibt,sodaf (3.9) fiir

M [ BD,/A~4] eindeutig ldsbar ist. Dann ist Satz 3.4 anwendbar.

Nach Voraussetzung ist FO'(u) invertierbar. Eu'(u) hingt stetig von/ﬁ~
ab, also ist es ebenfalls invertierbar, wenn/ﬂb hinreichend klein ist,

d.h. es gibt so ein/~&4.

Folgerung 2 Hat

(3.1) Lu= f(x,u) in D, u/aD =0

eine isolierte L8sung u, so haben auch

(3.17) L u

]

(]+/AJ f(x,u) in D, u/ 30" 0

f(x,u) in D, u/ 4D =/..4

fiir hinreichend kleineS/u eine isolierte Ldsung b?f, und es gelten die

(3.18) L u

[

Abschdtzungen von Satz 3.4 entsprechend.

Bewels
Fiir (3.17) ist der Beweis trivial, man setze g(x,u,nﬁ) = (lt/a)f(x,u).
Fir (3.18) setze man vi= u —M. Dann erfiillt v die Differentialgleichung

Lv = £(x,v+y), VIBD = 0. Satz 3.4 ist mit g(x,u,u) = f(x,v+p) anwendbar.

Eine Ahnlichkeitstransformation des Gebiets D 14Bt sich manchmal durch Ein-
fihren eines Parameters in die Differentialgleichung simulieren.In solchen
Fdllen kann man dann z.B. aus der Existenz einer isolierten L&sung von
-Au = f(u) U‘}dD = o
auf eine isolierte L&sung von
(3.19) ~Au = £(u) ufy = o
/IA.«

schlieRBen.

Beispiel: D = (o,1)x(o0,1) th= (o,PﬁP&x(o,lﬁf@
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Dann kann man statt (3.19) die Differentialgleichung

-Av = (1+/«~)”‘ £ () inD, v/, =0

16sen und dann die Ldsung riicktransformieren,

Eine weitere Anwendungsmdglichkeit von Satz 3.4 wollen wir an einem

Beispiel studieren: Zu ldsen sel

u 2

(3.20) - Au=¢e + X°u in D := (0,1)x(0,1), = 0.

S ulyp
Wir wissen (vgl. 4.3), daR - Au=-e 1in D, u|_aD = 0 zwei isolierte L&-

1 Uy hat. Wir setzen g(x,u,u) = o 3 pu und wenden Satz 3.4

fir u = u, an. Nach Folgerung | ist das mdglich. Wir bekommen uo.cjtz,

. . u .
berechnen die Ldsung von - Au = e + MU in D, u|

sungen u

: ap = 0, nehmen sie als
neues u und benutzen wieder Satz 3.4 zur Bestimmung eines neuen Moo

Wir beginnen also eine Iteration. Auf diese Weise konnten wir zwei L&sun-
gen von (3.20) berechnen, die zweite durch Beginn mit u = Uy
Nicht moglich ist es, auf diese Weise eine L8sung von = Au = e + 2 Deu
in D, u/-;D = 0 zu berechnen: Die durch U und u, gehenden Aste des
Bifurkationsdiagramms von

—Au=eu+?\u inD'—‘ (ogl)x(oﬁl)p UIBD__-O

treffen sich in einem Bifurkationspunkt (A*,u*), und es ist W16 & 27?2.
P

Grundsdtzlich nicht moglich ist es,Ldsungen von —Au = eu+-20E2u ausgehend
el

von den Losungen von - Au = 2 X u in D, u/ = 0 zu berechnen: Eigen-
3D g

funktionen sind keine isolierten Ldsungen.

Satz 3.4 gibt also die Moglichkeit, ausgehend von einer isolierten Losung
nition 3.2) zu berechnen. Es ist jedoch nicht mdglich, auf diese Weise von
einem Ast auf einen anderen zu kommen, iiber einen Verzweigungspunkt hiniiber
(vgl Bemerkung 3). Um ein ganzes Bifurkationsdiagramm zu berechnen, braucht

man also soviel Anfangsfunktionen, wie es Aste gibt.

Dieses Vorgehen hat Ahnlichkeit mit dem von Wacker in [47] beschrie-
benen und ist auch durch Diskussionen mit ihm angeregt worden.
In [ﬁf} werden Aussagen gemacht liber stufenweise Konvergenz des Newton-—
verfahrens: Zu einer gegebenen Operatorgleichung Tx = O werde eine von
einem Parameter s abhingende Operatorschar TS gefunden, sodaB Tox =0

leicht zu 18sen ist und T]x = Tx gilt. Unter gewissen Bedingungen kann
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man dann eine Aufteilung von (0,1) in Teilintervalle (Si’ Si+l) finden,

sodaBf die Ldsung von TS x = 0 im Einzugsbereich der Ldsung von TS x =0
i i+l
liegt.

Satz 3.4 gibt uns die Moglichkeit, den Ast eines Bifurkationsdiagramms
genauer zu charakterisieren: er kann nicht einfach "irgendwo enden",

sondern lduft ins Unendliche oder in einen kritischen Punkt. Unter der in
der Bifurkationstheorie iblichen Voraussetzung (vgl Abschnitt 1.4 ,letzter
Absatz) gibt es weiterreichende Aussagen(vgl [41], S. 164-168), doch gilt
unsere Aussage auch flir die Fdlle, in denen diese Voraussetzung verletzt ist.

+ . = g
Definition 3.1 Eine Menge E ¢ R sz Ol'(D) heiBt L8sungskontinuum von

(3.10) Lu = g(x,u,A) 1in D, U|3D = s

wenn sie beziiglich der Norm H(l,u)“ 1= 12+”uH2 zusammenhidngend und ab-

geschlossen ist und jedes Element (A,u)e E Ldsung von (3.10) ist.

Definition 3.2 Zwei L8sungen (Al,ul) und (Az,uz), A]< AZ' liegen auf

demselben Ast von (3.10), wenn gilt: Es gibt ein Ldsungskontinuum

E c [A},AZI x U, sodaB alle (A,u)e E, X # A!,Az isolierte Ldsungen sind,
zu jedem ) € [AI,AZJ nur ein ue U gehdrt und (Ai,ui)e E fir i = 1,2 gilt.

Folgerung 3 Seien (Ai,ui), i=1,2 , A1< A2’ zwei Ldsungen von (3.10), die
auf demselben Ast von (3.10) liegen. Dann ist entweder (Az,uz) kritische

Losung, oder es gibt ein A3? Az und ein u, € C2+G(D), sodaRB (A3,u3) Losung

von (3.10) ist und auf demselben Ast liegt wie (Al,u]) und () Eine

27Y9)"
entsprechende Aussage gilt fiir (Al,ul).

Beweis 1Ist (Az,uz) keine kritische L&sung, so ist es isoliert. Dann hat

nach Satz 3.4 und Folgerung |

Lu = E(xsusU) o= g(x,u,l2+u) U,BD =0

fiir 0 £y € ) eine isolierte Ldsung uu. Man setze AB = Ay g und
u, =

3 uo

e

3.4 Das Auffinden von Startfunktionen

Wir haben in den vorigen Abschnitten gesehen, daB es in einigen Fillen
leicht ist, eine Startfunktion fiir das Newtonverfahren zu finden. Jedoch
blieben auch einige Fdlle offen. Insbesondere miissen wir noch sagen, wie

man eine erste Ldsung auf einem Ast eines Bifurkationsdiagramms findet.
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Wir haben hierfiir eine Suchstrategie entwickelt, die in der Praxis fast
immer zum Erfolg gefiihrt hat. Ausnahmen: 1) Will man L&sungen in der
Ndhe von kritischen Punkten berechnen, kann es vorkommen, daf man keine
geeignete Startfunktion findet. Dann berechne man eine L&sung, die vom
kritischen Punkt weiter entfernt ist, und laufe entlang eines Astes.

2) Will man eine Ldsung berechnen, die viele Knoten besitzt (also zu
einem hdheren Eigenwert gehdrt), so braucht das nicht unbedingt mit
unseren einfachen Startfunktionen zu gelingen. Dann iiberlege man sich
eine besser an das Problem angepaRte Startfunktion.

Von diesen Ausnahmen abgesehen, hat unsere Suche immer zum Erfolg gefiihrt
(vgl Kapitel 4). Allerdings haben wir bisher keinerlei Beweis fiir einen
grundsitzlichen Erfolg dieses Vorgehens, sondern sind auf Plausibilitdts-
betrachtungen angewiesen. Deshalb ist bei der Anwendung noch einiges

Fingerspitzengefiihl ndtig.

Sei eine Ldsung von

(3.1) L u= f(x,u) in D, u/le =0

gesucht, deren Norm man zwischen N1 und N, vermutet. Dann wihle man ein
Intervall [h,b], sodaB die Norm der Ldsung von

(3.21) Lvs=c in D, v/ 3D - 0

flir ¢ = a oder b kleiner als Nl und fiir ¢ = b oder a groBer als N2 ist.
Dann stelle man durch numerische Tests fest, ob es ein ce.[a,b] gibt, sodaR
das Newtonverfahren mit der L8sung von (3.21) als Startfunktion konver-
giert. Beim Testen teilt man [?,b] zweckmidBigerweise in n gleiche Teile,
sodaB man nur n Zahlen zu priifen braucht. Hat man die Schrittweite

zu groB gewdhlt, erkennt man erfahrungsgemdR am Ergebnis, in welchem

Teilintervall sich eine weitere Suche lohnt.

Eine andere Mdglichkeit, fiir die Konvergenz giinstige c-Werte zu
finden, kann die Betrachtung des Defektes ch - f(x,vc) =: rc(x) als
Funktion von c liefern. Ahnliche Beobachtungen machte Collatz in Zusammen-—
hang mit dem in 1.5.1 beschriebenen Verfahren @4]- Wir wollen auf diese
Dinge nicht niher eingehen, sondern nur noch ein paar Plots anfiigen, die

das am Beispiel

(3.22) u't =&Y u(0) = u(l) =0

illustrieren (vgl (1.3) und (1.12)). u ist genau dann Ldsung von (3.22),

wenn v := - u Ldsung von (1.12) = v" = ev, v(0) = v(1) = 0 ist.
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Rc(x) bedeutet in den Abbildungen das Negative des Defektes, also
Rc(x) = - rc(x) . Das hat den Vorteil, daB man auf einen Blick sieht, fiir
welche c-Werte . Unterldsung ist: fiir diese ¢  s8ind 1-Norm und Integral

einander gleich.

Abb.3.1 zeigt zwei mehr oder weniger stark ausgepridgte Minima der
A

schiedenen Normen von rc(x) und ein Maximum von—gdacx)d)t bei ¢ =-2.9.
[a]

Rechnet man mit 29 Gitterpunkten (vgl Kapitel 4), so findet man Konvergenz
gegen die flache Losung fiir ¢ G.E-Z.S,Cﬂ , gegen die hohe Ldsung fiir
c e [-5,-2.75].

Abb. 3.2 zeigt dasselbe fiir eine an das Problem besser angepaRte Funktion
vc(x): es ist jetzt im Gegensatz zu vorher rc(0)=rc(1) = 0., Maxima und
Minima sind nun stﬁrkerdausgeprﬁgt. AuBerdem liegen die Minima der Normen
und die Nullstelle von g rc(x)JX' ndher beieinander (vgl hierzu [40] 5
Theorem 4.2).

Abb. 3.3 zeigt —rc(x) fiir einige c-Werte. Daraus erkennt man,
wie Plateau und Ecke bei der zur Maximumnorm gehdrenden Kurve in Abb. 3.2

entstehen.

Abb. 3.4 zeigt die zwei Losungen und die Funktionen vc(x) fiir diejenigen
c-Werte, die zu den Minima der 1-Norm und zur Nullstelle des Integrals

gehdren.
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U’ *=EXP (-U) ,U(0) =U (1) =0
VLX) =4HCH (X-X#42)
R =V ~EXP(-V)

-~ MQxngxl |

. ||Rc lip
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_— (X) DX
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‘44 |IRC||1

Abb.3.1
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1'y-=] oco
S'C-=0 --= 8 "oy

OmD) +++ &

(X% 1) NIS*D+ (Z##X=X) #S "O—= (X) 7 °
NIONNS301 — °
O=(1)N=(0)N* (N-) DF=, .N

Abb. 3.4
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KaEitel 4

Numerische Ergebnisse, Bifurkationsdiagramme fiir
T [A;u] := Lu - £( A,u) =0 = 0.

u|aD

In diesem Kapitel wollen wir iiber unsere numerischen Ergebnisse berichten.
Einerseits sind sie interessant, da es auf diesem Gebiet noch wenig gibt,
andererseits zeigen sie die gute Anwendbarkeit der entwickelten Verfahren.
z.B. konnten wir L&sungen berechnen, von denen Simpson ( [46] » S.374 )
sagt, daB ihm das leider nicht gelungen sei. Auch brauchen wir sehr viel

weniger Rechenzeit als Allgower, um genauere Ergebnisse zu erzielen als

er.

4,1 Das beniitzte Verfahren

Wir haben die Differentialgleichung

.1 =Au = £(u) in D, u/ a3 = 0
diskretisiert, wie in Abschnitt 2.1 beschrieben. Da wir D stets als Recht-

eck oder Quadrat*%ewéhlt haben, ist die Approximation am Rand besonders

einfach, und es ist unndtig, Dy in D; und Dﬁ aufzuteilen. Es ist also

das nichtlineare Gleichungssystem

LUk
(4.2) AU =03 }

2w

zu ldsen, wobei m =n,n, die Anzahl der Gitterpunkte ist.

Wir wollen nun speziell D = (0,1) x (0,1) wdhlen. Unter Ausnutzung der

Symmetrie von D bzgl x = %- und y = % und der Annahme, daB auch die
Losungen diese Symmetrie zeigen, konnen wir (4.2) fiir ungerades n = n, = n

als Gleichungssystem fiir p = (E%lf Unbekannte schreiben

) Die Sdtze der Kapitel 2 und 3 haben wir fiir Gebiete mit stiickweise
glattem Rand bewiesen. Die in Kapitel 1 zitierten Sdtze sind jedoch nur
unter der Voraussetzung 3D € C2+a verfiighar. Wir wollen deshalb verein-
baren, daR D = (0,1)x(0,1) hier ein Gebiet bezeichnet, das das iiblicher-
weise so bezeichnete Quadrat so gut approximiert, daB der Fehler

unterhalb der Rechengenauigkeit liegt. Da bei uns nie die Normale in den

Randbedingungen auftritt, diirfen wir dies tun (vgl. hierzu [lﬂ I, S. &18Ef).
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wobei B = \\\ s ist wund I die Yp'x Yp' Einheitsmatrix.
0—4 \':4 }
i
Die -2 in B entsteht durch Ausnutzung der Symmetrie zu x = %—, dh durch
Gleichsetzen von u'k"n.i-m%“— 1 mit Ukm+%¥+4 s k=0,...,n -1,

Entsprechend entsteht das = 2 I in A durch Ausniitzung der Symmetrie zu

=1
y 2'

Im eindimensionalen Fall,

(4.1a) - ul'= f(u) u(0) = u(1) = 0,

ist (4.3) zu ersetzen durch
2 -1
—4\ \ O \'lkd 2 -g(\"lﬂ)
(4.3a) AR , h '

\ N\ !
O-A \\-4 ! '
-2 e (U

: n+l .

wobeip = 5 ist, n ungerade.
Auf das Gleichungssystem (4.3), das wir abkiirzend auch A U = hzf(U)
schreiben wollen, wird nun das Newtonverfahren angewandt.

o

U~ vorgegeben

2 +

(4.4) Ca-n'g @) o™ =0 ™ - £ @M

. n . n :
wobei fu(U ) = dlag(fu(U 'l)’ T fu(Unp)) gesetzt ist.

Es sei nochmals darauf hingewiesen, daB die Matrix des Gleichungs-
systems (4.4) i.a. nicht positiv definit ist und durchaus singulir

werden kann, da wir fu nicht nach oben beschrinken. Aus Abschnitt 2.1




70

wissen wir jedoch, daB (4.4) eindeutig ldsbar ist, wenn dies fiir

[ =K = fu(u"‘))u“+l = £(u?) - £' (u)u” ap = O

gilt, wobei u"(P) = Un(P) fiir alle P e Dh und h hinreichend klein

n+l|

angenommen ist.

Ist U° gewdhlt - wie das im einzelnen geschieht, wird an den Bei-
spielen erliutert — so sind lineare Gleichungssysteme(4.4) zu l&sen. Dazu
haben wir eine in der Programmbibliothek vorhandene Standardroutine
(SSP - Routine DGELB) benutzt: GauBelimination fiir Bandmatrizen mit

Spaltenpivoting.

Es gibt sehr viel schnellere Routinen zur GleichungsauflSsung, z.B.
den Buneman-Algorithmus (siehe [10] ) oder das in [43] beschriebene
Verfahren. Die sind jedoch fiir unser Problem bisher nicht anwendbar. Die
Forderung, daB in der Diagonalen nicht immer wieder andere Zahlen auf-
treten, widre erfiillbar: statt des Newtonverfahrens konnte man ein Sehnen-
verfahren mit geeignetem k verwenden, vgl 1.5.4. Obwohl dadurch mehr
Iterationen zur Losung von (4.3) ndtig wiirden, konnte sich das lohnen,

weil jede einzelne Iteration weniger Zeit brauchte.

Das Hindernis ist jedoch, daB fu das "falsche" Vorzeichen hat.
Schréder-Trottenberg brauchen, daR die Matrix des Gleichungssystems (4.4)
diagonal-dominant ist, das haben wir nicht. Beim Buneman-Algorithmus
ist bisher nicht klar, ob die Matrix positiv definit sein muB, oder ob
Invertierbarkeit geniigt ( [23] ). Diese Frage soll noch untersucht

werden.

Beziiglich Rechenzeit sind wir also gegeniiber dem heute bei anderen
Problemen mdglichen im Riickstand — nicht jedoch beziiglich Genauigkeit,

da ist die von uns benutzte Routine dem Buneman-Verfahren ebenbiirtig

¢ [23) .

Die Rechnungen wurden von Frau Schwarz in Fortran IV auf der
IBM 360/91 des MPI fiir Plasmaphysik ausgefiihrt, in doppelter Genauigkeit
(Wortlinge 64 bits, also Genauigkeit etwa 10_15). Die doppelte Genauigkeit
schien anfangs unerliBlich, da wir Satz 3.4 noch nicht hatten und mit dem
in Abschnitt 3.4 beschriebenen Suchverfahren hdufig in Bereiche kamen,
in denen die Matrix des Gleichungssystems (4.4) nahezu singuldr war.

Angegebene Rechenzeiten sind fiir den GO STEP gebrauchte Zeiten.
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4,2 T[}\;u]= 0 mit Verzweigungspunkt (\ % ,u"') und T[)\;u] = 0

- Au - Au + u3.

fiir alle A ® O am Beispiel T[\;u]

Wir wollen das Beispiel

(4.5) —f@u=Au - 4> in D, u/y, =0

an den Anfang stellen, auf das die Bifurkationstheorie voll anwendbar ist,
da u = 0 fiir alle A Lésung von (4.5) ist. (4.5) wurde von Sattinger unter-—
sucht (vgl. [41], S. 28-32, S. 40f ). Er beweist, daB es genau einen Ver-
zwelgungspunkt (AO,O) gibt, w;bei Ao der Haupteigenwert von -A in D ist,
in unserem Fall also AO =2 %= 19.739 . Fir A < AO gibt es nur eine
Lésung von (4.5), ndmlich u = 0. Fir A > AO gibt es 3 LOsungen: Wy 0

und LY mit Wy > 0 und max w, (x) —> « .
x€D A —

Dieses Beispiel zu behandeln, war sehr einfach. Wir haben zunidchst

W fiir h = 1/10 zu berechnen versucht: einerseits war nicht zu er-

25

warten, daB max w25(x) sehr groB sein wiirde, wegen max w

andererseits ist 25 nicht zu dicht an 2?(2, sodaR keine

(x) <=0,

A A= 2%

numerischen Schwierigkeiten zu erwarten waren. Entsprechend Abschnitt
3.4 haben wir getestet, ob das Newtonverfahren (4.4) konvergiert, wenn

fir U° die Lésung von
2 t

(4.6) AU =h"C, G- & (¢5 isnst)

genommen wird, ¢ = 15 (5) 30.

esdbnlss c 15 20 25 30
Losung u= 0 ju=w u=w |u=w
Iterationen 5 5 9 6

Als Abbruchkriterium hatten wir hier wie im Folgenden

(4.7) o® - v _< 1078

gewdhlt.

¢ = 30 liefert also eine brauchbare Startfunktion. Da die Anzahl der

bendtigten Iterationen nicht maximal ist (fiir ¢ = 25 braucht man mehr),

kann nach unseren Erfahrungen erwartet werden, daB c¢ = 30 auch bei
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Abb. 4.1
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Verfeinerung des Gitters brauchbar bleibt.

Die Lasungnozs.wird nun benutzt, um Ldsungen von (4.5) fiir andere
;\-Werte zu finden.
1DA =25 (1)40: Die Lésung von ‘Au=1U~. — wird als Startfunktion

zur Losung von —Au = (A +4)u - u3 genommen. Nach 4 bis 5 Iterations-—

schritten ist jedesmal (4.7) erfiillt. Beim Ubergang von h = 1/20 zu
h = 1/40 #ndern sich die Funktionswerte fiir A » 32 nur noch um weniger
-3
als 10 7.
L L . 5
h 10 20 40
Rechenzeiten: insgesamt 2,29 17.9% | 3'34,5M
pro Ldsung 0.14% | 1.12% | 13.4 M

2) A = 25(-1) 21(-0.1) 19.8(—10_2)19.74(—10—3) 19.732

Nach 3 bis 6 Iterationsschritten ist jedesmal (4.7) erfiillt.

DaB es fiir A <2‘Tz noch L&sungen >0 gibt, ist wegen Satz 2.2 eine
Folge des Diskretisierungsfehlers. Wir weisen hier auf die Simpson'schen
Ergebnisse iiber die Abhingigkeit des Bifurkationspunktes (2:fl LLt: )
von der Schrittweite h hin. Er zeigt ( [46] s S. 368-372) daR
LUy —u"‘l.ﬁ = 0y und ANT =N - omMr T E) gty

"
allerdings unter Voraussetzungen, die hier nicht alle erfiillt sind.

Unsere Ergebnisse werden durch 3 Plots veranschaulicht: Abb. 4.1
zeigt das Bifurkationsdiagramm von (4.5), Abb. 4.2 und 4.3 zeigen zwei

Losungen.

Wir wollen noch eine Tabelle anfiigen, die die Verhiltnisse in der

Ndhe des Bifurkationspunktes deutlich macht. Sie zelgt max Uh (P) in

Abhdngigkeit von h und A . ey,
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=
I

~AU=+19, 74%U-Us%3 IN (0.1)%(0,13 Uljyp=o
ABSTAND ZUEIER HOEHENL INIEN: UMAX/ 10
UMAX= 0. 1394

H=0.025

Abb. 4.2
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~AU=£0sU-Usa3 IN (0.1) *(0,1) i1y go
ABSTAND ZUETER HQEHENLINIEN:UMAX/10
UMAX= 5. 5446

H=0. 025

Abb. 4.3
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1 1 !

A b 0 20 %0
40 5.5423 5.5442 5.5446
30 4.1030 4.0899 4.0865
20 0.8649 0.7309 0.6931
19.74 0.5372 0.2711 0.1394
19.736 0.5306 0.2576 0.1110
19.732 0.5238 0.2434 0.0722

4,3 T[:A;u] = 0 mit Verzweigungspunkt (A*,u®) und TI_A;u*I # 0 fiir A # 2*

am Beispiel TD\;u] = - Au - 2xe".

Wir wenden uns nun dem aus Kapitel 1 wohlbekannten Beispiel

(4.8) -Au =Ae in D, =0

v/ 3p
zu. Wir kénnen erwarten, daR es fiir A = 1 zwei Ldsungen gibt, von denen
eine stabil ist und sich durch Unter- und Oberldsung einschlieBen 1l&Rt.

~a

u = 0 ist Unterldsung. Ob die Ldsung von
(4.9) -fAu=1c¢, u/3D=O

fiir gewisse ¢ Oberldsung ist, 148t sich in D = (0,1) x (0,1) leider
nicht so leicht entscheiden wie im Kreis oder im eindimensionalen Fall.
Hier kdnnen wir ausnutzen, daf eine OberlBsung andere Randwerte haben

to 13 ol oLy 2 52y -
darf als die Ldsung selbst. V(xl’x2) = 4( 5 (x} 2) (x2 5 ) er

fiillt
(4.10) -Av=cin S, v/ Sy, = o0,
wobei S der Umkreis von D ist. Fiir ¢ = 2 haben wir —Av-ev> 2—e]/4'.=a 0.7> 0,
. . . 1
2 u = o) s
auBerdem ist V/iD 2 0. Also hat (4.8) fiir A = 1 eine Losung mit U F T
Diese Ldsung konnen wir gem#f Satz 3.3 mit dem Newtonverfahren und

der Startfunktion u® = 0 berechnen.

Eine erste untere Schranke fiir das Maximum der hohen LGsung bekommen

. w - z
wir laut Abschnitt 1.6 durch die Bedingung e ™™ 2 19 L%

also umax> 2.98. Das ergibt fiir Lésungen von (4.6) c 4l.
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Ein Test, ob das Newtonverfahren (4.4) mit der Ldsung von (4.6) fiir

¢ = 45(5)70 als y° konvergiert, gibt folgendes Bild: Konvergenz fiir

¢ = 45(5 Iterationen) gegen die flache L&sung, fiir ¢ = 55(14 Iterationen)
gegen die hohe LOsung. Fiir alle anderen ¢  Abbruch mit Fehlermeldung:
Gleichungssystem (4.4) ist nicht l&sbar. Brauchbare Werte sind c¢ = 0 (3

Iterationen) und ¢ = 55.

Nun kénnte man in 4 Durchliufen das ganze Bifurkationsdiagramm ab-
tasten. Statt das maximal erlaubte A\ immer wieder mit Satz 3.4 zu
berechnen, geben wir es uns einfach vor, wie im vorigen Beispiel. Da
wir dieses Mal den Bifurkationspunkt nicht so genau kennen, kommt es vor,
daB AA zu grof gewdhlt wird: dann hat man entweder keine Konvergenz,

oder Konvergenz gegen die Losung auf dem anderen Ast.

Das Bifurkationsdiagramm ist in Abb. 4.4 dargestellt, fiir h = 1/10
und h = 1/20. Diesmal ist der Simpson'sche Satz iiber die Abhingigkeit
von ( ):‘,Ug‘) von h anwendbar. Einige Werte von max Uh(P) wollen wir
wieder in einer Tabelle zusammenstellen, da sie deutlich die Uberlegen-

heit unseres Vorgehens gegeniiber dem von Simpson zeigen:

b 5

1076 7:10°8 22.16

0.5 0.0376 7.902 0.0378 9.062
I 0.0775 6.966 0.0780 6.690
5 0.555 2.846 0.556 2.846
6 0.796 2,228 0.797 2,237
6.77 1.272 1.504 1.538
6.78 1.300 1.473 1.514
6.79 1.346 1.424 1.484
6.7925 1.379 1.390

6.793 - -

6.8 1.340 1.441

" ": nicht berechnet. " - ": keine Konvergenz,
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Maximales A,fiir das Simpson L&sungen berechnen konnte: A = 6.7 auf dem
Ast der flachen, A=6.1 auf dem Ast der hohen Ldsungen(".. for A near f*,
there are a number of A values for which initial guesses for Newton's
method producing convergence to the lower solution were obtained but
we_were_unable to produce convergence to_the upper solution" [46]

S. 374). Wenn wir gewollt hitten, wiren wir noch dichter an ('X: ‘Ut )
herangekommen. Das schien aber wegen des Diskretisierungsfehlers nicht

sinnvoll.

Auffallend war, daB A\ fiir A2ound A=>6.8 auf dem Ast der flachen
Losungen viel grdRer sein durfte als auf dem Ast der hohen Ldsungen. Das
stimmt wieder mit der altbekannten Tatsache iiberein, daf diese L&sungen
leichter zu berechnen sind. Fir h =§% konnten wir AX = 0.05 bis
A = 6.8 beibehalten, wihrend wir fiir den anderen Ast in der Nihe von

p e AX = 0.0l gewshlt haben.

4,4 T[A3;u] = 0 mit zwei Ldsungsscharen, aber ohne Verzweigungspunkt

am Beispiel T[Aju]l = - Au - A(u2 - 6u + 5 ).

Das Problem der stationdren Temperaturverteilung in einem Stab, dessen
Enden in x = + | auf der Temperatur y = | gehalten werden und dessen
Widrmeabgabe an die Umgebung mit der Temperatur y = O proportional zu

y + %‘Yz ist, wird gegeben durch

Gy -y =0 yen =y =1,

Aus physikalischen Griinden folgt, daB es eine Ldsung y mit 0 £ y(x) € 1
gibt. AuBerdem hat (4.11) aber noch eine zweite Lsung, die bis unter
- 17 g411e( (3] ,s.117 £).

Normierung von (4.11) auf die Randwerte u(0) = u(l) = O und Vor-

zeichenwechsel macht aus dieser Gleichung

4.12) uV = v -6 u+5 u(0) = u(l) = 0
Ein Test, ob die L&sung von
(4.6) AU=h% ct=(c,er.,0)

fiir ¢ = 0 (50)200 als Startfunktion fiir das Newtonverfahren geeignet ist,

lieferte folgendes Ergebnis (h=1/30)
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c 0 50 100 150 200
Losung UI U2 U2 U2 U2
Iterationen 4 6 6 7 7

Dabei wurde wieder das Abbruchkriterium
-1 -8
(4.7 ™ - v < 10

benutzt.

Rechenzeit: 0.6"

Wir erinnern daran, daB wir mit dem Allgower/Keller - Programm
2.26", also fast das Vierfache, gebraucht hatten,um eine Ldsung in
geringerer Genauigkeit zu berechnen, vgl 1.5.5. Es war h = 1/20 und
wir bekamen fiir Umax die Werte 0.380 und 0.400 (nachtrdglich auf 3

Stellen gerundet), jeden etwa 10 mal. Das Newtonverfahren lieferte

Upayg = 0+391-
Wir haben dann
(4.13) - u" = A( u2 - 6u + 5 ) u(0) = u(i) =0
und das zweidimensionale Analogen
(4.14) - Au = A( u2 - 6u+ 5) ulaD =0

untersucht. Wie schon beim Beispiel f(u) = e konnten wir auch hier
wieder feststellen, daB das Losungsverhalten des eindimensionalen

Problems sich nicht wesentlich von dem des zweidimensionalen unter-
scheidet. Die folgenden Uberlegungen werden fiir (4.14) durchgefiihrt,

sind aber fast wortlich auf (4.13) ilibertragbar.

Lemma 4.1 Fiir jedes A7 0 besitzt (4.14) genau eine L&sung u, die
0 £ u(x) £ 1 erfiillt. Gegen diese Losung konvergiert das Newtonver-

fahren monoton, wenn als Startfunktion W= 0 gewdhlt wird.

. e i : 2
Beweis: v= O ist Unterldsung, w == 1 ist Oberldsung. Es 1ist kfu(U)é(3<2ﬁt
und Afuu(u) = 22> 0 fir uea[O,il und A » 0 ( fiir A = 0 ist u & O Ldsung).
Wir kénnen also Satz 3.3 anwenden und erhalten Existenz der LOsung und

monotone Konvergenz des Newtonverfahrens.
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Maximales A,fiir das Simpson Lsungen berechnen konnte: X = 6.7 auf dem
Ast der flachen, A=6.1 auf dem Ast der hohen Losungen('.. for X near f:,
there are a number of A values for which initial guesses for Newton's
method producing convergence to the lower solution were obtained but

we_were unable to produce_convergence_to_the upper_solution” [46) s

S. 374). Menn wir gewollt hitten, widren wir noch dichter an ()T\ ‘ut )
herangekommen. Das schien aber wegen des Diskretisierungsfehlers nicht

sinnvoll.

Auffallend war, daB A\ fiir A»ound A=>6.8 auf dem Ast der flachen
Losungen viel groBer sein durfte als auf dem Ast der hohen Ldsungen. Das
stimmt wieder mit der altbekannten Tatsache iiberein, daR diese Ldsungen
leichter zu berechnen sind. Fir h =2—cl]— konnten wir AX = 0.05 bis
A = 6.8 beibehalten, wihrend wir fiir den anderen Ast in der Ndhe von

" AN = 0.0l gewdhlt haben.

4.4 T[Aju] = 0 mit zwei Losungsscharen, aber ohne Verzweigungspunkt

am Beispiel T[Asu] = - Au - )\(u2 - 6u + 5 ).

Das Problem der stationdren Temperaturverteilung in einem Stab, dessen
Enden in x = + 1 auf der Temperatur y = | gehalten werden und dessen
Wdrmeabgabe an die Umgebung mit der Temperatur y = O proportional zu

2, y
y + % y 1ist, wird gegeben durch

G y" - gy =0 yeD =y =1

Aus physikalischen Griinden folgt, daR es eine Lésung y mit 0 £ y(x) € 1
gibt. AuBerdem hat (4.11) aber noch eine zweite Ldsung, die bis unter
- 17 fa11e( [3] ,s.117 £).

Normierung von (4.11) auf die Randwerte u(0) = u(l) = O und Vor-

zeichenwechsel macht aus dieser Gleichung

(4512) —u“ = u2 -6 u+b5 u(0) = u(l) =0
Ein Test, ob die Lsung von
(4.6) AT = h2C €5 = (eyene;0)

fiir ¢ = 0 (50)200 als Startfunktion fiir das Newtonverfahren geeignet ist,

lieferte folgendes Ergebnis (h=1/30)
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c 0 50 100 150 200
Losung Ul U2 U2 U2 U2
Iterationen 4 6 6 7 7

Dabei wurde wieder das Abbruchkriterium

w7 ot - <107

benutzt.

Rechenzeit: 0.6"

Wir erinnern daran, daB wir mit dem Allgower/Keller - Programm
2.26", also fast das Vierfache, gebraucht hatten um eine Ldsung in
geringerer Genauigkeit zu berechnen, vgl 1.5.5. Es war h = 1/20 und
wir bekamen fiir Umax die Werte 0.380 und 0.400 (nachtriglich auf 3
Stellen gerundet), jeden etwa 10 mal. Das Newtonverfahren lieferte

Umax = 0.391.

Wir haben dann

(4.13) —u" = a(u - bu+5) u(0) = u(1) =0
und das zweidimensionale Analogon
G.14) - bu=A(u’-6u+5) ul. =0

aD

untersucht. Wie schon beim Beispiel f(u) = e’ konnten wir auch hier
wieder feststellen, daB das Losungsverhalten des eindimensionalen

Problems sich nicht wesentlich von dem des zweidimensionalen unter-
scheidet. Die folgenden Uberlegungen werden fiir (4.14) durchgefiihrt,

sind aber fast wortlich auf (4.13) iibertragbar.

Lemma 4.1 Fiir jedes A7 0 besitzt (4.14) genau eine Ldsung u, die
0 £ u(x) £ 1 erfiillt. Gegen diese Ldsung konvergiert das Newtonver-

fahren monoton, wenn als Startfunktion = 0 gewdhlt wird.

Beweis: v= O ist Unterldsung, w = 1 ist Oberldsung. Es ist Afu(u) 40<2’J'!‘.2

und Afuu(u) = 2A> 0 fiir ue [O,l] und A» 0 ( fiir A = 0 ist u & 0 Ldsung).
Wir kénnen also Satz 3.3 anwenden und erhalten Existenz der LOsung und

monotone Konvergenz des Newtonverfahrens.
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Lemma 4.2 Ist u(x) eine weitere Ldsung von (4.14), so erfiillt sie not-

wendig
2
(4.15) max u(x) * max £5; x 4 3}, A#090
xeD A
(4.16) min u(x) =0
xeD

Folgerung 1 Die zwei L&sungsdste konnen sich nicht in einem Bifurkations-

punkt treffen, da max u, (x) £ 1< 5 £max u, (x) gilt.

Folgerung 2 Fiir die zweite L&sung gilt max ul(x) F—o)oo

Bemerkung: Einen Existenzbeweis fiir die zweite L&sung haben wir nicht.
Doch verhilt sich die berechnete zweite L8sung so, wie man es nach dem

Lemma und dem Bifurkationsdiagramm von --u"=11..12 ( [5] , S. 128) erwartet.

2
Beweis: Aus Satz 1.4 folgt max uz(x) ‘;-%-&-3.}33 bleibt also zu zeigen, daB

max_u, (x)z 5 gilt. Angenommen, u, (x) hat in X € D ein lokales Maximum
xe D

. i ; _ _ ;
mit 3$u2(x0) 5. Dann gilt Auz(xo) )(uz(xo) 6 uz(xo) + 5)< 0. Eine
notwendige Bedingung fiir ein lokales Maximum in X ist aber -Auz(xo)'} 0.

Also gilt max u, (x)Z 5.
xeD

(4.16) beweist man praktisch genauso: aus u(x0)<0 folgt -4 u(xo)}' 0.

Abb. 4.5 zeigt das Bifurkationsdiagramm von (4.14), das fir A= 1(1) 10(5)50

und verschiedene h — Werte berechnet wurde.

Wihrend sich die flachen Losungen bei Halbierung von h nicht mehr
wesentlich #ndern, ist das bei den hohen L8sungen sehr wohl noch der
Fall. h miBte noch betrichtlich verkleinert werden, bis man befriedigende

Ergebnisse hitte.

Bei unseren bisherigen Beispielen hatte f(u) und damit -Au fiir
jede Lésung in D einheitliches Vorzeichen. Das ist hier nicht mehr so.
Die rechte Seite von (4.14) wechselt fiir u = 1 und u = 5 ihr Vorzeichen,
und wir haben hieraus schon Schliisse fiir L S— gezogen: es muR entweder
unter 1 oder iiber 5 bleiben. Fiir jede hohe Lsung wechselt also fu in D
das Vorzeichen. Daraus resultieren die numerischen Schwierigkeiten, wie

wir noch sehen werden.

Wir haben zunichst beide Lésungen fiir h = 1/10 und A= 1(10) 38701
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bzw. A = 1(5)19351 berechnet. Das kam dadurch zustande, daB wir nicht A ,
sondern die Rechenzeit begrenzt hatten. Fiir die meisten A  reichten
2 Iterationen. Auf dem Ast der flachen L&sungen wurden z.B. l;‘lO_3 sec/

Losung gebraucht.

Zu erkennen war folgende Tendenz: max U](P) wichst, Anderungen in U ver-
lagern sich immer mehr in RandnZhe. max U2(P) fallt, Anderungen in U ver-
lagern sich immer mehr zur Mitte des Gebiets und, schwdcher, zum Rand.

Es war max UZ(P)-C 5.4 fiir A » 1000 und max UZ(P)< 5.03 fiir A>13400, sodaR

man max uz(x) —> 5 vermutet.

A= oo
Fiir h = 'i% A= 1(1)10(5) 300 und
=L -
h =75 A= 1(1)10(5) 300

dnderten sich die Funktionswerte zwar noch erheblich, die erwdhnte Tendenz
blieb jedoch erhalten und ist auch beim eindimensionalen Problem feststell-
bar.

Abb. 4.6 zeigt die Lsungen von (4.14) fiir A= 1 undA= 5. Wir haben aus
den vier Plots eine einzige Abbildung gemacht, damit die Unterschiede

zwischen den vier Losungen stdrker auffallen.

Bei solchen Lésungen sollte man natiirlich mit unregelmiBigem Gitter

arbeiten. Wir haben uns stattdessen dem eindimensionalen Problem zugewandt.

Die Losungen von (4.13) haben wir fiir h = %6 und h = éa und

T}_= 1(1)10(5)200, )_= 1(-0.1)0.1 berechnet. Einige Werte zeigt folgende
Tabelle:
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flache hohe
Lisung
s w 2 :
au = A(u” - 6u + 5) in (0,1)x(0,1), u|3D = 0.
Abstand zweier Hdhenlinien: U /10, h = l—.
max 40
U = 0,7090 U = 14,9702
max max
U = 0.2780 U = 38,5663
max max

b, 4.6
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pl h %6 gﬁ
200 §=10 0 7.31 1-107° .02
100 1-107% 731 1-10"% 7.01
50 0.998 7.09 0.998 7.02
40 0.996 7.09 0.997 7.02
30 0.992 7.11 0.992 7.04
20 0.978 7.20 0.979 2117
10 0.921 7.69 0.922 7.68
1 0.391 18.68 0.391 18.69
0.1 0.059 125,
- 0.9 - 1.89

Abb. 4.7 zeigt die flachen L8sungen fiir A= 1, 100 und 200, Abb. 4.8

zeigt die hohen L8sungen zu diesen A-Werten.



86

O=(1N=(o)n

| ! ! _ _ _ | ! i 0
\
\ f
\ [
i /
\ [
\ /
\ i
] |
\ __'
. /
1
\ i
\ /
ss Y
e\ T S "0
\
\ /
\ /
A 7
+ / _.___. -
AY
//
+ .
N,
/.I
*
_/,
* -~ Cd
PR e
€ f..-l..-.. i . *
tr. o..l!.lﬂ.lnll.ll - ~v Llsl.f.'|!|.lb-‘ll'}l’tol}.n’lil'k.l’"l’lilfu!l'l‘.{{lhl.ﬁlwlt\t I -0 "1
08/ T=H ”
—S'1
‘00Z=VOBNT ++°
‘00 1=YOQUV] —==
T =VOIN —
224

(SHNHG~ZTwuNt) sVOANV =, N =

4,7

Abb.



87

O=(tIn=(0In

|

10

"O0Z=VORV] *++

'0OT=VORNY] ==

‘T =VOoaN1—

(SHMG=-TuuNT) ¥VIBN 1=, N =

-0 0

—0°9

-0 "'01

=0 °Z1

071

‘o8t

—o0 81

4.8

Abb.



88

Bezeichnungen

Im Text definierte, nur lokal auftretende Bezeichnungen wurden in diese
Zusammenstellung bewuBt nicht aufgenommen.

Bei Zitaten von S#itzen aus der Literatur innerhalb eines Beweises wurden
die in der Quelle benutzten Bezeichnungen iibernommen, wenn dies zu keinen
MiBverstédndnissen filhren kann. Bei Zitaten mit weniger lokaler Bedeutung
wurde dagegen die im iibrigen Text benutzte Notation eingefiihrt. Das hat
insbesondere zu vielen Vorzeichenwechseln (und also auch Vertauschungen
von min und max ) in Kapitel 1 gefiihrt, da leider nebeneinander die No-
tationen Au = f(x,u) und - Au = f(x,u) i{iblich sind. Wir haben letztere
bevorzugt, weil sich so das Maximumprinzip und die Begriffe Ober- und

UnterlSsung besonders bequem formulieren lassen.
[0.75,1.5) := { x € R| 2 £ x < 3).

X = (xl,xz), |x|:= V%, %+ x falls x € B?.

1 2

(a,b) x (c,d) := { x e B? | a< X, < b; c < X, < d }.

Sei D ¢ R-. D ist die abgeschlossene Hiille von D, 3D der Rand von D und
Dh die Menge der Gitterpunkte in D (vgl. 2.1).

ANB:={xeA|x¢B} fiir A,B ¢ RZ

dist(A,B) := inf{|a - b|, a€A, beB}.
f(h) = O(hn) bedeutet: Es existiert eine Konstante C > 0, so daR
|£(h)| € ¢ n" gilt.
C 1ist stets eine beliebige positive Konstante. Mehrfaches Auftreten von
C bedeutet nicht, daR es sich um dieselbe Konstante handelt.

9

s

I

fu(x,u) 1= (x,u) usw.

Q>

u

u" ist die n-te Iterierte. In einigen Fdllen treten auch Potenzen auf. Ver-

wechslungsgefahr besteht jedoch nicht, da nie beides gleichzeitig auftritt.

u: D= R Funktion. u € v bedeutet u(x) € v(x) fiir alle xeD.

U, U,: D = R Gitterfunktionen.

h' “h
Sei u: D — R eine Funktion, V & R" ein Vektor. Wir benutzen folgende

Normen:

1
lall, o= luco ® ax 3P, p=1,2; [l ull, i= sup luGo], ]| VIl = max | v
P > xeD 1€ién



89

u heift in D holderstetig mit Exponent o , O < a < I, wenn es ein C > O

gibt, so daB |u(x) - u(y)| ¢ ¢ |x - y|% gilt. C sei minimal gewdhlt,

Isll, == lill, + - o, |
Sei k = (k;,k,), k; € N, Du := Tkz mit |k| := ky + k.
Bxl sz

Cp+a(D) ist der Raum derjenigen auf D definierten Funktionen, deren p-te

Ableitungen noch a-hdlderstetig sind. CP+G(D) ist mit der Norm

o]

= E:c I Dku“a ein Banachraum. Es ist ¢PTO(D) 2 cP™* (D) [43]-

pra kl €p

Bei linearen Operatoren T: Bl - B2 ist stets die durch die Normen in den

|
1= supﬂvn H TVH .
V#0 B] B2

Banachrdumen B

1 B2 induzierte Norm zu nehmen, also |[[T|

z.z.: ("zu zeigen :") und %7 ("Ende des Hilfssatzbeweises'") dienen dazu,
Beweise iibersichtlich zu gliedern.
26

100
gebrauchten Zeiten angegeben, also die Rechenzeiten des kompilierten und

2.26" =2 Sekunden. Als Rechenzeiten sind immer die fiir den GO STEP

montierten Programms.

n=1(2)15 bedeutet n = 1,3,5....,15.
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