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Abstract

Various difference methods for certain nonlinear diffusion equations
and also systems of such equations are investigated with respect to
convergence and stability. For this purpose implicit two-level methods
of the Crank-Nicholson type prove to be particularly useful, For

these some numerical examples are given.
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1. Einzelne Diffusionsgleichungen

a) Problemstellung

Ausgangspunkt der Betrachtungen ist ein zylindersymmetrisches Plasma,

dem ein zeitlich veridnderliches Magnetfeld:

B (r,£) = (B(r,t), Bg (r,t), B (r,t) |

iiberlagert wird. Dabei sind r,e, z die Zylinderkoordinaten; wegen der

g T + -
vorausgesetzten Zylindersymmetrie hdngt B nur von r, t, nicht aber von

CP, z ab.

Ausgehend von den Gleichungen:

R

P

a) s e r‘()fE

</

i.
n E = W'f m

& .;7 - *rmf’f:f:

. . % > &
erhalten wir durch Elimination von E und ]

%—?— -.:-‘f’()f("]"“’fg)

oder umgeschrieben in Zylinderkoordinaten:
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Die Gleichung div B =0 liefert nach dem Gauss'schen Integralsatz

wegen der Zylindersymmetrie:

B {ryt) =0 , (3)

d.h. B (r,t) ist tangential zu den Zylinderflichen. Es miiRten also noch
die Gleichungen 2b) , 2c) behandelt werden, und zwar im allgemeinen als

gekoppeltes System, wenn man z.B. von dem Widerstand'q annehmen kann, daB

PYEY” 013,
or 1 ¥

von den Ableitungen ist physikalisch von Interesse, da sie in den Fdllen

er eine Funktion von BV 5 Bz’ ist. Die Abhdngigkeit

auftritt, in denen der spezifische Widerstand auBer von der Magnetisierung
auch noch von der Stromdichte mitbestimmt wird.

In diesem Abschnitt wollen wir uns beschrdnken auf die numerische Be-
handlung der Gleichung 2c), da in vielen Fidllen angenommen werden kann, daB
die Gleichungen 2b), 2c) nicht gekoppelt sind,und da man sich oft nur fiir
die axiale Komponente des diffundierenden Magnetfeldes B (r,t) interessiert.
Dieses ist z.B. der Fall, wenn man den Spezialfall Bq,(r,t) = 0 vorliegen

hat.

Wir wollen also das folgende Anfangs— Randwert-Problem betrachten:
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wobei wir filir B, u und fﬁr'7 @ gesetzt haben. R ist der Radius

des Randes und T die Zeitspanne, in der der Diffusionsvorgang betrachtet
werden soll. Wir nehmen an, daB (4) eine hinreichend glatte, eindeutig
bestimmte L&sung besitzt. Durch Entwicklung von u (r,t) nach Potenzen
von r um r = O zeigt man dann, daB die Ableitung von u nach r bei r =0

verschwinden mufB:

e
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L / - 0 (5)
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Wir haben also bei r = 0 (Zylinderachse) eine natiirliche Randbedingung

vorliegen.

Um numerische Verfahren zur Ldsung von (4) zu testen, ist es oft
empfehlenswert, fiir spezielle Beispiele analytische L&sungen zu kon-
struieren, um diese dann mit den numerischen L&sungen zu vergleichen.
Natiirlich miissen bei der exakten Losung und der Niherungslsung die
Anfangs— und Randwerte in den entsprechenden Gitterpunkten {ibereinstimmen.
Durch einen Separationsansatz:

u (r,t) = v (r) *+ w (t) (6)

LS

. u
erhilt man z.B. fiir den Spezialfall qo{u' —;) = Cp(u} = uél f;} /[
!

ganz, eine LOsung der Form:
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Fiir den Fall (P (Y, %‘7"_) kommt

man zu einer L8sung der Form:

4
_ ! / R a )f -
utnt) = 7o | mopeas) o b T kemtant,

Man bekommt durch derartige Vergleiche oft einen guten Einblick in die

Genauigkeit der Verfahren.

b) Explizite Verfahren.

Die expliziten Differenzenverfahren haben den Vorteil, daB sie einen
geringen Rechenaufwand fiir jeden Zeitschritt erfordern. Da jedoch zur
Gewdhrleistung ihrer Stabilitdt (bzw. Konvergenz) an das Schrittweiten-—

At

verhiltnis A = A+t recht einschridnkende Voraussetzungen gemacht

werden missen, sind die impliziten Verfahren meist vorzuziehen.

Der Bereich G = {(r,t) :0<€r<€R 0<¢t< T} wird mit einem

rechteckigen Gitter, bestehend aus den Gitterpunkten:

G = [(n ) =Ch, k) ixo N =0, M
versehen. Dabei ist: ({NM'}-",, M -k ) = ( R, T)

Ferner fiihren wir folgende Bezeichnungen ein:
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Wir betrachten jetzt den Spezialfall:

<
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= u[ jf?O ganzzahlig. (7
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(4) 148t sich dann in folgender Form schreiben:

Ny

+

4 ) peay|®
QU .y ol L et {=0 -, N
—— 4 — . —_— = i ’ 8
f?)r rd l+4 })r(u )a- : 5
Q‘- 1
mit ao=03 b0=%’ 3i= (J“ﬁi)h ,bi= (l"*i)"? , 1 =1,°« ,N.

Durch Approximation der Differentialquotienten durch die zentrierten
Differenzenquotienten und der Integrale nach der Tangentenregel erhdlt

man folgende Differenzengleichungen, die zu (8) von der Ordnung h2

konsistent sind ¢
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Hinzu kommen noch die Anfangs— und Randwerte in den Gitterpunkten (ri,O)

i=0,--- ,N+ 1 und (R, tj) j =0,--- M, die sich aus den gegebenen




Funktionen f (r), g (t) in (4) ergeben. In [ 5:] wird folgender Kon-

vergenzsatz bewiesen:

Satz 1: Die Ldsung des Differenzenverfahrens (9) konvergiert punkt-
weise (d.h. in der Maximumnorm) gegen die Ldsung von (4), (7) (bzw. (8))
fir k, h + 0 von der Ordnung hz, falls man an A die Bedingung stellt:

4

Z o fir V=0, 1,---, 1  (10)
A A ke ;

Als nichstes wird der Spezialfall:

CP(u, %—» é}"' an

ﬁ

betrachtet. Man erhilt durch analoge Uberlegungen die folgende

Approximation, die ebenfalls von der Ordnung n? ist:

s A - U,
Uﬁﬂ U% b (uq uq)

I‘J’H = ':J' [{4+ '"J -, ) - (U"‘U_, ) ] (12)
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In [ 6 ] wird gezeigt:

Satz 2: Die Lbsung des Differenzenverfahrens (12) konvergiert in der
Maximumnorm von der Ordnung h2 gegen die Ldsung von (4), (11), wenn h,k

gegen Null gehen, und wenn an XA die Bedingung:

1

- £t
A £ W h) (13)




gestellt wird, wobei € (h) > O eine Funktion ist, die mit h + O

ebenfalls gegen Null strebt.

c) Implizite Verfahren durch Produktzerlegung.

Von dem Diffusionskoeffizienten qo in (4) nehmen wir jetzt an, daB

er nur von der L&sung u (r,t) abhingt:
CFE(F(U)>O . (14)

Ferner wird gesetzt:

¢ = Mim{fer glt) cint)eGf, d= Max {fe), gL (1 ¢ )€ Gy,

Nach dem Minimum - Maximum - Prinzip ist jeder Wert der Ldsung von (4)
zwischen den positiven Zahlen ¢ und d eingeschlossen.

Die Differentialgleicﬁfng (4) wird jetzt auf folgende Weise umgeformt:
Sei V = Ylu)= {Q?’5) ols, Wuist fiir u > c streng monoton wachsend
und nicht negativ. Also existiert die Umkehrfunktion u = g?(v) > c.

Mit den Bezeichnungen: 3(f}

N Fer) N
w—_-xm=cp(§}(w), 7£fr)=cfcf)(5)o/s : j(:‘/=cfgo(5)a/s

geht (4) iiber in :




o

Mit: d = ICF(S) ds folgt fiir die L8sung von (15):
: 4 ~
0 ¢ virt) € d ar (ht)e (.

Ferner definieren wir:

c=Max{x(v) :OéVéJf . (16)

Nun wird G mit dem folgenden rechteckigen Gitter Crk versehen:

é ,_{{mi,)-t,,jlc),- i=0, "7”}_]" % ""M} j

hk
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dabei ist (N + %) +h=R,M* k =T, Wir setzen wieder A = k + h

und schreiben fiir alle in G bzw. th auftretenden Funktionen F(r,t)

zur Abkiirzung:

Fip = Fllieiry jik) .
Sei o ein Parameter mit O < a £ 1 . (15) wird auf folgende Weise

diskretisiert:

VF :

T T - P 2i+2 17
J‘H = \/'” + } \/\/,'{o([m VJ-‘J"‘" '2V’J+x+2‘,'+4 u""'J-ht +

g J
+(4—o()-[2£‘.£'; .4J -2 Vy + j:f V.HJ]} (17)

e O Nt e g Mo

mit: LN/Q' = :K.( VS') .




Anmerkung: Fiir i = 0 sind die Terme Vi— nicht definiert; das stért

15
aber nicht, da die davorstehenden Faktoren ohnehin verschwinden.

Das Differenzenverfahren (17) ist fiir jedes feste A > 0 zu (15)
konsistent von der Ordnung h2. Ferner bereitet die Auflésung von (17)
keine Schwierigkeiten: Fiir jedes j muBf ein lineares Gleichungssystem

mit tridiagonaler Koeffizientenmatrix geldst werden. Wegen wij = )ﬁ(VﬂJ >0
iiberlegt man sich, daR diese Koeffizientenmmatrix eine sogen.

M - Matrix und daher stets nichtsinguldr ist ( vgl. [ 7:1 und [ 14 :f).
Flir den Fall o = 0 ist (17) ein explizites Verfahren.

In [ 7:] wird die folgende Konvergenzaussage bewiesen:

Satz 3: Fir A gelte die Bedingung:

4
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Dann konvergiert fiir h, k - O die Ldsung {vijj von (17) in der Maximum-—
norm von der Ordnung h2 gegen die Ldsung v(r,t) des Anfangs—-Randwert-
Problems (15).

Der Beweis dieses Satzes beruht auf der Tatsache, daR die Differenzen-—
gleichungen (17) ein diskretes Maximum-Minimum-Prinzip erfiillen: Jeder
Wert der LOsung {Vijf liegt zwischen den Zahlen O und d.

Hat man die L&sung von (17) berechnet, dann erhdlt man eine NZherungs-—
16sung {Uij} des urspriinglichen Problems (4) durch Aufldsung der
Funktionalgleichungen:

J . :
VIJ'-_-‘I(F{S)GIS ;L:O,“‘IA/‘;J-TO,"',M (]9)

<




Natiirlich muB darauf geachtet werden, daB die Gleichungen (19) ebenfalls
bis auf O (h2) genau geldst werden. Eine weitere Mdglichkeit, das Problem
(4) auf einfachere Gestalt zu transformieren, besteht in folgendem.

Wir setzen:

chf} = -)C('f') '
g (4]
j h 4
sowie: l’/fY) = fC,O(S)Ofs
g

n

apn
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wobei € 2 O eine untere Schranke des Wertebereichs der Werte von y(‘f,t),
2 y . . s s

0 < f’ LRy 0% t.x T ist. H/(y) ist eine nicht negative streng monoton

wachsende Funktion von y fiir y > € + Somit geht (4) iiber in folgendes

dquivalente Anfangs-Randwert-Problem:

~

Ay o e vy
2t t 9f(? ¢ )

y(f,O) = ?{j’) g 0£f£ K
y(Rit) = §t) 70, 0 t

2 (20)

was ein einfacheres Aussehen als (4) hat. Ist (20) geldst, dann 1#Rt sich
durch einfache Transformationen der Ortsvariablen r,.f auch die L8sung
von (4) berechnen.

Wir zerlegen 'Y/(y) in ein Produkt:

Yy = vylewey) @
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wobei die Faktoren v(y), w(y) folgende Bedingungen erfiillen sollen:

a) v(y), w(y) 2 0 und einmal stetig differenzierbar,

b) v(y) ist monoton wachsend,

c) w(y) = 1 oder w(y) ist streng monoton wachsend mit w(e) = O.

4]
Das Rechteck G = { (g ,t) 1 0% f <R, 05t x T} wird nun wieder
versehen mit den Gitterpunkten:

~S

G = flietin gk)j Ccoan = 0,00 ]

wobei (N + %) + h = R2 und M + k = T ist. Zur Abkiirzung setzen

. . . : 1 P
wir wieder Fij fiir F'«l + 5) h, Jk) ;
Anmerkung: Der obigen #quidistanten Schrittweiteneinteilung in 9

entspricht beziiglich r eine Zerlegung des Kreises vom Radius R in

fldchengleiche Kreisringe.

(20) wird durch folgende Differenzengleichungen approximiert.

UJ'J'M = U:'J +* LJ‘ A {“7 M‘-AJ' ML{JI“ - (2;4'4)'[7 l/j lA/J:j'fv; +
t(ira) b %HJ M'HJ'M }
=y W=t j p= G =y M-,

me  Vio= vl Wif = wlhi)

Zur Berechnung der 1&j+fus (22) ist fiir jedes j ein nichtlineares
Gleichungssystem zu l&sen. In [:9:] wird bewiesen, daB dieses nicht -
lineare Gleichungssystem genau eine nicht negative Ldsung

{ u.. j , i=0, ——, N-1 besitzt, falls die Zahlen U ., —--—,
ij+1 0]

UNj . UNj+1 alle gréBRer als € sind. Ferner 1dBt sich dann das System

(22)




mit dem 1-Schritt-Jacobi-Newton-Verfahren oder auch mit dem
1-Schritt-SOR-Newton-Verfahren (0 <6J< 2) iterativ 1dsen, falls
die Startwerte nahe genug an der Ldsung liegen. Es ist naheliegend,

als Startwerte die Zahlen Uoj’ =y zu wdhlen. Als nichstes

Un-13

erhebt sich wieder die Frage der Konvergenz. Wir wollen an X die

Bedingung:

N

A 1

le-MaX[Vﬁhqu):csx 5dj

stellen, wobei ¢, d die oben definierten Schranken des Wertebereichs

von u(r,t) bzw. y ( f ,t) sind. Hieraus ergibt sich, daB (22) wieder

ein diskretes Maximum-Minimum-Prinzip erfiillt; wir erhalten n#mlich

flir die Losung:

1/ I

(23)

c ¢ Upe d e 0 N =0 M,

Die ausfiihrlichen Uberlegungen sind alle in [jQ:] dargestellt, wo

auch folgende Konvergenzaussage bewiesen wird:

Satz 4: Unter der Bedingung (23) konvergiert die L8sung [Uiji von (22)

gegen die Ldsung y ( 9 ,t) des Problems (20), falls h,k gegen Null

streben., Die Konvergenz ist in der Betragsnorm von der Ordnung h2 und

in der Maximumnorm noch mindestens von der Ordnung h . Dabei ist die

Betragsnorm folgendermaBen definiert:

N-1
. g ST : T
hxt, = 42— |x,| it X = (X e Xy, )



-

13

Anmerkung: Numerische Rechnungen zeigen, daB die in (23) angegebene

Schranke fiir A = i% oft erheblich iiberschritten werden kann, ohne
h

daB das Verfahren versagt. Ferner liegt offensichtlich auch Konver-
genz von O(hz) in der Maximumnorm vor (sofern natiirlich Anfangs— und
Randfunktionen des Problems hinreichend glatt sind). Wahrscheinlich

also 14Rt sich der Satz 4 verschidrfen.

d) Verfahren vom Crank-Nicholson-Typ.

Die Differenzenverfahren, die jetzt untersucht werden sollen, haben
sich in der numerischen Praxis als besonders effektiv und vorteil-
haft erwiesen. Zwar erfiillen ihre Ldsungen i.a. kein diskretes
e
Maximum-Minimum-Prinzip wie die unter b)’besprochenen Verfahren,

haben jedoch gegeniiber letzteren folgende Vorteile:

1.) Es kdnnen allgemeinere Probleme behandelt werden, d.h. der
Diffusionskoeffizient cp darf von u und von %% abhdngen.

2.) Es ist méglich, mit erheblich gréBeren Zeitschritten zu arbeiten,
ohne daB die Verfahren versagen. Dies ist ein fiir die Praxis
besonders wichtiger Punkt.

3.) Die Kouvergenzordnung ist genauso hoch, wie bei den bisher be-
sprochenen Methoden.

4.) Zur Berechnung der Niherungsldsung bedarf es fiir jeden Zeitschritt

nur der Aufldsung eines linearen tridiagonalen Gleichungssystems,

d.h., Rechenaufwand und Speicherbedarf sind relativ gering.

Wir gehen von dem Anfangs—-Randwert-Problem (4) mit den dazu gemachten

Voraussetzungen aus und nehmen noch zusdtzlich an:
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a) CP(X,y) + y-%cptxd) P S ; fu"r J> 0, fesl"

uho(fu"f X > /\2;'” )C(f),gtf)j , ‘yé;@.

b) ch(x,\J)l £ [ , fu"r e B ) ]fes#

unol fue (x,y) € R*

Bedingung a) beinhaltet die Parabolizitdt von (4): Der Koeffizient vor
der hochsten Ableitung der Ldsung ist positiv und von Null weg-beschrinkt,
Bedingung b) bedeutet keine Beschrinkung der Allgemeinheit, da u und %%
in G untere und obere Schranken besitzen und daher gegebenenfalls die

Funktion qo(x,y) auBerhalb dieser Schranken geeignet abgedndert werden

kann, ohne daf das Problem (4) und dessen Ldsung davon beeinfluBft wird.

Wir wdhlen nun Schrittweiten h = Ar, k = At wund setzen fiir das Schritt-

weitenverhdltnis im folgenden stets voraus:

~ At
KO.AT £ Jr = Ko (24)

mit ko’ KD > 0, beliebig, fest. Man beachte, daR durch diese Beziehung
der Zeitschritt wesentlich weniger beschrdnkt wird, als bei den vorher
beschriebenen Verfahren, wie die Ungleichungen (10), (13), (18) und (23)

-

zeigen. Sodann wird G = { {(r,t) *: Oxr &R, 0.8 £ 57T } mit den Gitter-
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punkten:
G-‘)k = {((a‘+§)-:,,j-k) ; i= 0, -~ N it]'= 0, ---, M}

versehen und fiir irgendwelche Funktionen f(r,t) gesetzt:

Fj = flivny k),

Die folgenden Differenzenverfahren sind , '

#
1-Schritt-Verfahren, die in jeder Gleichung ﬁﬁ é)

6 Gitterpunkte nach nebenstehender Skizze ' 3 “L
miteinander verbinden. Dabei werden die

Werte der beiden Zeitschichten mit gewissen

Gewichten Et ’&E' 5%3 versehen. Versehen wir zur Abkiirzung die Funktions-
werte auf der Schicht (j + 1) . k mit dem Symbol " A ", dann wird die Ge-

wichtung folgendermaBen vorgenommen:

Ju - A
¢ B—Irr“,é’) - &Cf?

A
Durch Entwicklung der Terme q? um die Punkte bei t = j + k wund Ver-

2
nachlidssigung aller Glieder von der Ordnung At erhalten wir mit der Um-—

g o= A+ 4,

benennung:

DRI

folgende Approximation:



Dabei bedeutet fiir Y= 1,2 1%,CF;- die Ableitung von CP nach
Ju
der ¥ -ten Variablen an der Stelle { U’ {'bf) J J

Wir wollen uns im folgenden auf die Spezialfdlle:

o(:ﬂ o(z% (26)

beschridnken, da numerische Experimente gezeigt haben, daB die Fdlle
@ # B i.a. keine Verbesserung bringen ( B < o bringt sogar Ver-
schlechterungen der Verfahren). Ferner muB man fiir o < %— schirfere

Einschridnkungen an ﬁ E fordern, damit die Konvergenz gewdhrleistet

ist,
Ersetzt man jetzt in (4) die Differentialquotienten durch die zen-
trierten Differenzenquotienten und nimmt die Gewichtung nach (25),

(26) vor, dann erh#lt man folgende Differenzengleichungen:

2 - -ll. .
-—0(/.\‘2,.” 3 ;-J {u:'-nj-u Uf—nj)

[/’ "’dA(.Z;-M'g"J f:fj} g”z‘j)]‘(ufthuflj'
) i::,, givty (Mg~ Ui -

Bl oy g o
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Dabei ist:
CP;-ij - CF 2 : h

(27) ist zu (4) konsistent von der Ordnung k wund im Falle a = %

sogar von der Ordnung h2 (linearisiertes Crank-Nicholson-Verfahren).

Ferner ergibt sich wegen Voraussetzung a), daR fiir hinreichend kleine
Schrittweiten ein & > O existiert mit
# | .

3'J >4 = AN P = G B
Hieraus folgert man, daB die Koeffizientenmatrix des linearen Systems
(27) (in den Unbekannten Uij+]) fiir jedes j mnichtsinguldr ist.
AuBerdem ist diese Matrix tridiagonal, so daB die Aufldsung mit dem
bekannten Verfahren vorgenommen werden kann.
In [ 8:| ist folgender Konvergenzsatz bewiesen:
Satz 5: Fir a 2 % und unter der Bedingung (24) konvergiert fiir
Ar, At =+ 0 die L&sung Uij von (27) punktweise (d.h. i.d. Maximum-

M| —

norm) von der Ordnung At gegen die Lsung u (r,t) von (4). Fir o
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erhdlt man Konvetgenz von der Ordnung Arz.

e) Numerische Beispiele

Die Differenzenverfahren (27) haben sich in der numerischen Praxis
als besonders effektiv erwiesen, und wir beschrinken uns daher bei
den numerischen Beispielen auf diese Verfahren. Fiir das folgende

wihlen wir in (4):

R =4 T = c ( € > 0 ein Parameter),

fee) = 02 | gltl= 02 + <t

und setzen fiir ¢ verschiedene Funktionen ein. Die Abbildungen zeigen
den Verlauf der errechneten LSsung aufgetragen iiber r fiir ver-
schiedene Zeitpunkte, die in jedem Beispiel gleich gewdhlt sind, da-

mit Vergleiche angestellt werden kdnnen.
Beisplel 1z @lu) = o , ¢ =1 « = 7 .
i
Die Kurven der ersten Abbildung diirften der wahren LOsung recht nahe
liegen, da mit einem kleinen Schrittweitenverhdltnis gerechnet wurde

st - i
( 2+ =10 1). Die 4 folgenden Abbildungen demonstrieren gut die

Konvergenzaussage von Satz 5: Durch wiederholtes Halbieren der Schritt-

weiten bei einem festen, relativ groBen Schrittweitenverhdltnis Ar

werden die Niherungsldsungen immer besser, wie ein Vergleich mit der

ersten Abbildung zeigt. (Es sei nochmals darauf hingewiesen, daB nicht

at

etwa -7 AF

)

At . i ;
sondern —_ konstant gehalten wird; dies bedeutet elne




wesentlich geringere Einschridnkung an At).

J

3e

Beispiel 2: q) (ul - ) = ulf.( (%—3—‘_) + 0;4) /

c=1 ; o = A:?._ . Hier gilt dasselbe, wie bei Beispiel 1 ; (‘P

hidngt jetzt jedoch auch noch von der Ableitung der Ldsung ab.

Beispiel 3: __ L - _2
Qlu) = wu | =5 | Ar=407
)\ s Lpif) . Die drei Abbildungen zeigen den Verlauf der
errechneten L&sungen fiir o = %-, a =1, a = 2, Man sieht, wie

durch Erhdhung des Parameters o das Verfahren stabilisiert wird;
Allerdings wird i.a. dabei ein Genauigkeitsverlust in Kauf ge-

nommen, da das Verfahren fiir o > % nur von l. Ordnung ist.
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1.2Li BeispieL 4

Ar = 2'40_1
- A'l' = ‘2‘40-3

0.2 T T T T T T T T T A R
o

H/2 R=((I+0.5)%H) 1/2 1+H/2

1.2

(b)
_ Ar bodo™® /
At = 44072
e

HI2 R=((1+0,5)%H) 1/2 1eH/2

!
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"2 E)ei.&piet A

)

A+ » 54073
At = 5-407°

0.2

\

I T 1 I I l]YIIIIlIIIll"ll'"lll!ll'l[lllllllfllrf

o H/2 R=((1.0.5)%H) 1/2 1+H/2

1.2 |

v Beispiel 2

At = 2-407%
Ad = 24070

i //

H/2 R=((I+0.5)%H) 1+H/2
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1.23 BﬁI'SP"CL 2

T
T T
H/2 R=((I+0.5)#H) 1+H/2

Ar = 4-10_2
A-& = 4‘-40_2'
0.2

U

1.2 ]

At =2-40"" (C)

At =4 4072
9:2 T T T T T T 1 T T /// R

H/2 R=((I+0.5) #H) 1+H/2




Ar
At

1+H/2

u
(€e)
Ar = 5-'40-3
- At = 54070 /

R=((I+0.5)=H)




ah

Beigpied 3 h

d—% (@)
. bl Ll
o = 4 (b)

lllllllllllllllllllllll
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2, Systeme von Diffusionsgleichungen.

a) Problemstellung und numerische Behandlung.

Ebenso wie die einzelnen Diffusionsgleichungen sind auch Systeme von
Diffusionsgleichungen von grofer Wichtigkeit, da viele physikalische
Vorgdnge durch solche beschrieben werden. Ein Beispiel hierfiir stellt
das System (2) dar,das eine Magnetfeld-Diffusion beschreibt. Ein
weiteres Beispiel ist die Wirmeleitung in geheizten Plasmen, wobei

man sich fiir die Verteilung der Ionen— und Elektronentemperatur
interessiert. Es soll hier kurz auf die numerische Behandlung solcher
Probleme eingegangen werden, bei denen man auf Anfangs—Randwertprobleme

von gekoppelten Systemen der folgenden Art kommt:

(0 P74
<

|

) ) gy
'%%:[“f’ Lex T ’ar]

D
+

cQ‘CL)
<
I
318
e
—
.
-
-z
IS’
ey
--lr
-_%ﬁ
.5
[~-18%)
"rl<
—_—

(28)
Ut 0) = fer1 >0 viho)=4t1>0 | 04

.f-
u (R t) = 5’“” >0, v(R,tJ=jz(f}>0 L 0<t T

=y
=
Qs
<

l

! %?; ) > 0 ": a4, ¥,

/

thf H CF = CF} (linvj

Diese Systeme lassen sich erfolgreich mit den unter d) beschriebenen

o)

Differenzenverfahren numerisch behandeln. Konvergenzbeweise fiir diese

Verfahren sind allerdings bisher nur unter recht speziellen Voraus-

) .. (v) u
setzungen an die Koeffizienten CF (L4IV | %; “i: ) gelungen.
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Die Approximation wird formal wieder nach dem Schema (25) und der
zusidtzlichen Einschriankung (26) durchgefiihrt, wobei nur jetzt die
gesuchte Losung ein Vektor und der Diffusionskoeffizient q9 eine

Matrix ist. Wir setzen:

(4) (2) " Ju
U Ju\ - e
¢ ¢ o - W [ov | wo_|2¢
$ = 31 o) | Cgy T [0t 2y
(‘F (f v > ot
und schreiben (28) in der dquivalenten Form:
——— e — — . (a ; *
2t T o7 (287)

Es sei DV(FQHI die Ableitung von CF’Vanach der V -ten Variablen
w=1, —-——, 4, f‘= 1, ===, 4 ). Dann sind .D,.é : Dz_(i)

folgende Tensoren:
o (1) (2) (1) (2)

D,, [P = :DA(-F(S} b CF(M I :D'z_ (f[S) jlcff‘f) ,
) D3 (Fm .DS(fm :’)QCFW @._,({9(2)
:Dl q) = :‘)S(F(a) D3 CP“” ’ :Du({)(g) DL,(F“” ‘

Ersetzt man jetzt in (27) die Terme U, CIO § chf y D2C10 durch

T & i . .
= W, ,v), @ . D]¢ > DZ@ , dann erhdlt man die Differenzengleichungen
fiir (28) bzw. (28 *). Die Koeffizientenmatrix des linearen Gleichungs-

system ist jetzt block-tridiagonal, wobei die Bldcke zweireihige
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quadratische Matrizen sind. {iber die Diffusionskoeffizienten

[m) W
(F’ (ml %;; ) , },z,ﬂ--lq machen wir jetzt folgende Voraussetzung,

die man als Verallgemeinerung der Voraussetzung a) zu dem Problem (4)

betrachten kann:

Sei: X = (X, , Xy }TJ v :(,\/A;YL)T und

Gf*’,y) = @(X,yl t chﬁ“ﬂj}‘y .

2
I

Fir jedes (X v ) mi E X, & ""E‘n [)CV{H,(?V(L"}} VA2 yé R

sei C; [le) positiv reell diagonalisierbar:

Atxy) - G”(X,y)' /q(—r,;() =r \Df'qcf[%,rx,y)d/l(x,y)) (%)
mit: ny (x,\/) b J 5 0! ,/:Arzr erst.

Ferner sollen feste Zahlen M], MZ existieren mit:

f’ﬁ(x,y)"z < M, , I H[",A)’}”-?-é f\’fz_ '

. ) {m)
AuBerdem sollen in Analogie zu Voraussetzung b) die [Cf 7] durch

eine Konstante C nach oben beschrinkt sein.

Numerische Rechnungen lassen vermuten, daB die Bedinéung (%) hinreichend
fiir die Konvergenz des Verfahrens (27) ist. Ist die Bedingung verletzt

in dem Sinne, daB ein Eigenwert von G(x,y) kleiner oder gleich Null ist,
brechen die Verfahren meist zusammen; Die Bedingung scheint also auch bis

zu einem gewissen Grade notwendig fiir Konvergenz zu sein. Es scheint recht
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schwierig zu sein, den Konvergenzbeweis von Satz 5 auf Systeme zu
iibertragen. Jedoch fiir den folgenden Spezialfall gelingt dies ohne

besondere Schwierigkeiten:

(2] (3) (1) (&)

b2 CF - (F =0 ! CF - CF
2.) (.FM) und ({7“”

Ein Beispiel hierfiir wdre das System (2), wobei ?Z nur von

h&ngen nur von u und V ab.

B(F und Bz abhingt.

b) Numerische Experimente.

Fiir die in (28) auftretenden Funktionen und Zahlen widhlen wir im
folgenden:

R=1, T = %- ( ¢ > 0 ein Parameter),
fl(r) = fz(r) = 0,2 |, gl(t) = gz(t) =0,2+c¢c .t .

Beispiel 4: Hier haben wir gesetzt:

ut  wv

o = 2
(v, v] = 3 mEE g K= 3 -
Cb uv®  veos|

In diesem Falle erfiillt (28) die Bedingung (#). Die Kurven der ersten

Abbildungen diirften wieder eine gute Approximation an die Losung (u, V)
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sein ( %%—= ]0'—1 ) . Die folgenden Rechnungen demonstrieren wieder

sehr anschaulich die Vermutung, daB das Verfahren fiir festes %%~konver—

’ : : A A .
giert: Es ist einmal E% = 3 und zum anderen E§-= 5 gesetzt und je-
weils einmal eine Halbierung der Schrittweiten vorgenommen worden. Die

zu den kleineren Schrittweiten gehdrigen Kurven sind offensichtlich

bessere Approximationen.

Beispiel 5: Hier ist:

u UV
_— — 4 oA = {_f-
(ul\/} — 3 3 , C = ’ = 32
UV &y
Die Bedingung ( ¥ ) ist fiir e > 1 erfiillt, fiir € £ 1 dagegen nicht.

Die numerischen Rechnungen fiir € 2, e =1, e = %- bekrdftigen die

2

oben angegebene Vermutung. Die Schrittweiten sind: Ar = 2.10 <, At = 2.10

3



A+ = 3-10“2
At = 2'40-3
0.2 R
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Beispiel

(@)

R=((1+0.5)%H) L+H/2

/ (b)
At = 2-407%
At = 2-4073

"

0.2

HI2

R=((1+0.5)#H) 1+H/2




|
R=((1+0.5)%H) 1+H/2

R=((I+0.5)%H)

(¢)

Ar = 2-407%
At = 64077
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Beispie{. b

0.2
T T T T T T T T T T T i T T T T T T T T I
H/2 R=((1+0.5)#H) 1+H/2
2.0 ]
0.2 1 T i I

HI2 R=((1+0.5)#H) 1+H/2

(¢)

ar = /0-2
At = 34072

(f)

At = 40'2'
At = 3407




o
| C

P <

HI2 R=((1+0.5)#H) 1+H/2

HI2 R=((1+0.5)#H) 1+H/2
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Be:ﬁspie( L

H/2 R=((I+0.5)%H) 1+H/2

H/2 R=((I+0.5)%H) 1+H/2




LT

{]
ro

U ) -
2.0_ Beispget b
= 2
0.2t T T T T T l//

\

R=((I+0.5) *H)

1+H/2

(b)



&‘: <)

0.2
|||||||||||

chchch
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