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IPP III/12 H. Wulff On the Energy Distribution
of Electrons in a Proton-
Electron Plasma with Densi-
ties Higher than the Solid-
State Density

Abstract:

This paper proves that Fermi electrons have to be bound,
which has hitherto gone unnoticed. The distinction between
bound and free electrons valid for low-density plasmas

is extended to high densities and a new energy distribution
function for the electrons is given. It is found that for
plasmas in which a Bohr sphere defined by ag (aB = Bohr
radius) contains more than one electron the Pauli principle

is incompatible with the virial theorem.




In einer frilheren Arbeit haben O, Kliiber und Verfasser eine
gemeinsame statistische Abzdhlung gebundener und freier Elek-
tronenzustidnde eines Elektron-Proton-Ensembles vorgenommenI).

Bis dahin war die getrennte AbzZhlung gebundener und freier

Elektronenzusténde+)
riic
aufvMaxwell-Boltzmannsche Geschwindigkeitsverteilung freier

iblich, die auf den Boltzmannfaktor resp.

Elektronen fiihrt. Die Beziehung zwischen gebundenen und freien
Elektronen wird dann durch das Massenwirkungsgesetz (die Saha-
gleichung)hergestellt, das meist durch Berechnung der Chemi-
schen Konstanten gewonnen wird.,

Nach der zitierten Arbeit ergeben sich fiir gebundene und freie

Elektronen die beiden Verteilungsfunktionen
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AuBer den bekannten GroRen bedeuten darin: n die Anzahl der

Protonen in der Volumeneinheit, die wegen der Quasineutralitidt
gleich der Anzahl aller, also gebundener und freier Elektronen m
der Volumeneinheit ist, E; ist die theoretische, d.h. fiir ein
ungestortes Atom berechnete Tonisationsenergie, ’)(; sind die
Anregungsenergien, 85 die statistischen Gewichte gebundener

Zustidnde und Zg =.§:gi expOJX£/kT) die Zustandssumme dieser
L

1) 0. Kliiber und H, Wulff: Eine gemeinsame Abzdhlung gebundener
und freier Elektronenzustidnde, IPP III/T},Juni 1974

+) Hier und im folgenden wirdher Begriff Zustand nicht im Sinne
der exakten Terminologie benutzt, wonach bekanntlich je nach
Entartungsgrad Zustand, Niveau, Term u.s.w. zu unterscheiden wire.
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Zustdnde. SchlieBlich ist x durch x“ = Ekin/kT = =D /KT

definiert.

Wihrend die G1,(2) die bekannte, auf Fermientartung erweitgrte
Maxwell-Boltzmannsche Geschwindigkeitsverteilung freier Elektronen
darstellt, ist die Verteilungsfunktion gebundener Elektronen nach
Gl,(1) in der Literatur bisher nicht angegeben worden, Da in ihr
auch der Normierungsfaktor B - der Entartungsparameter - vorkommt,
werden alle mit der Entartung zusammenhingenden Phdnomene von
den gebuﬁdenen Zusténdén mitbestimmt sein und nicht, wie bisher

angenommen, von den freien Zustdnden allein., Die Normierungsbedingung

Wg + Wf = 1
LF %0
~ lautet mit W = % - ng und w, = % J/nf ds
L=
A(cf
(3) 7 = 8 (Zm./( )3/ xCdx )
Z -+ Be-%/kr //+88 ;
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Die untere Grenze A(if) des Integrals wird Gegenstand unserer Be-
trachtung sein und bestimmt werden., Die drei aufgefiihrten Gleichungen
geniigen dann und sind notig, um bei vorgegebener Temperatur und
Gesamtdichte (der Elektronen) n die GroRen n%, ni und B zu bestimmen,
Das Massenwirkungsgesetz ergibt sich hier einfach durch Division

voy Wy durch Wg , Wenn man die Beziehung

B exp(- 7/KT)

g
Zg + B exp(-E;/kT)

beachtet:
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Diese Gleichung ist mit der Beziehung identisch, wie sie i{iblicher-
weise durch Berechnung der Chemischen Konstanten gewonnen wird,
wenn die untere Grenze des Integrals durch Null ersetzt wirda).
SchlieRlich geben wir noch die aus

Zﬁ
Zy + B exp (*Ej/kT)

(5) W 5=

folgende, bisher ebenfalls nicht bekannte Beziehung

(5) B = 2 expl£/kT) L an.

d
Sie ist:bemerkenswert, weil aus ihr unmittelbar hervorgeht, dafB
mit T —> 0 nur dann B — 0 folgt, wenn auch We gegen Null geht,
Ferner folgt B—0 aus We ~ % —> 0, Diese Ergebnisse entnimmt man auch
der Gl.(3), der Normierungsbedingung. Elektronen sind also unter
Umsténden, die ihre Entartung zur Folge haben, gebunden im Gegen-
satz zur bisherigen Auffassung entarteter Elektronen. Um zu einer
physikalischen Einsicht in dieses Resultat zu gelangen, werden
wir die Begriffe ,,frei" und ,,gebunden" untersuchen. Bevor wir
damit beginnen, wollen wir noch zeigen, daB® die Gleichungen (1)
und (5) auch gewonnen werden kdnnen, wenn man von bisher gebriuch-

lichen Gleichungen ausgeht; bei der iiblichen Behandlung entarteter

2) siehe z,.B., bei J.P. Cox und R.T. Giuli: Principle of Stellar
Structure Vol I; Phys. Principles S. 105ff New York, London
Paris bei Gordon and Breach 1968.




Materie geht man zur Bestimmung des Entartungsparameters von
der integrierten G1.(2)

2 Imkr% xax
(31) n{ = I ( . mz

0

als Normierungsbedingung aus, indem man die Elektronendichte N
vorgibt und die Elektronen somit als frei definiert. (Man begriin-
det diesen Vorgang z.B. mit der Evidenz von Leitungselektronen
oder in der Astrophysik mit der Annahme, daf der in duBleren Zonen
des Sternes erreichte Ionisationsgrad zum Inneren hin nicht gerin-
ger werden konne. Solche Sprechweise driickt aus, daB es fiir ent-
artete Materie keine Definition der Begriffe frei und gebunden
gibt. Offensichtlich haben die Begriffe ,frei" und ,leitfzhig"
a priori nichts miteinander zu tun.) Setzt man die Gl,(3') in
die G1.(4), das Massenwirkungsgesetz, ein, so ergibt sich sofort
unsere Gleichung (5a) und damit die dieser Gleichung vorangehende
G1.(5), die durch Summation der Gl,(1) gewonnen wurde. Umgekehrt
ergibt sich aus Gl.(1) sofort der Boltzmannfaktor, wenn man die
G1.(1) durch die Summe der Besetzungsdichten aller gebundener

Zustidnde §: f teilt;

=1 =
L g . e ]
n; _ 9( e L
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Wir wollen nun die Begriffe ,,frei" und ,gebunden" untersuchen.
Wir beginnen damit, die korrespondenzmidlige Bedeutung der sta-
tistischen Gewichte gebundener Zustidnde in Erinnerung zu rufen.

Fiir das Wasserstoffatom gilt bekanntlich

(6) gi = 12



wenn der Spin auBer Betracht bleibt. Setzen wir in den gebrduch-

lichen klassischen Ausdruck fiir das Phasenvolumen freier Elektronen

(7) L. C p2 dp AV

die Ausdriicke fiir Impuls und Volumen ein, wie sie die Bohrsche

Theorie liefert, némlich

2
me® 4

(8) pld) = —/—

>k
r\

und
iy 3,
(9) AV = T3 a(t) mit
(100 a@) = —— 1% = ag? = 0,55. 107, 1% cn
m e -

so folgt (durch Differentiation des Impulses nach i )

2 K- : 2 Lip
(11) 1; 4L p=(i) dp avV(i) = 37 i ’

wenn fiir dp der absolute Differenzbetrag der Impulse auf der
i-ten und (i + 1)ten Bahn d.h, dp = p(i) % gesetzt wird. Zwischen
den rechten Seiten der Gl,(6) und (11) besteht also eine groRen-

ordnungsmiBige Ubereinstimmung, die fiir Hauptquantenzahlen i > 1

erheblich besser wird, wenn man beriicksichtigt, dal Ellipsen-
i 3
—_—a
3
hinausreichen. Wir haben daher Kugelvolumina mit dem Abstand

bahnen iiber die auf Kreisbahnen bezogene Sphdre AV =




vom Proton bis zum Aphel der Elektronenbahn als Radius berechnet,
mit der Anzahl der Einstellungsmoglichkeiten der Bahn in einem
FuBeren Feld 2(i-1)+1 gewichtet und sodann gemittelt, Statt des
Faktors-g%;l= 0,212 auf der rechten Seite der Gl.(11) ergeben
sich so fiir die Hauptquantenzahlen i von 1 bis 6 und 20 die

nachstehenden Werte,

i 1 2 3 L 5 6 20
Faktor vor i° Tf%f 0,51 0,66 0,76 0,8 0,83 0,98
in G1.(11)

Wir sind somit berechtigt, fiir nicht zu kleine Hausauantenzahlen a

statt der G1.(9)

~.3 4. | 3,
(9a) : AV = ”Z : 3// ) = 2?7261 GL)

und somit statt der G1.(11)
R . i 3
(11a) #F@ocd dp aVei) = ¢ h

zu schreiben., Unter p(i) haben wir fiir Ellipsenbahnen jetzt das
zeitliche Mittel des Impulses zu verstehen, das nach dem Virial-
satz (siehe unten!) gleich dem Impuls auf der Kreisbahn ist. Auf
der Grundlage dieser Korrespondenz konnen wir nun eine Definition
der Grenzenergie zwischen ,frei" und ,gebunden" angeben. Das
geschieht mit dem Ziel, sie spdter auch auf hochverdichtete Plas-
men, wie sie im Innern von Sternen oder auch in Festkdrpern vor-

kommen, anzuwenden. GewShnlich wird ein freies Elektron dadurch



definiert, daB es in unendlich fernem Abstand vom Proton eine
kinetische Energie haben miisse, die gleich oder grofier Null ist.
Der Energienullpunkt ist dadurch festgelegt, daB hier auch seine
potentielle Energie Null sein soll, Damit sich ein Elektron in
-ainem endlichen Raumbereich um das Proton bewegen kann - im all-
gemeinen auf Ellipsenbahnen - mufl es dann eine Gesamtenergie E
haben, die kleiner Null ist., Fiir das zeitliche Mittel der poten-

tiellen und kinetischen Energie dieses gebundenen Elektrons for-

dert der Virialsatz 3) 4) 5)
= U = 2E und
(13) TE“kin = -k

1 e
Da fiir das H-Atom bekanntlich -E(i) = 7 -~z gilt, ist das einem
' B

Elektron dieser Energie zur Verfiigung stehende Volumen nach Gl.(9a)

durch iy 6
sV o= -ﬁj &
</ EFCE)

gegeben, Damit ein Elektron aus diesem Volumen entweichen kann,
also frei ist, muB es mindestens die mittlere kinetische Ener-
gie -E haben, Wenn diese kleiner ist oder Energie durch Strahlung
oder StoR abgegeben hat, wird es auf eine niedrigere Bahn einge-
fangen, Innerhalb dieses Volumens ist die kinetische Energie
eines freien (wie auch die eines gebundenen) Elektrons also

grofer als -E(i). In einem realen Plasma ( d.h. in einem nicht

3) A,Sommerfeld: Atombau und Spektrallinien BdI u. BAdII Braunschweig

L) Becker-Sauter: Thearie der Elektrizitit Bd.II Stuttgart 1950744
5) Landau-Liftschitz: Lehrbuch der Theor.Phys. BdI Berlin 1962




unendlich verdiinnten Plasma) steht einem freien Elektron wie

einem H-Ion das Volumen %— zur Verfiigung. Um die Grenzenergie
f

zwischen der Energie freier und gebundener Elektronen auszu-
rechnen, haben wir AV = 1l in G1.(11a) einzusetzen. Beachten
f

wir noch, daB dp durch dp = p(i) % definiert war, so ergibt

sich aus Gl.(11a)
P 3y
(11Db) b Tp -— = &
Ef i

und somit fiir die Grenzenergie

2

v 2 2
1 c,/fl 4 )/3
" m% .

In dieser Gleichung ist durch die Ersetzung von AV(1i) durch

%— die dem Virialsatz mneeh—&3+€8)> Rechnung tragende Abhidngigkeit

f ,
der Grenzenergie proportional :i.'2 verlorengegangen. Wir stellen
sie wieder her, indem wir die diskreten Werte if durch die
quasi-kontinuierlich verdnderliche Grdfe ne ausdriicken. Unter

Benutzung der Gl.(9a) und (10) ergibt sich

7 AV 4/ A 3
.2 ('—) 3 n ’2.
(15) cf-a ) é ) ( 3”/ (ZFan)
5

und damit statt der Gl.(14) die Gleichung

4’/ 5/
4 2 54 7 3 7
() 5—p (7 ) b ) n

2?7‘1f 2m ag nf f

7
8 4 35— 82/2 .
/ f .
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Fiir dieselbe GroRe findet sich bei G. Traving6) statt 1,35 e ng
2 Y

ZaBe U7 B nfa. Die Grenzenergie ist dort ,Erniedrigung der

Ionisationsenergie’ genannt.

Die Ersetzung von i% ist erlaubt, weil schon kleinere - aber
nicht zu kleine - Quantenzahlen als die durch G1l.(11b) oder (14)
definierte (nicht ganze) Zahl is wegen der Stérung durch be-
nachbarte Teilchen keinen diskreten Energiewerten entspreéhen.
Bekanntlich haben Inglis und Teller aus diesem Umstand eine
Beziehung abgeleitet, die es ermﬁglithﬁ; die Elektronendichte n.
aus der Verschmelzung der Spektrallinien vor der theoretischen

Seriengrenze anzugeben., Es gilt

n, = 10295 /4T3

iv ist die obere Hauptquantenzahl der letzten getrennt erkenn-
baren Spektrallinie. (Siehe dariiber z.B. bei G. Traving l.c..
Dort findet sich auch eine Ubersicht iiber die bisher gelibten
Methoden, die Grenzenergie zu bestimmen.) Elektronen, deren
Energien durch i > 1> i, definiert sind, bleiben aber trotz
der Verschmelzung ihrer diskreten Energien gebunden. Mit Gl.(14a)

ist die untere Grenze des Integrals in den G1,(3) und (4) bestimmt;

7
4,35’ezr93

kT

g oA
- %zfum /aj/T .

(16) AZ(%) =

6) G. Traving: Mitteilungen der Astronomischen Gesellschaft Nr. 1,

S.104 (G32) Hamburg 1959. Auch als Buch erh&dltlich bei
G, Braun Karlsruhe,
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Bei stetigem AnschluB der kinetischen Energie freier und gebun-
dener Elektronen ist das letzte Glied in der Zustandssumme mit

der Hauptquantenzahl if dann durch

2 2

4 . 1 e
i) T f T TEG T

gegeben,

Um zur Behandlung'dichter Plasmen, die durch

. 4
> _
(19) agn_£'7l d.h. n=ng = -

-3

24
= 6‘7 A0 cm

definiert seien, ilibergehen zu kodnnen, haben wir statt der G1,(11),
(11a) und (11b) die Unschirferelation als Gleichung zu verwenden,
in die diese Gleichungen fiir i bzw, if~91 libergehen, Mit

: ¢Ez
a s ——— (G1l.(10))
B m e?

a% ng = 1 und

ergibt sich dann aus

(20) Pag = P(;{;) :7{&_
die Grenzenergie

4 _pt . 4L

(21) Z im f i ag ’

also gerade die kinetische Energie, die das Elektron auf der ersten

Bohrschen Bahn hat, was im Einklang mit dem nach G1,(17) gegebenen
2 Vi ez

) a, &

4
Grenzwert 3;;- fir diinne Plasmen steht.

~~0



Nach G1,(20) gilt dann auch

g
172 _ Kk %
(22) 2m f; =

Diesen Ausdruck findet man in der Literatur auch fiir Dichten

n > np als yFermienergie" oder ,Energie der Fermikante" angegeben
(statt } steht meist A’ ( ﬁ_; )Z/J ). Mit der n? -Abhdngigkeit

der Grenzenergie ist die Gililtigkeit des Virialsatzes ignoriert
worden, die wie Gl,(14a) eine nﬂ3-Abh5ngigkeit fordert. Es diirfte
aber keinen Grund geben, den Virialsatz fiir hohe Dichten aufzugeben
(,sofern man ihn iiberhaupt beachtet hat), Dieser gilt bekanntlich
nicht nur fir ein Elektron, das einer Zentralkraft unterworfen ist,

sondern allgemein auch fiir mechanische und quantenmechanische

Systeme von Protonen und Elektronen in der Form

W T Z()*g*3PV:O?)
' y J

J krn .]

(23) 22 (E
J

+

(é gibt die Summe aller Krafte auf das j-te Teilchen an, 1( ist
der Radiusvektor zu diesem Tellchen von einem beliebigen Bezugs-
punkt aus, Die beiden ersten Terme auf der rechten Seite dieser
Gleichung haben fiir ein isoliertes Elektron-Proton-Paar ihr

Analogon in der Gleichung

die sich sofort aus unseren Gleicungen (12) und (13) ergibt.
Der dritte Term in G1.(23), der hier fehlt, wird als HuBeres

Virial bezeichnet. Er beriicksichtigt die Kraftwirkung, die von

7) R. Becker: Theorie der Warme S 85 f Berlin, Gottingen,
Heidelberg 1961
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einer Begrenzung auf das System ausgeiibt wird und ist dann von

Bedeutung, wenn das ,innere Virial"éZ[H.vernachléssigt werden
kann. So ist das ideale Gas durch STEi = 0 definiert. Im Gegen-
satz dazu kann fiir das Fermigas der Elektronen das duBere Virial
- 3pV vernachldssigt werden, Nach G1.(25) ergibt sich ndmlich

aus dem ersten Term in Gl.(23)

L 2 2(E.)
v 8

_ Gzrf% l! _ ezn#@
%

Dieser Term nimmt z.B, fiir einen Festkdrper einen Wert von der

GroRenordnung 106 Atm an, dem nach Gl.(23) ein ZuBerer Druck

entspriache, der nur um ein Drittel kleiner ist. Da ein solcher

Druck nicht vorhanden ist, miissen die Eigenschaften der Fermi-

elektronen durch das innere Virial bestimmt sein. D.h. aber, daB

‘'sie gebundene Elektronen sind, wie wir zu Anfang dieser Arbeit

formal gefunden hatten,

Denken wir uns ein System von Elektronen und Protonen in seinen
linearen geometrischen Abmessungen, den Koordinaten x, y, Z um
den Faktor o« komprimiert - d.h. x ¢ 1,-, so vergrdBRert sich die
potentielle Energie des Systems und die eines jeden Teilchens

um den Faktor aﬁd , weil die potentiellen Energien in Coulomb-
feldern vom (-1)-ten Grade von den Abstidnden der Teilchen

:
r = V xa + y2 + z2 abhdngen. Da sich die Dichte n bei einer

solchen Kompression proportional & &ndert, &ndern sich die
4

potentiellen Energien somit proportional n ®. Um nun fir Dichten

n > np der Unschidrferelation und dem Virialsatz Gililtigkeit zu



= 1% =

verschaffen, gehen wir daher von der Unschdrferelation in der

Form
K/

() p-(ni)%-(a;'n) =/J7:

%
aus, die fiir (agn) = 1 wieder in die G1.(20) P = p (i) J""ﬁ
iibergeht, Die G1l.(24) stimmt bis auf den aus der Korrespondenz-
%
betrachtung stammenden Faktor (12’7‘) mit der Gl.(11b) iiber-

ein, wenn darin i; durch Gl.(15) ersetzt wird, so daB

Y/ y//4 3 o/
p(F) . @n)” (21) - K

folgt. Anstelle der G1l,(22) ergibt sich fiir die Gernzenergie

aus G1.(24)

4 z,_}‘.z(/]) 5 4 2 %
(25) me? " 2m \ain n =z_€’? :

Diese Gleichung stimmt mit der fur Dichten n < np hergeleiteten
Gl.(14a) bis auf den Faktor(zfﬂ) iiberein, Aus G1.(25) folgt fiir
die untere Grenze des Integrals

2 7 7

(26) A2(i) 1e?n /kT = 0,835,100 /1T .

Fiir verdiinnte Plasmen hatten wir gefunden, daBl es freie Elektronen
mit einer kinetischen Energie, die kleiner als die Grenzenergie

ist, nicht geben kann, weil dadurch der Virialsatz verletzt ware,




~ fl =

Solche Elektronen wiirden auf tieferen Bahnen eingefangen, auf
denen ihre kinetische Energie grdBer und wieder im Einklang mit
dem Virialsatz steht. Solche Zustidnde gibt es nach G1l.(24) fiir
dichte Plasmen nicht mehr, da es die Unschirferelation zusammen
mit dem Virialsatz verbig}et, kleinere Volumina als das in Gl.(24)
eingehende Volumen (a% n)/é . % , d.h, tiefere Bahnen, in Betracht

zu ziehen, Es kann daher auch keine gebundenen Elektronen mit

entsprechend groBerer kinetischer Energie geben.

Um jetzt unsere Normierungsbedingung Gl.(3) fiir hochverdichtete

Plasmen diskutieren zu kdnnen, erweitern wir zunidchst den ersten

2
Summanden mit exp(E;/kT), sodaB mit E. = 18 und
J J 2 ag
2
e A
(2 e d eSS dieser in
7) ot "z ( 7z
e* = 1’ 7
pgwrlkl et [T . c;z_ez & /K]
(28) Py @ 1E T
72, eZaB4z - 22 3 5 Lf_ez.a.,g [¥: Py 8

iibergeht., Dadurch ist erreicht, daBR sich die ZZhlung der Energie
gebundener Elektronen wieder an die freier Elektronen anschlielt.
(Dieser AnschluB ist bei der allgemein gebréﬁchlichen Definition
der Anregungsenergien nach Gl.(27) verlorengegangen; um mit posi-
tiven Anregungsenergien rechnen zu kodnnen, hat man % gg zu den
negativen Energien-v% %% % hinzugezdhlt.,) GemdR G1.(17)
verschwinden in der Zustandssumme umso mehr Glieder, je

hoher das Plasma verdichtet wird. Schreitet die Verdichtung so




weit fort, daB n = ng = s gilt und sich nach G1.(17) und G1.(25)

g 2
d.h., fiir dichte und diinne Plasmen iibereinstimmend Eﬁpg = =E(1) = % e
B
ergibt, so reduziert sich die G1l.(28) auf
1 €
’Il' za—a/kr
_ YRrY:
1t et &IKT 1+ B
Wird das Plasma weiter verdichtet, so daB n >-nB gilt, d.h, daB
sich mehr als ein Elektron in der Bohrschen Spire aufzuhalten
' 3
beginnen, so wichst der nach Gl.(25) gegebene Energiewert % e2 n

iiber den Wert % g— hinaus, Wdahrend dieser bei zunehmender Ver-
B
dichtung unterhalb des letzten Zustandsgliedes immer noch Zustands-

glieder vorhanden waren, ist das jetzt nicht mehr der Fall. Dadurch

ist ausgedriickt, daB sich Zustidnde eines Elektron-Proton-Paares
2

mit Energiewerten kleiner als - % g— nfreiwillig" nicht einstellen,
B

solange .die Dichte n < ny ist, Der fiir Dichten n > np gegebene
7. 2
Grundzustand mit der Energie - % 92 nﬂ3< - % g— muB erst durch
B

nichtelektrische Krédfte wie der Gravitationskraft, deren EinfluB

auf die Elektronen allein vernachlidssigt werden kann, erzwungeﬁ

werden, Das statistische Gewicht des Grundzustandes ergibt sich
aus der Gl.(15), wenn der aus der Korrespondenzbetrachtung her-
riihrende Faktor(Zﬁl)“%wieder durch 1 ersetzt wird, weil mit
ag . n =1 auch i%-—91 folgen muBl. Konsequenterweise ergibt

sich fir ag . n > 1 ein statistisches Gewicht des Grundzustan-

des, das kleiner eins ist;

’I/ .
4 3 ;
(29) (Q%_,Z) R - i |

Ein Statistisches Gewicht kleiner eins macht bei der Herleitung

unserer Gl.(1) formal keine Schwierigkeit, bedeutet aber, daB

der Entartungsgrad kleiner eins ist., Das ist zu-
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ndachst nicht verstdndlich, da es zu einem Energiewert mindestens
einen Zustand geben sollte., Diese Zustidnde bezogen sich bislang

auf ein Elektron-Proton-Paar, Das ist jetzt nicht mehr der Fall:
Wir hatten gesehen, daB die den Virialsatz beriicksichtigende Un-

schirferelation Gl.(24) es nicht zuldBt, kleinere als durch

£ an)t < 2
|

./2
gegebene Volumina, d.h. aber nicht weniger als (a% n) mal mehr

als ein Elektron-Proton-Paar in Betracht zu ziehen.

Daher enthdlt auch eine Quantenzelle nach Gl,(24) mehr als ein
Elektron, was offenbar mit dem Pauliprinzip in Widerspruch steht.
Das Pauliprinzip widre erhalten geblieben, wenn wir - wie es iiblich

ist - von der Gleichung

(30)¢ i /3(’%)4/3 = A—

ausgegangen wiaren, da in dem Volumen % per definitionem nur
ein Elektron und damit auch nur ein Elektron in der Quanten-
zelle vorhanden ist.

(Anschaulich kann das statistische Gewicht gebundener Zustidnde

fiir diinne und dichte Plasmen in gleicher Weise interpretiert

2 -7, 1.3
QgL 73
werden, da sowohl der Ausdruck 1% = g wie (a% n) = LégL

den Abstand des Elektrons zum ndchsten Proton im Verhdltnis

zum Bohrschen Radius angibt.)

Mit den G1.(25), (26) und (29) konnen wir jetzt die Normierungs-

bedingung Gl.(3) fir Dichten n ) ny schreiben:
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(aZr)%  ExP (g— e‘n /3/kT)
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(3a) (agfl)é exp (-;-ezn 3/kT + B
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(Statt 8 77 in G1.(3) im zweiten Term haben wir jetzt 4 7

geschrieben, um wie fiir gebundene Elektronen auch fiir freie
7z

den Spin auBer acht zu lassen.,) Setzen wir (ag n) .= d80

schreibt sich Gl.(3a)
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Die Beschreibung von Plasmen unter Zugrundelegung der vorstehenden
Gleichung wird quantitativ erst bei Dichten, die grdBer als die
Zentraldichte der Sonne n,= 8 . 1022 cm™3 = 12 ny sind, von der
bisher iiblichen Beschreibung abweichen. Die qualitativen Unter-
schiede erkennt man am Beispiel des Druckes P, der sich nach den

G1l.(25) und (3a,b) zu

2
e“n’?

2n)% Bexp(-2e'n’/kT)

| ST [ 2m V2 152 el x
* -3-( hz) (k1) by

(Fe*n¥/kT)%
ergibt. Daraus folgt fiir entartete Materie

BN

& S e«
[z 4+ (a

Wity

4 2 4
(31) P — Fen™”

7T-0

wahrend bisher gilt, daB der Druck proportional zur Fiinfdrittel-
potenz der Dichte ist. Diese Abhingigkeit wdre entstanden, wenn
wir, wie es iiblich ist, statt von der Gl.(24), von der Gl.(30)

ausgegangen wiren., Anstelle der Gl.(31) hitte sich

£

2. 5,3 % 4
e'rla, n)3 = T

(32) P —
7T—=0

o
3
ergeben,

Die vorstehenden Betrachtungen gelten, solange die nichtrelati-

vistische Mechanik bzw. Quantenmechanik gilt, was bis zu sehr

hohen Dichten der Fall ist; bei einer Dichte von 1 . 10°7cm™>

’

einer Dichte also, die groRer als die WeiBer Zwerge ist, ergibt

sich nach G1l.(25) eine Elektronengeschwindigkeit von 1 . 10100m/sec.
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