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IPP III/13 0. Kliiber Eine gemeinsame statistische
H. Wulff Abz&hlung gebundener und
freier Elektronenzustédnde

A Joint Statistical Count of
Free and Bound Electron States

Abstract:

As far as we can see, it is not common to make a joint count

of all the electron states’, bound and free. Rather are the

bound states considered first. Because the electron eigen-
functions do not overlap, it is possible to apply the Boltzmann
statistics here. The population of an energy level (Boltzmann
factor) can be obtained by normalizing the distribution func-
tion obtained to the number of all neutral particles (= number
of all bound electrons for hydrogen). The number of all neutral
particles is, however, by no means known in advance. It follows
from the Saha equation. To derive this, one has to consider

the process H-ion + electron & H-atom. The exact treatment of
this process is possible by, for example, the Darwin-Fowler
saddlepoint method. In the following we do not want to consider
these various particle species that interact with each other

but to give only the electrons and one uniform count of all
electron states, i.e. bound and free. The search for the

enthropy maximum then furnishes, as usual, the equilibrium distri-
bution. The latter is described by formulae from which one can
derive the Boltzmann coefficient, Maxwell-Boltzmann velocity dis-
tribution function of free electrons and the Saha equation.

*Here and in the following we are not using the terms state
or level as exact terminology. If this were the case, we should

have to use the terms state, level, term etc. according to their
degree of degeneracy.




Einleitung:

Soweit wir sehen, ist es nicht iblich, eine ge-
meinsame Abz&hlung aller Elektronenzustdnde - ge-
bundener und freier - vorzunehmen. Vielmehr fagt
man zundchst nur gebundene Zustdnde ins Auge, Auf
diese ist dann - wegen der Nichtilberlappung der
Elektroneneigenfunktionen - die Boltzmann-Statistik
anwendbar. Die Besetzung eines Energieniveaus+)
(Boltzmann-Faktor) erhdlt man, nachdem die gefun-
dene Verteilungsfunktion auf die Anzahl aller neu-
tralen Teilchen (= Anzahl aller gebundenen Elek-
tronen bei Wasserstoff) normiert worden ist. Die
Anzahl aller neutralen Teilchen 1ist aber keineswegs
von vornherein bekannt. Sie ergibt sich erst aus
der Sahagleichung. Um diese abzuleiten, muB man die
Reaktion H-Ion + Elektroné;?’H—Atom ins Auge fas-
sen. Die exakte Behandlung dieser Reaktion ist

z. B. mit Hilfe der Darwin-Fowler'schen Sattel=-
punktsmethode m&glich, Wir wollen im folgenden
nicht diese verschiedenen miteinander reagierenden
Teilchensorten betrachten, sondern nur die Elek-
tronen und eine einheitliche Abz&hlung aller, also
gebundener und freier Elektronenzustdnde angeben,
Das Aufsuchen des Entropiemaximums liefert dann wie
iiblich die Gleichgewichtsverteilung. Diese wird
durch Formeln beschrieben, aus denen sich der
Boltzmann-Faktor, die Maxwell-Boltzmannsche Ge-
schwindigkeitsverteilung freier Elektronen als auch
die Sahagleichung herleiten lassen.

+)wir benutzen hier und im folgenden die Begriffe

Zustand oder Niveau nicht im Sinne der exakten
Terminologie, Danach hdtte man bekanntlich ije
nach Entartungsgrad Zustand, Niveau, Term usw,
zu beniitzen.




Wir betrachten die Elektronen eines Wasserstoffplasmas. Bei
Beschrdnkung auf nur eine Ionisationsstufe 138t sich das
Plasma eines beliebigen Elements ganz analog behandeln. Mit
der Methode ist es darilber hinaus m&glich, die Besetzung bei
gleichzeitigem Vorhandensein zweier Ionisationsstufen zu be-
stimmen.

Wir beginnen - zundchst ohne Beriicksichtigung der Entartung -
mit der Abzdhlung der Realisierungsméglichkeiten der gebunde-
nen Zustdnde. Es mogen sich im Volumen V Nl Teilchen im
tiefsten Zustand befinden. Diese miissen auf N (N, Nl, N2 e
soll immer die Zahl der Teilchen im betrachteten abgeschlosse-
nen Volumen V bezeichnen) H-Kerne so verteilt werden, daB8 an
einen Kern entweder 1 oder O Elektronen gebunden sind. Da die

Elektronen nicht unterscheidbar sind, ist das auf

NI
N, ! (N - Nl)l

Arten mdglich, N, Elektronen mbgen sich im ersten angeregten
Zustand befinden. Wiederum diirfen sich nur 1 oder O Elektronen
an einem Kern befinden. Da nur noch N - N, Kerne zur Verfiigung
stehen, ist das dann auf

(N - Nl)!

N,! (N - N, - N

2 1 2)'

Arten moglich. Auf diese Weise erhdlt man schlieBlich fiir die
Gesamtzahl der Realisierungsmdglichkeiten der gebundenen Zu-
stdnde:
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Jetzt soll die Entartung der Zustédnde beriicksichtigt werden.

Es sei
E1 = E2 eneeessesses = Eg und somit+)
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+)Wir benutzen fiir diesen SchluB8 die Ldsung unseres Problems

bei nicht vorhandener Entartung. Diese besagt, das N, = N, (Ei)
und daher Ni = N, sobald Ei = Ek ist.




Da eine Verwechslung nicht méglich ist, schreiben wir im fol-
genden wieder N, stattlﬁl. Die Festlegung des Zustandes k,
des "Grenzzustandes" zwischen gebundenen und freien Elektro-
nen, soll in einer weiteren Arbeit auf der Grundlage der hier
vorliegenden versucht werden.

Bei der Abz#hlung gebundener Zustdnde muBSten wir in Rechnung
stellen, daf an den Kern nur 1 oder O Elektronen gebunden sein
konnten, obschon in jeder Bahn g; = 212 Quantenzellen zur Ver-
fligung stehen, Fiir die gebundenen Elektronen ist also die Aus-
schlieBung infolge der Absdttigung der Coulombkraft dominant
gegeniiber der PauliausschlieBung. Fiir die freien Elektronen
entfdllt - per definitionem - die Coulombwechselwirkung. Es
bleibt das Pauliverbot zu beachten, d. h. wir miissen die Abzih-
lung nach der Fermi-Statistik vornehmen. Dann ergibt sich fiir
die Anzahl der Realisierungsméglichkeiten eines Zustandes Ni
freier Elektronen mit einer Energie zwischen Ei und Ei + A E
(i=%kX + 1, .c.) (die GrbBe des Energieintervalls AE ist na-
tiirlich - in Grenzen - willkiirlich w#&hlbar) :

z gi’
We = 7 (3)
itk+1 N;t (g3 - Ny)I

worin die g§ durch

gf. = 2 é3 peV
n3

definiert sind oder, wenn wir im Impulsraum zu

Kugelkoordinaten {ibergehen und iiber die Winkel

integrieren, durch

2
gfi' - ,4Tp{ApV >(4)

h3

oder schlieflich mit E; = pi/2m, AEi = (pi/m) AP
durch

3/2
E 2m .
g, = 4T (hz) ; E; AE;-V.




Wir haben damit die Anzahl der Realisierungsmdglichkeiten
aller Elektronen bei beliebiger Verteilung

W=W_*W

g £
5
_ ﬂ- NI ” 9i
g k £
=1 (T )P AR A Nyt (g = Ny
9; i
1

gewonnen., Um zur (thermodynamischen) Gleichgewichtsverteilung
zu gelangen, miissen wir - wie iUblich - 1ln W bilden und das

Maximum dieser Funktion unter Beachtung der Nebenbedingungen

N. = N und ZE: Ni Ei = B aufsuchen,

=M N
"
|

Bei Benutzung der Lagrange'schen Multiplikatormethode stellt

sich die Aufgabe so, das Maximum der Funktion
z z
R=1nW-b ) N E -a .2 N (5)
: 1 1

(-a, -b Lagrange'sche Multiplikatoren) zu bestimmen. Diese Auf-
gabe 1d8t sich separiert fiir gebundene und freie Zustédnde 16-
sen (siehe Anhangl). Fiir die Besetzungszahl Nis eeeee Nk der
gebundenen Zustdnde filhrt sie auf das Gleichungssystem

a+hbE

e 1 -
Nl (1 + gl )+ N2 + escsceess T+ Nk N
ea+bE2
Nl + Nz (l + ——"-') + seeeses T Nk = N (6)
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Ny + Ny + eeceeee + N (L + 9y




Die L&sung erhdlt man nach bekannten Regeln (siehe Anhang!).
Fiir b ergibt sich wie gewdhnlich #lber die Entropie b = 1/kT
(siehe ebenfalls Anhang!). Setzt man noch e° = B, so lauten

die Losungen fir i& k:

kT
= B e (7)
s - [
i 5
kT
Z_ + B e
g9
wo Xi die positive Anregungsenergie, EJ die (positive) Ioni-
sationsenergie ist, und E; = /'Yi - Ei gilt.
kT
Zg = Z g; e
i=1

ist die Zustandssumme fiir die gebundenen Elektronen.

Die Besetzungszahlen der freien Zust#&nde bestimmen sich nicht
~ wie die der gebundenen Zust&nde - aus einem Gleichungssystem,
sondern aus den unabhdngigen Gleichungen

—bEi - a
— e = 0 Ii> k (siehe Anhang!).

Diese Gleichung fiihrt mit Gl., (4) auf

3/2 YE.
N.=4qrv(2—’§) 1AEE . i>kx (8).

4 h Ej

1+BekT

Bei vernachlédssigbarer Gasentartung - 14_ BY El/kT -~ gibt
dieser Ausdruck die Maxwell-Boltzmann'sche Geschwindigkeits-

verteilung freier Elektronen wieder.




Der Parameter a oder die GréBe B = e wird durch die Normie-
rung der Verteilung auf die gesamte Teilchenzahl N bestimmt.
Es gilt also:

1X; 2 3/2
— m
kT (——2"
Ngie - 4 rLvih quAE==N (9).
_E E;

_J
Z_ + B e kT
g

k
i=1

i=k+1 —
l +B e kT

Im zweiten Glied kénnen wir wegen des kontinuierlichen Ener-
giespektrums die Summe durch ein Integral ersetzen. Fiihrt man

noch die Integrationsvariable x = Ei/kr ein, so wird aus
Gl. (9):
oo
%q + 87 ¥ [ 2mkT /2 ZLax 1
E N 2 2 °
J h x
= %T 1 +Be

Zg + B e o

Fir B‘> 1 148t sich der Integrand durch die Reihe

2
-sx

o2

s-1
S ot 2
s=1 8

darstellen., Setzt man noch N/V = n = Zahl aller, also ge-
bundener und freier Elektronen pro Volumeneinheit und

2

3/2 -
2(2 H‘ka) _ né=4,84.1015.T3/2cm3,
h

so ergibt sich nach gliedweiser Integration

2 n s-=1
g -2 2 —(‘71)— = 1 (10) .
EJ n S3 2 Bs
s=1




Hieraus folgt sofort die Ungleichung

n_gl=l_ ZC.{ _nsai_ "ls—l <l
n B E; n s3/2 BS
- — g=2
kT
Z + B e
g
oder
ng 3/2

B > i 4,84 , 10+15 Tn .

Fir T = 1000 °K und n = 108 cm™3 z. B. gilt demnach B > 160.

Ein Widerspruch gegen unsere Voraussetzung B ” 1 wird sich
also fiir Werte von Temperatur und Dichte, wie sie in der Plas-
maphysik vorkommen, nicht ergeben. Vielmehr gilt in den mei-
sten Fillen B 2> 1, d, h. daB8 die Entartung der freien Elek-
tronen keine Rolle spielt., Dann diirfen wir die Summe in

Gl. (10) durch ihr erstes Glied ersetzen und erhalten daraus

Egl
n 4 n Z kT
g = L1 _€ 1+ /1 +—9 ¢ (11).
2 n n

Um aus den abgeleiteten Formeln den Boltzmann-Faktor und die
Sahagleichung zu gewinnen, ist es aber nicht nétig, B expli-
zit zu kennen. Den Boltzmann-Faktor erh#lt man aus Gl. (7):
das Verhdltnis der Teilchenzahl Nm im Zustand m zur Gesamtzahl
aller Neutralteilchen ist danach gegeben durch



o el
kT
9, €
N E
-
kT _ _m
KT
kNm ) 2g * B e =Z—me (12),
N " g
Z 5 4 k . kT
i=1 NZ. 93
E
i=1 -
KT
Z +B e

also durch denselben Ausdruck, den die Boltzmann-Statistik,
angewandt auf gebundene Elektronen, liefert.

Um die Sahagleichung zu gewinnen, gehen wir von der Gl. (10)
aus. Von der Gasentartung haben wir dann abzusehen. Wir diirfen
also von der Summe in Gl. (10) nur den l. Summanden beriicksich-
tigen., In Gl. (l10) gibt das erste Glied die Wahrscheinlich-
keit wé an, ein Elektron in irgend einem gebundenen Zustand

zu finden, das zweite (der restliche Summand) die Wahrschein-
lichkeit We, €S frei zu finden., Wir k®énnen fiir Gl. (10) also
auch schreiben wg +owe = 1., Teilen wir We durch wg, so ergibt
sich

E, By
- %T " kT
ﬁ=ﬁ=2_ 2MTnmnk T e 3 23 +B e (13)
Yg Ng  Zg n? o
kT

Um nachzuweisen, daf diese Gleichung mit der Sahaformel iden=-
tisch ist, haben wir nur zu zeigen, daB

sy i
kT
Zg + B e _ 1 _ 1 _ 1
- Eg ¢ Pglektron “1on
nBe kT

ist.
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Wir tun das mit Hilfe der Gl. (10):

-

kT

was zu beweisen war., (n = N/V ist die Anzahl aller Elektro-

nen im cm3)o Die Gl. (13) stellt also die Sahagleichung

:Ib
H N

(e}

° nElektron

nneutral
_ 5
3/2 kT
2 ? k T & dar,.
h
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Fiir den Fall, daB die Gasentartung in Betracht gezogen werden
muB, gilt nicht mehr B >> 1. Man kann dann die Summe in

Gl. (10) nicht mehr durch den ersten Summanden ersetzen. So-
lange jedoch B > 1 noch gilt, fiihrt derselbe Weg, der von

Gl. (10) zur sahaformel fiihrte, auf die allgemeinere Ionisa-

tionsformel
S
"1on - MElektron _2 [2 mk T e e i é (-1) 871
"heutral Zg h2 s=1 93 ¢ Bs_l
_lg
_2 (2Mmxa|¥? K/ .
Zg h2 23/2 B 33/2 B2

| N ¥ _
23/2 5 33/2 2

Durch die Glieder =

wird also die Gasentartung der freien Elektronen berilicksichtigt,

Herrn Dr. H. Pfennig danken wir fiir die Mithe, die er sich mit
der kritischen Durchsicht dieser Arbeit machte.
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Anhang

In diesem Anhang soll die Herleitung der Gleichung

Am

" kT

k (7)

und der Gleichung

3/2 yz. A E;
N, = 4T v (%“) L— 1 iy (8)
h i |

l +B e kT

durch Bestimmung des Maximums der Funktion

z
R=1lnW-D> 2 Ei Ni - a Z Ni (5)

i=1
und des Lagrange'schen Multiplikators b vorgenommen werden.,

Da in ln W= 1n (W, . W) W_ nur von den N; mit iZk und W
nur von den N mit i > k abh#ngt, ist die Variation von R:

£

k
Mn W
s R = Ez; (Z_S—Ezg - b Ei - a) 6.Ni +

an?

z
dln w
+ Z EN.f'bEi-)Jul .
i=k+1 =

+ : : ; . ; .
)Glelchungen mit gestrichenen Nummern finden sich nur im

Anhang.
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tg\R = 0 ist somit dann und nur dann erfilllt, wenn

Blnw

éNi - bEi-a=0 fﬁri=l, o0 e ey k (2')

} in Wf
_"_B_NT'_' - bEi—a=0 fﬁr i=k+1' seey Z ] (3.)
kB

Fiir 1n Wg erhdlt man unter Benutzung der Stirling®'schen Formel:

k N
= - i
ang—NlnN 2 Niln 3;
i=1
k k
-N- 5 N) ln(N- Z N) . (4')
i=1 i=1
Ist nun m eines der i< k, so ist
21n w N I k
—_g _ I - - -
= (lng+l) ln (N- 2 N) +1]. (-1)
m m I i=1
k
N - Z N.
F
-1
= 1n =2 . (5*)
Nm/gm
Einsetzen in Gl. (2') liefert:
Nm a+bEm k
-— e + N. = N. (6")
gm 1
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Das ist das Gleichungssystem (6). Seine Determinate lautet

'l+c1 l 1 ® 0 800000 0008 e 1
P
l l+C2 -y l S e oL eoOOe 00 l
D = ==
1 l ..“.DO...--.O.l = 1+ck

wobei zur Abkiirzung

.
m D ’
wo D“.l die durch
[Ny
Q
~
l...o'.'.cl 1+cm-1 N 1...".....1
Dm= l.ﬂ...............'1 \N l..........l
~
1...0.'.0..0....0..1 N l+cm+l 1....1
~
~
l..'ll..d.o.t....‘.l N looo-ol l+ck

definierte Determinante ist. Fiir dieses D, gilt:

a+bEi

Dm = N TT- c; = N 11_ E—EI——— .

igm im

(7")

(8')

(9")

(10')

(11.")
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Das 148t sich fiir zwei- und dreireihige Determinanten leicht
bestdtigen und kann allgemein durch vollstindige Induktion
bewiesen werden.

Es soll nun die Nennerdeterminante D berechnet werden. Statt
Gl. (7') 18t sich schreiben

1 l l I..I.....C...'.O'...l
\-\
l 1+c2 io.coaoaoaaoao.aico.ol
D = To< +
1 1 1 9-.....0...091\ l+c'k

cl l l ....................1

l+c2 l\..ooooo..aooooonoo..l

+ -~ (12')
~

0 l l .'OOIO....O.-.:\.01+CR L]

Vergleich des ersten Summanden mit (10') und (11') zeigt, das
gilt
k

D = TT‘ c; + € Upy . (14')
i=2

Dabei ist U,, die Unterdeterminante von D zum Element (3;).
Auf die gleiche Weise erhdlt man:

k
- (11) '
vy = [ ey ey Uy, (15
i=3
(11) ; ; ,
wo U,, die Unterdeterminante von U;, zum Element (22) ist,
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und weiter:

k
(11) _ (22)
Uy = l I 4 ey Ugy
=4
etc. etc.. Einsetzen von (15') in (14') ergibt:
_ 'I (11)
D = T7- c; + c; + o c, U22
il iF2
und Einsetzen von (16') in (17') liefert:
3 3
- E , ’ “’T' (22)
D = ce + Cci U33 .
i=1

eti i=1

Durch fortlaufendes Einsetzen erhdlt man:

k=1 k-1
- (k"zo k—2)
D= 2 TT Co * -”- ¢ Ug-1, k-1
i=1l efi i=1
und wegen
k-1, k-1
schlieBilich:
k k k
= H" - i
D = 2:: cg t TT- e B (1 + o) - TT

(16')

(17')

(18')

(19')

(20')

(21')




- 07 =

Somit wird

D i
= il = iTm =
=D =N % X
1
Tr‘ Gy bk pa 2. )
i=1 =1 *
-(a+bEm)
gm e
= N % (22')
- (a+bE;) '
1l + g; e
i=1

Um von dieser Gleichung auf Gl, (7) zu kommen, miissen wir sa-
gen, wie der Nullpunkt der Energie festgelegt wird, Ublicher-
weise setzt man filir die Energie freier Elektronen(der Geschwin~
digkeit V)Ei = % m v2. Dadurch ist dann der Nullpunkt der Ener-
gie so festgelegt, da8 die Energien gebundener Zustlinde negativ
werden, Um mit positiven Anregungsenergien *'i rechnen zu k&n-
nen, setzt man (wiederum tblicherweise) E; = X i =i L &),
wo EJ der Absolutbetrag der Ionisationsenergie ist. Einsetzen
dieser letzten Gleichung in Gl. (22') gibt dann die Gl. (7),
wenn man noch die am SchluB dieses Anhangs hergeleitete Bezie-
hung b = i% beriicksichtigt.

Es soll jetzt Gl. (8) die Verteilungsfunktion der freien Elek-
tronen hergeleitet werden. Dazu ist die Gl. (3') zu l8sen. Fiir
1n We ergibt sich mit der Stirling'schen Formel

S

1n We = E [éi 1n g; - Ni 1n N, - (gi - Ni) 1n (gi— Ni{] (23')
i=k+1
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Differentation nach N, (1> k) liefert:

ln w
B £ = = 1n

ST, -, - (24')

und damit

N, = . (25")

Aus dieser Gl. folgt zusammen mit Gl. (4) die Gl. (8), sobald
gezeigt ist, daB8 b = 1/kT. Diese Beziehung soll nun mit Hilfe
der Entropiegleichung

S = k 1In wmax {26")

hergeleitet werden. Wmax ist der durch 8 R = O bestimmte Maxi-
malwert von W. Durch Einsetzen der gefundenen Ni in Gl. (5) er-
hdlt man Rmax
und b an, so gelten wegen

« Sieht man diese Ni und Rmax als Funktion von a

J R
o 0 fiir alle i (27')
oY
die Beziehungen
2 Rnax Rhax

—rb = - E; -_-—b a = - N. (28')
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Faft man dagegen a und b als Funktionen von E auf, so ergibt
Differenzieren von Gl. (5) nach E unter Beriicksichtigung von

z z
2 Ni = N und Ni Ei = E
i=1 i=1
die Beziehung:
BRmalx= blnw’“ax-b-EB—}?—Néé (29")
O E D E E E °

Da andererseits

O Rmax _ 2 Rpax da ORmax db
S E D a E © T3b )E

=—Na_a - E@ (301}

ist, folgt:

In w
a—n‘ax-bzo‘ ' (31|)

Da fiir die Entropie allgemein

)

o958 _ % (32')

Hin

gilt, liefert Vergleich zwischen (26') und (32') das Ergebnis

b = *T . {33')
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