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ABSTRACT

The coherent scattering of electromagnetic waves from plasma
waves which are bounded in the direction of their propagation,
is calculated. The waves are approximated by a moving multi-
tude of homogeneous layers of alternating electron density.
The scattering from sinusoidal density variations is obtained i
by means of a square wave expansion.




Bei der rechnerischen Behandlung der Streuung von
elektromagnetischen Wellen an Plasmawellen wird die
r8umliche Ausdehnung der letzteren meistens als unbe-

grenzt angenommen.

Der Zweck der vorliegenden Arbeit ist es, den Einfluss
zu zeigen, welchen die rdumliche Begrenzung der Plasma-
wellen in ihrer Ausbreitungsrichtung auf das Streuspek-
trum der elektromagnetischen Welle ausiibt.

Wir machen ilber die Plasmawellen einige kilinstliche Annah-
men, die dennoch das Wesentliche des Streuvorganges erfas-

sen und deren Auswirkungen wir spidter besprechen.

Wir idealisieren die Berge und Tédler dieser Wellen als
gleichdicke Schichten homogener Dichte, welche nur wenig
von einer mittleren Dichte abweichen soll. Der Brechungs--
index dieser Schichten filir die elektromagnetische Welle
soll der des kalten, isotropen und verlustfreien Elektro-
nenplasmas sein. Die Schichtgrenzen sollen sich in ihrer
Normalenrichtung mit einheitlicher Geschwindigkeit bewe-
gen, wobei die Dichteunterschiede zwischen benachbarten
Schichten sich in der in Abb. 1 gezeigten Weise &ndern
sollen.

Die Exponentialform der die Dichteschwankungen bestimmen-
den, ortsfesten Hlillkurve ist zur Vereinfachung der nach-
folgenden Rechnung gewdhlt. Der "Modulationsgrad der
Plasmawelle" soll an jeder Stelle klein gegen Eins sein:
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Abb. 1 Idealisierung einer in ihrer Ausbreitungs-
richtung begrenzten Plasmawelle.

Die Plasmawellenldnge ist A = 2d, die Phasengeschwindig-

keit ist Ay , daher ist die Kreisfrequenz der Plasmawelle :
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Von links fdllt unter dem Winkel « eine ebene elektromag-
netische Welle der Amplitude Eins ein, s. Abb. 2:




Einfallende Welle
e (Wt-kcosQ-x+ksinQL-y ) A Y

Abb. 2 Geometrie des Gedankenexperimentes.
© ist der {iblicherweise als Streu-
winkel bezeichnete Winkel.

Im Abstand L vom Koordinatenursprung sind, ebenfalls um
den Winkel « geneigt, die fldchenhaften Empfi&nger ange-
ordnet.

- X



Wir berechnen zuerst die reflektierte Welle. Da nach
Voraussetzung (Gl. (1)) die Dichtespriinge an den Schicht-
grenzen klein sind, dlirfen wir die insgesamt reflektierte
Welle als Summe der einfachen Reflexionen an den Schicht-
grenzen ansehen und Mehrfachreflexionen zwischen den
Schichtgrenzen vernachld@ssigen. Wir interessieren uns fiur
die Reflexion wdhrend der Zeitspanne, fiir welche gilt

0 vt <24 (3)

da sich nach Ablauf dieser Zeit der Vorgang periodisch wie-
derholt .Einem Dichtesprung von NO auf N entspricht fir die
elektrische Feldstdrke der unter dem Winkel « einfallenden

elektromagnetischen Welle ein 8rtlicher Reflexionsfaktor
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wenn die elektrische Feldstdrke der einfallenden Welle
senkrecht zur Einfallsebene polarisiert ist, und
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wenn sie parallel zur Einfallsebene steht, wobei

N\
n= (1= %,

den Brechungsindex (Ncr = kritische Dichte) bei der
Kreisfrequenz w bedeutet. Flir den Fall, dass
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ist, lassen Gl. (4) und (5) sich gen¥hert schreiben als:
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Die linke Begrenzungsfldche der j-ten Schicht erh&hter
Dichte befinde sich zur Zeit t an der Stelle x = vt;
die von dieser Schicht reflektierte Welle ist an der

Stelle des Empfingers:

-1 ¥n,coset- (L+2vE)
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Der Empfdngerabstand L kann so gewdhlt werden, dass
der konstante Faktor exp ( - i (w/c) - n, cos a - L)

gleich Eins wird.

Der Faktor 4 — 0yt trigt der Reflexion der Schicht-
Riickseite Rechnung; es ist

-,
0; _— CIEMQMQ-J (10)

Die Gr8sse des Dichtesprungs ANj als Funktion der Zeit
ist nach Abb. 1:

AW, = (ﬂ/m.,—/‘c)e—avt (11)

Wir schreiben, analog zu (9) und (11), die Reflexionen
der benachbarten Schichten an:
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wobeil

fwl-.x = (NM’(_N‘)f (4-5-;') und  (13)

p = 8ol m, con o _ ‘ﬂ"/LMd
Ao A

bedeutet. (A ist die elektromagnetische Wellenl&nge im
Plasma der Dichte No) . Die gesamte Reflexion ist also:
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Dieser Ausdruck gibt den Verlauf des Reflexionsfaktors

in der komplexen Ebene filir die Zeitspanne O .<_-'f < A/
wieder. Die Abb. 3a, b zeigen im Grenzfall A /q2 0 flir verschie-
dene Werte von (¢ Ortskurven des Zdhlers von _P/.P""‘tx

nach Gl1. (14), also der Funktion
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Ortskurven des Reflexionsfaktors in der komplexen
Ebene fiir die erste Hdlfte einer Plasmawellenperiode,
a) flir Parameter Y=4nAecesa /A 217
b) flr Parameter ?0 22T

fir den Grenzfall g 55 A .
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welche sich von g nur durch einen konstanten Faktor unterschei-
det. Es ist nur der Teil jeder Ortskurve gezeichnet, welcher
in der ersten H&lfte der Periode durchlaufen wird; der Teil
fiir die zweite Periodenh#8lfte setzt sich spiegelbildlich in

der anderen Halbebene fort; es gilt n#mlich

£O) = $7 (¢~ 5) e

Die momentane Winkelgeschwindigkeit des durch Gl. (15) gegebe-
nen Zeigers in der komplexen Ebene ist

(17)

o




Abb. 4
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Winkelgeschwindigkeit des Zeigers des Reflexionsfaktors
beim Durchlaufen der in Abb. 3 gezeigten Ortskurven, nor-
miert auf die Kreisfrequenz—(f-"x’_- , ebenfalls flir den Grenz-

fall a»>A , a) fir pe2y " D) fir w229 .




und ist in Abb. 4 als Funktion der Zeit, wieder filir den

Grenzfall A/ow —+

o , und normiert auf die Kreisfrequenz

-—?L%% dargestellt. Aus Gl. (17) ist ersichtlich, dass

der Zeiger Gl. (15) immer dann mit konstanter Winkelge-

schwindigkeit umlduft, wenn

3;:—-.2-%:4—0@0«.

ist, oder wenn

Acos ot =

1
3
-
3
i

3
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(18)

(19)

ist, d.h. wenn die Braggsche Bedingung erfiillt ist, s. Abb. 5.

N

e

Abb. 5 Reflexion an Schichtgrenzen unter dem

Braggschen Winkel
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Die Winkelgeschwindigkeit des Zeigers ist dann gleich
dem ersten Term in Gl. (17), und das ist nach Gl. (13):

~¢

‘ (20)

>s

= -2v %"n,mu = -2v k, oot

Die reine Dopplerverschiebung(dl. (202)erf§hrt die Kreis-
frequenz der reflektierten Welle gegeniiber der Kreisfrequenz
der einfallenden Welle jedoch nur im Grenzfall A./a'* o,

da der Zeiger Gl. (15) nur dann mit konstantem Radius um-
l8uft, s. Abb. 3.

Im allgemeinen Fall hat die reflektierte Welle ein Linien-
spektrum; um dieses kennenzulernen, entwickeln wir 9/ & x

nach Gl. (14) in eine Fourierreihe und erhalten:
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K=2r /A
Um die reflektierte Welle zu erhalten, muss ? noch mit dem
Zeitfaktor exp(i mt)multipliziert werden, daher bedeutet das
konstante Glied in Gl.

ist die Grundwellenzahl der laufenden Schichten.

(21) die "Grundlinie", die Summenglie-
der die oberen und unteren "Seitenlinien".

Geht der Quotient A.cos a« / (A/2) gegen Null, so werden die
H8hen von Linien mit entgegengesetzt gleichem Index m gleich
und man erhdlt eine reine Amplitudenmodulation der reflektier-
ten Welle.

Das Spektrum der reflektierten Welle ist in Abb. 6 nach der

zweiten Form von Gl. (21) dargestellt.
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Abb. 6 Reflexionsspektrum fiir das in Abb. 1 darge-
stellte Plasmawellenmodell ( fur Ala=5).

ey
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Der in der Regel behandelte Fall unendlich ausgedehnter
Plasma-Wellen-Zone geht aus Abb. 6 als Grenzfall o —® oo
hervor: die maximal m8gliche HBhe der Spektrallinien wird
immer grdsser (hier im Rahmen der Voraussetzungen Gl. (1)
und (6) begrenzt). Gleichzeitig wird die Halbwertbreite der
Einhiillenden des Spektrums immer kleiner, so dass schliess-
lich nur dann noch eine Spektrallinie erscheinen kann, d.h.
Energie reflektiert wird, wenn (z.B. durch geeignete Wahl
des Einfallswinkels «) die Dopplerverschiebung gleich einem
ganzzahligen Vielfachen von hﬁ) = 0 , der Kreisfrequenz der
laufenden Schichten, gemacht wird:

YAY; %moMot = mKv (22)

oder

(wr = Kreisfrequenz der reflektierten Welle). Gl. (22) ist
gleichbedeutend mit der Erfiillung der Braggschen Bedingung
Gl. (19): alle Schichten reflektieren gleichphasig. Die Be-
trachtung der Wellenvektoren ergibt unter der Voraussetzung

N £&& w mittels der Braggschen Bedingung:

o 2T [ ) - 2T (—emdat )
kR —kp= A ..u“d) )("413-\4)

=Zﬂ-%md(z)=zﬂ_%(;)=m/%’ (24)

Dass wir die aus der Streutheorie bekannten Gleichungen (23)

und (24) hier mit beliebig ganzzahligem m anstatt mit m =1




- 16 =

erhalten, liegt an unserem fiilr eine Plasmawelle benutzten
Modell. Wie die Abb. 3a u. b zeigen, wird der zeitliche Ab-
lauf des Reflexionsfaktors anharmonisch, weshalb hdhere
Harmonische der Grundfrequenz A = Zﬂv/ﬁ- auftreten.
Gleichzeitig gehdrt auch zu den Schichten der Abb. 1 ein
(rdumliches) Fourierspektrum, welches nicht mehr aus einer
einzigen Linie K = 277 /A besteht. Dieses Modell be-
wirkt auch, dass bei Erfilillung der Braggschen Bedingung die
reflektierte Welle wegen des Faktors 1 - O;Z in Gl. (9)
oder (13) filir geradzahlige m-Werte verschwindet. Die Reflexio-
nen von den Riickseiten der Schichten erh8hter Dichte kompen-

sieren dann gerade diejenigen der Vorderseiten.

Die Abb. 6 zeigt, dass bei endlicher mittlerer Ausdehnung 2a
der streuenden (reflektierenden) Wellen-Zone die Halbwertbreite
des Spektrums ebenfalls endlich ist, so dass auch bei Nichter-
fiillung der Braggschen Bedingung reflektierte Leistung auftre-
ten kann. Flir den Fall, dass die Halbwertbreite 2.% klein gegen
den Linienabstand KV ist (d.h. AM/a < 1 )., kBnnen wir eine
"Resonanzglite Q der Braggschen Bedingung" angeben. Dann trigt
ndmlich nur eine Spektrallinie wesentlich zur reflektierten
Leistung bei. Die Frequenz&nderung Aw, welche bei festgehalte-
nem Einfallswinkel a notwendig ist, um die reflektierte Lei-
stung vom Maximum auf die Hdlfte abfallen zu lassen, ist nach
Gl. (21):

c(2-q)%
20N, Com ok

Aw

-e

wir definieren:

—y ... o . ‘acoaollg a
Q (ZAQ)“ 7o Py §m A : (25)
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Der gleiche Ausdruck ergibt sich filr eine Definition von Q
als:

Q= €oD ot ) (26)
2 4cemot/co

Ist die Linge 2a der Wellenzone nicht mehr gross gegen 4V
sondern vergleichbar damit, so wird die Halbwertbreite der
Einhiillenden in Abb. 6 vergleichbar mit dem Linienabstand
und es tragen mehrere Linien nunmehr kleinerer H8he zur
Reflexion bei.

Bei der Berechnung des Reflexionsspektrums in Abb. 6 hatten
wir das in Abb. 1 gezeigte Modell einer Plasmawelle mit recht-
eckf8rmiger Dichtemodulation verwendet. Um das Spektrum einer
"wirklichen" Plasmawelle mit sinusf8rmiger Dichtemodulation

(Abb. 7) zu berechnen, verfahren wir folgendermassen.

A N (Elekironendichte)

orisfeste Hillkurve

‘ai/x/
o = ‘1552?’15’2??’ : -

73

Abb. 7 Sinusf8rmige, in ihrer Ausbreitungsrichtung begrenzte
Plasmawelle. Die Dichtemodulation ist hier im Gegensatz
zu Abb. 1 symmetrisch zu Ny gezeichnet, was wegen der
Linearisierung Gl. (1) erlaubt ist.
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Wir stellen den Sinus in Abb. 7 an jedem Ort durch eine un-

endliche Reihe von Rechteckfunktionen wie in Abb. 1 (mit glei-
chem a) dar, was wir unter der Voraussetzung a»i tun
dirfen. Wir nennen die in Abb. 8 gezeigte Rechteckfunktion Rl:

Ry(x)

A

Xl
N
~

Fa o
A "4

Abb. 8 Rechteckfunktion Rl

Es gilt

\ . A . -
R4(,(.)= -%_—(W Kx+-;-w3kx+?mé/(x+, o )
und entsprechend:

Role) = L (aniny Kyt 2 21n3vkx +£ i SV KC+. .. )
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Daraus l&sst sich gewinnen:

L J
=L S %
O’IMKX“--Z'—Z_ va

V=4
Y unge reds
1 fir ¥ =p . q (p, g ganz, ungerade)
mit a, = 0 fir Y =D . q2
-1 fir )= Primzahl =% 1 (27)
Der Reflexionsfaktor einer begrenzten Sinuswelle nach Abb. 7
ist dann eine Superposition von vielen Reflexionsfaktoren
nach den G1. (10), (13) und (14):
=1 .5_ -’-!y _@_’
Sain "E (Nunx ?( - e 2
Va4
)'un;enalg (28)
c—-,'luk,m.&-t . '.‘f
. . y
: [%,[é_v.. LAY A ]
601 Av _ cos " = e
a ¥y
mit
4 1
e = o
9%' % ?’ / ‘AV Y A . (29)
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Jedem Summanden in Gl. (28) entspricht in der Fourierdar-
stellung ein Spektrum analog Abb. 6, wobei jeweils die erste
Linie beiderseits der Grundlinie w des V-ten Spektrumsan der
stelle »:- Ky des ersten Spektrums (Abb. 6) liegt. Die Lage
des Maximums der Einhiillenden sowie deren Halbwertsbreite sind
fiilr alle Spektren gleich, aber die H8he der Einhiillenden ist
nach Gl. (21) proportional zu Ky = y.K, wodurch der Faktor
P_l in Gl. (28) sich herauskiirzt. Wir erhalten:

f::n_”‘(ﬂhw )f Z.QV{'f— ’Vp)[,/.,.

e 1 2 2 — o
V]:n.ycm-& { ) ( v Md)
A ivﬂnlﬁtt ‘zi_e'fvhvﬂﬁ)t

(30)
4+(") (z»&n,m.‘t-f-»’mﬁv) 4+(3)"(20 hotosd —ymKy )

Die Abb. 9 zeigt solcherart berechnete Reflexionsspektren
fiir drei Werte des Parameters . Zum Vergleich ist in
Abb. 9a und 9b die Einhilillende der Spektrallinien flir das
Plasmawellenmodell nach Abb. 1 eingezeichnet. In Abb. 9c
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Abb. 9
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Reflexionsspektren filir das in Abb. 7 dargestellte

Plasmawellenmodell

a) flr Acosa = A/2

b) flir Acosa = 1,6 A/2
= A

c) flir Acosa
= 4nhcosa/A, s. Gl. (13)

Parameter
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(m = 2 in Gl. (19) oder (22)) verschwindet im Falle recht-
eckiger Dichtemodulation das gesamte Reflexionsspektrum, wie
oben erkldrt, im Falle sinusfdrmiger Dichtemodulation blei-
ben ungeradzahlige Spektrallinien von 3 aufwdrts. Aus Abb. Ya
ist ersichtlich, dass bei m = 1 bzw. (' = 2r eine Welle mit
sinusfdrmiger Dichtemodulation insgesamt weniger reflektiert
als eine Welle mit rechteckiger Dichtemodulation, was plau-
sibel erscheint. In Abb. 9b ist die HB8he der Spektrallinien
unregelmdssig modifiziert.

Die fir m =1 unter dem Bragg-Winkel reflektierte Leistung
ldsst sich direkt mit der Theorie der Rdntgenstreuung in
Kristallen vergleichen. Zundchst folgt aus Gl. (21) bei Er-
fillen der Braggschen Bedingung Gl. (19) mit m = 1 und bei
a/A21 :

= . da
\P \PM.’( A (31)

Driicken wir hierin noch j%“\n mit (13), (7) und (8) durch

ANyax, Nep, @ und A, mit (19) durch A und « aus, so erhal-

ten wir, wenn wir gleichzeitig noch

| Y

1) — [2rc\® 2
Nc.-"':';l\/,-( ),m‘ -/V,-.:_W.Z ¢
r Aol Gme*MN, 2> el

= MW T

TR mit = € _

beachten, filir g den Ausdruck
(32)
e - =
p= AN’“*?lar cos 2P P 1 fuar E Il &, 4, —Ebene
n ¢ cos A i o " é‘:l " "

(EO ist die elektrische Feldstirke der einfallenden Welle).
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Die R8ntgenstreuung an einem Kristall ist in Abb. 10
dargestellt.

Abb. 10 Rdntgenstreuung an einem Kristall
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Der Kristall sei so orientiert, dass eine bestimmte Schar
g
von Gitterebenen, welche den "Gitterwellenvektor" ﬁf
-I’
besitzt, den einfallenden Parallelstrahl von % in eine

ﬁ
enge Umgebung von ‘kr streut.

Flir die gesamte in diese Umgebung fallende Leistung - wel-
che auf einem entfernten Schirm einen "Fleck" erzeugt - gilt

nach Landau-Lifshitz /1/ (flir grosse Ausdehnung | Einfalls-
ebene)

~ 2
P_g = 07<-J° ___-_-l‘lr:.{nK{zwélzPo( ('Z?;[) F;_ Do (33)

—
~
WO er den K entsprechenden Fourierkoeffizien-

ten der Elektronendichteverteilung bedeutet. In unserem Falle
gilt (flir das unbegrenzt fortgesetzte Gitter)

Al »
Yl,<=%f/\/(x)£’ Xole =
o

£
T (34)

Andererseits folgt aus (32) eine reflektierte Leistung

Fo=1¢I"P, = L&An 9”7’;“% o 2ot 17. Fe )

oS
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Vergleicht man (35) mit (33) unter Berilicksichtigung von
(34), so findet man PS = Pr fiir 2a = D, also direkte Ent-

sprechung.

Zum weiteren Vergleich geben wir noch die inkoh#rente Streu-
ung als Summe der individuellen Beitrige der im Volumen F . D
enthaltenen Elektronen an. Sie betrdgt fiilr einen in der Ein-
fallsebene liegenden Raumwinkel 2 /2/ :

Pnk. = Te Mycos*2Pu DF- 00 2
= 2N, (LCSZPOL) DF o2 cosat

Der Quotient beider Leistungen ist:

(36)

B _ X (8Ned)* D 4
Pok. T M, a3 - o

Ein Vergleich mit Mikrowellenstreuexperimenten /3/ zeigt
gute Ubereinstimmung des berechneten Verh#ltnisses mit

experimentell gefundenen Werten.

(Der Streuparameter B ist, wenn wir dem Plasma eine ther-
mische Geschwindigkeit vth%\)' zuordnen, grdssenordnungs-

miéssig:

& Lygmeosot  Lylk-hy| 2rL -

|
Y K
L&

21  (38)

(LD = Debyelange)
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Bei der Berechnung der Transmission brauchen wir der Orts-
dnderung der Schichten nicht Rechnung zu tragen, sondern
nur ihrer zeitlichen Dichte8nderung. Die Transmission durch

die jte Schicht und eine angrenzende Schicht der Dichte NO
ist né&mlich:

{ ‘W, . { W, Y
(39)

= (1- /f,'/‘)"'--e,"'g (4— :'Sg é’l’t_)

2 Vs

Den im Amplitudenfaktor quadratisch vorkommenden Reflexions-
faktor vernachldssigen wir, da nur in AN, der Dichteabweichung,
lineare Glieder interessieren. Es gilt analog Gl. (11):

éﬂ}; — - 1 ; AA/): _ "(NmQ{-M) 4 .e‘al'vt
L, ‘fA/Cr 1- Zg 4”6! 4- _/_V:

N, N,
‘ er i (40)
2 vt

Die AN-Werte der anderen Schichten entsprechend der Hiillkurve
in Abb. 1 werden analog den Ausdriicken ¢ /fmkx in Gl. (12)
gebildet, wobei dort in den Phasenfaktoren gP = 0 gesetzt wird.

Die gesamte Transmission ist dann bis auf einen Phasenfaktor:
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Die transmittierte Welle ist also phasenmoduliert, was leicht

erkennbar wird, wenn man T = exp [I(Y/Z)j B(‘t‘)] schreibt.
Die Fourierzerlegung liefert analog Gl. (21):

T=1+Y% E_ 2% [e"”’ Ko e_"m’("t)
ﬁ =4 ( ) (Zﬂ") * )

(42)

also ein Spektrum wie in Abb. 6, welches aber jetzt symmetrisch
zur Mittelfrequenz w ist.

Die Abb. 11 zeigt als experimentellesBeispiel ein Rlickwdrts-
streu (= Reflexions -)-spektrum, welches an laufenden Schichten
in einer von einem Hohlleiter eingeschlossenen positiven Sdule
einer Argon-Glimmentladung mit 9 GHz-Mikrowellen gemessen wurde.
Die Braggsche Bedingung ist dabei nicht erflillt: die Dopplerver-
schiebung, bemerkbar an der leichten Anhebung der Linien rechts
von der Grundlinie, ist wesentlich kleiner als der Linienabstand.
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Abb. 11 Beispiel eines gemessenen Reflexions-
spektrums.

Wir danken Herrn J. Prechtl fiir die Anfertigung der Zeich-
nungen.
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