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Abstract

First the basic equations of magnetogasdvnamics are summarized.
From these general eguations a set of stationary one-dimensional
flow equations and a simplified Ohm’s law are derived both of

them for special application to MHD channel flow.

The method of calculating the plasma composition, thermodvnamic
functions and transport properties in general is then described
and applied to tvpical combustion MHD generator plasmas. This
section also includes a collection of momentum transfer cross-
sections for collisions between electrons and heavy particles

tvpical of seeded combustion gases.

The next section presents the treatment of turbulent boundary
lavers and closely related phenomena such as wall friction, heat

losses and electrode drops.

In the last section these methods and data are applied together
to the calculation of real combustion MHD flows. The main part
of this section presents the numerical methods used in our computer

program and typical results.,
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1. EINLEITUNG

Das Ziel eines Entwicklungsvorhabens, das im Auftrag des Bundes-
ministeriums flir Bildung und Wissenschaft vom IPP gemeinsam mit

der M.A.N. durchgeflthrt wurde, war die Erstellung baureifer Unter-
lagen flir einen lo Mwel—lo sec-Verbrennungs-MHD-Generator. Der Auf-
trag des BMBW an die Arbeitsgemeinschaft umfasste aber auch die Un-
tersuchung der Anwendungsmdglichkeiten solcher Verbrennungs-MHD-Ge-
neratoren in der industriellen und dffentlichen Stromversorgung.
Damit wird implizit eine Optimierung des MHD-Generatorsystems be-

zliglich der Stromerzeugungskosten gefordert.

Deshalb war eine tragfdhige theoretische Untermauerung technischer, tech-
nologischer und experimenteller Erfahrungen, die beim Bau und Be-

trieb eines Experimentiergenerators gesammelt wurden, unerldsslich.

Flir die Extrapolation vom Experimentiergeneratorsystem mit einigen
loo kW elektrischer Leistung zum lo MW-System hin und vor der Opti-
mierung dieses Systems musste deshalb das theoretische Wissen zu-
sammengetragen werden, das ndtig ist, um folgende Frage zu beant-
worten: "Wie muss ein MHD-Generator flir eine gewlinschte elektrische
Leistung beschaffen sein?" Die hier zusammengestellten theoretischen
Grundlagen beschridnken sich auf die Beantwortung dieser Frage.

Bei der Bearbeitung des oben umrissenen Problemkreises mussten zu-

erst die Grundgleichungen hergeleitet werden, welche die Zusammen-
h&nge beschreiben. Auch die Anfangs- und Randbedingungen, die ihre

L&sungen mitbestimmen, mussten festgelegt werden (Kapitel 2.l. und

Ty g

Da die allgemeinen Grundgleichungen zu einem komplizierten System
nichtlinearer, partieller Differentialgleichungen filihren, ihre L&-
sung also sehr viel Rechenzeit erfordert, war es speziell im Hin-
blick auf die vorgesehenen Optimierungsrechnungen nfitzlich, mit Hil-
fe der Ableitung geeigneter Mittelwerte zu einer eindimensionalen
Behandlung des Problems Uberzugehen (Kapitel 2.3. und 2.4.).
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Ausserdem treten in den Gleichungen eine ganze Reihe funktionaler
Zusammenh&nge, wie Zustandsgr®ssen und Materialfunktionen so hdufig
auf, dass ihre vorherige Berechnung und Tabellierung (z.B. als
Funktionenen der Zustandsvariablen p und T) notwendig oder zum min-

desten niitzlich erschien (Kapitel 3.).

Bei der Erarbeitung der theoretischen Grundlagen im Wechselspiel
mit experimentellen Untersuchungen erwiesen sich die Randschichten
der Plasmastr®mung als besonders einflussreich. Deshalb musste

ihrem Studium besondere Aufmerksamkeit gewidmet werden (Kapitel 4.).

Weiterhin zeigte sich, dass auch der Verbrennungswirkungsgrad die
Auslegung eines MHD-Generators erheblich beeinflusst. Obwohl er,

da er durch technisch-technologische Details der Konstruktion be-
stimmt ist, nicht theoretisch vorhergesagt werden kann, war es mdg-

lich, seine Wirkung auf das Gesamtsystem abzuschitzen (Kapitel 5.).

Damit waren alle Bausteine zusammengetragen, die zur Berechnung
eines MHD-Generators notwendig sind. Eine solche Generatorberech-
nung ist im letzten Abschnitt skizziert (Kapitel 6.).

Flir eine Optimierung k8nnen nun die Generatorrechnungen in einem
iterativen Prozess unter Variation wesentlicher, die Kosten bzw.
den Wirkungsgrad bestimmender, Gr8ssen so oft wiederholt werden,
bis optimale L¥sungen erkennbar werden. Daraus kann dann nach be-

stimmten Kriterien eine spezielle L&sung ausgewdhlt werden.



2. GRUNDGLEICHUNGEN FOR DIE STROMUNG EINES ELEKTRISCH
LEITENDEN GASES

2.1. Die allgemeinen Gleichungen der Magnetogasdynamik

Wenn man Strdmungen in voller Allgemeinheit berechnen will, so
muss man ein dreidimensionales, zeitabh&ngiges Prublem ldsen.

Die Grundlage einer solchen Berechnung besteht aus den Erhal-

tungsgleichungen fir Masse, Impuls und Energie:

2¢ w50 ) -
6'-&+%V(fvj ”; .

("Kontinuit8tsgleichung"),
3¢‘ 7Y ol ~ a =
Saé:;4Lf’(U'gtﬁJ%;)pf= -Ag?th5Zfa,_&z?0,éé 7‘6/*’6?

("Kraftgleichung"),

ja E?Z - Pt d N 4 e Y
£ (4+ E)+nyM/{#f)-a_-f=- AV(EV) A G44.E

("Enthalpiegleichung").

Wie die Unterschrift unter der Gl. (3) anzeigt, verwenden wir an
Stelle einer "reinen" Energiegleichung eine Gleichung flr die
totale Enthalpie, d.h. flr dxe Summe aus innerer Energie ) l?/@b
und der kinetischen Energie U’/dﬂ In Gl.(3) hat die Enthalpie
h die Dimension einer Energie pro Masseneinheit. Die obigen
Gleichungen sind zur Beschreibung von Strémungen mit RelbUﬂg
und Narmeleltung geeignet, da sie den Schubspannungstensor ¢ d
und den Vektor g‘ der Wirmestromdichte enthalten. Dabel <&nnen
( und 9 sowohl durch molekulare wie auch durch turbulente
Transportvorgange verursacht werden. Diese Unterscheidung wird
erst wesentlich, wenn die formelmdssigen zusammenh&dnge zwischen
_g“ und a? und anderen variablen der Strdmung, wie beispiels-
J;ise Geschwindigkeit, Temperatur oder deren Gradienten, in die

Rechnung eingefiihrt werden (siehe dazu Abschnitt 4).




Die flr MHD-Rechnungen wesentlichen Terme sind die Lorentzkraft
?'x g'(genauer: Kraftdichte, da'? x'g die Dimension einer Kraft
pro Volumeneinheit besitzt) und die Gr¥sse 3‘.§i welche die
Dichte der nach aussen abgegebenen elektrischen Leistung dar-

stellt.

Da wir uns nur mit stationdrem MHD-Betrieb befassen wollen,
setzen wir in den Gl. (1), (2), (3) die partiellen Ableitungen

nach der Zeit ( 3/@*) gleich Null. Die stationsren Strdmungs-
gleichungen lauten damit:

He'v (pV/)=0, (4)
S geact )V = - geadt g - Aev 2 +qw€" (5)

- - - 0 r—
oV gead (44 V%) -ctev (20) - 3 o E.

An dieser Stelle sei noch angemerkt, dass es auch bei vermeint-
lich stationdrem MHD-Betrieb notwendig sein kann, instationire
Vorgdnge zu betrachten. Bei Verbrennungs-MHD-Generatoren liegt
eine m8gliche Ursache daflir in Verbrennungsinstabilit&ten und
akustischen Schwingungen in F&rder- und Brennsystem, die zu
Fluktuationen der Parameter des Plasmas ftilhren, das in den MHD-
Kanal einstrdmt.

Die Gln. (4), (5), (6) enthalten eine Vielzahl von abhdngigen
Variablen, die wir nun in zwei Gruppen einteilen werden. Die
frste Gruppe besteht aus den drei Komponenten Ve vy und v, von
v, aus der kalorischen Zustandsgr®sse h und aus den drei thermi-
schen Zustandsgr®ssen é, §? und T. Die Temperatur T erscheint
nicht explizit in den Str¥mungsgleichungen, sie ist aber implizit
in ihnen enthalten, da es sinnvoll ist, die elektrische Leit-
f&higkeit Er welche wiederum die Stromdichte 3 bestimmt, als
Funktion von T und p darzustellen. Die zweite Gruppe von Variab-
A

len enth&dlt die Komponenten von ¢ '&", J und E (B wird wegen

der niedrigen magnetischen Reynoldszahl als von aussen vorgege-



ben betrachtet). Die Variablen der zweiten Gruppe lassen sich
durch vVariable der ersten Gruppe (vx, vy, Vi P Gi und T) so-
wie durch Randwerte (z.B. Wandtemperatur Tw des Kanals) und

dussere Bedingungen (z.B. Laststrom I) darstellen.

Die Variablen Vo vy' Vi b Pj; Q und T sind also die grund-
legenden Variablen., Flir diese 7 Grdssen folgen aus (4) und (5)
je eine und aus (6) drei, d.h. insgesamt 5 Bestimmungsgleichun-
gen. Die beiden noch fehlenden Gleichungen gewinnen wir durch
den Anschluss an die Thermodynamik mit einer thermischen und

einer kalorischen Zustandsgleichung:

=04, T) (7)

("thermische Zustandsgleichung")

4=Llp7) (8)

("kalorische Zustandsgleichung"),

Auf die Berechnung der Funktionen Q(p,T) und h(p,T) von Ver-
brennungsplasmen unter Berflicksichtigung von Dissoziation und
Ionisation gehen wir in Abschnitt 3 ndher ein. Es zeigt sich,

dass man

- ) 2 (9)
=5 R

schreiben kann, wobei M(p,T) das Molekulargewicht des Gemisches
darstellt. Dieses Molekulargewicht hdngt von p und T ab, denn

es ist per def. das Gewicht des Gemischvolumens, das gerade die
Avogadrosche Zahl NA (NA = 6,02252 .1023) von Moleklilen enthdlt.
Diese Zahl ist zwar konstant, aber die relativen Anteile der ver-
schiedenen Molekllle des Gemisches an N, h&ngen von p und T ab.
Flir h(p,T) gibt es bei realem Gasverhalten keinen einfachen Zu-
sammenhang. Flir die tats#chlichen Rechnungen werden wir Tabellen
h(p,T) verwenden, deren Berechnung in Abschnitt 3 beschrieben

wird.




2.2. Das Ohmsche Gesetz

Zur Berechnung der Stromdichte ?‘fﬁr ein Plasma im Magnetfeld

dient das Ohmsche Gesetz. Wir verwenden folgende Form /1/:

N - -ﬁ¥ - —
I=6 6 +GE +GéxET. e
Der Vektor

- e -
E¥= £ # l’k&%é-z;fmﬂa

N
ist eine verallgemeinerte elektrische Feldstdrke; b = B/B ist

- -
der Einheitsvektor in Richtung Efs Magnetfeldes B; Ez und EI;

i . -y
bezeichnen die Komponenten von E® parallel bzw. senkrecht zu B.
p

Das Ohmsche Gesetz nach Gl. (lo) enthdlt eine Reihe von Voraus-

setzungen bzw. Vernachldssigungen:

- alle Vorgdnge sind stationdr. In der Praxis heisst das, dass
die Zeitkonstanten von Verdnderungen gross sind gegeniber der
Zeitskala flr elektrische Raumladungsschwingungen (l1/Plasma-
frequenz)

- nur der Anteil an fﬂ der durch Elektronen getragen wird, ist
berlicksichtigt

- der Beitrag des Gradienten der Elektronentemperatur zum Strom-
transport ist vernachldssigt

Die drei Leitfdhigkeitskomponenten 9. sizluml 63 sind die
Komponenten des Leitfdhigkeitstensors SZ'. Nimmt man an, dass
= "

B in positive z-Richtung zeigt, so lautet gf in kartesischer

Schreibweise

%
11
03 (%)

G =
—
——

N Q-G? Y

0

(7]
0 0
Die Komponente Grl hdngt nicht von B ab und ist identisch mit der
Leitf&higkeit des unmagnetisierten Plasmas; 6’2 und 6'3 dagegen
hdngen von B ab. Wenn B gegen Null geht, verschwindet €r3, wah-
rend 6‘2 = G\'l wird. Die Berechnung von &7, 6\'2 und 9'3

wird in Abschnitt 3 beschrieben. 5




Unter Verwendung von 6 kann man das Ohmsche Gesetz in der Form
—
-—
/=g EF =

schreiben.

2.3. Eindimensionale Strdmungsgleichungen

Die Spezialisierung der allgemeinen Strdmungsgleichungen und

des allgemeinen Ohmschen Gesetzes auf ein Koordinatensystem
fitlhrt zu einem System partieller Differentialgleichungen. Die
Ldsung dieses Systems von Gleichungen unter Berlicksichtigung

der Randbedingungen, die durch die Geometrie von Brennsystem und
MHD-Kanal festgelegt werden, kann nur numerisch berechnet werden.
Alle numerischen Verfahren laufen schliesslich darauf hinaus,
das L&sungsgebiet durch ein r#umliches Gitter aufzuteilen und
die gesuchten Funktionen in bestimmten Punkten dieses Gitters

zu berechnen. Um eine ausreichende Genauigkeit zu erzielen,
muss die Maschenweite des Gitters zumindest vergleichbar sein
mit den kleinsten Lingenskalen, die in dem untersuchten Problem
auftreten. Bei einem MHD-Generator sind das die Dicken von
Grenzschichten und die Breiten von Elektroden und Isolationen,
die in der Praxis von der Grdssenordnung 1 mm == 1 cm sind. An-
dererseits betrdgt das Volumen praktisch interessierender MHD-
Generatoren grdssenordnungsmissig o.l <1 m3, sodass die gesuch-
ten Funktionen also in einer sehr grossen Anzahl von Punkten be-
rechnet werden miissen. Diese Anzahl von Punkten ldsst sich durch
die Ausnutzung oder durch die Annahme von Symmetrien meistens
auf etwa 104 verringern. Selbst flir diese Anzahl von Gitterpunk-
ten ist die Ldsung auch mit einer schnellen elektronischen Re-
chenmaschine immer noch sehr zeitraubend. Die Ursache liegt in
der Struktur der Gleichungen. Wenn die ganze Strdmung im Unter-
schallbereich liegt, sind die Gleichungen elliptisch und miissen
iterativ gel®st werden, d.h. man muss das Gitter von etwa lo4
Punkten oft durchlaufen. Hat man es im Kanal mit Uberschallstrd-
mungen zu tun, in denen die Gleichungen hyperbolisch sind, so

treten auch hier Unterschallstr®mungen in der Grenzschicht und




stromaufwdrts vom Dlisenhals auf, die durch elliptische Gleichun-
gen beschrieben werden. Dieser gemischte Typ des Gleichungssystems
fiihrt ebenfalls wieder zu Komplikationen bei den numerischen

Rechnungen, die sehr viel Rechenzeit kosten.

Bei der Auslegung eines MHD-Generators milsste diese zeitraubende
Rechnung sehr oft durchgefiihrt werden, da eine Vielzahl von
Variationen durchgespielt werden muss, um zu einer optimalen
L¥8sung zu gelangen. Als Beispiele seien die vVariationen der geo-
metrischen Form des Kanals oder der axialen Verteilung des Ma-
gnetfeldes genannt. Andererseits liefert die L®sung der drei-
dimensionalen Gleichungen eine Menge an Information in Form de-
taillierter Profile, die zwar oft von akademischem Interesse
sein k®nnen, flr die Praxis aber gar nicht immer notwendig sind.
Deshalb liegt es nahe, Gleichungen zu verwenden, mit denen zwar
nur Mittelwerte, diese aber in einer unvergleichlich viel klr-

zeren Zeit berechnet werden kdnnen.

2.3.1. Ableitung "eindimensionaler" Strdmungsgleichungen

Wir betrachten die Str¥mung in einem Kanal mit ungekrimmter

Achse (x-Achse unseres Koordinatensystems) und wollen im fol-
genden aus den in Abschnitt 2.1. zusammengestellten allgemei-
nen Strdmungsgleichungen ein System von Gleichungen ableiten,

das die axiale Variation der Dichte @ , des Druckes f: der
Enthalpie h und der Geschwindigkeit *; beschreibt. Die Quer-
striche Uber den Gr¥ssen weisen darauf hin, dass es sich um

Mittelwerte handeln wird.

Es ist Ublich, zu solchen eindimensionalen Gleichungen dadurch

zu gelangen, dass man die Variationen aller Grdssen guer zur x-
Achse vernachldssigt, d.h. indem man 3/?3.-.—. a/aiso setzt. Die-
ses einfache Verfahren ist der Str®mung in einem Kanal nicht an-
gemessen, denn die Existenz der Widnde fllhrt zur Ausbildung von
Str¥mungs- und Temperaturgrenzschichten, in denen starke Variatio-
nen von Geschwindigkeit, Dichte und Temperatur auftreten konnen.

Ausserdem bleibt dabei offen, in welcher Weise die Schubspannun-




gen und die Wdrmestrome, die im wesentlichen durch die Wdnde

verursacht werden, in die eindimensicnalen Gleichungen Uber-

nommen werden miissen.

Wir wollen durch eine Methode 2zu eindimensionalen Gleichungen
gelangen, die gleichzeitig auch noch die Definitionsgleichun-

gen flir die Mittelwerte liefert. Dazu formen wir die Gln. (4),

(5), (6) so um, dass mdglichst viele Divergenz -Terme entstehen:

mz’/f?/=0, (13)

—n

v (PVVAp L+ /=g *&E

= /

i = ;‘2 - A = - ?
Aev (004t )45+ T0/=7 &, (15)
(L = Einheitstensor),

Wir schneiden aus dem Kanal ein Stlick von der Ld@nge Ax heraus
(siehe Abb.l):

v

F(X+AX)

F(X)

Abb. 1 Volumelement des Kanals zur Ableitung eindimensionaler
Gleichungen




Die Ebenen F(x) und F(x + Ax) stehen senkrecht auf der x-
Achse. Durch den Querschnitt F(x) strdmen Masse, Impuls und
Energie in das Kanalelement ein. Flir den Massenstrom Im'
die x-Komponente Ii,x des Impulsstromes und den Enthalpie-
strom In erhdlt man durch Integration der Klammerausdrficke
hinter den div-Zeichen in den Gln. (13), (14), (15) Uber den
Querschnitt F (x):

Zi = O% X7, e)

(18)

Bei der Berechnung von Ih werden die folgenden beiden Niherun-
gen verwendet:
2

i 2 2 2
~ v._.7, d.h. (vy + vz) & ¥ und

=2
v

Diese beiden Vernachldssigungen haben nur sehr geringe Aus-
wirkungen, denn physikalisch bedeuten sie, dass die kineti-
sche Energie und die Reibungsarbeit von Strdmungen quer zur
Kanalachse nicht berlicksichtigt werden.

Nach einer Idee von Dzung /2/ kann man Mittelwerte dadurch

einflilhren, dass man Im' Ii und Ih nicht nur durch die

’
Integrale (l16), (17), (18) darstellt, sondern auch als Pro-
dukte der jeweils entsprechenden Mittelwerte mit der Quer-

schnittsfldche F:

?E;‘é fyard"r, (19)



- lo -
F b thF = (o4 b #R)2F (20)

- £ 2
Punld+ V*/&/vzll(ﬁ‘?{*f@ sy ) HF, (21)

Das sind drei Definitionsgleichungen flir die vier Mittelwerte Er,
P, h und V;. Eine axiale W4rmestromdichte E; taucht in den De-
finitionsgleichungen nicht mehr auf, da man sie durch Einfllhrung

des Mittelwertes

Dy = -;:4 Gy OlF (22)

eliminieren kann. Diese Elimination ist deshalb mdglich, weil d,
nur als Summand in der Gl. (18) flr Ih erscheint, in den beiden
Gln. (16) und (17) flr Im und I.l " aber weder explizit noch implizit

’

erhalten ist.

Die Grbssen Im' I und Ih sind die Masse, der Impuls und die ge-

samte Enthalpie, 312 pro Zeiteinheit durch den Querschnitt F an
der Stelle x fliessen. Diese Gr8ssen bleiben im Fall der stationd-
ren, reibungsfreien und adiabaten Strdmungs ldngs der Strdmung
konstant, sie sind sog. Erhaltungsgr®ssen. Diese Eigenschaft

fithrt zu einer physikalischen Interpretation der Mittelwerte 3;,
p, h und 3;. wiirden wir an der Stelle x an den realen Kanal mit
dem Querschnitt F einen idealen Kanal mit dem nun stromab kon-
stanten Querschnitt F anschliessen, an dessen Wdnden keine Rei-
bung und keine Wdrmeverluste auftreten, so wirden sich die In-
homogenit&ten der realen Strdmung ldngs dieses "Ausgleichs"-Kanals
ausgleichen. Nach genitigend grosser Laufldnge hdtten sich die Ver-
teilungen von @, p, h und v, 2u den konstanten Werten Par Py
ha und Vs ausgeglichen. Diese Werte sind wegen der Konstanz von

I i 7 und I l3ngs des idealen Ausgleichskanals gleich den Mit-

'

tI;llwe;t':}efn ZJ., ¥ h und '\';'x, wie man durch Einsetzen von Qa‘ Py
ha und V.a in die Integrale in den Gln. (16), (17) und (18) un-
mittelbar zeigen kann. Es sei noch bemerkt, dass die Entropie
14ngs des idealen Kanals wegen der Ausgleichsvorgdnge zugenommen
hat, da sie keinem Erhaltungssatz gehorcht. Es ist offensichtlich,

dass die ausgeglichenen Variablen ?a' P, und ha den thermodynami-




schen Zustandsgleichungen genligen. Das gleiche gilt dann auch

fiir "é , P und h. Wir kbnnen also schreiben:
F=90(%7), (23

4—“ 4//7_, 77. (24)

Dabei stellen die Funktionen gD und h zwischen ihren Argumenten
die gleichen Zusammenhdnge her wie die allgemeinen Zustandsglei-
chungen (7) und (8) nach Abschnitt Z.,1. Durch die Gln. (23; und
24) wird die zahl der Mittelwerte um T auf 5 erweitert. Zu

ihrer Bestimmung stehen die 3 Definitionsgleichungen (19), (20)
und (21), sowie die beiden Zustandsgleichungen (23) und (24) zur
Ver fligung.

Jetzt bleibt noch die Herleitung der Gleichungen, aus denen die
Variationen von ?, '5, 31— und Vx mit x berechnet werden kann,
also die wirkliche Aufstellung der eindimensionalen Gleichungen.
Die eindimensionale Kontinuitdtsgleichung ergibt sich unmittel-
bar aus der Gl.(le), wenn wir annehmen, dass der Massenstrom Im
l4ngs des Kanals konstant bleibt (L, = m) :

F Uy Pl @9

Die Strdme I, und I, dndern sich mit x wegen der Wdrmeverluste,
i,x h a = -
der Wandreibung und der Terme j x B und j ¢« E. Zur Berechnung von
I, . / dx integrieren wir zundchst die Gl. (14) Uber das Kanal-
’

element nach Abb.l:

e

oy AR F R (Ot F ), T

At Ay [ (v =0 .

(26)

Dabei wurden folgende Bedingungen verwendet:
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N
- /& O auf der Mantelfllche M

- 2]“, w1rd gleich o gesetzt. Das ist eine gute Ngherung,

da €yx den Ableitungen der Komponenten von Vv nach x
proportional ist, die alle sehr klein sind.

Das erste Integral ist Ii X(x), das zweite ist Ii x(x+Ax). Flr
’ ’
Ax > o erh8lt man deshalb aus Gl. (26):

oA Zg
Ax

( /Z = Umfang des Querschnitts F). Dabei wurde eine Ndherung

"dxs—"’ﬂdx#ﬂ oAF + ((“?/xfdx (27)

verwendet:
a:-g' o /‘/ﬂ"d;’\/ NPT

, ‘—""S'
Dabeli wurden 2'und (J X B)y durch

=2/t (28)

4 4

und

== 2//725 2 [

(%8 )y E{/(r?)xdﬂ—'“;@%# (29)
eingefihrt.

Wenn man nun Ii < nach Gl. (20) nach x differenziert und das Re-
’

sultat in Gl.(27) einsetzt, erhilt man unter Verwendung der schon

abgeleiteten eindimensionalen Kontinuitdtsgleichung (25) schliess-

lich die eindimensionale Kraftgleichung:

?E%{':-—E?é"/*g/xv (3a)

Die Definition der Mittelwerte von @, p und T durch die Gln.
(19), (20), (21) flihrt also tatsdchlich zu der gewlinschten ein-

dimensionalen Gleichung.

Die Ableitung der eindimensionalen Enthalpiegleichung erfolgt
nach dem gleichen Schema wie die Ableitung der Impulsgleichung.
Das Resultat lautet:
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— &  AGy
‘vadx {*'K’/J/:(E 6" ____p_(}ﬂr' (34)

(&; bzw. E; sind die mittleren Dichten der Wirmestr®me durch die
Kanalwdnde bzw. ldngs der Strdmung), Die Mittelwerte sind durch

folgende Formeln definiert:

——— -
7 E =gﬁ;§£d¢, (32)

% = L[k

Die Arbeit der Schubspannungen erscheint in der Enthalpiegleichung

(31) aus zweli Grlinden nicht:

- Der Beitrag der grossen Wandschubspannungen verschwindet exakt,
da auf der Mantelfldche v & o gilt.

- Den geringen Beitrag der Schubspannungen quer zum Strd-
mungsquerschnitt haben wir schon bei der Berechnung von I
vernachldssigt.

h

Wir haben also aus den exakten Gleichungen ein System eindimensiona-
ler Gleichungen abgeleitet, das die Variation der durch die Glei-
chungen (19), (20), (21), (23) und (24) definierten Mittelwerte
3;, P, ?; T und 3; exakt beschreibt bis auf die angemerkten ge-
ringfligigen Vernachldssigungen. Berechnet man also beispielsweise
durch eine numerische Ldsung der dreidimensionalen Gleichungen
die rdumlichen Verteilungen von €. p, h, T und Vo und setzt
diese Verteilungen in die Definitionsgleichungen (19), (20) und
(21) flr die Mittelwerte ein, und verwendet (23) und (24), so
muss man an jeder axialen Position x die gleichen Zahlenwerte

flir Q. P, T und -v'x erhalten wie aus der L®sung der eindimensiona-
len Gleichungen.

Wir haben die Aufstellung des mathematisch sehr einfachen Systems
eindimensionaler Gleichungen allerdings mit einem System von De-
finitionsgleichungen bezahlt, das sich im allgemeinen nicht ana-

lytisch nach E;, B: h, T und vX aufldsen ldsst. Man kann also
beispielsweise die Formel



e=f /I*‘;J:}’/I{)

—
nicht explizit anschreiben, sondern man kann @ f£flir gegebene
Werte von Im' Ii 52 Ih nur mit einem numerischen Verfahren be-
’
stimmen.

Um die Diskussion physikalischer Probleme zu erleichtern, sollen
nun noch die Gleichungen flir die Mittelwerte angegeben werden,
die man erhdlt, wenn man annimmt, dass p Uber dem Querschnitt

des Kanals konstant ist. Flir diese Annahme wird die vorher ver-
wendete Formeé!;)g &Jdﬁcﬁdﬁxa};t. Ausserdem wollen wir anneh-
men, dass die Kanalstrdmung in eine Kernstrdmung und Grenzschich-

ten unterteilt werden kann.

2.3.2. Mittelwerte flir p = const. Uber den Querschnitt des Kanals

Bei einer Kanalstr®mung ohne MHD-Wechselwirkung ist der Druck

iber den Querschnitt des Kanals praktisch konstant. Mit MHD-Wech-
selwirkung ist der Druck liber den Querschnitt des Kanals dann noch
im wesentlichen konstant, wenn die Druckdifferenz, die durch die
Lorentzkraft quer zur Strdmungsrichtung verursacht wird, klein
gegen den statischen Druck p ist:

Aﬂ&ﬁangsydﬁgz'@?zd«ﬁ. (34)

Wenn diese Bedingung erffillt ist, h&ngen die Enthalpie h und die
Dichte §> in einem gegebenen Querschnitt nur noch von T ab. Der
Druck p tritt dann nur noch explizit in der Gl. (20) auf, aus der

sich

FeZ L peF=r

ergibt. Die Mittelwerte };,'ﬁ und ;; ergeben sich zu:

5 (fpvdtr)” 36)
F \{@V,‘dﬁf /
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2
4—:-( - ;f&[/f‘ﬁv/‘f“{fﬁ'{z /{f”xzd}yz )
Yo frvuar ¢ L rviate)?
N A A

Ve = Jr PG AF

mit h = h(Er,p). Dabei wurde h durch h-hw ersetzt, was mdglich

(38)

ist, weil der Nullpunkt der Enthalpie frei wihlbar ist.

Man erkennt, dass die Mittelwerte z;,-i und'v; keineswegs durch
einfache Integration der r&umlichen Verteilung der jeweils zu
mittelnden Funktion berechnet werden, sondern durch ziemlich
komplizierte Ausdriicke dargestellt werden, in denen die Vertei-
lung §>vX als Gewichtsfunktion auftritt. Weiterhin ist bemer-
kenswert, dass nur die gleichzeitige Konstanz von 9 , h und v
dazu fllhrt, dass die Mittelwerte gleich den konstanten Werten
werden. Ist beispielsweise 50 = _P, = const. lber den Querschnitt
eines runden Kanals mit dem Radius R, w#hrend LW die parabolische
Verteilung Yy = vojriw(r/R)E]'besitzt, so ergibt sich aus den
Gln. (36) und (38):

—

E_ 98 L, E_2Z
35;-== Z Ll Ve 7 .

Der Mittelwert der Dichte weicht also wegen der inhomogenen Ge-
schwindigkeit betr#dchtlich von 5% ab. Diese Differenz zwischen
dem Mittelwert und j% mag zundchst irritierend wirken, da man
geflihlsmdssig ein anderes Resultat erwartet. Das ist aber sicher-
lich eine Frage der Gewohnheit. An die negativen Zahlenwerte von
Verdrdngungsdicken in gekithlten Lavaldlisen hat man sich auch ge-
wdhnt. Die Ursache liegt in beiden F4llen darin, dass man die
Funktionen mit f\g{gewichtet integrieren muss. Man kann die
mathematisch einfache Form der eindimensionalen Gleichungen
exakt eben nur flir solche Variable erzwingen, die mit va ge-
wichtet gemittelt sind.
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2.3.3. Mittelwerte flir p = const. und dlinne Grenzschichten

Wenn die Kanalstr®mung noch den Charakter einer Anlaufstr®mung
besitzt, d.h. wenn die vom Kanalanfang stromab anwachsenden
Grenzschichten noch nicht zur Kanalachse hin zusammengewachsen
sind, kann man in der Strdmung zwei Bereiche unterscheiden:

Kernstr¥mung und Grenzschichtstrdmung.

Wir nehmen wieder an, dass p Uber den gesamten Querschnitt der
Strdmung konstant ist, wdhrend ?, h, T und v, nur iber die
Kernstrdmung konstant sind und dort die Werte §%, ho’ To und
on annehmen. Das gilt natlirlich nur, wenn @ h, T und v

am Kanalanfang konstant {iber den ganzen Querschnitt sind. In
der Grenzschicht dndern sich @, h, T und v, von den Werten an

der Wand zu den Werten in der Kernstr&mung.

Wenn die Dicken, Uber die sich die Funktionen stark &dndern, klein
gegenliber den Abstdnden der Wdnde voneinander sind, kann man die
Verteilungen verwenden, die aus der Theorie von Grenzschichten

an einer ebenen Platte folgen. Die Uberlappungen der Grenzschich—
ten in den Ecken eines rechtwinkeligen Kanals spielen dann keine
grosse Rolle.

Nach diesen Vorbemerkungen leuchtet ein, dass man @ : T{-hw und

Vs nach den Gln. (36), (37) und (38) durch Por hO und " und

o)
durch die im folgenden definierten Verdrdngungsdicken ausdriicken
kann /3/

Jﬂ?gf* Verdr4ngungsdicke (39)
? an ) 4y

GC‘ =f Pl /7— —I/{jdé Impulsverlustdicke (40)

d Z
(f; .—.\4?:—%;/4— l%/dé Energieverlustdicke (41)

a
4 - &y
(fq.:{‘g 13/74p {»)dé Enthalpieverlustdicke (42)
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Die obere Integrationsgrenze A muss zumindest gleich dem Abstand
von der Wand sein, nach dem \f, h und Ve die Kernwerte .Po'

und " erreicht haben. W&hlt man A noch grdsser, so &ndern sich
die WePte der Integrale nicht mehr, da die Integranden in der
Kernstrdmung verschwinden.

Flir einen rechtwinkeligen Kanal, dessen Querschnitt die Seiten-

ldngen a und b besitzt, kann man fiir dlinne Grenzschichten schrei-
ben:

L ePadr=gy, (G-24)/4-24,), (43)

4‘1014'&”(;:@ l%z/é-zq@-&{.)/é—&f,—z.@)/ (44)

éf’d'/{' 4)6/12’:% lﬂ,a/é—quy "202 //é—ZV/‘; ‘Zaé/, (45)

Setzt man diese Beziehungen in die Gln. (36), (37) und (38) ein,
so erhdlt man die Darstellung der Mittelwerte \f h und v durch

fo by Vx und J J und J
_ (7- &f‘y‘/f— . ""’/5
ff——/oﬁn‘f W [7-Z b +4c)]
LFE G ) EC N
(7- 2 )7 %) g

Ty £ Y[ 7 El 4 )]
R e .
%,

Bei der Aufstellung der Gl. (48) fir Elhw wurde die Differenz

(46)

:}5,0.

(47)
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R R
fradr  (fewar)*

vernachl&ssigt, da sowohl analytische Abschdtzungen wie auch nu-
merische Rechnungen gezeigt haben, dass diese Differenz flir uns
interessierende Strdmungen klein gegen

e Pt (K- 4 )cltF
S PlLdF

ist.
Die mittlere Massenstromdichte fa, ergibt sich aus den Gln. (46)
und (47) zu:

N )

Abschliessend wollen wir ein praktisches Beispiel filir die Unter-
schiede zwischen den Mittelwerten und den Achsenwerten angeben.
Dazu verwenden wir die Daten, die der axialen Position x = 1,1l m
des experimentellen Kanals "KO" entsprechen. Die Grenzschicht-
dicke wurde zu dn= 2,24 cm, die Verdrdngungsdicken zu d£==
00,1893 cm, qG = 0,2464 cm, qQ = 0,1635 cm berechnet (siehe Ab-
schnitt 4.6.). Mit den Werten a = 9,5 cm und b = 5 cm ergeben sich
die Zahlenwerte in der folgenden Tabelle.

Tabelle 1

E-/J?) Vx/vxo ?{’_x/( soovxo) (-ﬁ_hw) / (ho-hw)

1l,0538 0,8356 o, 8805 0,8968




Der Wert von jﬁd% liegt liber 1, da die Dichte zur Wand hin an-
steigt (flr e wurden 1200 K angenommen). Die Abweichungen von

Vo und _égx von den entsprechenden Achsenwerten sind sehr wich-
tig, well v, etwa quadratisch in die Wandschubspannung - und
fbvx etwa Tinear in die Wirmestromdichte d, eingeht. Flir den
MHD-B8trieb ist besonders wichtig, dass Cg—hw)/(ho—hw) wesent-
lich unter 1 liegt. Der Wert o0,8968 in der Tabelle entspricht
einer Differenz zwischen Ty und T von 155 K. Da die elektrische
Leitf&higkeit,eﬁ.sehr stark von der Temperatur abhdngt, ist die
Unterscheidung zwischen TO und T dusserst wichtig, denn eine
Temperaturerh8hung von 155 K entspricht einer Zunahme des Q; um

den Faktor 1,8 (bei To & 2700 K).

2.4. Ein "mittleres" Ohmsches Gesetz

In den allgemeinen magnetogasdynamischen Gleichungen nach Ab-
- - -

schnitt 2.1. erscheinen die Terme'? X B und j, E, die zu den

. - = > = . . .
Mittelwerten (J x B)x und J ., E in den eindimensionalen Strdmungs-

= -

gleichungen fihren. Da'?'und E bei gegebenem B durch das allge-
meine Ohmsche Gesetz (lo) bestimmt werden, liegt es nahe, aus

M . » . . = -l-s
diesem Gesetz Gleichungen flir die Mittelwerte (? X B)x und j . E
abzuleiten. Das gelingt aber nur sehr unvollkommen und keines-
wegs so allgemein wie es im Fall der Strdmungsgleichungen m&glich
ist. Die Ursache daflir ist die Tatsache, dass das Ohmsche Gesetz
keinen Erhaltungssatz darstellt. Auch die Einbeziehung der Max-

wellschen Gleichungen flir den stationdren Fall
div? = o0 (50)
und

-
rot E

Il
(o]

(51)

fiihrt nicht sehr viel weiter. Man kdnnte diese Schwierigkeiten
-
umgehen, wenn man die rdumlichen Verteilungen von'?'und E durch
dreidimensionale Rechnungen bestimmen und daraus die Mittelwerte
- > = . .
(? X B)x und 3, E nach den Gln. (29) und (32) berechnen wiirde. Die
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Grundlage dazu bildet die partielle Differentialgleichung flr
das elektrostatische Potential ¢, die aus der Gl. (50), dem Ohm-

schen Gesetz (lo) und

Ei- ?aacfsé (52)

folgt. Fiir nicht zu grosse Werte filir die magnetische Induktion
B ist die Differentialgleichung fir ¢ elliptisch /4/ und kann
deshalb verhdltnismdssig leicht iterativ geldst werden.

Wir wollen diesen ziemlich aufwendigen Weg nicht beschreiten,
sondern leiten im ndchsten Abschnitt ein Ohmsches Gesetz mit
Mittelwerten ab, das speziell auf einen sog. "slant wall" -

Generator mit kalten Kanalwdnden zugeschnitten ist.

Alle Betrachtungen beziehen sich auf einen "slantwall"-Kanal.
Bei einem solchen Kanal sind einander versetzt gegeniiberliegen-
de Elektroden miteinander kurzgeschlossen. Die Gr®sse der axia-
len Versetzung 1 ist durch den Elektrodenabstand a und den Win-
kel & festgelegt (siehe Abb.2).

Wir unterteilen den Querschnitt des Kanals in verschiedene Be-

reiche:

Der Bereich I ist die Kernzone ausserhalb der gasdynamischen
Grenzschichten von Anode und Kathode.

Die Bereiche IIA und IIK sind die Teile der gasdynamischen Rand-

schichten von Anode und Kathode, in denen der elektrische Strom
diffus fliesst.

Die Bereiche IIIA und IIIK unmittelbar vor der Anode bzw. Kathode

sind so dick gewdhlt, dass sie alle Abweichungen von Homogenitdt,
thermischem Gleichgewicht und elektrischer Neutralitdt enthalten,
die unmittelbar vor Elektroden zu erwarten sind. Diese Bereiche
enthalten also beispielsweise eventuell auftretende Bogenentla-
dungen.



|
|
L. |
VEB | = = = — |
i | BereichITA_ KurzschluBverbindung
zwischen Anode und
Kathode
a Bereich |

Bereich III K

————— b

2 Kathode

Abb. 2 Geometrie des Slantwall-Kanals

Im folgenden stellen wir die Voraussetzungen und Vereinfachungen

zusammen, die wir zur Ableitung eines "mittleren" Ohmschen Ge-

setzes verwenden:

a) Die Elektroden sind in x-Richtung unendlich fein segmentiert.

b) BZ(X.y.z) = BZ(X)

c) Q}/ﬁ;:JZ = const. Die Gliltigkeit dieser N&herung ist durch
die numerische Berechnung der Verldufe von QZ umﬂG} mit T
sichergestellt.

d) j, = o (53)

Daraus folgt E, = o0, da q}die einzige stromtreibende Kraft
—
parallel zu B ist.



,j,j,V)=O (54)
Die Bedingungen ¢, d und e werden nur in den Bereichen I, IIA

und IIK als gliltig angenommen.

Die Gln. (53), (54) sind mathematische Idealisierungen von Tatsa-

chen, die in der Realitdt nur ndherungsweise gelten.

Die Nd&herung jZ = o0 gilt besonders gut flir turbulente Strdmungen
in einem Kanal mit kalten W&nden. In einer solchen Strdmung ist
die y-Komponente der induzierten elektromotorischen Kraft
(ﬁ‘x'ﬁ)y bis nahe an die Isolatorwdnde heran praktisch konstant,
da der Abfall von M auf den Wert Null an der Wand llber eine
Strecke erfolgt, die wesentlich klirzer als die Dicke der Ge-
schwindigkeitsgrenzschicht ist (Abb.33). Erst in dieser dlinnen
Schicht wird die ¥V x E;Induktion so inhomogen in z-Richtung,
dass merkliche Werte von jz mdglich wdren. Diese treten aber
nicht auf, da & in diesem Bereich schon sehr klein geworden
ist (Abb.37). Die Ursache daflir ist der exponentielle Zusam-
menhang zwischen B~ und T. Diese gualitativen Uberlegungen wer-

den durch die Ergebnisse von numerischen Rechnungen /5/ bestdtigt.

Die Bedingungen 3/5: = o nach Gl. (54) ndhert die Tatsache an,
- -
dass die Anderungen von E,'?'und v l&ngs des Kanals wesentlich

langsamer erfolgen als quer zur Kanalachse:

_G_’av'/j v”)
m—la/-
x Tz (dy’ 72

J/z ; . . -2
wobel in der Mitte unseres Experimentiergenerators etwa lo
betrigt. Am Anfang und am Ende des Kanals ist diese Bedingung we-
niger gut erflillt, da sich dort B, mit x &ndert. Wir wollen die-
sen Effekt vernachlissigen, der zu den sog. Endverlusten im MHD-
Kanal flihrt, die durch Stromwirbel in der x-y-Ebene verursacht

werden /6/.

—
Aus der Rotationsfreiheit von E folgt zusammen mit den Gln. (53) und
(54)
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6 /47%?/:5'}/?)/ (55)

&5, 2)= comst= £, (56)

Im Bereich I, das ist der Bereich ausserhalb der Grenzschichten

vor Anode und Kathode gilt:
éa‘; /f(éf <4—J/= Conrt = é‘}o : (57)

Aus der Divergenzfreiheit von'?'folgt zusammen mit den Gln,. (53)
und (54)

o@(x/gr; ?)=]}/'?). (58)

Aus dem Ohmschen Gesetz (lo) folgen unter den vorstehend gemach-
ten Voraussetzungen folgende Gleichungen flir die Komponenten der
Stromdichte:

ﬁ@?}=@4@,? 53:‘2@'@,:?}%@/—_26}/@?)%/@?)% , (59)

G2)=-2% (59)E 45 (4254)-0: (524 LW Fe . o)

Integration von jx und jy im Bereich I von z = o bis z = b ergibt:

o5 0G5, e 2 5% B e S<g<ad e



T

0{"’0’: -—26‘5"0 T‘/ )Zz J/sz C/(?(‘ ~-d (62)

wobei folgende Mittelwerte eingefllhrt wurden:

dop = 7 Tel2) 22 Lo g€ a-o 6

$
=21 /2)A Y (64)
o= 575 ()2
2 4
QE;= gf{:qgé%yéﬁ?' P (65)
P $
Die Mittelwerte ﬁanmis— kann man durch die zweli "Verdrdn-

gungsdicken' dr und J&V ausdrdcken, wenn die Grenzschichten dinn

sind:

/f— = (65a)

(66a)
d 3
d@r._vér(/%7—"z J}&Z;z/ (65b)
V- E% ) oz
(W:{ 4'%/ ' (66D)
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Die Zahlenwerte von é;.und d;w,werden durch die Verldufe von T
und M in den Grenzschichten vor den isolierenden Wdnden be-

stimmt.

Der gesamte Strom I durch den Generator berechnet sich aus:

_.7'--‘4 ffc(?—' (67)

(F ist die um den Winkel © gegen die y-Achse geneigte Fl&che nach
Abb.2). Die Integration erstreckt sich liber den gesamten Kanal-
guerschnitt, ausser den Bereichen IIIA und IIIK, in denen der
Strom im allgemeinen nicht durch das Ohmsche Gesetz beschrieben
wird. Diese Bereiche sind aber so diinn (lo-2 - lo cm), dass

sie zum Gesamtstrom I praktisch nicht beitragen. In den Ecken

des Querschnitts, in denen sich jeweils zwei Grenzschichten Uber-

lappen, verwenden wir die Beziehung:
G lp2)_ %ly Gy
b2 % %

wobei die Verldufe von qz mit y bzw. z durch die Verteilungen

(68)

der Temperatur Uber die Grenzschichten bestimmt werden.

Unter Verwendung der Gln. (55), (56), (59), (60), (e3), (64), (65),
(66), (67) und (68) erhdlt man fir den Gesamtstrom I:

I=a. é(&;#{ﬂd;) AL (7#..!27(52'_5’9 (69)

mit

= - t? 4 (70)
Die Gln. (6l), (862) und (69) reichen noch nicht aus, um die vier
Unbekannten j jy , EX und E zu bestimmen. Die noch fehlende

vierte Gleichugg fo?gt als Gl.(Sf). Wegen dieser Beziehung muss
die Umlaufspannung l3&ngs des in Abb.3 durch Pfeile markierten We-

ges verschwinden. Diese Bedingung ergibt:

4
%0_?5-;'0= £

2]
G
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Die durch die Gl.(71) eingefllhrte Spannung U, ("effektiver"
Elektrodenfall) ist nach Gl. (72) diejenige Potentialdifferenz,
um welche die Spannung zwischen einander gegenilberliegenden
Elektrocden durch die Existenz der gasdynamischen und elektri-
schen Randschichten gegeniiber dem homogenen Fall verdndert wird.
Wir bezeichnen das erste Integral in Gl. (72) als "Kathodenfall"

U das zweite als "Anodenfall" U, und die Summe aus dem dritten

K’ A
und vierten Integral als "gasdynamischen Spannungsabfall” UG:

%
&égﬂ=g£Q4€;~é§a./4€? (73)
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Aus Gl, (72) folgt dann:

L =ty 4ty 4 Hyg (76)

Wir wollen im folgenden immer den "Anodenfall" UA gegeniiber dem
"Kathodenfall" UK vernachldssigen, d.h. wir setzen UA = 0.

Als Ursache flir die Vernachldssigbarkeit des Anodenfalls nehmen
wir an, dass aus der kalten Anode keine Elektronen emittiert
werden miissen und dass auch keine hohen Raumladungsfelder not-
wendig sind, um die schwer beweglichen Ionen zu treiben, wie das
bei der Kathode notwendig ist.

In den eindimensionalen Strdmungsgleichungen verwenden wir die
Mittelwerte (? p 4 _B‘)X und 3\, E in die wir nun den Mittelwert j_y’
die Feldstdrke Ex und den Strom I einftihren wollen. Aus der
Gl. (29): ©

> = :
T &= Z[5,B.tF

folgt wegen B, = const iber den Querschnitt:

//T"—‘?';x - 2; & . (77)

FlUr die gesamte elektrische Ausgangsleistung P eines MHD-Kanals

der Lidnge L gilt:
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das heisst
[rEar-1&,

Wir verwenden Ex , da wir die Kanalachse als Integrationsweg zur
Berechnung von Uogewﬁhlt haben. Aus den Gln. (32) und (78) folgt

schliesslich

== = 7
7€ =4—Z"..7TE,Q, : | (79)

Den Einfluss der endlichen Segmentierung berlicksichtigen wir

pauschal durch den Korrekturfaktor Cg

-—

o5 4 o
7€ Tz e Lbnls . e

Der Faktor Cg beschreibt die Verminderung der Ausgangsleistung
abhingig vom Hallparameter Q, dem Scheibenneigungswinkel 6 und
dem Segmentierungsverhdltnis:

&G = -

Cbe /24 45O . (81)
7# = /44-%9 )

Die Gl.(8l) folgt aus einfachen geometrischen Betrachtungen {lber

die Verdrehung der Kquipotentialflfchen durch den endlichen Ab-
stand be zwischen den Mitten aufeinanderfolgender Elektroden,
wie sie in /7/ angestellt wurden.Die Ergebnisse nach Gl. (81)
stimmen in dem Wertebereich o Szée/a £ 0,25, o £ Q2 é 8 gut
mit der exakten Theorie flir ein homogenes Plasma nach /8/ Uber-

ein.

Auf eine formelmissige Darstellung des effektiven Elektrodenfalles

UE gehen wir in Abschnitt 4.9. n&her ein.




Damit ist der Abschnitt 2 dieses Berichtes, welcher der Zusam-
menstellung der Grundgleichungen dienen sollte, abgeschlossen
und wir wenden uns nun der Bestimmung der thermodynamischen Zu-

standsgrdssen und der Transportkoeffizienten zu.

3. BERECHNUNG UND ZUSAMMENSTELLUNG VON DATEN

3.1. Berechnung der Plasmazusammensetzung

3.1.1. Grundgleichungen

Wir beschrénken uns bei der Berechnung der Zusammensetzung auf
Gasgemische im thermodynamischen Gleichgewicht. Wir machen da-
zu folgende Voraussetzungen:

a) alle Vorgdnge sind stationér,
b) das Gemisch ist homogen,

c) alle Komponenten stehen miteinander im thermodynamischen
Gleichgewicht,

d) jede Komponente i gehorcht der Zustandsgleichung flir ideale
Gase: p; =’nikT.

Die Voraussetzungen a), b) und c) sind flir die Praxis folgender-
massen zu verstehen: die Zeit- bzw. Lingenskalen fiir Xnderungen

im Gasgemisch sind gross im Vergleich zu den chemischen Relaxations-
zeiten bzw. zu den freien Wegldngen flir thermalisierende Std8sse

und Reaktionsstdsse.

Die Gleichungen, die den Zustand des Gemisches bestimmen, sind
in einer Arbeit von W. Frie /9/ zusammengefasst. Im folgenden

werden wir seiner Darstellung folgen.

Das Gasgemisch bestehe aus n + 1 Komponenten. Diese sind zundchst
die verschiedenen Sorten von Molekililen, Atomen und Ionen, die bei
der Verbrennung entstehen und ausserdem noch die Elektronen.
Letztere werden immer mit dem Index n + 1 bezeichnet. Die n + 1

Komponenten bestehen wiederum aus sogenannten Konstituenten, von




denen m + 1 verschiedene Arten existieren. Als die m + 1 Konsti-
tuenten werden die am stlrksten positiv geladenen Atomionen jeder
Sorte und die Elektronen (Index: m + 1) gewdhlt. Man kann dann
alle Teilchensorten des Gemisches additiv aus den Konstituenten
aufbauen. Diese Zusammensetzung wird durch eine Matrix nicht-
negativer, ganzer Zahlen Bix beschrieben. Ein Element Bix gibt an,
wieviele Konstituenten der Sorte k in einem Komponententeilchen

der Sorte i enthalten sind.

Als Beispiel sollen die Komponenten und Konstituenten zusammenge-
stellt werden, die bei der Verbrennung von Wasserstoff und Kalium
mit Sauerstoff auftreten:

Komponente ~ H,0 H, H OH OH 0, O K kKt KO KOH e~
Index 1 1 2 3 4 5 6 7 8 9 lo 11 12
Konstituent H kY e~
Index k 1 2 3 4
2 2 1 1 1 o o o o o 1 o
1. o o 1 1 2 1 o) o) 1 1 o
3ik = o) o o) o o o} o 1 1 14 1 o
o o o o 1 o o) 1 o 1 1. 1

Die Konstituenten werden eingeflihrt, da sie die Grundbausteine dar-
stellen, die bei den chemischen Reaktionen, zu denen wir auch die
Ionisation z&hlen, erhalten bleiben. Die Komponenten haben diese
Eigenschaft nicht, da gerade sie Gegenstand der chemischen Umwand-

lungen sind.

Statt der n + 1 verschiedenen Teilchendichten n, verwenden wir im
folgenden immer die molaren Konzentrationen ni/N (N = p/kT). Die-

se gehorchen der Gleichung:
A+ 7

e~ /z.
e -
2_ , 7 7 (82)

=7
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Die Mischungsverhdltnisse werden unter Verwendung der aik durch

die Konstituententeilchen-Konzentrationen tk beschrieben:

“
> >g,
& x /o
45_ & }" #= 72..., M. (83)
l'-‘? d"? /?

Da wir keine Entmischung der verschiedenen Komponenten durch
Diffusionsstrdme berficksichtigen, sind die t, konstant. Sie dn-
dern sich also nicht mit Druck, Temperatur und den chemischen
Reaktionen, sondern sind durch die Zusgmmensetzung des Gemisches
vor der Verbrennung festgelegt. Da ;E'tk =1 ist, liefert das
System (83) nur m-1 linear unabhﬁngigﬁrbleichungen zur Berech-
nung der ni/N.

Flir die Elektronen wird nicht eine zu Gl. (83) analoge Beziehung

angesetzt, sondern die Bedingung der elektrischen Quasineutrali-
tdt verwendet:

AsL?
4,
‘; ?:/V =0 (84)

(qi = Ladungszahl der Komponente i unter Einschluss des Vorzei-
chens) .

Die Gleichungen (82), (83) und (84) stellen m + 1 unabhdngige Be-
ziehungen zur Bestimmung der n + 1 verschiedenen Konzentrationen
ni/N dar. Die noch fehlenden n-m Gleichungen folgen aus ebenso
vielen chemischen Reaktionsgleichungen, die existieren milissen,

wenn ein System aus n + 1 Komponenten und m + 1 Konstituenten
besteht.

Die n-m Reaktionsgleichungen liefern eine Matrix mit n-m Zeilen
und n + 1 Spalten, deren ganzzahlige Elemente durch die sog.
stdchiometrischen Koeffizienten Vlj gebildet werden. Diese Fest-
legung soll an dem System H2, H, H, e demonstriert werden. Da-
zu schreiben wir die chemischen Reaktionsgleichungen in der etwas

ungewohnten Form



2 H - H, = B,
-H + H+ + e = o.
Wenn wir durch = = 1,2,3,4 die Komponenten in der Reihenfolge H,

- ; . ; : ;
H2' H , e numerieren und j die Nummer der Reaxtionsgleichung

darstellt, erhalten wir flir die Matrix bﬁj:
2 -1 o o}
Vi; =
+J -1 o 1 1
Unter Verwendung der L’ij kann man die chemischen Gleichgewichts-

beziehungen (Massenwirkungsgesetze, Sahagleichungen) in folgender

Form anschreiben:

247 y¢..

// //V/ 7 /7:/0)/ 07 =74..,%2-" . (85)

Flir ideale Gase kann man die Gleichgewichtskors tante Kj in ana-

lytischer Form angeben:

247 3/2
///’/g//[/ZJPé/ / 4’/ /BJ??/;;—?/ 50)

Ej ist die Reaktionsenergie, die bei der Bildung der Komponenten
mit negativem Vorzeichen in der Reaktionsgleichung frei (Ej > o)
oder verbraucht wird (E. <<ﬂ In unserem obigen Beispiel (H, H

2!
H+, e ) gilt daher

=
I

1 Dissoziationsenergie flir ein Molekll H, (4,4796 eV),

2

1
i

2 Ionisationsenergie von H (13,59 eV).

Wenn man die Erniedrigung der Ionisierungsspannung berlicksichti-
gen will, so erniedrigt sich der Betrag von Ej um eine Korrektur,

die von der Elektronendichte abhdngt /9/.
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Die Gleichungen (82), (83), (84) und (85) bilden ein geschlossenes
System von n + 1 Gleichungen zur Bestimmung der ni/N. Wdhrend (82),
(83) und (84) lineare Gleichungen sind, liefern die Massenwirkungs-

gesetze (85) nichtlineare Beziehungen. Diese kann man durch den An-
satz

# f2-bae ,
kT s kes
A A

=7 J=?

identisch erfiillen. Man kann die ni/N in der Form (87) darstellen,

welil zwischen den Bik und den "ij folgende Beziehungen bestehen:

>_if'? £=72 .., /mt7,
|/6§¥"a"== ) ‘ (88)
= F=7L, bt

Anschaulich sagen diese aus, dass bei jeder chemischen Umsetzung j
alle Konstituenten k erhalten bleiben. Ausserdem miissen die Para-

meter g_,, die in (87) vorkommen, dem Gleichungssystem

hy?

—_— 4 -
Sty [ 14250 g e

=7

gehorchen. Das sind (n—m)2 Gleichungen, ftir die (n + 1) , (n-m)

verschiedenen Igir d.h. man kann (m + 1) , (n-m) verschiedene Isi
frei wihlen.

Um die Grdssenordnungen der Yy besser Ubersehen zu k8nnen, werden
von ihnen noch geeignete Faktoren abgespaltet:

i = "’fc@—ﬂ. o
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Durch geschickte Wahl der Funktionen Qo' und der freien Iei

Ty
kann man erreichen, dass die Variation der neuen Variablen X

bei der Berechnung der ni/N in verniinftigen Grenzen bleibt /9/.

Flihrt man (90) in den Ansatz (87) ein, so erhdlt man

Med
#2 .
kel x/?";u =72 ...

=2

2 A7 (91)

/

mit
’7- ‘
— Ve
7 %"
P = J=7 e

Man kann die Gl. (91) als Parameterdarstellung einer "Fldche" im
Raum der ni/N ansehen. Die "Kurven" X, = const legen ein Ko-
ordinatennetz Uber diese "Fl&dche". Die Variation der ni/N mit

den X ist monoton, da die Bix nichtnegative, ganze Zahlen sind.

Fasst man die m + 1 linearen Gleichungen (82), (83) und (84) in
der Form

#t1

2 élf‘c/'v_“‘éé/ #= 02 ... st (92)

=7

zusammen, so kann man die Berechnung der m + 1 verschiedenen x
als Schnitt der "Fl&che" (91) mit der "Ebene" (92) deuten.

k

Wegen der monotonen Variation der ni/N mit den Xy ist das Newton-
sche Iterationsverfahren zur Ldsung des aus den Gln. (91) und (92)
bestehenden Systems geeignet. Geometrisch bedeutet das den Ersatz
der "Fld&dche" (91) durch ihre Tangentialebene in der Umgebung der

jeweiligen Ndherungsl®sung (xl, Xo eeey ). Die mathematische

X
m+1
Durchflihrung liefert das Gleichungssystem



« A5 =

/&#4dy ‘l’-/ /g.,t‘?

\ __4£

J‘z-_r %p b /4"‘/?' ’4_44 //v/ G, %7 bt 53)
= ) :-7

mit AxX_ = x

s,p _ s,ptl’

Die Indizes p+l bzw. p bezeichnen jeweils den (p+l). bzw. p.
Ndherungswert der indizierten Grdsse. Dem p. Nidherungswert flr

den Ldsungsvektor (xl, o5 xm+l) werden durch die Gl. (91) die
entsprechenden Werte (ni/N)p zugeordnet. Damit sind die Koeffizien-
ten des Gleichungssystems (93) bekannt. Dieses wird nach den
Korrekturen Axs/x aufgeldst, die wiederum in (p+l). N&herung

S,P

die %y bis Ko ergeben. Das Schema wird zyklisch durchlaufen,
bis alle Axs/xs kleiner als eine vorgegebene Fehlerschranke ge-

worden sind.
Zur Durchfllhrung der hier nur skizzierten Berechnung der ni/N

wird ein Rechenprogramm verwendet, das von W. Frie ausgearbeitet
worden ist.

3.1.2. Spezialisierung auf das System C-H-0-K

Mit der Methode des vorhergehenden Abschnittes wollen wir nun
die Zusammensetzung von Plasmen berechnen, die entstehen, wenn
man Kohlenwasserstoffe mit Sauerstoff unter Zusatz von Kalium
(bzw. einer Kaliumverbindung) verbrennt.

Dazu wollen wir zundchst festlegen, was wir unter st®chiometri-
scher Verbrennung verstehen /lo/. Wir nehmen an, dass es sich um
BcipnOpoKpyk s Moleku-
largewicht MBJ mit dem Oxydator O, handelt. Die Kennzahl OF ("oxyda-
tor fuel") wird durch

den Umsatz des Brennstoffes (Summenformel: C

Masse des Oxydators
Masse des Brennstoffes

OF = (94)

festgelegt. Die Verbrennung erfolgt nach der Gleichung:
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7 t0¢ { Co, by Oy By {2 (07 52) Pt

9%

s> Verbrennungsprodukte

Der Umsatz ist dann stdchiometrisch, wenn die Summe aller Wertig-

keiten Wy auf der linken Seite der Reaktionsgleichung zu Null wird:

C?ch/-/-fl ,f-o?ou,,nto?é #/% Zlv 0, (95)

Anschaulich bedeutet dies, dass nur gesdttigte Molekllle entstehen
wiirden, wenn die Zusammensetzung des verbrannten Gemisches nur von
den Wertigkeiten abhidngen wilirde. Tatsdchlich ist das nicht so, da
die Zusammensetzung ja durch die Gleichungen flir das chemische
Gleichgewicht bestimmt wird, die in Abschnitt 3.1.1. zusammenge-
stellt worden sind.

Mit den Wertigkeiten Wy = -4
Wy = -1
wo = +2
W = -1 folgt aus Gl.(95):

/ﬂé, 45‘6? 1"&a€"é?d?"“éaé 96
(05, = & Z o . (96)

Man erkennt aus Gl. (96), dass auch eventuell im Brennstoff ent-
haltener Sauerstoff (Bc)q&<3) als Oxydator zdhlt. Abweichungen
vom st8chiometrischen Mischungsverhdltnis (OF)St werden durch
das Xquivalenzverhdltnis @ beschrieben:

7
- Oy o
OF !

Ein Wert von @ > 1 bedeutet, dass die Verbrennung mit Sauerstoff-
unterschuss stattfindet.

Zur Festlegung der Konzentration des Saatmaterials verwenden wir




= T =

& _ Masse des Saatmaterials . (98)
SM Masse des Brennstoffs + Masse des Saatmaterials

Durch die Vorgabe der Summenformeln und Molekulargewichte von
Brennstoff, Saatmaterial und Oxydator, sowie der Zahlenwerte flr
¢ und L™ sind die Konzentrationen tK der Konstituenten des Plasmas

festgelegt.

Bei der Berechnung des Systems C-H-0-K berflicksichtigen wir fol-
gende 14 Komponenten

HZO OH CC)2 Cco K KOH KO

O 0 H2

Die Beschrdnkung auf diese Komponenten wird durch Arbeiten von
Yungman, Gurvich, Rtishchewa /11/ und von Samuilev et al. /12/
nahegelegt, in denen die Verbrennung von CH, mit Luft unter Zu-
satz von K2CO3 unter Berilicksichtigung von mehr als 50 Komponen-
ten berechnet wird. Die Ergebnisse dieser Rechnungen gestatten

die Trennung von wichtigen und unwichtigen Komponenten.
Die 14 Komponenten k¥nnen aus den 5 Konstituenten

c, H, o, K", e~
additiv zusammengesetzt werden.

Zur Festlegung der stdchiometrischen Koeffizienten })?.. verwen-

den wir folgende Reaktionsgleichungen: H
0, + 2c0 —> 2co0, Ao 5,826 eV /13/
H, + 20H —> 2H20 v 5,751 eV S84
20 —> 0, 4 5,080 eV /13/

2H — * 4,476 eV JA34



0 + H —> 0H £ 4,393 ev /14/

0O + C —>CO 4 11,108 ev /13/

0O + K —>KO A 2,7 ev /14/, /15/

K + OH —> KOH <+ 3,30 eV /16/

k' + & —»x A 4,339 ev /17/

OH + e —>O0H ¥ 2,13 eV /16/, /18/, /19/

Die Referenzen hinter den Reaktionsgleichungen geben die Her-

kunft der Dissoziations- bzw. Ionisationsenergien an.

38

Die Dissoziationsenergie D(K-0) ist nur grob bekannt. Nach /14/

und den Referenzen darin liegt sie bei etwa 2,4 eV, wdhrend die

Theorie nach /15/ 3,1 & 0,26 eV ergibt. Flir D (OH-e ) wird mei-

stens der Wert 1,83 ev nach /19/ verwendet. Wir haben uns flr
den h8heren Wert von 2,13 eV nach /16/ entschieden, da dieser
Zahlenwert noch durch eine andere, indirekte Messung gestltzt
wird /18, II, S. lo42/.

Die inneren Zustandssummen Zi flir alle Komponenten wurden aus

den Tabellen flr (Eg - Hggs)/T nach /14/ berechnet.

3.2. Berechnung der thermodynamischen Zustandsgr®dssen

Wenn die Zusammensetzung des Verbrennungsplasmas, ausgedrilickt

durch die molaren Konzentrationen X; = ni/N, berechnet ist,

k8nnen die thermischen Zustandsgr®ssen im thermischen Gleich-

gewicht mit den im folgenden zusammengestellten Formeln berech-

net werden:

Molekulargewicht M: ﬁ&;y = Z,{:. {p}?‘)ﬂ&. ‘ ({99)
pL
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MU, T)
Dichte @ : f[plr/g ; . ﬁ ’ (loo)

Enthalpie pro Masseneinheit: Bei der Berechnung der Enthalpie

milssen wir einen Nullpunkt der Enthalpie festlegen, da es flir
diese keinen absoluten Hassstab gibt. Flir die totale Enthalpie

pro Mol der Komponente i schreiben wir deshalb:

4.(T)= 4 %/4‘ (T, (Lol)

Das System der Grundenthalpien H der verschiedenen Komponenten
1 entsteht durch die Festlegung bestimmter Enthalpiewerte bei
einer bestimmten Temperatur fiir die sog. Referenzelemente. Wir
verwenden den Ausschnitt aus der Liste der Referenzelemente nach
/14/ der flir uns relevant ist:

Die totalen Enthalpien H; der Referenzelemente werden bei T =

298,15 K gleich Null gesetzt. Die Hoi sind dann durch die Tem-
peraturverldufe der spezifischen Wdrmen der verschiedenen Kom-
ponenten i festgelegt. Da in dem flir uns interessanten Tempera-
turbereich alle Komponenten des Verbrennungsplasmas in der Gas-

phase auftreten, verwenden wir anstelle von Gl.(lol) die folgende

_ 742
C(acy 7‘ X7 ‘5 *“~70 62;: J,/)o

Diese Beziehung gilt physikalisch nur flr den Temperaturbereich,

Beziehung:

(lo2)

in dem die Komponente i gasf8rmig ist. Trotzdem verwenden wir sie
bis zu T = o K hinunter, sehen also von eventuellen Kondensations-
und Erstarrungsvorgdngen bei niedrigen Temperaturen ab. Wir be-
rechnen nun die Hoi so, dass die Werte Hi(T) aller unserer Kom-
ponenten mit den Werten nach /14/ in der Gasphase ubereinstimmen+).

+) Die von uns verwendeten Werte der HOi sind in Tabelle 2 zusam-

mengestellt.



Komponente 1 Ho 4 Ws /mol
H,0 - 2,516882 + lo°
OH + 3,028709 - lo~
co, - 4,028183 - lo°
co - 1,191780 - 1o
K + 8,295066 - lo~
KOH - 2,65L687 « 18”
KO + 6,486270 lo4
o, - 8,680348 - lo°
0 + 2,424264 - 10>
H, - 8,466999 + lo°
H + 2,117545 . lo°
K" + 5,078023 . 1lo°
OH™ - 1,814253 . 1lo°
e” - 6,195467 -« lo°
Tabelle 2

Wesentliche Ausnahmen bilden

da wir flir diese die Dissoziationsenergie D (K-OH)

= & -

nur die Komponenten KOH und OH ,

3,30 eV bzw.
die Ionisationsenergie I (OH-e ) = 2,13 eV anstelle der Werte

3,64 eV bzw. 1,83 eV nach /14/ verwenden. Geringe Unterschiede




bes tehen noch bei KO und K+, da sich die Werte D(K-0) = 2,7 eV
und I(K+-e_) = 4,339 eVgeringfligig von den in /14/ verwendeten
Werten unterscheiden. Anschaulich ist H, ; die Energie, die frei
oder verbraucht wird, wenn NL von einander getrennte Moleklile
aus den in diesen Moleklllen enthaltenen Referenzelementen bei

T = OK erzeugt werden.

Flir die totale Enthalpie pro Masseneinheit (hy) bzw. pro volu-
meneinheit (h,) gilt:

'4‘*//977=/"4Z7) ‘Z—{'%v Al, /7}/ (1o3)

4/ﬂf7y= ‘5-. 40/77 -P[Io//-./.
Spezifische Wirme C :

o (p7)=( %‘4“// (105)

Spezifische Wdrme S /9/ ¢

G lpT)= A ar Z. /?7' /7 f/;f/ f (106)
7/9 7

Isentropenexponent Ys‘/g/

¢ dbp
ﬁ/ﬂ,77= Z_f( 5’&.9/—» ' o)

Schallgeschwindigkeit c:

72
7 N

Entropie pro Masseneinheit:

f/,o,/'y.-r/{-./ A —?;Jz-ﬁ.c- —?/aff, (109)

' 4

(lo4)
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wobei o ein Referenzdruck ist, den wir gleich 1 atm = 1,01325

> N/h setzen, um mit den JANAF-Tabellen konsistent zu sein.

 lo
Die Werte der molaren Entropie S bei B = 1 atm kann man filir
alle bei uns vorkommenden Komponenten der JANAF-Tabellen ent-
nehmen. Man kann sie auch nach folgender Zahlenwertgleichung

berechnen

¢/7: ,?/"’ Iz 42714 ?//7 (110)
£ 4 7"-77/57«,7 ra /674‘-4‘_/

(T in K, M in kg/kmol), die aus den allgemeinen Formeln in /13/
folgt.

3.3. Berechnung der Verbrennungstemperatur

Die berechneten Werte von h  bzw die mit Hilfe von h und §
aufgestellten Mollier-Diagramme k¥nnen auch zur Bestimmung von

Verbrennungstemperaturen verwendet werden.

Die h8chste, theoretisch mbgliche Temperatur der verbrannten Gase
ergibt sich, wenn die gesamte chemische Energie des Ausgangsge-
misches aus Brennstoff, Saatmaterial und Oxydator ohne Verluste
in die Erh8hung der translatorischen und der inneren Energie der
entstehenden Gasmoleklile, -atome, -ionen und Elektronen eingeht.
Da die von uns verwendete totale Enthalpie hm auch die chemische
Energie enthilt, ergibt sich die sog. adiabatische Verbrennungs-
temperatur T _ aus der Gleichheit der totalen Enthalpien von Aus-

gangsgemisch und Verbrennungsgas:

i/%,§/= 4~(Ausgan989emisch) (111)

Die Enthalpie des Ausgangsgemisches wird durch die Molekularge-
wichte und die totalen Enthalpien der Ausgangsstoffe sowie durch

9‘ und & g welche die Mischungsverhdltnisse bestimmen, festgelegt.




Die adiabatische Verbrennungstemperatur TVa ergibt sich aus dem

Schnittpunkt der Kurve hm(T,PB) mit der horizontalen Geraden hm
= hm (Ausgangsstoffe) (siehe Abb. 4).

Ahm(T,pg) p = pg = const.

/hm (T.DB)

| hm (Ausgangsgemisch)
Ahm |

| |

Abb, 4 Zur Berechnung der Verbrennungstemperatur

zZur Beschreibung einer unvollstdndigen Verbrennung verwenden wir
den Verbrennungwirkungsgrad zz’:

g, - 4;,, /7;,/3/—{“ //7.’,/";/
A i 1) (7R, 12)

{I12)

Dieser Wirkungsgrad ?V ist das Verhdltnis von zwei Enthalpie-
differenzen, da nur diese eine plysikalische Bedeutung besitzen.

Die Enthalpie hm(Tu’ PB) ist die Enthalpie des Gases bei der Um-
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gebungstemperatur T,- Obwohl wir bei den Rechnungen T = 298 K
verwenden, nehmen wir an, dass beili T = Tu noch alle Romponenten
gasf®rmig sind. Die Enthalpiedifferenzen in Gl. (112) enthalten
also nicht eventuell noch freiwerdende Kondensationswdrmen. Sie
entsprechen damit etwa den in der Technik Ublichen unteren Heiz-
werten. Aus den Gln. (111) und (l112) ergibt sich flir einen gege-

benen Wert von "V die Enthalpie hm (T ), die der zu ?y ge-

D
v’ "B
hrenden tatsdchlichen Verbrennungstemperatur Tv entspricht.

Die Enthalpie hrrl (TV, P_) liegt um die Differenz

B

thg ) ol R Sl litr)f

D
unter dem Wert hm (Tva' Pyl -
Diese Berllcksichtigung der unvollstdndigen Verbrennung ist nur
eine einfache N&herung, denn wir nehmen dabei an, dass die Zusam-
mensetzung des Verbrennungsgases bei unvollstdndiger Verbrennung

ebenso ist wie im chemischen Gleichgewicht.

Flilr ein unvollst&ndig verbranntes Gas kann das natlirlich nie ge-
nau zutreffen. Wirnehmen diese Unvollkommenheit in Kauf, da der
Zahlenwert von ev ohnehin flr ein vorliegendes Brennsystem ge-

messen werden muss, da er nicht berechnet werden kann.

3.4. Berechnung von Viskositdt und Widrmeleitfdhigkeit

Bei der Behandlung der &renzschichten und bei der Berechnung von
turbulenter Wandreibung und turbulenten Wdrmeverlusten bendtigen
wir trotz der vorherrschenden Turbulenz Information lUber die mo-
lekularen Transportgr®ssen flir Impuls und Energie, d.h. die Zah-
lenwerte flir Viskosit8t und Wdrmeleitfdhigkeit.

Zur Berechnung der Viskosit#lt 7 und Wi&rmeleitf¥higkeit £ verwen-
den wir das Rechenprogramm der NASA ,/42/ und die darin enthaltene
Sammlung von Stossintegralen flir die Wechselwirkung der schweren

Teilchen miteinander. Wir verzichten hier auf die Wiedergabe der
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algebraisch komplizierten Ausdriicke flir die Transportkoeffizien-
ten und verweisen auf die Zusammenstellung in /42/ und auch auf

die dort zitierte Literatur.

Bei der Berechnung der W8rmeleitf#higkeit A ist es wichtig, zwi-
schen dem Anteil flir "eingefrorene Chemie" (t‘fr) und der Re-
aktionswdrmeleitfdhigkeit (t&) zu unterscheiden:

<= 4‘/,. + A, (114)

Der Term Affr enthdlt die totale Wdrmeleitfdhigkeit eines Ge-
misches nichtreagierender einatomiger Gase (Atome und Molekfile
ohne innere Struktur) und den Anteil, der durch den Transport
von innerer Energie (Anregung) der Atome und Moleklile entsteht.
Der Term Arr reprdsentiert den Beitrag chemischer Reaktionen:
wenn in dem betrachteten Gemisch lokales chemisches Gleichge-
wicht herrscht, so rekombinieren Atome wenn sie gegen einen Gra-
dienten der Temperatur diffundieren und setzen dabei die
Dissoziationsenthalpie frei. In Reaktionszonen liefert dieser
Effekt meistens den grdssten Beitrag zur Wirmeleitfihigkeit A .
Dieser Effekt beeinflusst in analoger Weise auch die spezifische
Wdrme, die wir ebenfalls in einen Anteil flir "eingefrorene Chemie"
und einen Reaktionsanteil aufspalten k®&nnen:

Co = Cotfe * Gon, (115)

Die Unterscheidung zwischen "totalen" Werten und dem Anteil flr
"eingefrorene Chemie" ist fllr die Grenzschichten wichtig, die
sehr oft nicht im chemischen Gleichgewicht sind.

Das verwendete Rechenprogramm berechnet die Transportkoeffizien-
ten in erster N&herung. Das ist eine flr unsere Zwecke gute N&he-
rung, da sie richtige Resultate liefert, so lange die St8sse
ionisierter Komponenten untereinander selten sind, d.h. so lange

der Ionisationsgrad niedrig ist.

Die bei den Grenzschichtrechnungen ben®&tigte Prandtlzahl P ist
durch
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/O¢ - 4 fp (116)

gegeben.

3.5. Berechnung der elektrischen Leitfdhigkeit

Wir wollen nun die Berechnung der drei Komponenten 6'1, 6’2 und
63 des Tensors der elektrischen Leitfdhigkeit beschreiben, die

fiir das ohmsche riesetz nach Gl. (lo) bendtigt werden:
> ¥ " ¥
=66+ GE +GErET

Die Leitfdhigkeit 61 kann man allgemein durch die Formel

et~
6 = ———

i (117)
7 Jbie Lé

darstellen. Die Gr¥sse der Stossfrequenz Eg hdngt von der Dichte
aller Stosspartner der Elektronen (Moleklile, Atome, Ionen und
Elektronen) ab und wird ausserdem von der Form der Geschwindig-
keitsverteilung fe(ve) der Elektronen beeinflusst. Die Geschwin-
digkeitsverteilungen der schweren Teilchen spielen praktisch
keine Rolle, da deren Geschwindigkeit im thermischen Gleichge-

wicht klein gegen die Elektronengeschwindigkeiten sind.

Im folgenden wird immer angenommen, dass die Geschwindigkeiten

der Elektronen eine Maxwellverteilung feﬂ(ve) besitzen:

N /A z
75/‘5/.—.—.){"’/%/:/2%/ . exﬁ/%g/' (118)
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3.5.1. Die Leitf&higkeit im sehr schwach ionisierten Plasma

Wenn ein Gas so schwach ionisiert ist, dass die St¥sse der Elektro-
nen mit Ionen und die Wechselwirkung der Elektronen miteinander
vernachldssigbar sind, kann man die linearisierte Form der Boltz-
mannschen Stossgleichung analytisch 18sen. Aus den entsprechen-

den Resultaten von Allis /2o0/ flir die Beweglichkeiten der Elektro-
nen erh§lt man fiir die drei Leitf4higkeitskoeffizienten &, 6,

und 6?3:

co
4y €ne [10) Vi s 7
T e (e e
co J
4% e‘/ze o A R

o
(o £ &( ‘)Qk,
(7}..-.—. 40, é ﬁcﬁfo(yc/ e ‘&)d"e (121)
€ o e e

o

(fe ge) = isotroper Teil der Geschwindigkeitsverteilung der
Elektronen.

Flir "e' die Stossfrequenz der Elektronen flir Impulsaustausch,
gilts

— 6
46:\’2!/&: .-;%_/2\,-1/34:1) l&) (122)

Die Summe erstreckt sich Ulber alle Stosspartner der Elektronen.
(1)
es
nen und Neutralteilchen h&ngt im allgemeinen von der Elektronen-

Der Impulsaustauschquerschnitt Q fir Stdsse zwischen Elektro-




= A48 =

geschwindigkeit o ab. (Der Index 1 sagt aus, dass Qéé) die

Stosslibertragung des 1. Momentes = Impuls beschreibt.) Er er-
gibt sich aus einer Integration {ber den differentiellen Stoss-
querschnitt S(ve,?[}:

P
ﬁef)/‘é/: Z'}//’/-COIX/ ‘{’/‘EJ'X/I‘HXQ_’Z . (123)
0

Man erkennt aus Gl. (122), dass man die St®dsse mit Ionen nur dann
vernachldssigen darf, wenn das Produkt Q(l% .n wesentlich
(1) e,Ion Ion

kleiner ist als Q . Da die Stossquerschnitte

.n
e,Neutr. Neutr.
von Ionen im allgemeinen etwa um drei Zehnerpotenzen grdsser

sind als die Querschnitte von Moleklilen und Atomen, muss das

Verhdltnis nIon/nNeutr.

also dann sehr schwach ionisiert, wenn sein Ionisationsgrad un-
-2 .
ter lo % liegt.

kleiner sein als etwa 104, Ein Gas ist

e
teilung nach Gl. (118) ist, so kann man die Gl.(119) partiell

integrieren. Schreibt man das Ergebnis in der allgemeinen Form

(117), so ergibt sich fiir die mittlere Stossfrequenz Lle:

Nimmt man gem#ss Voraussetzung an, dass feo(v ) eine Maxwellver-

SV 7

- . (124)
.. ax
{Ze

mit

tue V£ W 12
A= 2472 =/’F;/. (125)

Die mittlere Stossfrequenz EZ(Te) ergibt sich also durch eine
Mittelung der geschwindigkeitsabhdngigen Stossfrequenz b% Uber
alle Elektronengeschwindigkeiten Ve
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3.5.2. Die Berechnung der Leitf¥higkeit unter Verwendung

mittlerer Stossquerschnitte

Eine sehr hdufig verwendete Ndherung zur Berechnung der mittleren
Stossfrequenz ;i:erhalt man aus der Formel (122) ftir die geschwin-
digkeitsabhéingige Stossfrequenz "e' Dazu ersetzt man Vs durch

die mittlere Geschwindigkdit der Elektronen

i |72
by

temm

e

(126)

und den geschwindigkeitsabh&ngigen Impulsaustauschquerschnitt

Q(1 (ve) durch den mittleren Impulsaustuaschquerschnitt

B 73)= / B e A, aan)

(1)

Der Querschnitt QeS

(Te) hdngt im allgemeinen von Te ab, da er
nach Gl.(127) durch Mittelung Uber die Maxwellverteilung der
Elektronen entsteht.

Endgliltig lautet die Formel flir z;;:

% =5 V=25 ni 4F0%)
N

2

Der Faktor 4/3 ergibt sich bei der Ableitung von Gl. (128) aus der
linearisierten Boltzmanngleichung. Die Losung dieser Gleichung
kann nach Sonineschen Polynomen entwickelt werden /21/. Dabei er-
h&lt man ea_nach Gl.(117) mit ;z nach Gl. (128) bei Beschr&nkung
auf den ersten Term der Entwicklung, d.h. in erster Soninescher
N&herung,

Bei der Berechnung von ;3; nach Gl. (128) k®nnen auch die Stdsse
von Elektronen mit Ionen berlicksichtigt werden. Der Wirkungsquer -
schnitt Q ) der Ionen ist aber nicht durch Gl. (120) gegeben,

sondern lautet:
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Z (¢3¢,

A, et 7 f
0&- //e = 2 /'/Z/ 42 (129)

[A ist das Verh3ltnis der Debveldnge zum Stossparameter fur 9o 2.

Streuung).Fﬁr ln . wird die Zahlenwertgleichung /22/
lIn » = 16,328 + 1,5 - 1n Te - 0,5 1n ne
g o ; -3
(Te in 7K, n, in m ) verwendet.

Die Abbildung 5 zeigt den Coulombquerschnitt flir Z = 1 nach
Gl. (129) abhidngig von Te mit der Elektronendichte n, als Para-
meter.

Bei der Berechnung der mittleren Querschnitte nach Gl. (127) tritt

unter dem Integralzeichen die Gewichtsfunktion
72 L =X
5:(&;).. .—,r'tg

auf. Die Abbildung 6 zeigt die Funktion g(x). Sie besitzt ein
ausgeprdgtes Maximum bei X = 2. Zum mittleren Querschnitt

Qéé) (Te) tragen deshalb besonders die Werte des geschwindig-
(1)

keitsabhingigen Querschnittes Q (v_) bei, die in der Umge-

e
bung von Py ™ 2(kT /m y 142 l1egen. Das entspricht einer Elektro-

nenenergie in ev von ug (eV) = 1,723.10—4.‘1‘e (Te in ok).

(1)

Berechnet man beispielsweise Qos (Te) fir T, = 3000 %K, so be-

(1)

ndtigt man im wesentlichen den Stossquerschnitt Q. (ve), den

Elektronen mit einer Energie um o,5 eV vorfinden. Das gilt na-

( )

tlrlich nur, wenn Q in dem betrachteten Bereich nicht zu stark

mit der Energie varllert. TSt Q(l konstant, so gilt Q(l) = Qéé)
= const. Die Abbildung 6 zeigt, dass es bei einer numerlschen
Berechnung von Qé;) (Te) sicher genfigt, die Integration bis B
= lo zu erstrecken. Das entspricht einer Elektronenenergie e ™
0,862.10'"3 T, (eV). Flir T, = 3000 °k ben®tigt man also Qés) bis

u = 2,6 eV.

max
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Man kann auch die Leitfdhigkeiten fré und €r3 in 1. Soninescher
N&herung berechnen /1/:

elne 7 _ 7

= — » =06-. (130)
4 4 ’"E Q& .fvség& 7 7n‘/62& /
_ 498516’ /AZL = G- /dz _ G.’A?
I g egr 7 mpE G (131)
Die Grdsse
fe eE
- T — (132)

TR mee

|

ist der sog. Hall parameter.

Die Glite der 1. Sonineschen N&herung filr ﬁri hdngt vom Gang der

geschwindigkeitsabhéingigen Stossfrequenz J? = 2 &Jés mit v,
. . . :

ab. Der Fehler ist am kleinsten, wen 02 proportional zu s ist,

(1)
es
weichung betr&gt dann etwa lo %. Eine starke Variation von P%

d.h. wenn die Wirkungsquerschnitte Q konstant sind. Die Ab-

mit e ftilhrt dagegen zu grossen Fehlern. Bei Coulombst&ssen

( l)e ol l/vz, Qé;) ol 1/v:) ergibt sich 6'1 ungefdhr um den Faktor

3 zu klein. Ebenso gross ist die Abweichung, wenn ‘)e wie vz an-
: Rk}

steigt (Qes

Approximation den Fehler bei Coulombst®ssen schon praktisch ver-

u(‘vz). Wihrend die Verwendung der 2. Sonineschen

schwinden ldsst, ergibt selbst die 12. Soninesche Ndherung flr
‘)e ﬁvz noch einen Wert, der um 25 % zu klein ist.

Die Stossfrequenz &)e in Verbrennungsgasen, die durch Summation
lber eine Vielzahl verschiedener Stosspartner entsteht, variiert
im allgemeinen nicht stark mit v, Man kann deshalb 61 oft mit
ausreichender Genauigkeit nach den Gln. (117)und (128) berechnen.
In sehr unglinstigen Fdllen muss man allerdings mit etwa 50 %
Fehler rechnen. Die Genauigkeit der Formeln (130) und (131) nimmt

mit steigendem Hallparameter B, zu und reicht flir g 2 1 im all-
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gemeinen aus. Flir kleinere Werte von Be' wie sie in Verbrennungs-
generatoren oft auftreten, ist das Verhalten von 6‘2 und 6'3 dhn-
lich zu erl’ wenn im Detail auch komplizierter. Untersuchungen

zur Genauigkeit der &° finden sich in /1/.

Schliesslich soll noch darauf hingewiesen werden, dass Eri im
vollionisierten Plasma aus Elektronen und einfach geladenen
Ionen folgende Form hat /23/:

7. G AQ: (133)

tre Y (/3
mit

4 — @)
Gy = FluVe Boe /{-y . (134)

Der Faktor 1,98 fehlt, wenn @7 nach den Gln.(117), (126), (128)
und (129) ftir ein vollst#ndig ionisiertes Plasma berechnet wird.
Diese Gleichungen sind also in diesem Grenzfall nicht gliltig.
Dieses Verhalten wird durch die Annahme verursacht, dass alle
Verteilungsfunktionen Maxwellverteilungen sind. Der Faktor 1,98
stammt n4mlich gerade von einer Deformation der Maxwellvertei-
lung zugunsten der schnellen Elektronen, die im vollstdndig
ionisierten Plasma auftritt, da der Coulombquerschnitt stark

mit Ve abnimmt mcl/vi) /22/. In einem Verbrennungsplasma domi-
nieren noch die St¥sse von Elektronen mit Neutralteilchen, so
dass der beschriebene Effekt nicht auftreten kann. Die Gln. (117},
(126), (128) und (129) sind also einem schwach ionisierten Plasma
angemessen. Eine Zusammenstellung von Formeln flir Erl, efz und
673 im vollst&ndig ionisierten Plasma findet sich in /24/.

3.5.3. Die Leitfihigkeit in der Frostschen Approximation

Im Prinzip kann man die elektrische Leitf&#higkeit mit jeder ge-
wlinschten Genauigkeit aus der Entwicklung nach Sonine-Polynomen
berechnen. In unglinstigen F&llen kann jedoch die erforderliche

ordnung der Approximation und damit der numerische Aufwand sehr
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gross werden. Will man dies vermeiden und dennoch genauere Werte
haben als die Gln. (117) und (128) liefern k®nnen, so kann man

die Approximation nach Frost /25/ verwenden.

Diese Ndherung besteht in der Verwendung von Gl. (119) (mit fg =
fz) zusammen mit einer Modifizierung der Stossfrequenz &)é, so
dass sich flir einfach geladene Ionen der exakte Wert flr 61

nach Spitzer und Hdrm /23/ ergibt, wenn das Plasma vollst&ndig

ionisiert ist. Man erh&lt die Frostsche Approximation durch die

Gleichungen:

etn,

6= —— (135)
e 2

_ 3V 7

“ = 4 '/Ny‘r\r/g_.r ¥ (136)

b 4 e A
O =8 r7225. L~
7= % : 2 x (137)

(138)

Die Stossfrequenz J)é nach Gl. (128) umfasst dabei nur die St®sse
der Elektronen mit Neutralteilchen. St®sse mit Ionen werden durch
ZZi in die Berechnung von 51 eingeschlossen. Die Summe in Gl.
(138) erstreckt sich fiber alle Ionensorten.

Eine Erweiterung der Frostschen Approximation auf 6"2 und 6'3
wurde von Schweitzer und Mitchner /26/ vorgeschlagen. Sie benutzen
die Gln. (120) und (121) mit fZ = fﬁ und verwenden wieder mittlere
Elektron-Ionen-Stossfrequenzen analog zu Gl. (138), so dass sich
6'2 und 6‘3 im Grenzfall vollst&ndiger Ionisation auf bekannte,
exakte Werte reduzieren. Diese effektiven Stossfrequenzen h&ngen
vom Magnetfeld B ab. Dies Hussert sich durch die Einflthrung von

4
zwel Funktionen hs. und hg, die von der Gr#sse
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&
3 o = __¢ (139)
/e O

abh&ngen. Die Leitf&higkeiten 0'2 und 6'3 werden durch folgende

Gleichungen bestimmt:

o = £ %
z Mcp-; / (140)
_ /T 7
1= g TR e e, !
s e e
{v_f,m;
— 7 pL
G- g rq025 2,
5o e
3= P Z / (143)

_He (32&,—- o (144)
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— 7 ¥
Gy = ¥ 72 0, r {6" 45’&'), (145)

Die Funktionen h':, und hi nach /26/ sind in Abb.7 Uber Bei auf-

getragen.

Die Genauigkeit der Frostschen Approximation flir Cri, @~, und

6’3 wurde in /1/ eingehend untersucht. Dabei zeigte sich, dass
diese Ngherungen fiir alle Ionisationsgrade und Stossmodelle (Ab-
hdngigkeit der ‘)e von ve) bemerkenswert genau sind. Sie {lber-
treffen in manchen Fdllen selbst Sonine-Approximationen sehr hoher
Ordnung. Wenn die Frostschen Approximationen auch eher Regeln
darstellen als exakt aus der Transporttheorie abgeleitete For-
meln, so dlirften sie doch in den meisten praktischen F4llen die
beste Methode darstellen, nach der man die Komponenten des © -
Tensors berechnen kann.

3.5.4. Die Wirkungsquerschnitte flir Impulsaustausch

Wir bendtigen die Wirkungsquerschnitte Qéé) als Funktionen der

Elektronengeschwindigkeit %y bzw. der Elektronenenergie v, flir
alle Komponenten des Verbrennungsplasmas, die wir bei der Be-
rechnung der Zusammensetzung berlicksichtigt haben:

+ -

H,0, OH, CO H, K, OH,

5 Cco, K, KOH, KO, O

2! 2! OI Hzl

Die Kenntnis der Wirkungsquerschnitte flir Impulsaustausch ist
noch ziemlich unvollkommen, so dass wir oft zu Extrapolationen

gezwungen sind oder die Werte flir den totalen elastischen Wir-
(o)
es
verwenden miissen. Mit der Definitionsgleichung

yﬁ@/aé /= zr{ '6"(:@,7ij£..2 a o

kungsquerschnitt Q anstelle des Impulsaustauschquerschnitts

und Gl. (123) flr Qéé) erhdlt man folgenden Zusammenhang zwischen
o'1F wna olbl,
es es °
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Dieser Zusammenhang zeigt, dass Qéé) und Qég) den gleichen Zah-
lenwert besitzen, wenn der differentielle Stossquerschnitt

S(vg,X )nicht von X abhdngt. Dies ist der Fall, wenn die Energie
der stossenden Elektronen sehr niedrig ist /19, S.48 u. S. 381 ff./.

1)

Der Unterschied zwischen Q( und Q( a) ist aber wegen des Faktors

sin 2  auch dann noch gering, wem?nss (ve,‘x) im Bereich o('x\<n
keine allzu ausgeprdgte Struktur, wie z.B. Vorwirts- oder Riick-
wdrtsstreuung (um 'X.~ o bzw. 'x n) zeigt. Bei Atomen ohne Di-
polmoment unterscheiden sich Q(l) und Q(o) bis zu Elektronenener-
gien von einigen eV nur wenig, wie in /18, S.48, Abb.21/ am Bei-

spiel von He, Ne und Ar gezeigt wird.

Abschliessend sei zu den Formeln (123) und (146) flir die Wirkungs-
querschnitte noch bemerkt, dass sie nur dann exakt gelten, wenn
der Stosspartner der Elektronen ein zentrales Kraftfeld besitzt.
Flir Moleklile, die ein permanentes oder induziertes Dipolmoment
besitzen, gelten die genannten Formeln im Sinne einer Mittelung
iber den Winkel o im Raumwinkelelement dd2 = sin¥ & ¥ &e(,

Im folgenden werden wir die von uns verwendeten Stossquerschnitte
kurz zusammenstellen (ue in ev).

s - (1)
H,0: u_, = 0,0005 Q.  berechnet nach /27/
%~ 0,005 S ug \< o, 08 Qé]s') nach /28/
0,15 ‘\f ug SQ 2 Qe(i) nach /29/
Diese Messungen werden aller-
dings angezweifelt
(o)
2.6 ug { 6 Qes nach /3o/
0,0005 £ u_ £ 6 oY) nach /31/
’ N e N es

H,0 besitzt ein permanentes Dipolmoment.
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) (1)
OH: o0,0005 \<‘ue< 6 Qas nach /31/
co,: o,0l € u_ €6 o) nach /32/
—2= N Ye ¥ es

ug £ o,0l extrapoliert
co, besitzt ein permanentes Quadrupolmoment.

co: o,00l Lu_¥ 6 Qéi) nach /32/

e

ug < 0,001 extrapoliert

CO besitzt ein permanentes Dipolmoment

@.6 Q(i) nach den Berechnungen von
KSZule und Peterkop /33/, /34/

Die Theorie nach /33/, /34/ wird
im Bereich 0,3 £ ue € 6 gut
durch Messungen bestdtigt /35/,
23675

Bei der Wechselwirkung mit langsamen Elektronen wird das K-Atom

stark polarisiert.

KOH, KO: FQr ROH'und KO verwepden wir
die gleichen Werte wie flir K,
da uns keine Messungen bekannt

sind.
0.: o,ol Lu €6 Q(l) nach /32/
L ’ N e N es
ug < o,0l extrapoliert

0, besitzt ein permanentes Quadrupolmoment.
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o

Da die Stossquerschnitte flir 0O
sehr unvollkommen bekannt sind,
verwenden wir einen konstanten
Zahlenwert flr Qéﬁ), der sich
an Messungen anlehnt /37/, s.
auch /38/ und die Referenzen
darin.

H,: o,0l é u ( 6 Qéi) nach /39/

ug £ 0,01 extrapoliert

Beli der Wechselwirkung mit einem langsamen Elektron wird das H, -

Moleklil polarisiert.

H: 2.8 u, Qég) nach /4o/
ug 45 2 extrapoliert

Bei der Wechselwirkung mit einem langsamen Elektron wird das H-

Atom polarisiert.

Die von uns verwendeten monoenergetischen Impulsaustauschquer-

(1)

schnitte Qes

austauschquerschnitte Q

(ue) und die daraus berechneten mittleren Impuls-
éé)(Te) nach Gl. (127) sind in den Tabellen
3 und 4 zusammengestellt.

Der mittlere Impulsaustauschquerschnitt flir Coulombst8sse Qiij(Te)
nach Gl.(129), der sowohl in die Frostapproximationen, wie auch
in die erste Soninesche N4herung eingeht, ist in Abb.5 flr einige

Werte der Elektronendichte ng tber Te aufgetragen.
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* % *
= C.C005 = 3146G,9¢ 22471.66 785, CO 71.00 591, 0C 2.R0 f.6C .00 117,40 *
x 0.0050 = s10C.C0 271C.0C 241.00 12.20 594.00 3,00 a6l R.CO 116,50 =
* 0.0lC0 = 375C. G0 1356.0C 170. 00 7.80 598.0C 3.04 S5.&0 R,00C 115.5C =
® 0.0200 = 1640.00 672,00 117.C0 S.60 604, 0C 3.07 5,40 2,40 113.50 =
* C¢.0300 = 1030.00 452.00 96. 00 Sa%T 611.00 3.1C 5,40 a.80 111.40 =
* 0.C40N = 73C.00 319, 00 84,00 5.20 617.00 3.13 ekl 2,20 109.40 =
* 0.N500 = 560.00 271.00 73.00 S.60C 624.00 T.1% F. &0 2,50 107,40 *
= C.0600 = 465.C0 22%.90 67.00 5.70 631.00 3.20 L6l 9,80 108,40 =
® 0.C700 =* 410.00 193,70 62.0C0 6.10 637.00 3.3C Se%T 12.00 103.4C =
* C.0rR00 = 375.00 1€G.40 57.5%0 5467 644,00 3.&C f.60 10.2¢% 101,30 =
* 0.CeC0 ¥ 335.0¢ 150,60 54.50 £,95 651.00 4.1C 5.62 10,45 93.2C =
= C.1CCO0 = 305.00 135.6C 52.C0 T7.30 658,00 L.6C £.,40 19.60 97.30 =
* £.1500 = 171.C0 9C.3C 42.CC 8,80 466,00 5.20 f.6C 11.4C a7.2C =
* C.20C0 = 114.00 67, B0 34, 0C 10.00 382.00 .00 £.6C 12.30 T7.10 *
¥ c.250n r2.50C 54 ,2C 25,00 11.00 329.00 4,75 el 12.90 e7.00 =
L g n,3000 = 64,00 45,20 13.0C 11.90 286.00 4.6C 5.4C 13,40 56,60 =
* C.35c0 = £l.CC 38.70 13,00 12.70 252.00 4.60 .60 13.75 45 .0 =
* C.e0C0 * 42.0C 32,90 11.C0 13.50 225.C0 4. 70 EL. L0 14.10 35.7C =
* C.4500 = 16.0C ic. 10 B. 50 14.00 206.00 5.00 S.6C 14.50 26.6C ¥
* C.5CC0 =« 33,50 27.10 7.3C 14.50 1R6,.0CC 5.25 .47 14,.8C 1£.50 =
® C,5500 =* 32.00 24.6C +.0C 14.R0 170.00 5.5C 5.40 15.20 16,3C =
® C.6CC0 = 30,50 22.6C .70 15,20 181.00 .70 fa60 15,45 1£.1C =
x C.6500 = 2¢.3C 2C.8C S 10 15.40 141.0C 6.0C &0 15.60 16.0C =
= C.70C0 * 28.C0 13.4C 5+ 00 15.50 132.00 £.2C 5.6l 15.8¢F 15.¢C =
* C.TECO = 26.50 13,10 4450 15.80 121.C0 £.50 LR 14.c0 15.8¢ =
® C.8CCO % 25.0C 16.95 44,45 15.30 112.00 £.8C .60 1E.15 15.540 =
* C.R50C = 23.50 15,95 4440 1£.00 105.CC T.10 57%0 16.25 15.,4C #
= 0.9CCO0 = 22.20 15.10 4,20 16.20 98.0C T.35 €.4C 15.40 15.4C =
* C.95C0 =* 21.40 14.,3C 4.15 1€.80 91.00 7.50 £.40 16.50 15.40 =
* l1.0c0C = 2C. 80 13,.6C 4,10 17.00 26.00 7.80 .40 14,55 15.4C =
* 1.2500 = 12.60 10.85 4,C0 28.50 66.00 B.35% 5.&C 17.00 14.8C *
* 1.5000 * 17.40 9.03 4,10 35.00 55,00 £.10 S.40 17.00 14,50 =
* 1.7500 = 16.70 T.74 b &0 27,00 40.00 T.55 S5.4C 17.00 13.90 =
* 2.0CC0 * 16.20 6.78 4. 90 17.00 30.00 7.10 .60 16.80 13.50 =
* 2.5000 = 15.50 5,42 7.50 12.70 24.50 6.30 .40 16.25 12.”r0 =
* 3,00cC = 15.30 be52 10, 80 12.00 19.30 5. 70 S.60 15.7C 12.00 =
* 3,5CC0 = 15.2C 3.87 14 .00 11.95 18.50 5.30 S.&0 1%5.00 11.00 =
* 4,00C0 = 15.40 3.38 17.10 11.50 17.60 4,90 5.6C 14,40 1C.5Cc =
* 4,50C00 = 15.50 3,01 15.00 11.88 18.50 4,60 S.60 13.80 J.60 =
* £.00C0 = 15.60 2.71 13.80 11.85 18.50 4,60 S5.4C 13.25 9,00 =
* 5.5CCC = 15.80 246 12. 50 11.80 18.50 4,20 5.4C 12.75 8.3C =
* &.0C0C = 1£.00 2.2€ 11.40 11.80 18.50 4,00 5.4C 12.25 8.00 =
* * *
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Tabelle 3 Monoenergetische Impulsaustauschquerschnitte

Q(l)(u )
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* 350C. * 34,78 22.63 T« E3 1F.26 139.0C €+5F £.39 15.612 23.01 =
= 360C. ¥ 33,586 21.9¢ 7. 65 1R, 45 135.C0 €.56 5.3% 15.68 22,5¢C =
* 37C0. ¥ 32.00 21.39 T 49 18.64 132.00 t.62 5439 15.73 22,08 =
* 3RCC, = 32.18 2C. 81 T.34 18.82 128.00 b.67 .39 15.77 21.¢6 =
* 390C. = 31.47 20.28 7.20 18.95 125.90 €. 70 5,39 15.71 21.25 =
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Tabelle 4 Mittlere Impulsaustauschquerschnitte Qe;’(Te)
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Spezielle Resultate
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Molare Konzentrationen, thermodynamische Zustandsgr®ssen,

Mollier-Diagramme, Verbrennungstemperaturen

Bei unseren MHD-Versuchen wurde meistens der Dlisenbrennstoff Jpl,

manchmal auch ein Gemisch aus Benzol und Toluol, mit Kaliumoktoat

(C7H15-C00K)

stellen wir die von uns verwendeten Summenformeln, totalen Enthalpien

und fllissigem Sauerstoff verbrannt.

und Molekulargewichte zusammen:

Im folgenden

Name Summen formel H[WS/mo%] M[9 /mo]]
5
Jp1 C1o.72 Hy1 ose |-3-393 1o° s41/| 150
(C:H = 1:1.9651) | (T = 298.15 K)
Benzol C6H6 +4.902 104 /42/ 78.11
(T = 298.15 K)
Toluol G +1.199 10% ,sa2/| 92.14
(T = 298.15 K)
Kaliumoktoat CgH, £0,K -9.62 1lo° s43/ |182.3
(T = 298.15 K)
£lUss.Saverstoff | O, -1.2977 1o% sa2/] 32
(T = 98.18 K)
Tabelle 5

Die in der dritten Spalte der Tabelle aufgelisteten Zahlenwerte

sind die totalen Enthalpien, bei der in der Klammer angegebenen

Temperatur.
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Bei den meisten MHD-Versuchen wurde JPl mit Kaliumoktoat und

Sauerstoff in folgender Zusammensetzung verbrannt:

g = 1,1 agy = 0,14

Diese beiden Zahlenwerte legen die relative Zusammensetzung
vollstdndig fest.

Der Vollstd&ndigkeit halber listen wir im folgenden noch weitere

Zahlenwerte auf, die von Interesse sein k®nnen (¢ = 1,1, agy = 0,14):
(OF)St = 3,203
OF = 2,912
t = 0,175957
c
tH = 0,344335
to = 0,477709
tK+ = 0,001999
2t = 1
N, t Ny 3N 3 Ny = 1 :1,95692 : 2,7149 : o,01l136

Die Abb.8 zeigt die molaren Konzentrationen des Verbrennungsplasmas

5

bei p = 2,10 N/m2 (das entspricht etwa der Mitte unseres Kanals)

als Funktionen der Temperatur.

Die folgenden Abbildungen beziehen sich auf das Verbrennungsplasma
aus JPl, Kaliumoktoat und 0, mit ¢ = 1,1 und Aoy = 0,14. Die Ab-

bildungen 9 bis 18 zeigen die thermodynamischen Zustandsgrdssen

als Funktionen von p[rﬁ/mazund q{%}l
- Dichteg [kg/m:i/.

- Enthalpie pro Volumeneinheit hv [Ws/m:i],
- Enthalpie pro Masseneinheit hmtrWS/kg],
- Spezifische Wirme Cp [Ws/kg : K,]

- Spezifische Wlrme CvtrWs/kg. KU7

Cp/cv'

I
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- Isentropenexponent Ygr

= Schallgeschw1nd1gke1t c[-m/s]

- Molekulargewicht M[kg/kmol]

- Entropie pro Masseneinheit s [%s/kg %/

Die den Abbildungen 9 bis 18 zugrundeliegenden Zahlenwerte sind

in Tabellen im Anhang zu diesem Bericht zusammengestellt.

Die Abbildungen 19 und 20 zeigen zwei Mollier-Diagramme (hm
Uber s mit Linien T = const., p = const. und Erl = const.) flr
den Bereich hoher Temperaturen (Brennkammer)und den Bereich
niedriger Temperaturen (MHD-Kanal).

Die berechneten Tabellen von hm bzw. die Mollier-Diagramme
kdnnen zur Bestimmung von Verbrennungstemperaturen verwendet

werden.

Die Abbildung 21 zeigt adiabatische Verbrennungstemperaturen flir
JPl, Toluol und Benzol als Funktionen des Aquivalenzverh&ltnisses
i‘?bei einem Brennkammerdruck von Py = 15 bar. Flir alle drei Brenn-
stoffe ergibt sich ein Maximum von TVa bei leicht unterst®&chio-
metrischer Verbrennung, d.h. bei einer Verbrennung mit geringem
Sauerstoffunterschuss. Die Ursache flir das Maximum liegt in der
Existenz von zwei einander entgegenwirkenden Effekten. Mit wachsen-
den ¢ nimmt einerseits die Enthalpie pro Masseneinheit des Aus-
gangsgemisches zu, weil der Anteil des energieliefernden Brenn-
stoffes grdsser wird, andererseits verschiebt sich die Zusammen-
setzung zu Verbindungen mit geringerer Oxydationsstufe hin, da

der Anteil des Oxydators abnimmt. Diese Verbindungen nehmen aber
mehr Energie auf als die gesdttigten Verbindungen, da sie energe-
tisch um die Bindungsenergien der Sauerstoffatome, die ihnen feh-
len, hdher liegen.

Die Werte flir Tva steigen in der Reihenfolge JP1 (C:H = 1:1,9651),
Toluol (C:H = 1:1,1429) und Benzol (C:H = 1:1) an. Die Ursache
daflir liegt darin, dass die Verbrennung von reinem Kohlenstoff
hthere Temperaturen liefert als die Verbrennung von reinem Was-
serstoff. Bei der vollstdndigen Verbrennung eines Mols Graphit
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Abb. lo Enthalpie h,, pro Volumeneinheit [Ws/m3] des Ver-
brennungsplasmas aus JPl, Kaliumoktoat und Sauer-
stoff (& = 1,1, oy = o,14)
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Abb. 11 Enthalpie h, pro Masseneinheit [Ws/kg] des Ver-
brennungsplasmas aus JPl, Kaliumoktoat und Sauer-
stoff (¢ = 1,1, Aoy = o,14)
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Abb. 12 Spezifische Wdrme c [Ws/kg.K] des Verbrennungs-
plasmas aus JP1, KaTiumoktoat und Sauerstoff

(g =1,1, aSM = o,14)
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Abb. 13 Spezifische Wdrme c,, [WS/kg.K] des Verbrennungs-
plasmas aus JPl, Kaliumoktoat und Sauerstoff

g =1,1, a = 0,14)
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Abb. 14 c /bv des Verbrennungsplasmas aus JPl, Kalium-
ogtoat und Sauerstoff (g = 1,1, Aoy = o,14)




- 73 -

12- I

1151
4
11-
— T [K]
1.03 I . '
2000 2500 3000 3500
Abb. 15

Isentropenexponent ¥s des Verbrennungsplasmas
aus JPl, Kaliumoktoat und Sauerstoff (@ = 1,1,

agy = o,14)
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Abb. 16 Schallgeschwindigkeit cﬁn/s] des Verbrennungsplasmas
aus JPl, Kaliumocktoat und Sauerstoff (g = 1,1, aSM=o,14)
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Abb. 17 Molekulargewicht M des Verbrennungsplasmas aus JP1,

Kaliumoktoat und Sauerstoff (g = 1,1, a

= o0,14)
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brennungsplasmas aus JPl, Kaliumoktoat und Sauer-

stoff (@ = 1,1, Aoy = o,14)
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mit Sauerstoff werden 3,94 , lo5 Ws frei, bei der Verbrennung
eines Mols H, dagegen nur 2,86 . 105 Ws. Obwohl die spe-

zifische Wdrme des Verbrennungsplasmas aus C und 0, bei hohen
Temperaturen grosser ist als flilr das Plasma aus H, und 0, er-

gibt sich die h¥8here Verbrennungstemperatur von C gegeniliber H,.

Die Verbrennungstemperatur von Benzol liegt um etwa 3,4 %
iber der von JPl, Da 61 etwa mit Tlo variiert, liegt erl
Benzol allein deshalb um etwa 40 % {ber dem Wert flir JPl.

Die Abbildung 22 zeigt die Verbrennungstemperatur T, flir das
bei unseren Experimenten meistens verwendete Gemisch aus JPl
mit Kaliumoktoat flr o = 0,14 als Funktion von¢ mit ?v als

SM
Parameter.

Die Abbildung 23 zeigt die adiabatische Verbrennungstemperatur

s ftir dieses Gemisch als Funktion des Brennkammerdruckes Pg-

Allgemein kann man die Verbrennungstemperatur als Funktion von

// (148)

darstellen. Dabei ist Tso die zu einem beliebigen Brennkammer-

Py gut durch

S|

"o’o

druck P numerisch berechnete Verbrennungstemperatur. Der Ex-
ponent mrlst tUber elnen welten Bereich von Werten flr Pg

(5, e £ pp § < 30, 10> N/m ) und ag, B gous <0,5) konstant,
wenn ¢ in dem praktisch interessanten Bereich um 1 liegt. Mit
zvrnimmt mpleicht ab (siehe Tabelle 6).

(o

l,O 019 008

LD 0,042 0,038 0,034

Tabelle 6
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Abb. 23 Adiabate Verbrennungstemperatur von JPl + Kalium-
oktoat + LOX als Funktion des Brennkammerdruckes
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3.6.2. Viskositdt, Wdrmeleitfdhigkeit und Prandtlzahl

Die Abbildung 24 zeigt die Viskosit#t verschiedener Verbrennungs-
gase flir p = 2 bar und ¢ = 1,1. Die Grenzen der vorkommenden Zah-
lenwerte werden durch Verbrennungsgase aus reinem Wasserstoff
(oberste Kurve) und reinem Kohlenstoff (unterste Kurve) abge-
steckt. Die Werte flir die flir uns praktisch interessanten Ver-
brennungsgase aus JPl und Benzol liegen nahe beieinander. Zum
Vergleich sind auch noch die Werte flir unser Verbrennungsplasma
mit dem Saatmaterial Kaliumoktoat (C7H15—COOK) eingetragen. Der
Unterschied zu den Werten flir reines IPl1 ist praktisch unbedeu-
tend.

Die Abbildung 25 demonstriert, dass die Z&higkeit in unserem
Temperaturbereich praktisch unabh&ngig vom Druck ist.

Die gestrichelte Kurve ist eine Approximation flir 2 durch

g™

mit m = o,771. Diesen Exponenten m bendtigen wir bei der Be-
handlung der Grenzschichteffekte.

Die Abbildungen 26 und 27 zeigen totale und "eingefrorene" Wir-
meleitffhigkeiten A und Prandtlzahlen Pr als Funktionen von T
und p. Die Abb. 26 demonstriert deutlich den hohen Anteil der
chemischen Reaktionen an der totalen W4rmeleitfi#higkeit.
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3.6.3. Elektrische Leitf&higkeiten und Stossfrequenzen

Die Abbildung 28 zeigt 6"'1 als Funktion von p und T # =1,1,

gy = O, 14) &

—

Die Abbildung 29 zeigt die Stossfrequenzen ‘%s(Te) nach Gl. (128)
(p = 2 bar, ' = 1,1 agy, = 0,14). Die Abb.29 zeigt, dass die
Stdsse der Elektronen mit Wassermoleklilen in dem fiir Verbrennungs-
MHD relevanten Temperaturbereich (ﬂka.s 3000 K) dominieren. Des-

halb gehen die Fehler, die eventuell im Stossquerschnitt flr
(1)
e,HzO)
enthalten sind, stark in die elektrische Leitf#higkeit ein. Eine

sorgfdltige Messung von Qéf%zo wldre deshalb sehr nlitzlich.

Impulsaustausch zwischen Wassermoleklllen und Elektronen (Q

Die Abbildung 30 zeigt 6'1 und 6'2 nach der Frostschen Approxi-
mation und nach der 1. Sonineschen Niherung. Die Leitf&higkeit
6‘1 geht in unsere MHD-Rechnungen nicht direkt ein, da sie die
Stromdichte parallel zum Magnetfeld bestimmty sie dient uns aber
als ein Mass flir die Gfite des Verbrennungsplasmas und wurde auch
direkt gemessen. Die Leitfdhigkeitskoeffizienten 6'2 und €3 tre-
ten in den flir uns wichtigen Komponenten des Ohmschen Gesetzes
senkrecht zum Magnetfeld auf. Die Abb. 3o zeigt, dass die Differenz
zwischen den beiden Approximationen fiur @, bei B &3 T das Vor-
zeichen wechselt. Flir B = o liegt 6} (B = o) = efl nach der
Frostschen Approximation etwas h8her als nach der 1. Sonineschen
Niherung (siehe auch die Tabelle in Abb.30), wdhrend die Verhdlt-
nisse bei B = 5 T umgekehrt liegen. Wegen der insgesamt nicht
grossen Unterschiede ist es kaum mdglich, einer Ndherung den Vor-
zug zu geben, da man auch noch bedenken muss, dass die Wirkungs-
querschnitte ziemlich ungenau bekannt sind. Wir verwenden bei
unseren Rechnungen immer die Frostschen Approximationen, da sie

sich flir alle Stossmodelle als sehr zuverldssig erwiesen haben.

Die Abb. 31 zeigt 6& und CYZ fir p = 2 bar (Kanalmitte) flr

JPLl und Benzol, d.h. flir die Verbrennungsplasmen mit denen prak-
tisch alle unsere MHD-Versuche durchgefllhrt wurden. Die Zahlen-
werte flir Benzol liegen Uber denen fiir JPl, da die Saatrate Aoy

bei den Benzolversuchen grdsser war als bei JPl.
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Die elektrische Leitf&higkeit C{ 2lasst sich in einem weiten

Temperatur- und Druckbereich durch die Formel

# #
- ’ (149)
/0 (]

610,20

analytisch gut darstellen. Die Exponenten n. und np variieren in

den fllr Verbrennungs-MHD-Kandle relevanten Bereichen von Tempera-
T & 11 und n_ @2 -0, 65.

Diese Zahlenwerte sind nicht nur flir Kerosen (JP1 - JP5) cha-

tur und Druck nicht stark. Sie liegen bei n

rakteristisch, sondern auch ftir Benzol und Toluol. Die Leitf&hig-
keit erio ist der zu einem Wertepaar Byi Ty numerisch berechnete
Zahlenwert. Da es wichtig sein kann, den Einfluss von Temperatur-
dnderungen auf die elektrische Leitf#higkeit ohne grossen Rechen-
aufwand genfigend genau abzuschitzen, geben wir in Abb.32 Ry Uber
T flir einige Werte von p an. Den relativ geringen Einfluss von p

kann man mit np &2 -0,65 immer genligend genau abschdtzen.
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4. BEHANDLUNG DER RANDSCHICHTEN

Die XAnderungen der Strdmungsparameter Uber den Querschnitt des
MHD-Kanals werden im wesentlichen durch die W&nde des Kanals
verursacht. Vor den Wdnden bilden sich Grenzschichten aus, in
denen beispielsweise die Geschwindigkeit und die Temperatur

des Gases von ihren Werten an der Wand auf die Werte im Kern

der Strdmung ansteigen. Die Dicke dieser Grenzschichten nimmt
ldngs eines Kanals im allgemeinen zu und liegt in typischen MHD-

Kandlen in der Gr8ssenordnung von Millimetern bis Zentimetern.

Die Profile von Geschwindigkeit und Temperatur in der Grenzschicht
bilden die Grﬁndlage flir die Berechnung der Wandschubspannung ¢Y,
der Wdrmestromdichte qw,der verschiedenen Verdr#ngungsdicken und
der Elektrodenfille.

Die Formen dieser Profile in laminaren und in turbulenten Str&-
mungen sind grunds&tzlich verschieden voneinander. Eine weitere
Differenzierung wird durch die MHD-Effekte verursacht: wegen

der verschiedenen Verteilungen und Werte der Stromdichte vor

den Elektroden und vor den isolierenden Winden bilden sich in
diesen beiden Bereichen verschiedene Grenzschichten aus. Trotz
des bei Verbrennungs-MHD-Generatoren unzweifelhaften Einflusses
der MHD-Effekte auf die Grenzschichten wollen wir uns im wesent-
lichen auf die Darstellung der rein gasdynamischen Grenzschich-
ten beschrédnken. Daflir gibt es mehrere Grtinde:

- Die extensive theoretische Behandlung der rein gasdynamischen
Grenzschichten hat zu vielen einfachen formelm&ssigen Dar-
stellungen geftlhrt, die flir Abschdtzungen oder nicht allzu
detaillierte Rechnungen sehr wertvoll sind.

- Bei vielen numerischen Behandlungen treten die rein gasdyna-
mischen Ldsungen der Grenzschichtgleichungen als erster Term
in einer Entwicklung der L®sungen mit MHD-Effekten auf.

- Das Auftreten der MHD-Terme in den Grenzschichtgleichungen,
die ja Spezialisierungen der allgemeinen gasdynamischen Glei-

chungen sind, die wir am Anfang des Berichtes zusammengestellt
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haben, zwingt zu numerischen Ldsungen, die sich wegen der Viel-
zahl der Parameter nicht geschlossen darstellen lassen. Wenn
also sehr detaillierte Information (z.B. Uber evenutelle Abld-
sung der Grenzschicht) bendtigt wird, muss das Rechenprogramm
zur L®sung der quasi-eindimensionalen Gleichungen durch ein Pro-
gramm zur L®sung der vollen Grenzschichtgleichungen ergdnzt wer-

den.

4,1, Der Umschlag von laminarer in turbulente Strdmung

Da die Grenzschichtprofile in laminaren und turbulenten Strdmun-
gen sehr verschieden voneinander sind, wollen wir zundchst kurz
diskutieren, welchen Charakter der Str®mung wir zu erwarten ha-
ben. Dazu verwenden wir zundchst experimentelle Ergebnisse tlber
den Umschlag von laminarer in turbulente Str¥mung, die in /3,

S. 447 ff./ flir den Fall der Strd¥mung l&ngs einer glatten, ebenen
Platte zusammengestellt sind. Als wichtiger Parameter erscheint
hier der Turbulenzgrad Tu, der durch das Verhdltnis der mittle-
ren, quadratischen Geschwindigkeitsschwankung zur Geschwindig-

keit v der freien Strdmung definiert ist:

> yeav)®

% = — (150)

Voo

Die mit den Werten der freien Strdmung und der Laufldnge x ge-
bildete Reynoldszahl Rexo' krit *

laminarer in turbulente Str®mung erfolgt, hdngt vom Turbulenz-

bei welcher der Umschlag von

grad Tu ab. Bei hohen Werten flir den Turbulenzgrad, wie Tu
l.lo_2 liegt die kritische Reynoldszahl bei

ja%ﬂa‘bvv =’Jfé:7kd:1%’6-

: . . 3 6 . .
und steigt mit abnehmendem Tu bis auf Rexo,krit = 2,8, lo bei

Tu = 1,10_4. Fllr noch kleinere Werte von Tu bleibt Re dann

%o, krit
konstant.



Das Plasma, das durch den Kanal eines Verbrennungs-MHD-Generators
strdmt, wird in einer Brennkammer aus dem Brennstoff (z.B. Kerosen)
und dem Oxydator (z.B. Sauerstoff) erzeugt. Sowohl die Zufllhrung
dieser Komponenten, wie auch ihre Verdampfung, Vermischung und
chemische Umsetzung flihren nach aller Erfahrung zu Schwankungen
der mittleren Strdmungsparameter wie Druck, Temperatur und Ge-
schwindigkeit, die in der Gr¥ssenordnung von Prozenten liegen.

Wir k®nnen daher sicher mit dem niedrigsten Wert von Re
= 3,5 2 5.10°

dieser Wert nach einer Laufldnge x von wenigen Zentimetern er-

X0, krit
rechnen. Mit den bei uns typischen Daten wird

reicht. Wir k®nnen deshalb in der Praxis annehmen, dass die Str&-
mung in den Grenzschichten von Brennkammer, Diilse und Kanal turbu-
lent ist.

Die mit der Laufldnge x gebildete Reynoldszahl ist als Kriterium
flir den Umschlag nicht besonders gut geeignet, da sie auf der
Situation vXO = const. basiert und an Bedeutung verliert, wenn
sich V. wesentlich mit x dndert. In /44, S.93/ wird deshalb als
lokaler Parameter die mit der lokalen Impulsverlustdicke 6& ge-
bildete kritische Reynoldszahl

’?"o@.mat =360 (151)

angegeben. Auf Grund des Kriteriums (151) wird in /44, S.96 ff./
eine Bedingung abgeleitet, die den Riickllbergang turbulent-laminar
in einer beschleunigten Strdmung beschreibt. Der Ubergang erfolgt
fur

V47
4/;; ' ‘m/) . "0 (152)

Flir die beiden Bedingungen (151) und {(152) werden in /44/ zwar
keine zugehdrigen Turbulenzgrade angegeben, doch gelten sie of-
fensichtlich flir Str¥mungen mit betr&chtlicher Turbulenz. Auch
nach den Kriterien (151) und (152) miissen wir immer mit turbu-
lenter Strdmung rechnen und k&nnen auch in der Lavaldiise keinen
Riicklibergang erwarten.




4.2. Grenzschichtprofile flir die Geschwindigkeit und flir die

Temperatur fiir turbulente Plattenstrdmungen

Der einfachste Fall einer turbulenten Grenzschicht tritt bei
der Str¥mung eines inkompressiblen Mediums l#ngs einer ebenen
Platte auf /3/. Diese Str®mung wird durch folgende Eigenschaf-
ten charakterisiert:

- der Druck ist ldngs der Strdmung konstant,
- die Dichte ist konstant,

- die statische Enthalpie ist konstant.
Messungen haben gezeigt, dass man die Verteilung der Geschwin-

digkeit Ve tiber die Grenzschicht ausser in unmittelbarer Ndhe
der Wand gut durch die Formel

(_i_/ 7 (153)

darstellen kann. Die Dicke 5 der Geschwindigkeitsgrenzschicht

on

ist der Abstand von der Wand, bei dem L den Wert v der Kern-
o
str¥mung erreicht. Nach /3, S.591/ gilt flr d

e _ - ,t_,-
S=/0, 02¢ 126 (7¥é//24;_¢/ % o7

Cry - A (154)

Die Zahlenwerte fiir n liegen zwischen 6 und lo. Sie steigen mit

der Reynoldszahl Rng , die mit der doppelten Grenzschichtdicke
2d gebildet wird. Nach Messungen /3, S.555/ gilt etwa folgende

Tabelle:

6

Re,g | 4+ 1o 2.3sLoF 1,110 1,1+10% 2510° 3,2 s1c°

n 6,0 6,6 7,0 8,8 lo la

Tabelle 7
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Speziell ergeben sich aus Gl. (154) folgende Formeln:

-5 _
I=0 363 (#2y)  Jfir n=&#, (155)

-

I=9 f#ﬂ#x/a?%/ far 2=7 (156)

7 40’?4‘!4’/2,3) far k= (157)

Der Zahlenwert n = 6,38 wurde aus der Anpassung des Geschwindig-
keitsverlaufs nach Gl. (153) an ein numerisch berechnetes Profil
bestimmt (s. Abb. 33).

Zu der Tabelle 7 sei noch bemerkt, dass die Werte von n nicht

an Plattenstrbmungen, sondern an Str8mungen in einem Rohr als
Funktion der Reynoldszahl Re bestimmt wurden. Dabei ist Re

die mit dem Rohrdurchmesser D gebildete Reynoldszahl. Es zelgte
sich, dass die Geschwindigkeitsverteilungen im Rohr und an der
Platte bis auf einige kleine systematische Abweichungen gut Uber-
einstimmen. Dabei muss allerdings die Reynoldszahl Rep des Rohres
durch ReZJ' ersetzt werden. Die Werte ffiir RelJ lgegen bei Ka-
ndlen flir Verbrennungs-MHD-Generatoren zwischen lo~ und einigen

104.

Um der Realitdt einen Schritt n#¥her zu kommen, wurden numerische
Berechnungen der Grenzschichtprofile von Vi und T durchgeftihrt
/45/. Die Werte flir T in der freien Strdmung lieferte eine ge-
messene axiale Verteilung T (x) . Die ausserdem noch notwendige
Verteilung vx (x) wurde aus den gemessenen Verteilungen p(x) und
To(x) mit folgender Gleichung berechnet:

V,o i"_’.? 7 . ﬁ’ﬁ (158)
T spy) " ax
Diese Gleichung ist die Impulsbilanz ohne Reibung und ohne f‘x B-

Kraft. Die Werte flir ? wurden den nach Abschnitt 3.2. berechneten

Tabellen flir die thermische Zustandsgleichung entnommen.
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Die numerische Rechnung wird durch folgende Punkte charakterisiert:
- turbulente Str¥mung l&ngs einer ebenen, glatten Platte,

- Verwendung der experimentellen axialen Verteilungen p(x) und

Vi (x) als Randbedingungen an der Grenze y = éYx) zwischen
o

Grenzschicht- und Aussenstrdmung

- Berficksichtigung der Abhingigkeiten der auftretenden Material-
und Transportgr®ssen von p und T, d.h. unter anderem Berlck-

sichtigung der Kompressibilitdt.,

Bei der numerischen Rechnung wird die Grenzschichtdicke ¢ durch
vx(y'==6) = 0,99, Ve definiert

o
Im folgenden werden wir die numerische L8sung als "exakt" be-

zeichnen.

Die Abbildungen 33 und 34 zeigen als Beispiel die exakten Vertei-
lungen von vx/vx und T/TO in der Grenzschicht bei x = 1,1 m. In
die Abb. 33 ist 8ie Verteilung vx/vx nach der Formel (153) mit

n = 6,38 eingezeichnet. Ebenfalls eiggetragen ist die Verteilung

( 9vx)/( 90 vxo). ?ie liegt Uber der Kurve flr vx/vxo, da e ‘
wegen der zur Wand hin abnehmenden Temperatur (Tw = 12060 K) bei
konstantem p ansteigt. In die Abb. 34 ist neben der exakten Ver-
teilung T/TO auch die Temperaturverteilung eingezeichnet, die sich
mit dem Satz von Crocco aus der exakten Geschwindigkeitsverteilung
vx/vx ergibt. Dieser Satz stellt einen Zusammenhang zwischen den

Verte?lungen von totaler Enthalpie und Geschwindigkeit Vi her:

4+ Pf/z—lw ¥

= . (159)

Der Satz von Crocco gilt nur wenn die Prandtlzahl gleich 1 ist,
d.h. wenn die Profile von Geschwindigkeit und totaler Enthalpie
4hnlich sind. Dieser Satz wird in der Praxis hdufig dazu verwen-
det, aus bekannten Verteilungen von Vs den Verlauf der statischen

Enthalpie h nach




