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ABSTRACT:

To establish stability of difference schemes for quasilinear initial value
problems, criteria derived from the amplification matrix are widely used,
but despite the papers of Strang [4] and Kreiss [1] they have not yet
been extended to implicit schemes or to those with unsteady coefficients

or unsteady solutions of the initial value problem involved.

This paper attempts to do so in the case of one space and one time
variable. Difference operators are regarded as large matrices with non-
zero elements near the main diagonal only. Their spectral norms have
to be approximated by means of inequalities for the eigenvalues of, in
general, similar matrices. For tridiagonal matrices such inequalities are
proven. The method includes generalized eigenvalues needed for

implicit difference schemes.




EINLEITUNG

Das Stabilitdtskriterium aus der Amplifikationsmatrix fur Differenzenverfahren
zur numerischen L8sung von quasilinearen Anfangswertproblemen ist trotz der
Arbeiten von Strang [ 4 | und Kreiss [_I] noch nicht auf implizite Verfahren,
oder auf solche mit unstetigen Koeffizienten oder mit unstetigen L&sungen der
zugehdrigen Anfangswertaufgabe Ubertragen, obwohl praktische Rechnungen
seine Gultigkeit mit gewissen Einschrankungen auch fur diese Fdlle nahe-

legen.

In dieser Arbeit wird ein Ansatz untersucht, der geeignet erscheint, im Falle
einer Raum- und einer Zeitvariablen vollstandige Klarheit Uber diese Fragen

zu bringen. Differenzenoperatoren werden darin als Bandmatrizen betrachtet.
Zur Abschdtzung deren Spektralnormen werden scharfe Schranken fur Eigen-
werte mdglicherweise anderer Bandmatrizen benstigt, die im Falle von Tri-
diagonalmatrizen auch angegeben werden. Die Methode umfaBt die Abschdtzung
verallgemeinerter Eigenwerte, die fur Stabilitatsbetrachtungen bei impliziten

Differenzenverfahren benstigt werden,

Die Arbeit wurde aufgrund meines Stellenwechsels vom IPP zur TH Darmstadt

vorldufig abgebrochen,

Fur die freundliche UnterstUtzung withrend meiner gesamten Arbeitszeit am |PP
danke ich besonders Herrn Dr. Karl Graf Finck von Finckenstein und

Herrn Dr. Karl-Ulrich von Hagenow.




ELEMENTARE KONVERGENZTHEORIE

&
Es seien G C [K 0 &EN ein Gebiet und
w(t, ) 6> C w teloT1=1 T>0
eine Schar von Abbildungen. Es gelte LL(_t ) PE U (t: ' )

W), Eue) e LG)  w tel

mit der gewdhnlichen L, -Norm:

| u ”LL@ L= (i [U\llo%x)t

M@)sei Lssung des Anfangswertproblems

Aoy = A ®)
oit

u© = MoﬁLz_@w)

/

for t€ L (1)

und fur M@)erkidrte Operatoren

AE)
Fur ﬂa,t 20, + < T~ 4

sei definiert:
E(tu®), ) = ultrdh)

Es sei

6&‘ - { X € Rﬁ{| XV = 4. RV"V\V J%VeZ‘v.—.A,--;M]ﬂ 61

mit O(Rvi&\ fur v=A4,"MN

ein Rechteckgitter und LL@-.@‘> der zu LL (G‘v) analoge Banachraum

auf dem Gitter G‘)e\ mit der Norm:

1

£ & 2\ &
“ Uy, “ C= ( H LR, Z Iug\@)b for Ma‘éLL@v&>

v=a x €0y,



e seien WE) € L (Gm) o oeteT

Weiter seien die Differenzenoperatoren

Cm,8) L6,) = L Go) w oenb T4

definiert, dann ist

l)\’m-4 = C (’h| u"". L) mit vorgegebenem (2)

we LG, )

ein Differenzenschemaq; seine L8sung soll V'é'lb\) approximieren,

Dazu gelte fir den Anfangsfehler
fue - uwe | 2 & PO

mit einem _g) , das der Konsistenzordnung des Schemas entsprechen soll:

Definition: Das Schema (2) heif3t konsistent von der Ordnung f <:>
+
| w(ew)8)= E(numb), o)l £ K- 45 )

for o0emn-h gT-!A’k 20

Das Schema (2) heif3t stark stabil:

| E(mutnertf )= ECrutee), )l & (Ar08)I

fur alle .F&Lz_@w\%) mit ”76“ £ 2 A0
und O_’:..%~&_(_T"£-\ l oL S

Satz:

; . L® :
Das Schema (2) habe héchstens einen Anfangsfehler O , sei
konsistent von der Ordnung § und stark stabil '::7

“U@‘la\) — H“ " < COV\J#CKJJJT)*L{? fur 0 Ln-4 ‘_-T

und genigend kleines h




Die L&sungen des Differenzenschemas liegen also dann in der Norm ” ”

sehr nahe bei der des Anfangswertproblems und konvergieren gegen
sie fr h—> O.

Beweis der stdrkeren Aussage

um-t) —uw| < k- L.‘PMEC/’H‘&)V-!- o- 482+
— OL - & T

fur genugend kleines h

durch Induktion Uber m.
Fur m = o ist die Aussage offenbar richtig.

InduktionsschluB: ( (ma+n) 4 £ )
n W ((%M) L\) """"‘“ “ E.(w-fhlu(w-ﬂ\\,-&)'— {f(m\ ,u@wt\)’&) "

+ € G w ), £) = € (o, w™ &) | €
_Lb( i Z@H!A) + a 48 (/H‘W‘)ﬂ
C(Arsh) + KA

nach InduktionsschluB, Stabilitat (4) und Konsistenz (3).

I

(man hat h nur so klein zu wighlen, daf:

[ womt)- Wil & )
ETEIN N2 ITS SURLINT L

= o

womit die Behauptung bewiesen ist.
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woraus der Satz folgt.

Die Stabilitatsbedingung (4) laBt sich vereinfachen, wenn &(M, , f}\)
fir oeMm-he | in einer & -Umgebung von U(M-f/\) Frechet-
differenzierbar ist. Nach dem Mittelwertsatz gilt dann (vereinfachte

Schreibweise t = n * h)

| € (@ JtE) - ¢ (u®)| < H]f” Q‘AP ” &(M@frm

(y' " bedeutet Frechet-Ableitung nach MG:))

Man hat also zu zeigen:

L€ (w6 + )< A+ 0@) e ILH <

in einer geeigneten mit " M vertraglichen Operatornorm, die hier

genauso geschrieben wurde.




DIFFERENZENOPERATOREN ALS BANDMATRIZEN

Bei fast allen quasilinearen parabolischen oder hyperbolischen Differential-
gleichungssystemen ist die Konsistenz des approximierenden Differenzen-
schemas unproblematisch. Lokale Stabilitat, d.h. lokal an einer Stelle im
Gitter, bereitet ebenfalls im Prinzip keine Schwierigkeiten. lhre Uber-
tragung auf globale Stabilitat wie in [1] oder der direkte Beweis fur
globale Stabilitat ist erheblich komplizierter. Im folgenden wird fur eire

Raum- und eine Zeitvariable eine direkte Methode betrachtet. Seien G—; C/R

ein endliches Intervall, Ou.\ £ = {1. R -4 | {€ Z B 4 O‘l und
o mT\T (1) 4,

! | A
OLvem

fur

dabei ist: R 0 ){G /\/

i
" T 7 bedeutet Transposition

M := Ordnung von G’lg\"/l

Das Differenzenschema sei

=
Mt A —-‘6 A
Z 6/aT e = ;&AV b, (5)
==T -
To€N {0}

L
mit vom Ort ,@R‘e\, von der Zeit abhingigen Koeffizienten E)/_‘ c CL‘&
){L
und zusdtzlich von um abhégngigen A€ d-, , sowie den
> sl Moo= e
Translationsoperatoren T : T M\P uf"’/v\ im definierten

Indexbereich. Das Schema (5) l&Bt sich bei geeignet vorhandenen Randbe-

ziehungen schreiben als

E) unm+4 — Auf\m




mit quadratischen Bandmatrizen aus LT+ bzw. 2&+A Diagonalen

T
pm+a) K]
D,A' = (LE . B wird als invertierbar, A als

nach W' " Frechet-differenzierbar vorausgesetzt. Die Frechet-Ableitung
U M
(dargestellt durch " ) von & (qm' l,.“"’", ﬂq) nach 4«

ist dann . ;
L A

Die Norm von 1—2, (G‘l L\\ ist bis auf einen konstanten Faktor dasselbe
¢Cm+4)' ¥ 3
'

. I
ist die Spektralnorm in C[,KMM) k] . Man hat dcher den betrags-

wie die Euklidische Vektornorm in und damit vertriglich

grofiten Eigenwert von

i

6-4/4' < 6_A /4. ) " ( ,|+ bedeutet hermitesch

konjugiert)

zu bestimmen. Gesucht sind daher alle A mit
= _ + R
B)AA’ ( 64/4. ) \"21\)' fur ein Ve d-—(MM)

oder aber mit

AlA)Tu=Abyr =008 e w7y

Die gesuchte Norm der Stabilitdtsbedingung erhdlt man daher aus den
Betrdgen der allgemeinen Eigenwerte des Bandmatrizenpaares

A‘ .6'4 ') T | 6 &r . Da Bandmatrizen schwach besetzt sind,

darf man hoffen, scharfe Abschatzungen fur ihre Eigenwerte zu finden.




EIGENWERTE VON BANDMATRIZEN

Zur Bestimmung der Eigenwerte ’). werden alle méglichen Lésungen U

Muw= 0O (6)

mit einer komplexen Bandmatrix /M untersucht, die A als Parameter ent-
halt, z8. M= A'ANT-ALB0LBT

Seien etwa

der Gleichung

[oooao/\ ot Qg
O

Opmt ==+ Oo =0 Oy
. . : :

(0]
m-k X On-2.0 n-k, &
o Lo O

o"n'-u_, I A Q"\O }

x ke A/

wobei inM der erste Index die Zeile der zweite die Nebendiagonale fest-
legt. Es wird a/,.l-x. | Otk F O fur alle sinnvollen Indizes
vorausgesetzt; das ist vernunftig, weil sonst das Differenzenschema, von dem

M herstammt, an einer Stelle eine niedrigere Ordnung haben muBte.

Stellt man sich M am Anfang um die % Komponenten

(\A_1| \A'l'M, T n’ = WAT und am Ende um
T
(\"M“. S ,V‘M“\) e w;_, verlangert vor und erweitert

M um die beiden Dreiecksmatrizen
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N i O
QA'-'K. 0‘4.‘2 0“‘--)&%1 "{‘/I aM—&*}L,‘A
W/\ s O : : | WL‘— . ; 5
LA~% 0

" A o ~ ] M‘k i

deren Elemente beliebig komplex gewdhlt aber in der Hauptdiagonale

nicht verschwinden sollen, dann laBt sich unter der Voraussetzung

W,=190 l'JL':O

r

die Relation (4) schreiben als
W, \ [
: ®

I
O

7)

worin W,, in der linken oberen und Wlin der rechten unteren Ecke

VOHM* stehen sollen. Fur die Komponenten von u* bedeutet (7) das

Erfilltsein der linearen Differenzengleichung

R

E O\M.\\, M"\M-t-v — o %.;o’/‘r_..'h (8)

,
N=-n
_ Ma
deren allgemeine Ldsung \VJ  sich aus ihren 3("3& linear unabhdngigen
o fwn O -
Eigenldsungen UL.;;L' M—au—n, Ty U | U, y M"@ y
O TN n

; linear kombinieren laBt (s.z.B.[S]).
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Hier geht wieder Ol/‘ 2 0‘-5’)1 + O ein. Unter den\) ist u*

genau die L8sung mit

_& \J_M+A
V—&.ﬂ-l\ _ ‘ . \)M-H__ — O
\N, :_ = & 4 WL z (9)
Y- R

D.h.: jede Lssung von (6), also jeder Eigenvektor, ist eine Ldsung von
(8) mit den Randbedingungen (9). Umgekehrt folgt aus (8), (9) fur v

das Bestehen von (4), wenn man die Rander weglaBt.

Da in den Hauptdiagonalen von wﬁ und . alle Elemente nicht ver-

schwinden, ist (9) dquivalent zu:

\)...'}t_, v'\’\i-d

v | o U = O

: B | . (10)
v \7»\+‘l

\) besitzt eine Darstellung:

U= § A‘C W mit -L-éct , die nicht
T==% ¢ alle verschwinden.

T# 0
R
Sei u < ¢(x+}{) die Matrix:

% -~ . & - =
! o Uosirn U, U, Uk
M"M'\ ¥
“n
. A —a u"n u_"
u - M - —a A 4"
A - A Mta
U u_, u:“ “U X
.M+ ' % mi h Mt h .-vn A,
Uy u W \4‘\
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Dann gilt: (/10) <=>
A-x

es gibt Koeffizienten /41:, die nicht alle A’*BU'\
verschwinden, mit: u /i_n

A

& Ao |
et W =0

Diese Aussage laBt sich fast wortlich genauso Ubertragen fur Block-
matrizen und Matrizendifferenzengleichungen. U ist dann eine

Blockmatrix.

Mit Hilfe von (11) hat man die Frage nach Eigenwerten zurickgefuhrt
auf das Verhalten der Losungen der linearen Differenzengleichung (8).
Mit dieser Methode waren im Rahmen dieser Arbeit Eigenwertabschit-
zungen fur Bandmatrizen mit beliebiger Breite geplant, gelungen ist

das aber bisher nur fur Blocktridiagonalmatrizen.

I

(n
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EIGENWERTE VON BLOCKTRIDIAGONALMATRIZEN

Es sei A die Blocktridiagonalmatrix

+
E:Cbi ;. " \ mit a\,'lo\,,cveC[M
Op o Co und
A:: O OAU'OAVJMV:LO
G\n-‘a b, Cua fur alle vernunftigen
O bn ‘ Indizes

sej d VI bV—A’
Ll WI\T ™
Fur (/4 -2A)u =0, (u= (u®', u U ),u"e([ )ist
nach dem vorangegangenen Abschnitt notwendig und hinreichend, daf3
Y v b
fur ein Grundsystem Ua U € ¢ der Ldsungen von
(8) (als Matrixgleichung) die Relation

MM = Ol ¥ (u:d M; ) = 6O erfullt ist.

M'\f\i—q ;:\-FI\
A

Die beiden Grundlssungen konnen durch die 'Wahl von Anfangswerten

- -A
Mﬂa' V\Ao'- U, M-.? festgelegt werden. Hier wird ge-

us? Ul _ (" O)
H,? uLO © 4

Wenn hier und im folgenden Skalare e d: mit Matrizen

wahlt:

gleichwertig behandelt werden, so wird darunter Sx Einheitsmatrix

verstanden,

Dann gilt: (A ) <=>

und
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Unter “ ' “ wird im folgenden Satz die Spektralnorm der Matrizen

verstanden.

Satz:

Es seien olet Oy, Ot v £ O fur alle sinnvollen Indizes.
? sei Eigenwert von A @
fur ein N gilt: 6‘&*’ ((Ovhl) =0 oder
(13)
for ein pm gitt: | 0 (=) " I gnmn Co=2)7 [ >2

Beweis durch Widerspruch.
Angenommen es gilt et cL +0 fur alle ¥ und
—aA . 0{ = pa 1 .
TR P e e I£%  foralle o (14)
Einen Widerspruch stellt nach dem Vorangegangenen schon

O'lf,i‘ u_’:"*"‘ =+ 0 dar,

es wird aber darUber hinaus gezeigt, daB unter der Voraussetzung (14)

fur die Losung von

-1 ¢ A — O
a, U+ duw+ U (15)
/1__ -—A
mit den Anfangswerten U °=A ' u=-=0C O‘O sogar
olet u'=o fir 0LV £ M+ gilt.

sei W = {ll&*-_—d— | ¢ = ; 2e ™

VA

*© und

— Oy w (lAVM)-A C;'q = W fur O &eve

Behauptung:  Es gilt olet u
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Beweis durch vollstindige Induktion UberN .
s N 1 o}
) For V=0 ist U'=—¢o olo =) Oetu + 0 U =/

sowie - do ("CohAdo )—4 = /I & W

y A v-L ¢

I e T e
II) Sei die Behauptung fur N = M= richtig

a) Determinante

Es ist sl UM+4 = dm‘ UM‘F Qa, umnd
Xim CaW UMY A = A+ 0w U (U)ol

- A A o ™~
= f— o A2 [=oh, W U™ GG e
o J

1-_-.::]6.\/\/

\:} ist nach Induktionsvoraussetzung in W
sei bhe LT =>

| 7 x 4 | fﬁx*(/l-a“ohlgcn-.u)lﬂ >

B b = LI o o Iyl G O TIHIGI2
= (44 y)

I

-

A
Sei im folgenden ‘Y'=*Z . Fur beliebiges 0 v ¢ A wirde man in

(13) nur die schlechtere Abschdtzung mit T (A—71") statt % erhalten.

Das Polynom T (A=1) wird fur v = %_ maximal mit dem Funktions-

wert —

yeW = lyls T+a - A =3

AT s AT
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=7

> 4t
( e‘ XA l Z b4 fur beliebiges b e d/%mif ”‘ﬁ\ [ =4

=> det xFo = ot u £ o

X7 = oy w ()Tl e W

b) zu zeigen ist:

vy D = (1— o dhly e o )

Behauptung:  Sei EGW, es gelte (14) =>

fey:= (- a dlecdl ) ely

Beweis: € \A/ = Aet 2 :l= O

A
denn sonst hatte "(i = A-:-‘) den Eigenwert N der sicher

kleiner oder gleich der Norm ist; aber

A N

P > T und das ist ein Widerspruch

-1 A=Y
Daher ist

-1
\]0 @) : = fuir ?_—f:W wohldefiniert .
-1
Es ist —
=l
- - =1

Sei O = 0, -y | b:—c“"d“‘
sowie

\f/(?:)::./l—&;:b fur %edﬁhl

Fur die Behauptung ist zu zeigen:

Lw) ¢ W




& ypeyW)cw
& W) < pW)

serechnong von 3 (W)
2 e W &> (a—-w) (2-22) & For

Die Ordnungsrelation bezieht sich auf die quadratische Form mit

beliebigem Vektor als Argument.

\p(a)ew & ze pWw) <">
@A) (27

. T
Diese Relation wird von links mit 2 und von rechts mit z
multipliziert; das bedeutet fur die quadratischen Formen lediglich

Transformation.

&

A = n:irl‘ (Z-'--!- i) T

A -
'E+2‘[Q-T:L)L (/,__Tz.){l <O

W

=

1=

&

A — (2T+ 2) +2T2 <7t

& (R&-a)(2-a) 0 &7
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& Tz -] ¢ v
= \F(W) = {zeCE Na-ale

Um (17) zu erfullen, muB fur Eé:w gelten:
N o A+ a2 b =4 I
= [ =k £+

z2eW = e < 2 oo

I =
=
)

I

M

Joeb | <ol Ibl-l&l < 2

und damit sind der InduktionsschluB und der Satz bewiesen.

Die dieser Herleitung zugrundeliegende Abschdtzung des Wertebereichs

eines Kettenbruchs stammt aus [2] , s. auch [5] .

Fur gewshnliche Tridiagonalmatrizen besagt (13), daBl fur einen

Eigenwert A von /4 ein/M existiert mit

'/‘_n—")[ A[ AL{-I /,\—4‘

Das obige Verfahren beinhaltet den Fall verallgemeinerter Eigenwerte.

il
M+
Sei etwa B = 6( ) hermitisch und positiv definit:

]

R
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/% b
Ed 2\" a‘4 O
£ %‘L b

)™
& ¢ |

oo
i

\ S SV

——

A 9n
Dann gibt es fur A mit 0{1/4‘64 =i E))= o ein/, so daf:
T L sy A B R LR R [y S

Die Methode mit Hilfe der Amplifikationsmatrix oder andere direkte

Methoden liefern fur die symmetrische Tridiagonalmatrix
L Q
o kO
a L
Q

Q
b o O

O

o'y o
SIS

die Eigenwertabschdtzung

lb-X| £ 210a

in Ubereinstimmung mit (18).
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