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Abstract

In recent years fusion machines in which the magnetic confine-
ment of the plasma is achieved with a toroidal coil configura-
tion have come to occupy the forefront of interest at many
institutes conducting research in plasma physics (Tokamak,
Stellartor).

This report describes methods of calculating the electrical
behaviour of toroidal coil configurations and the magnetic
forces in the coil system in cases of sudden disturbance of
normal (stationary or quasi-stationary) operation. After it

has been shown how to calculate the self-inductances and mutual
inductances of the coil system, an explanation is given of

the mesh scheme for obtaining the matrix equations of the net-
work. The currents thus calculated are then used to determine
the total magnetic field and hence the Lorentz forces. In the
example given, inductances, current distributions and forces
are calculated for the superconducting version of the Stellarator
W VII at Garching.
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tibersicht

Fusions-Maschinen, in denen der magnetische PlasmaeinschluB
mittels einer toroidalen Spulenkonfiguration erzielt wird,
sind in den letzten Jahren in den Mittelpunkt des Interesses
vieler plasmaphysikalischer Forschungsinstitute geriickt
(Tokamak, Stellarator).

In der vorliegenden Arbeit werden Methoden zur Berechnung des
elektrischen Verhaltens toroidaler Spulenkonfigurationen und

der magnetischen Krdfte im Spulensystem im Fall von pl&tzlichen
Stérungen des normalen (stationdren oder quasi-stationdren) Be-
triebes angegeben. Nach einer Erkl&rung der Berechnung der Selbst-
und Wechselinduktivitdten des Spulensystems wird das Maschenver-
fahren zur Aufstellung der Matrizengleichung des Netzwerkes er-
ldutert. Die so berechneten Strdme dienen dann der Bestimmung

des Gesamtmagnetfeldes und damit der Lorentz-Krédfte. Im anschlieBen-
den Berechnungsbeispiel werden Induktivitdten, Stromverteilung und
Krdfte fiir die supraleitende Version des Garchinger Stellarators

W VII bestimmt.



1. Einleitung

In den Niedrig-B8-Maschinen (8 = Plasmadruck / Druck des
duBeren Magnetfeldes) der Plasmaphysik dienen hohe stationdre
Magnetfelder in groBen Volumina zum EinschluB ionisierter
Gase, kurz Plasma genannt (1) (2). Die Spulenkonfigurationen
und damit die Geometrien der Maschinen sind vom Wunsch nach
einem stabilen Gleichgewicht diktiert. In den letzten Jahren
haben speziell toroidale Spulensysteme (Tokamaks, Stellaratoren)
an Interesse gewonnen. Die Hauptmagnetfelder werden hier durch
eine grdBere Zahl gleichmdBig auf einem Kreisumfang verteilte
Spulen erzeugt, um méglichst optimal das Feld einer Ringspule
(Toroidspule) nachzubilden. Die Erzeugung des Toroidfeldes
durch eine gr&Bere Anzahl kreiszylindrischer Spulen ist ange-
sichts der GrdBe der Maschinen schon allein fertigungstechnisch
bedingt, dariiber hinaus ben6tigt man aber auch zahlreiche Zu-
gédnge zwischen den Spulen hindurch zur Spulenbohrung fiir ver-
schiedene Zwecke, wie Pumpstutzen zur Vakuumerzeugung, Dia-
gnostik, TeilcheneinschuB. Da schon bei den jetzt im Entstehen
begriffenen Maschinen (z.B. Princeton Large Tokamak (PLT),
Frascati Tokamak, Garchinger Stellarator W VII) Magnetfelder
in der GréBenordnung von 40 bis 100 kG (auf der Seele) in
Volumina von einigen Kubikmetern erzeugt werden sollen, geht
das Bestreben dahin, die hohen ohmschen Verluste normallei-
tender Spulen durch Verwendung supraleitender Spulen zu
vermeiden. So war der Garchinger Stellarator W VII anfangs

mit supraleitenden Spulen geplant und diese Version dient

am Ende dieses Berichtes als Berechnungsbeispiel. Berechnet
werden hierbei die Stréme in den Spulen und die Krdfte je
Spule fiir den Fall, daB einige Spulen wdhrend des Betriebes
pldtzlich normalleitend werden. Die fiir die dann ablaufenden
ibergangsvorgidnge entwickelten Berechnungsverfahren (Computer-
Programme) sind dariiber hinaus fiir die Berechnung des zeit-
lichen Verlaufes von Strdmen und Kr&dften in beliebigen toro-
idalen Spulensystemen, auch in normalleitenden, im Fall von
plétzlichen Betriebsstdrungen sowie bei Schaltvorgdngen ver-
wendbar. Entsprechende Ergebnisse fiir den nunmehr mit normallei-




tenden Hauptfeldspulen im Bau befindlichen W VII werden in
Kiirze in einem IPP-Bericht gebracht werden. Erwdhnt sei,

daB fiir die Bestimmung der Str&me und Kr&fte die Berechnung
der Selbstinduktivitdten und aller induktiven Koppelungen

(40 Spulen beim W VII) zwischen den Spulen Vorbedingung ist,
womit dann quasi als Nebenprodukt die gespeicherte magnetische
Energie und die Zeitkonstante des Spulensystems exakt ange-
geben werden k&nnen.

Mit Sicherheit wird spdtestens beim Prototyp-Fusionsreaktor,
basierend auf den heutigen Niedrig-B8-Maschinen, das Haupt-
feld mittels supraleitender Spulen erzeugt, so daB die hier
gebrachten Resultate des Rechenbeispiels von groBem Interesse
sind.

2. Berechnungsmethoden

2.1. Ermittlung der Selbst- und Wechselinduktivitdten

Angegeben werden Berechnungsmethoden zur Bestimmung der
"Gleichstrom"-Induktivitdten. Mit diesen Induktivitdts-
werten darf im Fall von vielwindigen Spulen auch noch bei
hohen Frequenzen gerechnet werden.

2.1.1. Selbstinduktivitdt eisenfreier, kreiszylindrischer
Spulen.

Die Selbstinduktivitdt einer Spule kann als Wechselindukti-

vitidt zwischen zwei am gleichen Ort befindlichen Spulen glei-
cher Abmessungen und Windungsdichten berechnet werden. In

(3) ist das Berechnungsverfahren ndher beschrieben worden.

Es fuBft auf einem geschlossenen Ausdruck filir die Wechselin-
duktivitdt zwischen zwei kreiszylindrischen koaxialen, ein-
lagig gewickelten Solenoiden (fldchenhaften Strdmen). Uber

die radiale Wicklungshdhe wird numerisch integriert, das heiBt,
die mehrlagigen Spulen werden - je nach gewilinschter Genauig-
keit = durch eine mehr oder minder groBe Zahl diinner Soleno-
ide ersetzt. Der Kiirze halber wird hier nur der Ausdruck fiir



die Wechselinduktivitdt zwischen zwei einlagigen (unendlich

diinnen) Solenoiden angegeben:

le = 27{4.10—_7wlw2a1a2.[i (—l)mgm . Ym (1)

=1
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mit ¥m = (gh/rlmr(c'2ce1(kcm,c'2,o,1)—cel(kcm,l,o,l)).

Es bedeuten: w;,wy die Windungsdichten in A/cm.

cel(....) das "allgemeine vollstdndige

elliptische Integral"

?2'/2
(acos2¢ + bsin2¢ )d ¥

cel (kg,p,a,b) =[
(cos2% + psin?gy )Vcosz+kczsin2?
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cel ist in obigem Ausdruck fiir L) fiir vier verschiedene
Parameterkombinationen zu berechnen; zwecksmdBigste Berechnung,
siehe (4);

Parameter p c'2=(a1-a2)2/(al+a2)2:

2
kcm2 = 1-km H

km2 4a1a2/r1m2;

Bedeutung der geometrischen GrdBSen aj,aj, rln”';n,siehe Bild 1.




Solenoid 2

Bild 1: Zur Berechnung der Wechselinduktivitdt zweier

koaxialer, einlagig gewickelter Solenoide.

/ > A

Bild 2: Zur Berechnung der Wechselinduktivitdten

zweier Kreisstrome.



2.1.2. Wechselinduktivitdt kreiszylindrischer eisenfreier

Spulen, deren Achsen sich schneiden.

Zwischen den Spulen der toroidalen Spulenkonfiguration sind
Licken, deren mittlere Breite in der Gr&Benordnung der Spulen-
breite liegt. Deshalb ist es filir die Berechnung der Wechsel-
induktivitidten benachbarter Spulen erlaubt, die Wicklungs=-
querschnitte durch eine geniigende Zahl linienf&rmiger Kreis-
leiter zu ersetzen. Bei der Berechnung der iibrigen Wechsel-
induktivitidten genligt angesichts der noch grdBeren Spulenab-
stidnde ein linienfdrmiger Leiter je Wicklungsquerschnitt.

Es bleibt das Problem der Berechnung der Wechselinduktivitédt

zweier linienfdrmicer Kreisleiter, deren Achsen sich schneiden.
(Bild 2)

Dafiir gilt ganz allgemein die folgende Integraldarstellung (5)

i if

Vaa /cosfa— (3 /a)cos @

Li,2 = % /2 - £.4f (2)
0

Das Integral iiber @ ist nur numerisch zu berechnen; fiir
r1 # rp widre auch eine Reihendarstellung mittels Kugel-
funktionen m&glich, aber bei den hier betrachteten Kon-
figurationen ist gerade r] = rp fiir alle Spulenkombinationen.

In obiger Formel bedeuten:

f = 1;;‘10_8 Ry [Z(K"E) "K(l"kc)]

mit R§=(a+A)2 + d2 und K,E: vollstdnd. elliptische
Integrale 1. und 2. Gattung.

L= a/A, d= 4/, € = d -« sinfHcos @
02= 1 - cos?d sin%d - 2§ cos § cosm g2

2
a
(2. -k Q)2 + &2

u+xQ)2+§2




Zum besseren Verstindnis obigen Ausdrucks filir die Wechsel-
induktivitdt Lj;, 62 sei noch erwdhnt: fiir koaxiale Kreis=

stréme vereinfacht sich der Ausdruck fiir Ly, 6 ; es ist dann

Ly ='\/A_a' « £,

2.2. Berechnung der transienten Spulenstrodme

Zur Analyse linearer, elektrischer Netzwerke stehen zwei
voneinander unabhingige Verfahren (6), (7), das Maschen-

und Knotenpunktverfahren zur Verfiigung, von denen hier
ersteres verwendet werden soll. Nach diesem Gesetz sind

in einem beliebigen Netzwerk mit j-Zweigen und k-Knoten

in m = j-n Zweigen (Verbindungszweige) unabhdngige Strome

und in n = k-1 Zweigen (Baumzweige) abhdngige Strome mdglich.
Zwischen den Zweigstrdmen (i), (Vektor mit j-Komponenten) ,

und den unabhingigen Strémen (ix), (Vektor mit m-Komponenten),

besteht dann der Zusammenhang

(1) = (H) (i) (3)

Darin ist (H) die j-m-Strukturmatrix, die allein die
topologischen Eigenschaften des Netzwerks samt dessen
Orientierung beschreibt. Weiter ergibt sich ein unab-
hdngiges System von Maschengleichungen (2. verallge-
meinerte Kirchhoff'sche Gleichung) zu

T (u) = o (4)

mit (H)T der transponierten m-j-Strukturmatrix und (u)
dem j+1-Vektor der Zweigspannungen. AuBerdem sind in
allen Netzzweigen die Momentanwerte von Strom und Spannung

je nach Art des Schaltelementes, ndmlich Resistanz R,

Buchstaben in Klammern stehen symbolisch fiir Matrizen
bzw. Vektoren



Induktivitdt L oder Kapazitdt C durch die linearen
Differentialgleichungen

(ur) = (Rg(t))-(i(t)) (5)
d . 1
() = o[ waenwen] = @yen-a )
+ (La(t))-(1' (£) (6)
1 = -[ cawn - ween] (7)

miteinander verknlpft. Die Argumente der Funktionen
werden kiinftig der einfacheren Schreibweise wegen weg-
gelassen. Da in dieser Arbeit entgegen (8) ausschlieB-
lich Stromkreise ohne Kapazitdten betrachtet werden,
bleibt Gl. (7) weiterhin unberiicksichtigt. In jedem
Netzzweig ergibt sich somit die Zweigspannung (u) aus
der Summe der Spannungsabfdlle und der eingepridgten

Quellspannung (ugy) zu

(u) (ur) + (ur) + (up) oder (8)

(W) = [(RQ)+ (LY |- (1) + (La) 1") + (up) (9)

Diese Gleichung 148t erkennen, daBf Gl. (4) unmittel-
bar befriedigt ist, wenn Gl. (9) von links mit der
transponierten Strukturmatrix (H)T multipliziert wird.
Um zusdtzlich ein Dgl.-System fiir die unabhdngigen
Stréme (ik) zu bekommen, ist in der dann erhaltenen

Gl. (3) einzufiigen . Es wird

o= ®T-[(Rg) + @Y ]- 1 i) + ®@T(rg) 1) @+ T (uy)

(10)




mit
(up) dem j.l-Vektor der Quellspannungen
(Rg) der j-j-Diagonalmatrix der Zweigresistanzen
(Lg) der j-j-Matrix der Zweiginduktivitdten, wobei

die Elemente Lpp Selbst- und die Lpy Wechsel-
induktivitdten sind

(LY) der j.j-Matrix der zeitlichen Ableitung von (Lp)

Verwendet man noch die Abklirzungen

(L) = (8) T(Lg) (H) (11)
(L= (07w (1) (12)
(R) = (B)T(Rg) (H) (13)

so entsteht aus Gl. (10) ein gewBhnliches Dgl.-System
1. Ordnung

(== @~ L[ ®+@ ] - @ 1mT () (14)

welches fiir gegebene Anfangswerte

(ik (0)) = (o) (15)

eindeutig gel®&st werden kann. Als numerisches LOsungsver-
fahren wird hier die von Hamming (9) angegebene Predictor-
Corrector-Methode verwendet. Sie ist als FORTRAN-Routine
ausgefilhrt und kann in Einzelheiten (8) entnommen werden.
Ebenfalls ist in (8) der Sonderfall singuldrer Koeffizienten-

matrix (L), der durch
det (L) = o (16)

gekennzeichnet ist, ausfiihrlich behandelt.
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2.3. Berechnung der magnetischen Krédfte

Bei der Berechnung der resultierenden Krdfte je Spule wird

die rdumliche Verteilung des Stromes im Wicklungsvolumen be-
riicksichtigt. Dazu muB das Wicklungsvolumen der betrachteten
Spule je nach gewilinschter Rechengenauigkeit in eine Anzahl
Volumenelemente zerlegt werden. In deren Mittelpunkten wer-

den die Komponenten der magnetischen Induktion berechnet (11)
und das Vektorprodukt (Stromdichte x magn. Induktion) multi-
pliziert mit dem Volumen des Vol.-Elements liefert die Lorentz-
Kraft je Volumenelement. Addition aller gleichgerichteten Kraft-

Komponenten ergibt dann die resultierenden Krdfte je Spule.

Bei normalem Betrieb, das heiBt gleicher Stromstdrke in allen
Spulen tritt je Spule wegen der gleichmdBfigen Verteilung der
Spulen auf der Torusseele nur eine Zentripetalkraft auf -
gerichtet zum Zentrum der Spulenanordnung. Erst bei Betriebs-
stdrungen, die ungleiche Spulenstrdme zur Folge haben (eine
oder einige Spulen werden normalleitend, KurzschluB an den
Klemmen einer Spule, O0ffnung von Stromkreisen) treten hohe
Krdfte in Richtung der Achse der betreffenden Spule auf.

3. Numerisches Beispiel

Die unter 2.) angefiihrten allgemeinen Berechnungsmethoden sol-
len nun am Beispiel des Stellarators W VII veranschaulicht
werden. Es handelt sich hier um ein toroidales Spulensystem -
mit den geometrischen Abmessungen entsprechend Bild 3 -

aus n = 40 Einzelspulen, deren Wicklungen im Betriebsfall
supraleitend sind. Jede der 40 Spulen ist mit einem Shunt Rg
beschaltet. Alle gemeinsam werden sie in Parallelschaltung

betrieben.




normalleitend
gewordene Spulen

Bild 3: Sektor des toroidalen Spulensystems des

Stellarators W VII mit resultierenden Krdften
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Es gelten nachstehende Betriebsdaten:

630 A

Nennstrom jeder Spule Ix

O 42 im supraleitenden Zustand

Innenwiderstand jeder Spule Rj = 8,52im normalleitenden Zustand

Shuntwiderstand jeder Spule Rg 1,59

Im Stérungsfall bewirken die Shunts Rg einserseits eine Spannungs-
begrenzung an den Spulen und andererseits kann in ihnen die in
den Magneten gespeicherte Energie dissipiert werden. Solch ein
Stbrungsfall widre beispielswiese ein Phasenilibergang vom supra-
leitenden - in den normalleitenden Zustand von einer oder mehreren
Spulen. Die dann in den Stromkreisen herrschende Unsymmetrie
fiihrt {iber eine Uberwachungseinrichtung zum Abschalten der Strom-
quelle, womit gleichzeitig die Entladung der Magnete iber ihre
Shunts eingeleitet wird. Wdhrend der Entladung sind die einzel-
nen Spulenkreise galvanisch voneinander getrennt, so daB sie sich
nur noch iiber die bestehenden induktiven Kopplungen gegenseitig
beeinflussen k&nnen. Der Entladevorgang vollzieht sich also in
einem Ersatzkreis nach Bild 4, bei dem angenommen wird, daB
gleichzeitig in den Spulen 2 bis 7 ein Phaseniibergang stattfin-
det. Beziliglich der auf die Spulen wirksam werdenden Krdfte tre-
ten hierbei schon anrdhernd die maximalen Tangentialkrédfte auf
(exaktes Max. beim Ausfall einer Hdlfte des Spulensystems).
Basierend auf diesem Ersatzkreis werden die folgenden Berech-
nungen ausgefiihrt. Als erstes widrendie Selbst- und Wechsel-
induktivitdten, die sich allein aus den geometrischen Abmessungen
und den Windungsdichten der Spulenanordnung errechnen, zu be-
stimmen. Dies geschieht mit der dafiir entwickelten FORTRAN-
Routine FORIND (3). In ihr wurde die unter 2.1. abgehandelte
Theorie zu Grunde gelegt. Es sei kurz noch erwdhnt, daB8 sich
wegen des vdllig symmetrischen Aufbaus der Spulenanordnung die
Berechnung auf die Wechselinduktivitdten zwischen der Spule 1

und den Spulen 2 bis 21 beschrénkt, daalle anderen mit je

einer von diesen identisch sind.




Die erhaltenen Ergebnisse fiir das in Abb.
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3 gezeichnete Spulen-

system sind in der folgenden Tabelle zusammengefaBt:

m Ln,n+m [Henry]
ol 4,4200
1 1,3699
2 0,57741
3 0,29749
4 0,17648
5 0,11742
6 0,08231
7 0,05967
8 0,04435
9 0,03360
1o 0,02582
11 0,02006
12 0,01573
13 0,01241
14 0,00985
15 0,00786
16 0,00632
17 0,00514
18 0,00429
19 0,00377
20 0,00359

Zweiter Schritt der Untersuchung wdre die transiente Analyse

der Spulenstrdme nach Bild 4. Dazu wird die allgemein giiltige

Materizen-Differentialgl. (14)

formuliert.

fiir das vorliegende Problem
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In dem betrachteten Netzwerk lassen sich 40 unabhdngige
Maschenumldufe bilden, was gleichbedeutend mit einem Dgl.-
System der Dimension j = m = 40 ist. Miteinander verkoppelt

sind diese durch die Matrix (Lp), bei der alle Elemente Ljy,
wegen der zwischen allen Spulen herrschenden Wechselinduktivitdt,
von Null verschieden sind. Die Matrizen (Lp) und damit auch (L)
sind also nicht singuldr, so daB Gl.(14) in der gegebenen Form
nach der schon angegebenen Methode numerisch integriert werden
kann. Aus der Kurvendarstellung Bild 4 geht der zeitliche Ver-
lauf der errechneten Spulenstrtme wdhrend der Abschaltphase
hervor. In ihr sind alle Stréme auf den Nennstrom iy=Iy normiert.
Nach dem die Stromstdrken in allen Spulen zu jedem Zeitpunkt

der Entladung bekannt sind, sollen nun die auf die Spulen aus-
gelibten resultierenden Lorentz-Krdfte als Funktion der Zeit be-
rechnet werden. Wie sich zeigen wird, treten beim betrachteten
Stérungsfall zusdtzlich zu den Zentripetalkrdften Ky je Spule
groBe resultierende Krdfte je Spule in Richtung der Achse der
betrachteten Spule auf. Die grdften dieser Tangentialkrédfte

(in Tangentenrichtung an die Torusseele) wirken auf die den
defekten Spulen unmittelbar benachbarten Spulen. Eine qualitative
Erkldrung der auftretenden Krdfte gibt Bild 5, in dem die Feld-
linien in der Aquatorebene fiir den Torussektor gezeichnet sind,

in welchem 6 nebeneinanderliegende Spulen stromlos geworden
sind.

In Bild 6 sind die resultierenden Zentripetalkrdfte Ky und

die Tangentialkrdfte Ky auf die den defekten Spulen benachbar-
ten Spulen Nr. 1 und Nr. 8 (Bild 3) dargestellt. Nach der

in Kap. 2.3. beschriebenen Methode wurden dazu filir mehrere
Zeitpunkte mit den jeweiligen Spulenstrtmen die magnetische
Induktion im Spulenvolumen und damit die Lorentz-Krédfte er-

rechnet.
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Kt1 = Ktg

100

50

Zeit [sec]

Bild 6: Azimutale und radiale Krifte auf die den defekten be-

nachbarten Spulen 1 und 8.
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