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ABSTRACT

Differential equations are derived for the electric and
magnetic field components of a radiofrequency wave propagating
in an inhomogeneous,cylindrically symmetric, longitudinally
magnetized plasma column contained within a metallic waveguide.
The plasma profile is taken to consist of annular sheaths of
uniform density and temperature and it is assumed that only
two propagating modes exist in each of the sheaths.



EINLETITUNG

Bei einer geplanten Plasmaheizung durch Hochfrequenzenergie /1/
soll eine elektromagnetische Welle sich in einem zylindrischen
Hohlleiter mit dem vorionisierten Plasma im Innern ausbreiten
und diesem Energie zufilhren. Man ist daher an Grdpen wie Feld-
amplitude, Intensitdt, Gruppengeschwindigkeit und deren Orts-

abhdngigkeit in einer solchen Konfiguration interessiert.

Das einfachste daflir in Frage kommende Plasmamodell ist das
Zweifllissigkeitsmodell mit Temperatur Null und dem Langevin-
Ansatz M gg =M (1-i %/w) flir die Elektronenmasse (D&mpfung

der linearisierten Wellen durch Elektronenst8pe, ¥ = Stopfrequenz).
Mit einem derartigen Plasma wurden filir ebene Geometrie, nimlich
flir viele homogene Plasmaschichten in einer Zweiplattenleitung,
bereits solche Rechnungen durchgefithrt /2/. Dabei wurden in

jeder Schicht 4 Wellen entsprechend der in k2 (= Wellenzahl)
quadratischen Dispersionsgleichung angesetzt und die Stetigkeit
der tangentiellen Komponenten von E und B an den Schichtgrenzen

gefordert, das Randwertproblem also streng geldst.

Mit den in dieser Arbeit hergeleiteten Differentialgleichungen
soll das Plasma-Hohlleiter-Randwertproblem in Zylindergeometrie
geldst werden. Sie sind ebenfalls streng im Sinne der iiber das
Plasma gemachten Voraussetzungen. Diese Voraussetzungen sind in
Teil I wieder: kaltes Zweifllissigkeitsmodell mit Langevin-Ansatz.
Im Teil II dagegen soll eine erste Ann8herung zum heiBen Plasma
hin gemacht werden. Numerische Berechnungen der Dispersions-
kurven nach der kinetischen Theorie zeigen n#mlich /3/, dap in
gewissen Parameterbereichen zu jeder Frequenz w auch nur zwei,
im wesentlichen reelle Wellenzahlen bzw. Brechzahlen geh®ren,
wdhrend die Ubrigen Wurzeln weit im Imagin#ren liegen

("evanescent waves"). Die Abb. 1 gibt ein Beispiel.
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Abb. 1 Dispersionsdiagramm der Ionen-Bernsteinwellen /3/

Unterhalb der unteren Hybridfrequenz stimmt die eine der beiden
Wellenzahlen auBer in unmittelbarer Umgebung der Zyklotronharmo-
nischen gut mit der "kalten" Wellenzahl liberein, w&hrend die
andere (Riickwirtswelle) erst durch die Gyrationsbewegung der

Teilchen ermdglicht wird. Da die Komponenten des dielektrischen
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(K=)Tensors im heipen Plasma selbst Funktionen der Wellenzahl
sind, hat man daher flir jede dieser beiden Brechzahlen einen
eigenen K-Tensor. Bei diesen K-Tensoren nehmen wir nur den
Polarisationsanteil und vernachl8sigen den Magnetisierungs-
anteil /4/. in einer sp#teren Arbeit wird gezeigt werden, dap
dies filir F;equenzen erlaubt ist, die mehr als 1 % von den
Zyklotronharmonischen entfernt liegen. Eine weitere Voraus-
setzung ist, dap der K-Tensor im 7, V" Zz = Raum dieselbe
Gestalt hat, wie im x, y, 2z - Raum, was strenggenommen nur bei
R/r = O der Fall ist, wo R der Gyrationsradius ist. SchlieBlich
ist eine Voraussetzung fiir die Obertragbarkeit der Rechenergeb-
nisse auf die Verhdltnisse in einem wirklichen Plasma, dap die

Gyrationskreise von dessen Teilchen klein gegen die reziproke
i .dny-1
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Voraussetzung kann das inhomogene Dichteprofil durch homogene

relative radiale Dichtednderung sind: R<&&( . Unter dieser
Schichten angendhert werden, wobei die N#herung umso besser sein
wird, je dlinner die Schichten im Vergleich zur kiirzesten darin
vorkommenden Wellenldnge gemacht werden.

Der Teil III stellt eine Ergdnzung von Teil I dar. das kalte

[
Plasma besitzt zusdtzlich ein radiales Profil der Driftgeschwin-

digkeit in Achsenrichtung.

TEIL I. KALTES PLASMA

Wir skizzieren die von Wieder /5/ angegebene Herleitung der ge-
koppelten Differentialgleichungen fiir Ez und Bz: Wir gehen aus
von den Maxwellschen Gleichungen:
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VxH=>D VD=0
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VxE=-B VB = 0,
wobei
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Wir machen fiir die z- und die y - Richtung den linearen Wellen-
ansatz:

CJ90[4'C.) (L‘"'/(AE'/C +VP)] ( ¥ natlirliche Zahl) (1)

und spalten alle Vektoren sowie den Nablaoperator in Transversal-
und Longitudinalkomponenten:

A = U + 1433
V=Ve-1g,3
\/e} 3 der Einheitsvektor in z-Richtung und /0‘-‘= /Q//% der

Brechungsindex in z-Richtung ist, welcher fi#ir einen Wellenmodus

eine Konstante sein mup. Wir erhalten als transversalen Teil der
Maxwellschen Gleichungen:

%EE 'f'/vap ‘-""C'By i
/kEV—?'?(T&P-g= C.BP
?Be tpBp = L (h E—KEp)

B~ 933; = 2 (G E +K Ep)

wobeil §3 = -"-""é- 2 ist, und als longitudinalen Teil:

22E, + 9F Eh =
Tt TP t(a-5)Eet 4Bo=0

QB 4 OB e -
W‘f‘? wg +(C""F;)Ba‘f' 0/&; =

(3)
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Wir filhren die Bezeichnungen ein:

E?=?r (5)

83=yz
? E3
Ta'j'f J3
@ Bs _
% " I

und schreiben damit die Gl. (3) als Differentialgleichs-
system 1. Ordnung:

QP (6)



Wir missen nun tiberlegen, mit welchen Randbedingen wir dieses
Gleichunassystem zu integrieren haben. Dazu filhren wir uns
zundchst vor Augen, dap die Feldldsungen in einer homogenen

radialen Zone Besselfunktionen sind. Wir setzen:
(Ba.=‘ﬁ'£F3 (7)
und in Gl. (2):
a-f--d;-—'—cf';-/-.:/u.f (8)

und erhalten damit aus den Gl. (3) fir jede der beiden Feld-
grdpen die Besselsche Differentialgleichung:

9?_
{’a(/“nf’) (ef) %w) - O“ff) ]j “5=0

mit einer Besselfunktion »ter Ordnung mit dem Argument

PoEf =

als Ldsung. Aus Gl. (8) erhalten wir durch Elimination von g:

Sy, = St /fraa/+(a—c)= (9)

4‘1

Diese beiden Werte sind identisch mit den Brechungsinizes in

x-Richtung, die man flir ebene Wellen im x, y, z=-Raum bekommt.

An den Rdndern wird die Stetigkeit der tangentialen Feld-
komponenten gefordert. wir schreiben diese sowie die radialen
nach den Gl. (2) als éunktionen der longitudinalen Feldkomponen-
ten und deren radialen Ableitungen:
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F= () + o] -

bedeutet.

Wir machen bezliglich der Plasmadichteverteilung die Voraussetzung,
dap die Dichte in der N&he der Zylinderachse ein (beliebig kleines)
Stlick homogen und in der N&he der Hohlleiterwand ein (beliebig
kleines) Stilick Null ist, s. Abb. 2.

N A
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Kx =0
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Abb. 2 Dichteprofil



Das Hohlleitermetall soll endliche Leitf#higkeit
besitzen. wir betrachten es n#herungsweise als isotropes

7
Medium, fiir dessen "radialen Brechungsindex" gilt:

T _ _ _6 _ 2. _
/“\n/"kW/" /{ Lto('!) —~ '-t——&‘-;="l/z,' (12)
°
T& 4

Wir setzen im Metall entsprechend zu Gl. (1) auslaufende

Zylinderwellen an:

S ) = Jr () =1 Mo (psp) = Hy

E;Z = W, Aﬁ,

Ba = MZ. ”y {13)

also

(ul 5 = konstante Koeffl21enten. die azimuthale Abh&ngigkeit,
exp J.yy), ist hier und im folgenden weggelassen.) Die azimuthalen

Komponenten sind nach Gl. (10) mit wa = 0 und der N&herung Gl.
(12) s

(14)

5 ,
— Y4 - [ ')
EV C(%‘“q ,{/ /‘w Zyl)
¥ F L
=T (-1 u,u 72k, )
Eav ( 17"““ v Hy 2 Uz AG/
(gestrichene Besselfunktion ist nach dem Argument abgeleitet).

Tm Vakuum unmittelbar vor der Wand gilt fiir den "radialen
Brechungsindex"/Aﬂo:

8

pv =1

(15)

Wir setzen an:

E, = c.,?,, (frug) + Valy (foovg)
=c;2y(/a\,.f)+ v, My (/‘uf)

(16)
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Nach Gl. (10) wird mit K =0, K
X

- = 1l:

Ey = ;'/ L(CVJV'?"'U?A/)’)_/“'U(CZ y""Uz/VV)] o

By = 4 Z/‘u(‘} +v, My )+ ’,tja_(q;),ﬁv;ﬂ’y))

Durch die Stetigkeitsforderung erhalten wir bei P =

ein lineares Gleichungssystem, welches etwas umgeformt lautet:

)
(W 0 -n 0 |[u) /"JV\ [0
0 My ) —H, U, _ 0 ¢+ '—JV ¢
Y CI N N A
,,A// 0 3 ' = )
s B ) [

Wir betrachten 2 Fdlle: By & l, e, = 0und e, = 0, 0, = 1

2 1 2
und geben den Koeffizienten v, u danach einen zweiten Index 1

bzw. 2. Wir erhalten:
Va = [0 (M =P05) =) (Pl 147) ]

=5 (8 O =1 0)- (8 ot o 5]

= —"/}:-%-[J’/\/,-P/h.:/‘/,’} (18)
Uz = ‘fl;_%[ %”y*/"""”"lj
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mit
D= W)t M55+ Wy I
Y= 1+, fav

rz It
5""' _%'—"/“vﬁ-
j';. Zype
m(%2R)*
2

/Z= W%R/‘u

(Argument von 3, und N, ist in Gl. (18)
von Hj ist ‘%’/AWR ). Wir haben somit an einer Stellef= Db
(16) zwel Sitze wvon Rand-

%/UVR , Argument

unmittelbar vor der Wand nach Gl.

bedingungen:

( Ea\ ol [prvere ) [wam
B g2 Vyy Ny ;)y + Ve My (19)
,aE = e ’
Wf J3 /‘v(?p T Vsy /V,,') ) | Y (734

B /
\3';) qujf,z{ Sy Yy Wy } {/'0(95"’"’22-”"9

Argument der Besselfunktionen ist hierin ‘%/hvd . Im

Idealfall T = O wird die Zylinderwand ein vollkommener Spiegel

und Gl. (18) ergibt:

) '

und Gl. (19) stellt dann einen reinen E-Wellen-Ansatz bzw. einen

reinen H-Wellen-Ansatz dar.
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In dem die Achse einschliependen homogenen Plasmazylinder mit
dem Radius a ist nach Gl. (7), (8) und (4) der allgemeine An-

satz flir die Longitudinalkomponenten (exp(iy(f ) ist wieder

weggelassen) :

Ea ‘-"'A-'Jr (/w,,f)-f' Az?"(/"'lf)
BZ =A1;tJy(/‘¢,_f’)'fA2(723” O‘fzf) (20)

wobei nach (8) und (4) gilt:

e — Ky (K -9
9,, = Vo ,,_/Q; e L
A K

(21)

Die (numerisch auszufilhrende) Integration der Differential-
gleichungen (6) beginnt bei # = b mit jeder der beiden Rand-
bedingungen (19), 4{},'2_ . Die damit bei ¥ = a erhaltenen
beiden Wertequadrupel, 'MO,,,_ , miissen dann an die Wellenl&-
sung (20) (mit f =%q) angepaft werden, es muf gelten:

[w,‘ W, )} o

W, + C W | = A." ijy + A1 szv ‘ (22)
WJ w; /uﬁJV! /‘YJ-BJ
wl.,) Wy / /

L 1 2 /‘fi"‘g‘) f"fz}‘l-)lfj

(A-2 pres) CET
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Dafiilr mup die Determinante verschwinden:

Waq W2 JV QV
Wirs Wy, 3,3, jagv
W3, Wiz 2; s ],’
SCTR TR Wy Ay S A

(A?‘ (Aa?.
%/'"‘) L‘E/“!’aﬁ)

(23)

i
S

Die Integration mup solange mit verschiedenem‘/A wiederholt
werden, bis Gl. (23) erfllllt ist. Mit dem so gefundenen Wert
von/u'wird das System (6) nocheinmal mit Jjeder der Randbe-
dingungen auf der rechten Seite von Gl. (22), bei ¥ = a be-
ginnend, integriert, um die Einzelfelder ("ordentliche" und

"auperordentliche” Welle) zu erhalten. Die Koeffizienten Ay 5

')
sind dabei:

v Wio Wiz | | Jv Jv Wi

Aq'zz:f: s;lq:)al Wz Wn. . ’13\! J;Jy Wi (24)

/""'z,«:)l: Wy, Wi h,})ﬁ /‘v;,;];; W,
(Pﬁg- (Arl. (A

= W w
T My A 2/ ) Thn




——-—ﬁ

T .

TEIL 1L, HEISSES PLASMA

Im Gegensatz zu der Behandlung in Teil I zerlegen wir das
inhomogene Plasma in viele homogene zylindrische Zonen. In
jeder dieser Zonen setzen wir je zwei ein- und auslaufende
Zylinderwellen an, also Hankel funktionen H(l)' (2) mit den

Argumenten /"'r, zf b -q-. Zu jedem /A" soll nunmehr
ein Tensor

k - 0
L2 X4,2
/()("2 KJ—’;Z 0

0 0 Aﬁ?ﬂz

(25)

gehdren. Es wird wieder der "Steinmetz-Ansatz" verwendet: in
positiver r-Richtung laufende Zylinderwellen werden durch

(2-)( kfr) 2? (’!rr) - My (‘v‘ -r) beschrieben, welche
Funktion mit 4 *» e gegen ~u o~ %2 gxP(.-;k,r) geht.
Der nomierte Radius wird wieder mit P= wr/c und die
normierte Dichte mit n = N/N0 (NO = Dichte bei r = 0) bezeich-
net. Fiir die z-Abh#ngigkeit gilt wie oben:

VII =ik, ke = st

Jede der 4 in einer Zylinderzone laufendn Zylinder-Radialwellen
erzeugt, wenn sie an die Grenze zur n#chsten Zone kommt, wieder
4 Partialwellen, n#mlich fiir jede der beiden Wellenarten 1 und 2
eine reflektierte und eine in die nichste Zone eindringende.

Andererseits setzt sich jede der Partialwellen aus Anteilen zu-
sammen, die von 4 anderen Partialwellen beigetragen worden sind.
Wir beziehen die 16 Umwandlungskoeffizienten willklirlich auf die

Ez-Komponenten der Partialwellen an der Stelle der jeweiligen
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Grenze und leiten diese Koeffizienten aus der Stetigkeits-
forderung der tangentialen Komponenten von E und B an den
Grenzen her. Die Feldkomponente einer in positiver bzw.
negativer r-Richtung laufenden Rartialwelle wird im folgen-
den mit einem nach rechts bzw. nach links zeigenden Pfeil

und die Umwandlungskoeffizienten nach der jeweils erzeugenden

Partialwelle gekennzeichnet.

Der erste Index der Umwandlungskoeffizienten (g= Reflexion,
T = Transmission) bezeichnet die erzeugende, der zweite die

erzeugte Wellenart.

Eine Partialwelle der Art 1 falle, in positiver r-Richtung

in einer homogenen Zylinderzone der Dichte n, laufend, auf
eine Grenzfldche bei r= L jenseits der eine homogene Zone
der Dichte ny liegt. Sie spaltet sich auf in 2 reflektierte
und 2 transmittierte Wellen. wir haben auf der Seite der
Dichte n_ das elektrische Gésamtfeld (azimuthale Abhdngig-
keit exp (i Vsa ) weggelassen und Amplitude der einfallenden
Welle beili r = r, gleich Eins gesetzt):

- (:( ensd) 4 o2 H Upmaf) | o2 HOpra8) o
H ( Ofuf’) // (')(/“ﬂ“f") /f (’)(/“":a.? 0)

Za

und nach Gl. (7) das magnetische Gesamtfeld:

z) 1 (1)
/*n-f9 l/() rea ) h’ C;rzof)
Bea= jrA{ (z)‘:'_- J’r (s fzqfu /f("( A s))(27)

Conads) * H (o o)

Auf der Seite der Dichte nb haben wir:




= 02 HOrens®) | 5 o> H D)
’j«; Taa 9 ), + 26 Cr2 Hr2gf
f )(/“ncf-) j H (2)( Srz6fo )

Bas

Mit den aus den Gl. (10) entnommenen Beziehungen:

X E \
(2 2 <2 Fun
7N
T
2
LAz
SRIATYA AT
A’/"(’(J.-/"")
B = /“ikw
C_ = _ch
D= (K-
P = T ,Hs
G = £(r KK - KE) ,

(28)

(29)

(30)




= 17 =

berechnen wir aus Gl. (26) bis

(29) die Azimuthalkomponenten
bei r = ro:

EV‘ = 4o 'f‘P:”*! + P %2

- - (32)
374 = S,‘?' fn..(q + fn S:
Ert = 'E:,ff E & 'E:z t2

- __ —
Bw = Ty lq t Tz 12 )

o= F [ (A-rq'f' C-rd J’ﬂ) ’/"fu( (2) (B" )"J")]
54 = ,,q[ Go (Ah‘f‘ C;quq)‘f' !/h,,q( } (qu qu;ﬂc
9> u[? (AM"'CZQJz-)'I' f/*r;q(H"))) (B,_,‘f' qu

= 14[ (A-fc-f'fu.jft)-f-t/k.,,‘[ tﬂ)) (B*"f)‘fﬂj"ﬂ (33)

{z, Fz6[ (Au‘f‘C:sj’zo +;/,“6( U‘):)) (B)ﬂ-fD26(de>J
So= F;Q[ (F-n. +A4Qj‘")'*'/\vu ‘xz)) (G"‘ B":"‘)]
5= e[ . (RatAagin) + e () (Goa* Buoges)]

3{___ Em[—f (qu'i'ﬁz.jn)‘f“/‘nq(ﬁ—u—)) (qu'f‘Bu;zq)J

H

Ty = Erc[ (P16+A46J44>+ "‘«r.a( ;:1) (Qm*Bwﬁw)}

Tz = on["f.( R 1A J“)-”./”ﬂ"[%(—‘))z(; (Gz6+82‘ 4 G)J

(Der Index la hinter den Besselfunktionen bedeutet z.B
Argument /"r“,fo L)
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Die Randbedingung der Stetigkeit der Tangentialkomponenten bei
T, gibt mit den Gl. (26) bis (29) und (32) das Gleichungs-
system:

BRI j’ﬂ !
RPNV | I B
A4 A t, tz ._f: Se
s s onon)\-z) s

Da die Dichtednderung von einer Schicht zur n#ichsten,
e = N = A n, klein sein soll, wollen wir die Koeffizienten ©

und T nur in ihrer linearen Abh#ngigkeit von [ln berechnen.
Wir setzen:

M6 J1a = A}r = :(‘2"414

ol
f{ S = A’Sp = % A’H R
-5 = AS = Zeg.,

und erhalten die 4 Koeffizienten in der Form:

— -
ﬁ' = dqq .A“"l

—’
f1z = o A

(36)

> -5

u" = 4+ ﬁ14 A"‘!

- -

Tie =[5 4

- - - -

Die Koeffizienten &;,,, ®,,, /311,/312, sind:

=1 _ A [esltms9-v,(7;- ] s .Q:]
d__’_— ) %; L(' '-) &(7; 'Sa) 1‘[“&7;“"2 ol 2 (37)
1=

4, (“1"’?, — ¢y Vs)
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(fr-f';)"ﬂh(n-rz)]"[“f ‘g;:"‘ Uy %7-;]

- = (38)
* “g(“r"&"'"z Vf)

/3:4"‘ -1' ’L [‘Az(qu '5' vz(J-_(z)]{..[u,_‘gi-v, (ﬁ]
44(&,11;—04;&,) >

ST % [e (-5 (T-5))- [u, Ll -, 42

£, ("‘1'”:. - UzVy) o
Darin bedeuten:
_ T U H
hae = F'-:"-/“"'-f,r.1 H g e
(/“’fzf)
Ug,2 = G-r,z + ’r,z 81,2 (42)
Ve = 8, 2t P12 D2 (43)

- ﬁ[ ‘&"’/:4.3_l(/";z(kir,;/t)].[C/Lk"f.?-]-') (4

wobei jetzt alle in (33) und (41) definierten Grdpen bei der
Dichte ng oder ny oder einer dazwischenliegenden Dichte zu
nehmen sind.
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Die Koeffizienten 5122, c‘Zl' /322, 21 flir die Umwandlung

einer einfallenden Welle der Art 2 erhalten wir, wenn wir in

den Gl. (37) bis (40) die Indizes 1 und 2 vertauschen.

& * . .
Die Koeffizienten dll' dl2' ﬁll' ﬁlz (Umwandlung einer in

neg. r-Richtung einfallenden Welle der Art 1) gewinnen wir,
wenn wir in den Gl. (37) bis (41) die Hankelfunktionen erster

(1) (2)

und zweiter Art, H und H

, miteinander vertauschen. In cden

Gl. (36) muB dann auch das Vorzeichen von An gewechselt werden.
da= - & o

Die Koeffizienten c{22, 0‘21‘ /322, /321 (Umwandlung einer in

neg. r-Richtung einfallenden Welle der Art 2) gewinnen wir

(2)

Indizes 1 und 2. In den Gl. (36) mup das Vorzeichen von A n

durch Vertauschen wvon H(l) und H und durch Vertauschen der

geandert werden.

Mit den so gewonnenen 16 Koeffizienten c&,/& bzw j’,ZT leiten
wir Jjetzt die 4 Differentialgleichungen fiir die Partialwellen
her und benutzen zur Veranschaulichung der Abb.3

- -+ - .-
Ez2a/Ezab Ezan|Ezac

/

Abb, 3 Zylindrisches Schichtmodell. Die Feldstirken der
Partialwellen sind jeweils an den inneren bzw.

auferen Schichtgrenzen definiert.
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Eine Zylinderwelle, die in einer homogenen Schicht um A r

in positiver bzw. negativer r-Richtung fortschreitet, &ndert
sich dadurch um den Faktor:

(2,4 5
6_:t= H 2 )[k,(*ri‘ﬂ )] -
HE (4 7

Damit bilden wir:

e s (2)
E;M =[E~?“ ot Ea'zq Eayt Etlc fﬂ"‘ bzchz_} i ”/::’;‘ &‘*A)f)]
/“‘ffﬂfﬂ

oder

b 4 - — - - &)
EE“ “Ee¢a = AE,, = Ezea ['E,' H /}"‘ (f“+df).]

; -1]*
He )(/""445"‘) (46)
- = e e < pro (2)
+[Ei’24r21 * Eamfu + Eachn]' H [/"’f‘ (P‘*AP)]
ff“’(f'wﬂf&)

Wir entwickeln den Faktor O-f. in Gl. (46) flir kleines Aj) :

HO poyg (ot 82)] &)
;{(z)( Po) = ,/+/L"”G AJD /{ )
ad 6“‘7‘46\?‘1) )

setzen die Gl. (36) ein und vernachl&ssigen Glieder mit ﬂfdh g

-» i ”(z.)l
AE,,.= E!u/“aq{, 4 o) v
(/‘v.pﬁjq)

= (47)
+[Ea,q :4 * Eaza szf - Eg,.g o‘n Eazs"‘” An
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Analog werden die 3 anderen Differenzengleichungen gebildet
Durch Grenzilbergang Af-’ O erhalten wir schlieplich:

LE, N L
vl _ e 5 n -~ & -
J Ez«y E' ({:_{_%) +[- E?"d" +Ea, 44"' EZZFZI— Ezzdn %

,{E -» «— <«
22 22 rz( H" Ezz olzz* E;;Fzz anﬂn "Ez.,oln_ "
‘{Er_z

- ) & & -2 =3
dp Cerfn (‘z‘mﬁ[ H“H*EZ?—(}“ CorfreFar

s
Durch Einsetzen von Gl. (7):

-1
Ea’al . ;’H’- .831,1

(48) erhalten wir das entsprechende Differential-
gleichungssystem flir die longitudinale B-Komponente

(48)

in die Gl.

q’/';i."l B_;/“-r,(H“)-,-[ &40(44"' Baq(ﬁf" y)"'BEzL/ZM BZL"‘ d‘l" £

o
‘- 6— ! -
JBZ’ e ‘(I:’("’) H-Beslut BM(F«*Y)’“Bn "B, ‘f}‘m]
Jg —'r H(‘;)I - . , - p
7;-2_ "1( ytz)) n+ Ba Pz )*BEJ— [ hfﬁ “13] n

4/3 2.0 HO 2 2
e ‘/“"(H(r:))+ [ Bza“u"g (pu+d‘)+8&5-p " -k, Led" ofp

(45)
mit _4_ ‘( v, 2
= g
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7ur Veranschaulichung der beiden Differentialgleichungssysteme
(48) und (49) betrachten wir einen einfachen Grenzfall:

kaltes Plasma, K = K
L2

senkrechte Ausbreitung,/p!= 0
azimuthale Wellenzahl ¥= 0
groper Radius, j? 7> 1 (Anndherung an ebene Wellen) .

Wir erhalten die bekannten Brechungsindizes

e (f'/fl)% (51)

Sfre T [ ——
K, (52)

fiir die ordentliche bzw. die auperordentliche Welle. Filir die
ordentliche Welle ist:

und nach (37), (39) und (41) bis (44) ist

» _ & 7 o 4,
0’\" = olga = ﬁ“ ﬁ" 2/“"4 __5_.' ,

Damit werden die ersten beiden der Gl. (48) zu:

o/ég’ ' =" 1 ) -
-:,—aq =T A Eaq — 2, jf (Eeq 34)

¥
= e 41'( Foum B

e
(t?1
Die beldeg_anderen Glejchungen verschwinden wegen
0112 = a{ ﬂlZ pl2 = 0. Flir die auperordentliche Welle
gilt:

(53)

Eé - E!Z — :;’ = 0 ]
B;  Be
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nach Gl. (37) bis (44) ist

& - - - 0( ”»
A2 = oy = flar = sz = 7 2 pve _./;f

> LR 5 L

5,_"(21 ‘E_" Lph ;’L:‘ pz' )

es bleiben von den Gl. (49) die beiden letzten:

,/B‘;

= "‘?/41'! Bz; 2/‘172 ‘{f (332 - ez)

-
32

‘:2;: = 'i/hrz B@z'f

(54)

4 u, c.--'p
Zpre ‘%f( B Bas)

Die (nicht mehr gekoppelten) Gl. (53) und (54) sind identisch

mit den in einer frilheren Arbeit filir ebenes, geschichtetes
Plasma hergeleiteten Differentialgleichungen /6/

Die Integration der Gl. (48) und (49) wird mit den in Teil I
abgeleiteten Randbedingungen (19) bei r = b (s. Abb. 2) ge-

gonnen, welche, in Hankelfunktionen ausgedriickt, lauten:

B [smen®) e h® )
Ez:q 2 (7-'1'1)«) 't = TV H
E., 0 0
Ez.-. = 0 C Z 55
B‘ra:’ 11 -Lz vz1 ch) ) é('f-ﬂ"‘),;)y“)
o4 (
B_E," at T H= %(4—:'0,._)/4(”
Brs ; :
\B;H \ 0 } \

0
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Die Koeffizienten ¥ sind durch die Gl. (18) gegeben, das

Argument der Hax:kelfunktionen in Gl. (55) ist %/(4,,,6 ,
/“v = (f—‘/n ’-)/l. Als Brechungsindex /n.,, im Plasma mup der-
jenige genommen werden, welcher bei n =» 0 in/A.\, lbergeht.

Die mit den Randbedinguncen (55) numerisch integrierten Gl. (48)

und (49) sollen an der Stelle r = a die beiden Oktupel geliefert

haben:
-—?
—,
2 &
& [
e, ¢
- -
€2 ¢:
ez t EL (
-> . -5
44 ¢4
&= &
6, 6
7’ =
"2 ‘6;
. \ 7.
Wir bilden daraus jeweils:

—p .
e-' = &4 -}~ &,

> e
e 2 — ez -+ ez

{57)

61 -.::'Z:-I-'Z;

4;"" 'Z:"‘"'z:

Diese Felder sind an die nach den Gl. (20) und (22) bei r = a

angesetzten Felder anzupassen:




= 98
&, 1 e, W 2,, 2(J’
o (4 (58)
l‘Z + C 41 = 84 0 + Cz g
{ 4 j,)r 0

'6?.) '6:) 0 -y
- ' <) i/ (2an,)

/a (1.A. komplex) mup solange variiert werden, bis Gl. (58)
erfiillt ist, bis also die Determinante verschwindet:

(59)

6, 4. 0 ’,Jy
D @ (Zop) (24m)

Der Koeffizient C zur Berechnung des richtigen Gesamtfeldes

ist dann (nach (58)):

bar— f1 @ —¢ge
g = -21r f1é11 _ _ Sz J2€21 -
O ~J1Cz €5 — §2 @27

Die Berechnung der radialen und azimuthalen Feldkomponenten

erfolot schlieplich nach den Gl. (10).
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TEIL I I 1. KALTES, INHOMOGENES PLASMA MIT GESCHWINDIG-
KEITSPROFIL 1)Z(r).

Die in Teil I angewandte Methode der Longitudinal feldkomponenten
im inhomogenen, kalten Plasma, wo die Tensorkomponenten K nur
Funktionen von w (und den Plasmaparametern) sind, l14Bt sich

auf den Fall erweitern, dap das Plasma ein Profil der axialen
Geschwindigkeit besitzt.

Wir gehen wieder von den Randbedingungen (19) bei r = b aus und
integrieren das Differentialgleichungssystem (6). Die bei r =D
anschliepfende erste infinitesimale Plasmaschicht bewegt sich nun
relativ zum Laborsystem. In einem mitbewegten Bezugssystem sind
die Koeffizienten a bis d dieser Differentialgleichungen die in

den Gl. (4) definierten, Jjetzt aber aus gestrichenen Grdpen K
und/&.gebildeten:

LY
W
x| 2
i
F]
Y
.

% = ;._% (61)
A

o

]

=~

-
ey

+
X
L
N
~

Wir gewinnen die gestrichenen Gr&pen aus der Invarianzbedingung
flir die Phase:

(Glieder mit'02/02 vernachlédssigt) folgt:
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(62)

_ Y
/“.;/:—;/-:/‘_%("/“') '

Die Tensorkomponenten K in Gl. (61) sind als Funktionen von
= w(l—(\l/c}yk) zu verstehen.

Da durch die Transformation vom bewegten ins ruhende Bezugs-
system Ez und BZ nicht gedndert werden, kann der Integrierer
des Differentialgleichungssystems sich mit der jeweiligen
Plasmastrdmung in z-Richtung mltbewegen. er mup nur o und/;A
mlqupndern. Da auch der normierte Radlus f im mitbewegten
System von der Geschwindigkeit ¥ abh3ngt:

—

f= ‘-Z—(‘I—%/-)-r-:-f(‘r-—gﬂ) 5 (63)

lautet das modifizierte Gleichungssystem (6):

c/"),73 ey

% .,,._[(4-—‘5/.)41 (H" ‘)]J' "‘(1"""/‘ 4]2. JOJJ

% - —[(1_2—/‘) :_%:(’+15/“)]Jt-("1:’/>27! —4%'7"

Die inneren Randbedingungen, bei r = a, Gl. (20) bzw. (22),
bleiben formal unveréndert, miissen aber mit gestrichenen
Grdpen L und eschrieben werden die Argumente

/u,,,' 2 SD der Besselfunktlonen bleiben weoren (62) unge-
dndert. Wir erhalten anstelle von Gl. (22):
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7. > / )
P\ =y 3 fo|ddv
yq /‘"1)"’ / /“71.711

/‘—‘f, j:) vV %/‘v‘ q) l /-‘_'r:. J_c.?r ( % S d)

mit

= LAb =k (R [ef ] e
DR S AR ATV I AT T A
Die Integration mit den &duperen und inneren Randbedingungen
liefert, wie in Teil I beschrieben, ein M (= das im Labor-
system, bei r = b gemessene), welches sich von demjenigen/;‘,

unterscheidet, das man mit YH{r) = O erhalten hatte
("Fresnelsche Mitfilhrung").

Die Transversalfelder an der Stelle r im mit 4f(r) mitbewegten
System sind nach Gl. (10):

A e T . 7)

E, | = [ (k) kxa] 1'["‘ Y

W sk ) ) <k (ol

Be| | Fkr) R ~cke Lk || Vs
(R ke Ak AR § g
LR (KRR fRE) ks / €3

Die entsprechenden Transversalfelder im Laborsystem sind
Dl i
(V/c & 1):
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By (68)

Da der Brechungsindex in z—Richtung,/k , im Allgemeinen durch
das Geschwindigkeitsprofil Y (r) # O nur sehr wenig ge#ndert
wird, kdnnen wir folgende Linearisierung vornehmen. Wir
schreiben filr die Koeffizienten 3 bis d (Gl. (61)):

?
t+v(¥) [9v

\|

0
+ fu =
7

q
A
c

ol

Xy C1 N >y
WO N>

V= v=g V=

und flir die Feldgrdpen:

y; = ‘7,-0 + ’Z,- (70)

Dies flihrt flir die Feldgrdgen nullter Ordnung wieder auf das
Gleichungssystem (6), und filir die Feldgr®Ben erster Ordnung auf

das folaende System:
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P T It 1 .
o[ (- Fvapnr (A4 -3

= %}.Jf"a—JJ‘("' £.) 0~ 61 B8
271'-'-'”[ (/“% A "")Ja*(/“” ‘):J

Die Grdgen 7,(f)bis y('(r) sowie/q sind die bei der Integration

des Gleichungssystems (6) bereits gefundenen.

Die Randbedingungen bei r = b sind:

0
Q'J'rac = J},. fi-/_u ('7,)" ) (72)

wobei die (y‘-)” in Gl. (19) definiert sind. (Bei voll-
kommenen spiege:lnder Wand verschwinden die Ausdrilicke (72)
wegen Gl. (19) und (19a)).

Die Randbedingungen bei r = a sind:




- TP e

)r Jr (73)

/‘"’j'y‘f(_h'.) -nja] [ /u,,)

Die nach der Integration von r = b an bei r = a erhaltenen

Quadrupel der Feldgrdpen 1. Ordnung seien

fM ;Wc

FWL j sz
des J°“3
b-w 1 IWQ 2

Da die aus dem ungestdrten Problem ermittelten Koeffizienten
Ct Ay, A, (vergl. Gl. (22) bekannt sind, geniigt eine der

4 Gleichungen analog (22) zur Bestimmung von é>4, z.B. die zweite:




Jusgt Eu= v G [ it e 2.1 #
J“ [ (c/"'f*) tf"q)
T+ 04 Ay .’c Jr + Az 2 =
7 ey s ?/39

""”(")[A'rgv —.7—’ +f‘:.] ?#J +

20

(f— f"“) gffiq)

+J>‘[A1)’ /,-f'Ayg_J_]
somits (A’/"l'g (r./‘"lq)

20 (74

5)0"= [A‘q ?_J_+A 7 2 “]
/'ﬁ“) (r./“'l")/‘

(75)
,{&M+&fw,, ([ A7, 2 —J—-f ”"7 —jjjv a}
(29 (5pad)
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