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Abstract

Transient processes due to the interaction of plasma flows behind
strong shock waves with transverse magnetic fields are theoretically
investigated in this paper. After the model is described, basic
problems relating to the formation of a reflected shock are ana-
lytically treated. The detailed development of the entire inter-
action process is then numerically evaluated, and these values are
compared with experimental results.

It is shown that under certain conditions the origin in space and
time of the reflected shock can already be determined with relatively
simple calculations. Under general conditions, on the other hand,
the development of the entire interaction process can only be ob-

tained by numerically solving the complete mathematical problem.

The plots of the calculations allow all essential phenomena involved
in the interaction process to be recognized and interpreted. In
particular, the influence of the interaction parameter and the

ionization energy on the flow pattern is clarified.

Direct comparison with experimental results is allowed by using
measured values of the current in the calculations to obtain three
different approximations for the current density. The best agree-
ment is achieved with calculations in which the measured current is
inserted as a function of space and time. This also enables the in-
fluence of relaxation effects and electrode boundary layers on the
current density to be taken into account. Very good agreement is
thus obtained for the space and time origins of the reflected shock.
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1. EINLEITUNG UND PROBLEMSTELLUNG

Zur Untersuchung von Problemen der instation8ren Wechselwirkung
zwischen Plasmastr8mungen und Magnetfeldern, wie sie z.B. beim
Ein- und Ausschalten magnetohydrodynamischer Generatoren auftre-
ten, haben sich Membran-Stosswellenrohre als nlitzlich erwiesen
/1, 2, 3, 4/. Durch starke Stosswellen (in Argon z.B. mit Stoss-
machzahlen Mg > 8) k®nnen in solchen Stossrohren relativ sta-
tiznire Plasmastrdmungen mit Temperaturen von der Gr¥ssenordnung
lo

merklich ionisiert, so dass beim Durchstr®men des Plasmas durch

K erzeugt werden., Bei diesen Temperaturen ist Argon schon

ein starkes Quermagnetfeld Wechselwirkungseffekte zwischen Plasma
und Magnetfeld auftreten, die zu starken Verdnderungen der ur-
spriinglichen Str¥mung filhren k®nnen.
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Abb, 1

Schematische Darstellung eines nach dem Prinzip eines Faraday-
Generators ausgebildeten Testkanals.

Strdmungsgeschwindigkeit

Magnetische Induktion des angelegten Magnetfeldes
Stromdichte des induzierten Stromes
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Abb.l zeigt schematisch einen nach dem Prinzip eines Faraday-
MHD-Generators ausgebildeten Testkanal, mit dessen Hilfe sol-
che Wechselwirkungsprozesse erzeugt und untersucht werden k¥nnen.
Das von einer starken Stosswelle erzeugte Plasma strdmt mit der
Geschwindigkeit v durch die Teststrecke, in deren Bereich ein
starkes Magnetfeld‘E quer zur Str¥mungsrichtung angelegt ist.
Die dabei induzierte V x B-EMK treibt einen Strom der Dichtebf
an, der {lber viele Elektrodenpaare ausserhalb des Kanals ge-
schlossen wird. Durch die auftretende Lorentz-Kraft'E x B wird
die Str8mung abgebremst und durch die Str®me ohmisch aufgeheizt.
Werden die Elektroden durch Widerstdnde verbunden, so kann, wie
bei MHD-Generatoren, ein Teil der bei der Wechselwirkung erzeug-

ten elektrischen Energie aus der Str®mung abgeflthrt werden.

Wie in mehreren theoretischen Arbeiten /5, 6, 7, 8/ gezeigt
wurde, kann siclr bei hinreichend starker Abbremsung der Plasma-
str¥mung eine "reflektierte" Stosswelle ausbilden, die mit der
Zeit stHrker wird und anschliessend aus der Wechselwirkungszone
strdmungsaufw8rts herauslduft. Die Existenz solcher Stosswellen
wurde durch interferometrische Messungen eindeutig nachgewie-

sen /9/ und auch ihre Struktur wurde experimentell untersucht
/lo, 11/.

Bei der theoretischen Behandlung dieser Art von Wechselwirkungs- i
prozessen wird meistens von der Annahme eindimensionaler Wechsel-
wirkungsbedingungen ausgegangen. Daflir ist vor allem massgebend, !
dass numerische Untersuchungen auf der Basis eines mehrdimensio- |
nalen Modells einen Rechenaufwand erfordern wlirden, der auch mit

einem modernen Grossrechner nicht bewdltigt werden kdnnte.

Im Experiment lY4sst sich dagegen die Eindimensionalit#t nur sehr
unvollkommen ann&hern. Vor allem der Ubergang des Stromes vom
Plasma (durch Grenzschichten) in Elektroden bringt mehrdimensio-
nale Effekte mit sich. Deshalb wurde schon in einem frtthen Sta-
dium dieser Arbeit ein Vergleich zwischen Messergebnissen, die

+)

bei Experimenten im IPP gewonnen wurden, und Rechenergebnissen
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durchgefttlhrt. Dieser ergab, dass auch unter den vorliegenden
experimentellen Voraussetzungen die Annahme der Eindimensionalit¥t

bei der Beschreibung der Strdmungsvorgdnge sinnvoll ist.

Einen allgemeinen Uberblick Uber die Effekte, die durch Einwir-
kung von Lorentz-Kraft und Ohmscher Heizung beliebiger Stdrke
in der Str¥mung zu erwarten sind, gibt eine theoretische Ar-
beit von Rebhan /6/. Allerdings untersuchte der Autor nur die

quasistation8ren Endzustdnde, die sich bei zeitlich konstanter

Wechselwirkung und unendlich ausgedehntem Plasma mit der Zeit
einstellen.

Dagegen berechneten z.B. Johnson /7/ und Rosciszewski /12/ die
instationdren Str¥mungsvorgdnge, die sich innerhalb der Wechsel-

wirkungszone hinter der primdren Stossfront abspielen. Letzterer
zeigte auch Profile der Strdmungsparameter zu verschiedenen Zei-
ten. Durch Einftihrung einer kiinstlichen Viskosit¥t, die flir die
Berechnung der Stosswellen nach der von ihm benutzten Lax-Wendroff-
Methode notwendig ist, wird jedoch der Entstehungsprozess des
reflektierten Stosses so unscharf, dass aus den Profilen nicht
mehr zu erkennen ist, ob und wo ein reflektierter Stoss entsteht,
und wie er sich entwickelt. Insbesondere bleibt unklar, ob und
wann ein mit der Kompressionswelle identifizierter Stoss aus der
Wechselwirkungszone herausl3uft., Diese Vorgdnge scheinen aber wich-
tig zu sein, da interferometrische Messungen /9/ eindeutig zei-
gen, dass eine scharfe Stossfront entsteht, mit der Zeit schneller
wird und schliesslich die Wechselwirkungszone strdmungsaufwdrts
verldsst.

Aus diesen Griinden ist eine Behandlung des Reflexionsprozesses
nach der Charakteristiken-Methode, unter Verwendung der Rankine-
Hugoniot-Beziehungen flir die Stossfronten, besonders glinstig und
nlitzlich. Aus dem Charakteristiken-Verlauf in der Ort-Zeit-Ebene
k8nnen wesentliche Informationen tiber das Str¥mungsverhalten
und insbesondere {lber den Entstehungsprozess des reflektierten
Stosses abgelesen werden. Konvergenzschwierigkeiten im Bereich
der Stossfronten treten bei Anwendung dieses Verfahrens nicht

auf,



Ziel der vorliegenden Arbeit ist es, die im Experiment beobachte-
ten Ph&nomene des Reflexionsprozesses in einem weiteren Rahmen
theoretisch zu untersuchen und zu einer Kldrung der damit zu-
sammenh&ngenden Fragen beizutragen. Insbesondere soll der Ent-
stehungsprozess des reflektierten Stosses eingehend diskutiert
werden. Die Rechnungen werden nach der Charakteristiken-Methode
durchgeftthrt. Sie umfassen neben den Vorgdngen innerhalb des We-
chselwirkungsbereiches auch solche ausserhalb davon, wodurch sdmt-
liche Str¥mungsvorgdnge bis zur Einstellung stationdrer Verh#lt-
nisse verfolgt werden k®nnen. Typische Unterschiede zwischen
schwacher, missiger und starker Wechselwirkung werden anhand der
entsprechenden Ergebnisse herausgestellt. Der Einfluss von Real-

gaseffekten wird bei den Rechnungen berflicksichtigt.



2., PRINZIPIELLER ABLAUF DES WECHSELWIRKUNGSPROZESSES

Die allgemeinen theoretischen Grundlagen zu den in der vorlie-
genden Arbeit behandelten nichtlinearen gasdynamischen Ph&nome-
nen finden sich z.B. in Shapiro /13/ und sollen hier nicht wie-
derholt werden. Dagegen soll hier der zeitliche Ablauf der spe-
ziellen Str¥mungsvorgdnge, die flir diese Arbeit besonders wich-
tig sind, kurz skizziert werden. Diese Vorg#nge lassen sich
prinzipiell in die zwei folgenden instationdren Teilprozesse
gliedern:

1. Lokale Abbremsung und Aufheizung der Plasmastr®mung hinter
einer starken Stosswelle durch magnetogasdynamische Vorgdn-
ge, die sich innerhalb einer rdumlich begrenzten "Wechsel-

wirkungszone" abspielen (Erzeugung von "St8rungen").

2. Ausbreitung und Uberlagerung der durch die genannten Vorg&n-
ge in der Str¥mung erzeugten "St¥rungen" durch gasdynamische

Prozesse.

Der Wechselwirkungsprozess beginnt mit dem Eintreffen der pri-
méren Stosswelle in der Wechselwirkungszone. Durch den str¥mungs-
aufwdrts gerichteten magnetischen Druck wird das Plasma abge-
bremst und entgegen der Strdmungsrichtung aufgestaut. Dabei ent-
steht eine str¥mungsaufwdrts laufende Kompressionswelle und eine
str¥mungsabwdrts laufende Expansionswelle. Durch die zusHitzliche
Druckwirkung der Ohmschen Aufheizung ("Heizdruck") wird die Kom-
pressionswelle verstdrkt und die Expansionswelle abgeschwdcht.

In jedem Fall spielt der Heizdruck gegenilber dem magnetischen
Druck eine untergeordnete Rolle, wenn keine Energie von aussen
(z.B. durch Anlegen einer Spannung an den Elektroden) der Strd-
mung zugeflthrt wird (vgl. Kap. 4.1). W8hrend die Kompressions-
welle in der Wechselwirkungszone sich ungehindert ausbilden kann,
holt die Expansionswelle, noch w&hrend sie sich ausbildet, den
primiren Stoss ein, schwlcht ihn teilweise ab und wird dabei

selbst weitgehend abgebaut.



Wenn der magnetische Druck von der Gr8ssenordnung des dynami-
schen Strodmungsdrucks ist, muss in der Wechselwirkungszone mit
"choking" gerechnet werden, d.h. die Kompressionswelle kann
sich zu einer reflektierten Stossfront aufsteilen. In der Re-
gel wird diese Stossfront mit der Zeit stirker und verl4sst

dann strdmungsaufwdrts die Wechselwirkungszone.

In Analogie zur Reflexion einer Stosswelle an einer festen Wand
kdnnen die eben geschilderten Vorgdnge als eine Teilreflexion
des einfallenden Stosses an einer "magnetischen Wand" aufgefasst
werden, wobei der Stoss mehr oder weniger abgeschwf8cht wird. Eine
vollstédndige Reflexion entspricht dann dem Grenzfall, dass die
Strdmungsgeschwindigkeit hinter dem reflektierten Stoss auf

Null absinkt. Dieser Grenzfall legt die obere Grenze flir die
Stdrke des reflektierten Stosses und damit f'ir den Ver4nderungs-
bereich der Str¥mungsparameter fest.

Das durch die Wechselwirkung gestdrte Str®mungsgebiet zwischen
dem primdren und dem reflektierten Stoss breitet sich mit der
Zeit immer weiter aus, wobei der instationfre Charakter des Pro-
zesses abnimmt. Das gilt natfirlich nur unter der Annahme, dass
Vorland und Hinterland des primlren Stosses unbegrenzt ausge-
dehnt sind, und dass die Stdrke der Wechselwirkung mit der Zeit
stationdr wird. Nach und nach stellt sich in der Str8mung bei
jeder Stdrke der Abbremsung und der Aufheizung eine Gleichge-
wichtssituation ein; die durch station8re Verh8ltnisse in der
Wechselwirkungszone und konstante Stdrke und Geschwindigkeit

der beiden Stosswellen charakterisiert ist /6/. Zwischen dem
primdren Stoss und der Wechselwirkungszone l4uft dann meistens
noch eine Expansionswelle gegen die Str¥mung. In jedem Fall bil-
det sich aber hinter dem primdren Stoss eine "Kontaktzone" aus,
die sich mit Strdmungsgeschwindigkeit bewegt. Sie trennt Gas-
massen verschiedener Entropie, n8mlich das Gas, das durch die
Wechselwirkungszone durchgestr®mt ist von dem Gas, das erst hin-
ter der Wechselwirkungszone vom primdren Stoss erreicht und
"mitgenommen" worden ist. In der Kontaktzone herrscht hydro-
statisches Gleichgewicht, d.h. Druck und Geschwindigkeit sind
konstant, wogegen sich Dichte, Temperatur, Schallgeschwindig-
keit und Machzahl Uber die Kontaktzone hinweg &ndern.
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Abb, 2

Darstellung des prinzipiellen Ablaufs des Wechselwirkungs-
prozesses,
a) Dichteprofile zu vier verschiedenen Zeiten.
b) Wechselwirkungszone und Strdmungsbereiche und
-fronten zur Zeit des untersten Profils.



Abb. 2 zeigt den prinzipiellen Ablauf des beschriebenen Wechsel-
wirkungsprozesses anhand der Dichteprofile zu vier verschiede-
nen Zeiten. Beim ersten Profil - zur Zeit ty ~ hat die We-
chselwirkung noch nicht begonnen, beim letzten Profil - zur
Zeit t, - 1ist die instationdre Phase des Wechselwirkungspro-
zesses abgeschlossen. Die dazwischen liegenden Profile geben im
wesentlichen den Entstehungsvorgang des reflektierten Stosses
wieder. Unterhalb der Profile ist noch ein L&ngsschnitt des Ka-
nals senkrecht zum Magnetfeld schematisch dargestellt, bei dem
die Wechselwirkungszone und die wesentlichen Str¥mungsbereiche

und -fronten zur Zeit t __, zu sehen sind.



3. DAS MODELL

3.1 Allgemeine Annahmen und Voraussetzungen

Bei den im IPP durchgefllhrten Experimenten wurde als Testgas
fast ausschliesslich Argon benutzt. In Ubereinstimmung damit
werden die theoretischen Untersuchungen dieser Arbeit auf Edel-
gase beschrénkt und die Rechnungen speziell flir Argon durch-
geftthrt. Auch die im folgenden zusammengestellten Annahmen und
Voraussetzungen werden speziell flir Argon als Testgas formu-
liert.

Das Gas wird hinter der primdren Stossfront als quasineutrales,
teilionisiertes Plasma betrachtet. Ionen und Neutralatome wer-
den wegen ihrer praktisch gleichen Masse und gleichen thermi-
schen Energie als "schwere Teilchen" zusammengefasst. Da ausser-
dem bei Temperaturen um lo4 K bei Argon die erste Ionisations-
stufe massgebend ist /14/, kann das Plasma als ein Zweikompo-
nenten-Gas aufgefasst werden, das aus Elektronen und schweren
Teilchen (Neutralatomen und einfach geladenen Ionen) besteht.
Beide Komponenten sollen sich wie ideale Gase verhalten. Die
Stromleitung soll ausschliesslich durch das Elektronengas er-
folgen, was wegen der viel grdsseren Beweglichkeit der Elektro-
nen im Vergleich zur Beweglichkeit der Ionen sicher zuldssig
ist. Das Verh8ltnis der Elektronendichte zur Dichte der schwe-
ren Teilchen h&ngt von Temperatur und Druck des Plasmas ab und

wird durch einen variablen Ionisationsgrad a ausgedrfiickt.

Das Plasma soll sich im gesamten Hinterland der einfallenden
Stossfront im thermischen Gleichgewicht befinden. Damit wer-
den Ionisationsrelaxationseffekte vernachl#ssigt, obwohl sie,
vor allem direkt hinter der prim#ren Stossfront, eine wichtige
Rolle spielen dlirften. Im Experiment sind jedoch Relaxations-
effekte und Stromgrenzschichteffekte an den Elektroden prak-
tisch nicht trennbar, was vor allem durch ihren gekoppelten
Einfluss auf die elektrische Leitff#higkeit und damit auf die

Stromdichte bedingt ist. Da nun einerseits das detaillierte
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Verhalten der Grenzschichten noch weitgehend ungekldrt ist und
deshalb nicht quantitativ beschrieben werden kann, andererseits
schon die Berficksichtigung der Relaxation allein im Modell einen
ausserordentlich hohen Rechenaufwand erfordern wilirde, erscheint
es sinnvoll, flir die Zwecke dieser Arbeit die Relaxationsphdno-
mene ausser Betracht zu lassen. Unter diesen Voraussetzungen
kann das Plasma als teilionisiertes Gas mit einheitlichen ther-
modynamischen Eigenschaften betrachtet und im Rahmen eines Ein-

fllissigkeitsmodelles behandelt werden.

Die Untersuchung der Wechselwirkungsvorgdnge erfolgt unter der An-
nahme eindimensionaler instationdrer Wechselwirkungsbedingungen.
Viskosit¥t, Wirmeleitung und Strahlung werden, wie Ublich bei Un-
tersuchungen dieser Art, vernachldssigt. Stossfronten werden als
Diskontinuit4ten aufgefasst. Das Magnetfeld wird als unabhdngig von
der Str8mung betrachtet und deshalb gleich dem angelegten Magnet-
feld gesetzt. (Da die Messungen eine effektive magnetische Reynolds-
zahl von Rem < 0,2 ergeben haben /3/, ist diese Annahme sicher zu-
14ssig.) Folglich werden alle MHD-Phd&nomene, die mit einer Kompres-
sion des Magnetfeldes verbunden sind, vernachldssigt. Der Strom soll
nur in der Wechselwirkungszone, d.h., nur im Elektrodenbereich und
nur senkrecht zur Strdmung und zum angelegten Magnetfeld fliessen
(Vernachl4ssigung des Hall-Effektes). Die bei Experimenten dieser
Art tibliche Segmentierung der Elektroden /15/wird durch eine un-
endlich feine Segmentierung approximiert, d.h. eswird eine stetige,
wenn auch orts- und zeitabh8ngige Stromdichteverteilung im Elektro-
denbereich angenommen. Die Induktivit4t der Stromkreise wird nicht
berficksichtigt, da ihr Einfluss auf die Stromdichte gegenliber dem

der Stromgrenzschichten vernachldssigt werden kann,

3.2 Grundgleichungen

Str¥mungsgleichungen

Die Behandlung der Str¥mungsvorginge erfolgt auf der Basis der
gasdynamischen Erhaltungss&tze flir Masse, Impuls und Energie.
Unter den im vorhergehenden Kapitel gemachten Voraussetzungen

haben die Erhaltungss¥tze in der Eulerschen Darstellung die Form
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0+ 9 fpv)= 0 0

f;_-‘j'p[[(*’_\i,”+jé[fv(j€+£+_y_2)]f—gﬁv+jj (3)

mit x: Ort (x =0 und t =0 werden durch Ort und Zeit der An-

t: Zeit zone definiert)

p: Druck

Q: Dichte

v: Strdmungsgeschwindigkeit
e: spezifische innere Energie
j: Stromdichte

B: Magnetfeld

G: elektrische Leitfdhigkeit

Durch die "Quellterme" -jB (Lorentz-Kraft), -jBv (Leistung der
Lorentz-Kraft) und jZ/G‘ (Ohmsche Heizung) in der Impuls- bzw.
Energiegleichung werden die gasdynamischen mit den elektromagne-
tischen Vorgdngen gekoppelt. Diese Terme sind nur innerhalb der
Wechselwirkungszone und nur hinter dem primdren Stoss verschie-
den von Null, Im Grenzfall jBv = jz/G findet kein Energieaus-
tausch zwischen der Str8mung und der Umgebung statt, da die der
Str¥mung entzogene kinetische Energie restlos als W8rmeenergie

der Str¥mung wieder zugefflhrt wird (Kurzschlussfall).

Durch kurze Umrechnung lassen sich die Erhaltungssdtze (1) bis

(3) in die einfachere Form bringen

kunft des primdren Stosses in der Wechselwirkungs-
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worin d/dt = dJ/Jt + v-d/Jx ist. Die Energiegleichung (6)
drflickt den ersten Hauptsatz flir ein als thermodynamisches System
betrachtetes Element der Str¥mung aus, wobei j2/6' die dem
Element pro Zeit- und Volumeneinheit zugefflhrte Wdrme ist.

Zu einer eindeutigen Beschreibung der Vorgdnge mfissen noch das
thermodynamische Verhalten des Plasmas durch Angabe einer kalo-
rischen Zustandsgleichung flir die innere Energie e und einer
thermischen Zustandsgleichung sowie das Verhalten der Lorentz-

Kraft jB und der Ohmschen Heizung jz/g spezifiziert werden.

Thermodynamische Beziehungen

Wie bei idealen Gasen ist auch bei realen Gasen im thermodyna-
mischen Gleichgewicht der Gaszustand allgemein durch Angabe von
zwei beliebigen Zustandsvariablen eindeutig festgelegt /16/.
Insbesondere kann bei solchen Gasen, wie im folgenden gezeigt
wird, die innere Energie als Funktion von Druck und Dichte aus-

gedrlickt werden.

Ausserdem gilt bei thermodynamischem Gleichgewicht flr jedes
Str¥mungselement die Entropie-Gleichung
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Tols= de - j;ﬁz y{y 7

wobei s die spezifische Entropie und T die einheitliche Tempera-
tur des Elements sind. Durch Vergleich der Gl.(7) mit der Ener-
giegleichung (6) erhdlt man ftir die Entropie#nderung eines Str&-

mungselements den Ausdruck

T ds = %_2_/_@ At (8)
g

Die Ohmsche Heizung ist also die einzige Entropiequelle in der
stetigen Str®mung ausserhalb der Stossfronten; sie kann flir je-
des Strdmungselement als "interne Wdrmequelle" angesehen werden.
Die Ionisationsprozesse sind wegen des angenommenen Ionisations-
gleichgewichts mit keiner Dissipation verbunden und verlaufen

)

. +
demnach reversibel “

Die kalorische Zustandsgleichung flir die innere Energie des
Plasmas ldsst sich aus den Gesetzen der statistischen Mechanik
ableiten. Flir ein einatomiges, einfach ionisiertes Gas im ther=-
mischen Gleichgewicht ergibt sich bei Vernachl&ssigung der

Elektronenanregung die Beziehung

Q(T,oz): A T (1+2)+ & X (9)

—_—

Ara
_/! o M"a

Die Annahme von Ionisationsgleichgewicht impliziert, dass

die Ionisationsprozesse "unendlich" schnell verlaufen. Das
bedeutet, dass bei jeder Zustandsinderung das Gas nur thermo-
dynamische Gleichgewichtszustdnde durchlduft. Solche Anderun-
gen sind grundsdtzlich reversibel /17/.
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mit ¥ = 573 : Verh8ltnis der spezifischen Wdrmen

k : Boltzmann-Konstante

m : Masse des Atoms

T Gleichgewichtstemperatur

®« = n./(n.+n_) : Ionisationsgrad (n,, n_: Dichte der

1 1 a
Ionen bzw. Atome)
A : Ionisationsenergie der ersten Ionisations-

stufe

Der erste Term in Gl. (9) stellt den Anteil der Translations-

energie, der zweite den Anteil der Ionisationsenergie dar.

Die Bestimmung des Ionisationsgrades erfolgt wegen des ange-
nommenen thermischen Gleichgewichts durch das Massenwirkungs-

gesetz flir Ionisationsprozesse (Sahagleichung):

5/
2 (2, YA 2_ 2020 T7

e T L1 ‘-"___;.K_-— (1o)
Ao L3 e r J”( /AT)

mit m : Masse des Elektrons
h : Plancksche Konstante
Z Z., Z_ : Zustandssumme flir Elektron- bzw. Ion- bzw.

Atomanregung

Beim Elektron ist die Zustandssumme der Anregung gleich seinem
statistischen Gewicht, also Ze = 2, Beim Atom wird nur der
Grundzustand berficksichtigt, also z, = 1. Ffir das Ion lauten
die ersten beiden Terme der Zustandssumme bei Argon Zi E

4 + 2 exp(-2060/T) /18/, wobei T in ©K einzusetzen ist. Im
Temperaturbereich um lo4 °k kann daflir ndherungsweise Zi ~ 6
gesetzt werden, Damit wird

e o 42

—_—

2a.

Nach Einsetzen der Zahlenwerte in die Sahagleichung (lo) und
Aufl8sung nach a« erh¥lt man dann flir den Ionisationsgrad bei

Argon (siehe z.B. /19/) die Zahlenwertgleichung
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-
3 18290 ¢
0({/}4,7): 4+ 40 -/%a MI”( ?;M;)]

(11)

mit p in Torr, T in °k und A /% = 182000 P

Die thermische Zustandsgleichung ergibt sich aus der Summe der
Partialdrucke der einzelnen Komponenten nach dem Daltonschen
Gesetz und lautet

= (17a)g &1 az)

(2%

Durch Einsetzen dieser Gleichung in die kalorische Zustandsglei-
chung (9) und in die Sahagleichung (11) kann die Temperatur eli-
miniert werden. Damit ist der Ionisationsgrad implizit als
Funktion von Druck und Dichte eindeutig festgelegt, d.h. die
kalorische Zustandsgleichung (9) kann in der Form

{[/}O,E): —/;/4' éf/#f o (14)57),}; (13)

geschrieben werden. Diese Gleichung liefert die gesuchte Abhdn-
gigkeit der inneren Energie von Druck und Dichte und wird in

dieser Form in die Energiegleichung (6) eingesetzt.

Zur Bestimmung der Str¥mungs- und Stossmachzahlen wird noch die
Schallgeschwindigkeit a ben&tigt. Sie stellt die Fortpflanzungs-
geschwindigkeit akustischer Wellen im Plasma dar. Magnetoakusti-
sche, mit der Geschwindigkeit a” + vi (va: Alfvén-Geschwin-
digkeit) laufende, Wellen k¥nnen dagegen wegen der kleinen ma-
gnetischen Reynoldszahl vernachldssigt werden. Das gilt auch
wenn, wie bei den hier untersuchten F4llen, die Alfvén-Geschwin-

digkeit relativ hoch ist (vazf 3 &),




Flir die Schallgeschwindigkeit eines teilionisierten Plasmas im
thermischen Gleichgewicht gilt, wie bei idealen Gasen, die Be-

ziehung

a’= [—;—ﬁ) (14)

Mit Hilfe der Gln. (7), (11), (12) und (13) l&sst sich (&;)/&g)

berechnen:

2 J ,
= (5D ey (7)) L +

mit
g KR
§+OJ(/)"OZ) [% +TT>

Yeq («,7) = (16)
34 o 401)[(§+ 2+£]

(vgl. hierzu z.B. /20/), Die Funktion /qu(a, T) kann als variabler

Isentropenexponent aufgefasst werden. Anders als bei idealen Ga-
sen ist jedoch in diesem Fall der Isentropenexponent nicht iden-
tisch mit dem Verh#ltnis der spezifischen Wdrmen. Flir « = o geht
natlirlich ifeq(a, T) in #= cp/cv = 5/3 iber.

Elektrische Leitfdhigkeit

Zur Ermittlung der Stromdichte wird schliesslich eine Beziehung
fir die elektrische Leitf#higkeit © bendtigt. Andere Transport-
gr8ssen kommen in diesem Modell nicht vor. Wie schon erwdhnt,
soll die Stromleitung nur durch Elektronen erfolgen,und das Gas
soll einfach ionisiert sein und sich im thermischen Gleichge-
wicht befinden. Da der Hall-Effekt vernachldssigt wird, ist in
diesem Modell nur die skalare Leitf#higkeit von Bedeutung.

Die Wahl der geeigneten Beziehung flir 6 h#ngt davon ab, ob das

Gas stark oder schwach ionisiert ist. Flir die elektrische Leit-
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fdhigkeit bedeutet starke Ionisation, dass der Beitrag der
Elektron-Atom-St8sse zum elektrischen Widerstand gegenlber

dem Beitrag der Elektron-Ion-St8sse vernachl#ssigt werden kann.
Das ist wegen

G ~ |
(17)
MO’« Ql +M(' &,21
mit n . ny; : Teilchendichte der Atome bzw. der einfach ge-
ladenen Ionen
Qea' Qei : Wirkungsquerschnitte der Atome bzw. der ein-

fach geladenen Ionen flir Elektronenstoss

dann der Fall, wenn das Produkt naQea wesentlich kleiner als

das Produkt niQei

drigsten hier in Frage kommenden Ionisationsgraden um o,5 %

ist. Diese Bedingung ist schon bei den nie-

wegen des grossen Coulomb-Querschnittes Qai erflillt (siehe da-
zu Anhang 1). Deshalb kann in diesem Modell die von Spitzer /21/
angegebene Beziehung flr vollionisierte Gase verwendet werden.
Diese lautet flir einfach geladene Ionen

2 (247) %y
nJ/L AM:/Z,ZZ b A

G~

Hierin bedeuten e : Elementarladung

-~
o]
[

= 0,582: Koeffizient zur Berflicksichtigung

der Elektron-Elektron-St¥sse, die
fir die Abweichung der Leitfdhig-
keit von der eines Lorentz-Gases

verantwortlich sind

- 372
A h/b = 3 (kT)
2 e3(nne)
mittleres Verhdltnis der Debye-
Linge h zum Stossparameter flir

90 ~-Elektronenablenkung b_ 21/,
(n : Teilchendichte der El1&ktronen)

172
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Nach Einsetzen der Zahlenwerte in Gl. (18) erhdlt man filir die
elektrische Leitf#higkeit den Ausdruck

Y,

-y 2 o
G = ey (19)
bn (12340" 7% fuu ) /

. ; ; -3 ; ; :
mit T in OK, n, incm “. ng hdngt mit dem Ionisationsgrad a und

der Massendichte Q durch die Beziehung
= oA
m, = 25 (20)
/V\z\oL
zusammen.

3.3 Ans8tze flir den Stromdichteverlauf

zur Berechnung der Lorentz-Kraft und der Ohmschen Heizung muss
eine Funktion ftir den Stromdichteverlauf angegeben werden. Das
Magnetfeld kann dagegen, wie schon erwdhnt, unabh&ngig von der
Str¥mung und im allgemeinen als konstant betrachtet werden.

Die Richtung des angelegten Magnetfeldes und die der Strdmungs- i
geschwindigkeit legen in einem eindimensionalen Modell, bei dem
der Hall-Effekt nicht berlicksichtigt wird, auch die Richtung der
Stromdichte (senkrecht zu v und-ﬁ) fest., Damit werden Kurz-
schlussstr®me im Plasma prinzipiell ausgeschlossen. Dies ist

im Einklang mit Versuchen im IPP /3/, zu deren Deutung die hier
durchgeflihrten Rechnungen dienen sollen.

Aus der Eindimensionalit¥t des Modells ergibt sich weiterhin,
dass die Stromdichte nur Gradienten in Strdmungsrichtung haben
kann. Die in die Str¥mung eingebrachten Kanalwdnde sind nur
dann mit der Eindimensionalit4t des Modells konsistent, wenn {

die senkrecht zum Magnetfeld orientierten W&nde ideal isolie-
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ren und die zum Magnetfeld parallelen Wdnde aus unendlich fein
segmentierten Elektroden aufgebaut sind. Dann besteht der Strom
im Plasma aus unendlich diinnen ebenen "Stromschichten", die
filber die Elektroden einzelne, voneinander getrennte, Stromkrei-
se bilden. Im Experiment versucht man durch gentigend feine Seg-
mentierung der Elektroden dieser Idealvorstellung nahe zu kom-

men.

Unter diesen Voraussetzungen gilt flir die Plasmastr®mung das
vereinfachte Ohmsche Gesetz

/} = 6’(/5 + V’BJ)

(21)

Vor dem primdren Stoss ist G = o damit j = o. Ausserhalb der
Wechselwirkungszone sind keine Elektroden vorhanden, d.h.,
selbst wenn ein Magnetfeld existiert, kann im Plasma kein
Strom fliessen. Im Einklang mit dem Ohmschen Gesetz wird in
diesem Fall durch Ladungstrennung ein elektrisches Feld er-
zeugt, das die EMK gerade kompensiert (-E = vB). Mit Abwei-
chungen von diesem Verhalten muss allerdings in Gebieten star-
ker Magnetfeldgradienten gerechnet werden /5/. Solche Gradien-
ten sind aber bei Experimenten, die hier zum Vergleich heran-
gezogen werden, vermieden worden. Innerhalb der Wechselwirkungs-
zone kann dagegen durch die V x B-EMK ein Strom im Plasma er-
zeugt werden, der sich Uber die Elektroden ausserhalb des Ka-
nals schliesst. Hier gilt also |E| < |vBl, wobei E allerdings
erst durch Angabe einer Randbedingung an den Elektroden fest-
gelegt werden kann.

Diese Randbedingung h#ngt vom elektrischen Widerstand ausser-
halb der Plasmastr®mung ab. Der effektive Aussenwiderstandlﬁg
wird jedoch, wie die Experimente gezeigt haben, nicht nur vom
aussen angelegten Widerstand Ra (z.B. der Elektrodenbligel) ge-
bildet. In einem Ubergangsbereich zwischen der Plasmastrdmung
und den kalten Elektroden treten n8mlich starke Grenzschicht-
effekte auf, die einen zus8tzlichen hohen Widerstand Rg zur Fol-

ge haben. Da diese Grenzschicht im allgemeinen diinn ist, der
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Widerstand in ihr aber wesentlich h8her als der Widerstand der
Plasmastr®mung selbst, ist es sinnvoll, den Grenzschichtwi-
derstand Rg bei der Berechnung der Stromdichte zum Aussenwider-
stand R dazu zu addieren.

Aus einer integralen Betrachtung tlber den gesamten Stromkreis
einer beliebigen Stromschicht (wie sie oben definiert wurde)
kann nun die gesuchte Randbedingung sofort ermittelt werden.
Sie l8sst sich in einfacher Weise ausdrlicken, wenn anstatt E

der dimensionslose Parameter

3 Vi3 (22)

benutzt wird. Man kann sofort zeigen, dass K mit dem sog. Last-
faktor der "Stromschicht" identisch ist. Aus

—FhLh= 11, mit R, = ﬁ,ﬁrz? (23)
und
- h 1
VBh=1 (R,+ ;) mit Ro> 5 & (24)
mit I = Stromstdrke in einem diskreten Stromkreis
h = Elektrodenabstand
q = Querschnittsfldche der Stromschicht im Plasma
Ri = Innenwiderstand (= Plasmawiderstand)
(vgl. Abb.3) folgt ndmlich sofort
g ® (25)
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Stromungs-

:

richtung

Abb., 3
Schematisches Schaltbild flir den Stromkreis einer "Stromschicht".
I Stromstédrke; h = Elektrodenabstand; R. = Plasmawiderstand;

Ra= Aussenwiderstand; Rg = Grenzschichtwiderstand.

Der Lastfaktor stellt die gesuchte Randbedingung dar. Der Aussen-
widerstand Ry ist frei wdhlbar und damit eindeutig definiert. Er
wird rdumlich und zeitlich konstant gesetzt. Der Grenzschicht-
widerstand Rg ist dagegen nicht willkfirlich beeinflussbar und
kann nur Uber gemessene Stromwerte bestimmt werden, da Entste-
hungsmechanismus und lokales Verhalten der Grenzschichtphdnomene

zu wenig bekannt sind, um die Berechnung von Rg zu ermdglichen.

Wird nun ein spezifischer effektiver Aussenwiderstandl;; durch
die Beziehung

%3 s L\
. =2, 0 (26)
9




definiert, so k¥nnen Lastfaktor und Widerstandsgr¥ssen in
Gl. (25) beim Grenzilbergang auf unendlich dlinne Stromschichten
durch lokale Grdssen ersetzt werden:

Avt)= __'2_:’:_/’_’__“_)_#——
2 (H )+ 1[5 (t)

Mit Hilfe des Lastfaktors kann das Ohmsche Gesetz (21) in der

Form
A= [1-4)6 v B _—

geschrieben werden.

Da flilr den Grenzschichtwiderstand rg kein funktionaler Zusammen-
hang mit den anderen Parametern angegeben werden kann, ist es
beim Studium prinzipieller Zusammenhdnge sinnvoll, ihn ebenso
wie schon r, als konstant zu setzen (l. Ansatz). Dann ist der
Lastfaktor k nur eine Funktion der Leitf#higkeit G . Der Ein-
fluss des effektiven Aussenwiderstandes ?; auf den Wechselwir-
kungsprozess kann dann durch eine parametrische Studie grdssen-
ordnungsmdssig untersucht werden.

Liegen dagegen experimentelle Stromwerte vor, so k¥nnen daraus
Ndherungsfunktionen flir den Stromdichteverlauf j(x,t) ermittelt
werden. Diese Funktionen sind mit den gemessenen Stromwerten durch
folgende Beziehung verknlpft:

& & L

- E=0 «=o0
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gesamter gemessener Strom durch alle Elektrodenpaare

(Itot gem

tK : Zeit, bei der die Kontaktfront zum kalten Trei-
bergas die Wechselwirkungszone verl&sst und damit
den Strom endgliltig abbricht

L, b : Lidnge bzw. Breite der Wechselwirkungszone)

Aus dem auf diese Weise ermittelten Stromdichteverlauf kann tiber
das Ohmsche Gesetz (28) der Lastfaktor k und damit auch eine
Funktion flir den Grenzschichtwiderstand rg halbempirisch be-
stimmt werden. Vorteilhafter ist es jedoch in diesem Fall, den
nach Gl. (26) ausgerechneten Stromdichteverlauf j(x,t) direkt

in die Rechnungen einzusetzen (2. Ansatz). Dadurch 14sst sich
z.B. der Verlauf der Lorentz-Kraft ohne Kenntnis der elektri-
schen Leitf#higkeit und ihrer Abh#ngigkeit vom Relaxationsver-
halten des Plasmas hinter dem primdren Stoss sofort angeben.

Die elektrische Leitf8higkeit geht dann nur noch in die Ohmsche
Heizung ein, deren Einfluss jedoch im allgemeinen wesentlich ge-
ringer als der Einfluss der Lorentz-Kraft ist (vgl. Kap. 4.1).

3.4 Die Stosswellen

Entsprechend den gemachten Voraussetzungen sind einfallende und
reflektierte Stosswelle ebene Diskontinuit¥ten, die in einer
Plasmastr®mung im vollstdndigen thermodynamischen Gleichge-
wicht laufen. Dissipationsprozesse Hber die Stossfronten werden
durch die Stossbeziehungen automatisch berlicksichtigt, dage-
gen werden Relaxationsvorg&nge hinter den Stossfronten ver-
nachldssigt. Dies entspricht der Annahme verschwindend kleiner
Relaxationszeiten. Ferner werden Magnetfeldeinflfisse auf die
Stosswellen-Vorgdnge wegen der kleinen magnetischen Reynolds-
zahl vernachléssigt.

Uber die Stossfronten gelten die Erhaltungssitze flilr Masse, Impuls
und Energie. Aus den allgemeinen Erhaltungss8tzen (1) bis (3) er-
geben sich im Laborsystem durch Nullsetzen der zeitabh&ngigen

+) und der Quellterme -jB, =-jBv und jz/G' sofort die
+)

Terme

Sprungbedingungen flir die Stossfronten *

+) ++)

und siehe Seite 24
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2 (vq-u):fz (v,—w) (30)

it b [ Va— U )2: Yt £ /VQ' M-)z (31)

2
2
Va— U _ Vs, — Lt
n, - /_LJH = W (o= ) (32)
2 2
mit u : Stossfrontgeschwindigkeit im Laborsystem

h = e+tp/¢ : spezifische Enthalpie

Index "1" bzw. "2": Zustand vor bzw. hinter der Stossfront

Durch einfache algebraische Umrechnung kann dieses Gleichungs-
system auf die Form

by g B[ Lg) [102)

[Vq’lf.z)z': Y [_/}_ﬂg_,/;) (4—-3’5 ) (34)

+) Die Sprungbedingungen tlber die Stossfronten k&nnen auch bei
instation¥ren Str¥mungen als stationdr behandelt werden, da
die Zeitskala flir die lokalen Anderungen der Stossfrontpara-
meter wesentlich gr8sser als die Durchlaufzeit der Gasteil-
chen durch die Stossfront ist.

++)

Flir alle Geschwindigkeiten wird dieselbe positive Richtung
vereinbart.
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2

v = (V/Fau)z-_ /}/’1 {7’2 —/]) 1= f’ (35)

gebracht werden (vS = Stossfrontgeschwindigkeit im Bezugssystem
der Vorlandstr¥mung). vy h8ngt mit der Stossmachzahl M durch

(36)

- mit 4req,l aus Gl. (158) - =zusammen.

Die Rankine-Hugoniot-Beziehung (33) enthdlt nur thermodynamische
Gr8ssen. Da bei thermodynamischem Gleichgewicht die Enthalpie
auch bei realen Gasen immer als Funktion von Druck und Dichte
aufgefasst werden kann, liefert die Gl. (33) eine eindeutige Be-
ziehung zwischen Druck und Dichte hinter der Stossfront. Unter
Verwendung der kalorischen Zustandsgleichung (13) lautet diese

Beziehung explizit

Qz+d 1@ + 1

JSL - e ¢ A .
$a ¥+ . P _ 2 . a,~% o
4= Y1 éT A4

Die Gln. (34), (35) und (37) stellen mit der Sahagleichung (11)
und der thermischen Zustandsgleichung (12) eindeutige Beziehun-
gen zwischen Vorland und Hinterland der Stossfronten her und er-
lauben eine vollstidndige Beschreibung der Stosswellenvorgdnge,
wenn ausserdem noch die Stossfrontgeschwindigkeit u bekannt ist.
Beim einfallenden Stoss ist u vor dem Beginn der Wechselwirkung
- meistens durch die Stossmachzahl M_ ¥ vorgegeben. Dage-
gen sind im Verlauf des Wechselwirkungsprozesses die Stossfront-

geschwindigkeiten beider Stosswellen unbekannt, so dass der Zu-

+) Beim einfallenden Stoss ist u = 7
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stand hinter dem jeweiligen Stoss erst unter Zuhilfenahme einer
zusdtzlichen Beziehung ermittelt werden kann. Diese Beziehung
wird durch die Gleichung derjenigen Schallwellen (Charakteristi-
kenbeziehung) geliefert, die (relativ zur Str¥mung) in dieselbe
Richtung laufen wie der jeweilige Stoss. Diese Gleichung wird

in Kap. 4.1 aus den Erhaltungssdtzen (4), (5) und (6) abgeleitet.

3.5 Anfangs- und Randbedingungen

Durch die bisher eingefllhrten Beziehungen sind alle Zusammenh&n-
ge des Wechselwirkungsprozesses eindeutig festgelegt. Damit
hdngt der Ablauf des Prozesses nur noch von den Anfangs- und
Randbedingungen ab.

Die Anfangsbedingungen fflr den Wechselwirkungsprozess werden
durch die Vorlandparameter des prim8ren Stosses vor Beginn der
so' Po
gangsparameter der Str¥mung hinter dem prim#ren Stoss eindeu-
tig festgelegt. Sie lassen sich mit Hilfe der Stossfrontbezie-
hungen (33), (34), (35) und (36) ermitteln.

Wechselwirkung M e T gestellt. Damit sind auch alle Aus-

Randbedingungen sind flir die Stromdichte vorzugeben. Vor dem
primdren Stoss ist j = o. Hinter dem prim8ren Stoss ist j > o
innerhalb und j = o ausserhalb der Wechselwirkungszone. Neben
dem Magnetfeld By wird also auch die L&nge der Wechselwirkungs-
zone L bendtigt. Schliesslich ist noch eine Randbedingung flr
den Ubergang des Stromes vom Plasma in die Elektroden vorzuge-
ben: beim 1. Ansatz wird diese Randbedingung durch einen kon-
stanten Wert des effektiven Aussenwiderstandes };, beim 2. An-
satz dagegen durch Orts- und Zeitfunktionen entweder flr den
effektiven Aussenwiderstand';g(x,t) oder flir die Stromdichte
j(x,t) gegeben (siehe Xap. 3.3).
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3.6 Zusammenfassende Darstellung des mathematischen Problems

und Normierung der Variablen

Alle benutzten Beziehungen sowie Anfangs- und Randwerte sind in
Tab. 1 noch einmal zusammengefasst. Im oberen Feld sind die lo
benutzten Gleichungen und die dazugehBrigen lo unbekannten
Funktionen p, Q., Vv, e T, «a, G , j, B, E von x und t wieder-
gegeben. Im unteren Feld der Tabelle sind die Anfangs-und Rand-

werte zusammengestellt.

Abschliessend sollen noch die wesentlichen Ahnlichkeitsparame-
ter des Problems abgeleitet werden., Sie werden durch Normierung
der Erhaltungss8tze gewonnen und sind ein Mass fllr die Bedeutung
der am Wechselwirkungsprozess beteiligten wesentlichen Vorgdnge.
Die Normierung erfolgt dadurch, dass die Variablen durch ge-
wisse, flir den Wechselwirkungsprozess charakteristische, Werte

dividiert und dadurch dimensionslos gemacht werden:

Der Index "l1" kennzeichnet den Zustand hinter dem einfallenden
Stoss vor Beginn der Wechselwirkung. Dieser Zustand ist deshalb
"charakteristisch", weil der Wechselwirkungsprozess zu einer
St8rung dieses Zustandes flthrt. Die dimensionslosen Variablen

sind ein direktes Mass flir die Abweichung vom Zustand "1".

Als charakteristische Werte jo flilr die Stromdichte j und Ky fiir
den Lastfaktor k werden die Werte angenommen, die sich unter
Verwendung des ersten Ansatzes gerade zu Beginn der Wechselwir-

kung hinter dem einfallenden Stoss einstellen, also
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BEZIEHUNGEN

Masse: fl(x,t,Q ,V) = 0
Erhaltungssdtze +) Impuls: fz(x,t,p,g,v,j,B) = 0
Energie: f3(x,t,p,g ,v,e,3,B,6 ) = o
Thermische Zustandsgleichung: T = T(p,@ f0)
Kalorische Zustandsgleichung: e = e(T,a)
Sahagleichung: a = a(p,T)
Elektrische Leitf&higkeit: G =6 (T,2,Q )
Ohmsches Gesetz: j =3j(¢,E,v,B)
Magnetfeld ++): B = Bo = const
Lastfaktor: k = E/(VB) = £(G)

ANFANGS

UND R A

NDWERTE

Anfangswerte: M o3 Poé T,
Bo; L
= ——
Randwerte: r_ = const
bzw.
T, =7T_(x,t) oder j = j(x,t)
a a
TABELLE 1

Zusammenstellung der imiiodell benutzten Beziehungen
und der vorzugebenden Anfangs- und Randwerte.

+)
t impliziert.
++)

Bo ist das angelegte konstante Magnetfeld.

In p,Q ,v,e sind auch deren Ableitungen nach x bzw. nach
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. 25
= (4——}3)6‘,,1/,, B mit A — (37)
/A’ 1 1 i, F ’I/G’,]
Damit ergibt sich flr j!‘E beim ersten Ansatz (vgl. Anhang 2)
+
¥ 4 IM-4)svs o/ B*
= == 8 - (40)
¥ bo  U-4)euB, 4+ 4, (s"1)
und beim zweiten Ansatz
K4 3 (X,i-)
g = j}}“ - P (41)
? (4' 1) 69 1y Bo

Durch die Normierung bekommen die Erhaltungss8tze (4) bis (6)
die Form

dp* ¥ Jv -0 (42)

Vt{.* ojxi‘ - (43)
a2
P“'V/e*__*)’)jfff_f:%. i
P A T e
mit
9= P - 1 (45)
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Nm-__—: ?o 63L _ //]__/44) Y 46)

N

(47)
£ ﬁ L3

worin

(48)
SV
186,

Q, Nm' Ne sind die gesuchten Xhnlichkeitsparameter des Problems.
Q ist das reziproke Produkt aus den zwei Parametern My und ’qu,l:
Die Str8mungsmachzahl My gibt an, in welchem Machzahlbereich die
Wechselwirkung stattfindet, 4}eq,l ist ein Mass flir den Einfluss
der Ionisationsenergie auf die Str¥mungsvorgdnge. Nm bzw. Nesind
die "Wechselwirkungsparameter" flir Impuls bzw. W&rmeenergie und
sind damit Masse ffir die Stirke der Abbremsung bzw. Aufheizung
des pPlasmas durch die Wechselwirkung. Die Gln. (46) und (47)
lassen erkennen, dass Nm und Ne durch N und kl ersetzbar sind.
Sowohl Nm und Ne als auch N und kl enthalten die Randwerte L, Bo
und ?; und k8nnen deshalb an ihrer Stelle vorgegeben werden.

Weitere dimensionslose Parameter kdnnten aus den anderen Glei-
chungen gewonnen werden; sie sind aber ftilr diese Arbeit relativ

unbedeutend und werden deshalb ausser Betracht gelassen.
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4, ANALYTISCHE BEHANDLUNG DES WECHSELWIRKUNGSPROZESSES

In diesem Abschnitt sollen grundlegende Vorgdnge des Wechsel-
wirkungsprozesses ohne Zuhilfenahme numerischer Rechnungen un-
tersucht werden. Der Schwerpunkt dieses analytischen Teils soll
auf den Entstehungsvorgang des reflektierten Stosses gelegt
werden. Jabei werden die Str¥mungsvorgdnge nach den Vorstellun-
gen und Methoden der "alkustischen Theorie" behandelt, die in
einer erweiterten Fassung verwendet wird, welche auch nicht-
lineare Effekte berlicksichtigt.

4,1 Die "charakteristische" Form der Str8mungsgleichungen

unter Berficksichtigung der Ionisation

Vom mathematischen Standpunkt aus gesehen ist die Beschreibung
der Str¥mungsvorgidnge nach der akustischen Theorie ein Sonder-
fall der sog. Charakteristikentheorie, die sich zur L8sung von
hyperbolischen Differentialgleichungen als besonders nfitzlich
erwiesen hat. Die Erhaltungssdtze (4) bis (6) bilden mit der
kalorischen Zustandsgleichung (13) flir die innere Energie e(p,@ )
ein solches hyperbolisches Differentialgleichungssystem. Durch
geeignete Linearkombinationen der 3 partiellen Dgln. (4) bis (6)
k¥nnen 3 gew8hnliche Differentialgleichungen gewonnen werden,

in denen nur Ableitungen nach jeweils einer bestimmten "charakte-
ristischen" Richtung (in der x-t-Ebene) vorkommen. Die Integral-
kurven der jeweiligen Richtungsfelder werden Charakteristiken
genannt. Die Herleitung der charakteristischen Beziehungen wird
durch das Auftreten des Ionisationsterms in der kalorischen Zu-
standsgleichung (13) erschwert. Nach geeigneter Umformung des
Energiesatzes (6) ldsst sich jedoch die Herleitung in gleicher
Weise wie bei idealen Gasen durchftthren.

Umformung des Energiesatzes

Wie schon frtther erw#hnt (vgl. Kap. 3.2), ist es auch bei realen

Gasen mBglich, die innere Energie als Funktion von zwei Zustands-
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variablen zu betrachten, wenn thermodynamisches Gleichgewicht
vorliegt. Werden als Variable das Druck-Dichte-Verhdltnis p/g
und die Entropie s gew#hlt, so lautet das totale Differential

der inneren Energie

Ae = 07//)] 0{04/1;) /--—f] A (49)

Durch Einsetzen dieses Ausdrucks in die Entropiegleichung (7)
ergibt sich

] A plp) - ]ﬁ ol ¢ (50)

P/) S

Mit Hilfe bekannter Beziehungen k¥nnen die beiden partiellen
Differentialquotienten in dieser Gleichung berechnet werden.
Flir den zweiten Quotienten 1l8sst sich aus der Druck-Dichte-Be-
ziehung ftir die Schallgeschwindigkeit (15) und der Entropie-
gleichung (7) sofort der Ausdruck

[ ] ) ;Z“ (51)

plp)

herleiten (siehe Anhang 3), wobei ﬁ}eq der variable Isentropen-
exponent flir Gleichgewichtsionisation nach Gl. (16) ist. Gl. (51)
erinnert an den entsprechenden Ausdruck flir ideale Gase

e - 4
Aplp) -1

(51a)
den man auch sofort aus der kalorischen Zustandsgleichung (13)

fir « = o erhalten kann. Der erste Differentialquotient in Gl. (50)
ergibt sich, wie der Isentropenexponent «éq' mit Hilfe der Gln.
(7), (1), (12) und (13) und lautet:
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(siehe Anhang 4).

Nach Einsetzen der Ausdrflicke (51) und (52) in Gl. (50) und mit
der Abklirzung

f= =272 - 2+a (1- 03)/;"*"').
ST A w152 E)

l48sst sich der Energiesatz im Bezugssystem der Strdmung, Gl. (6),

in der Form

gff— at 53 = J{z}’pf‘d)—gﬂ;— (54)

schreiben. Dabei wurden die Ohmsche Heizung nach Gl. (8) und die
Gleichgewichtsschallgeschwindigkeit nach Gl. (15) eingesetzt.
Flir « = o wird nach Gl. (53) d-= 1 und die Gl. (54) spezialisiert

sich zur entsprechenden Beziehung flir ideale Gase:

dp _ obafiﬁ = /?»_/,) _1__2 (54a)
At oAt e

Die "charakteristischen" Differentialgleichungen

Aus der Kontinuit#tsgleichung (4), der Impulsgleichung (5) und
der Energiegleichung in der neuen Fassung (54) lassen sich so-
fort die gesuchten "charakteristischen" Differentialgleichungen
herleiten (vgl. z.B. /22/). Sie lauten:
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cy{.}p +afy£v:[([{{ﬁ7—1)_§}f@'8a oAt (ﬂ:‘nﬁf i’f V+a (55)

=
*
Iy

V['V"QFV{V‘Z;[-/Q’H"’)%E+a'8ajo{/f [é.‘ujf L= poa (56

5{}/'_%2/% : f(@"‘f—”)-;f ott [‘;“jf f-g =V (57)

Die Dgln. (55) und (56) gelten jeweils nur "entlang" der Bahn-
linien der Schallwellen, die in bzw. gegen die Str®mungsrichtung
laufen. Sie k¥nnen als Erhaltungssdtze flir den Str¥mungsimpuls
im Bezugssystem einer "linkslaufenden" bzw. "rechtslaufenden"
Schallwelle der "Ldnge" a.dt aufgefasst werden, wobei die
Summe aus dem magnetischen Druck + jBa*dt und dem Heizdruck
J(‘yeq-l)‘jzﬂy-dtals“aussereKraft" verstanden werden kann.
Die Dgl. (57) gilt nur "entlang" der Bahnlinien der StrBmung

und ist deshalb identisch mit dem Energiesatz (54) flir ein vor-
gegebenes Strdmungsteilchen.

Die Gl. (55) beschreibt die Str¥mungsvorgidnge, die mit der Aus-
breitung von Druckstdrungen in Str¥mungsrichtung zusammenhdngen.
Da der primdre Stoss nur von rechtslaufenden Druckwellen er-
reicht und ver#ndert werden kann, wird das zeitliche Verhalten
des primdren Stosses durch Kopplung der Dgl. (55) mit den Stoss-
frontbeziehungen beschrieben, Wie aus der rechten Seite der

Dgl. (55) zu erkennen ist, sind magnetischer Druck und Heiz-
druck flir rechtslaufende Druckwellen entgegengesetzt gerichtet,
d.h. die beiden Druckwirkungen heben einander teilweise auf.

Die Gl. (56) ist dagegen massgebend flir sdmtliche Str®mungsvor-
glinge, die mit der Ausbreitung von Druckst®rungen entgegen der

Str¥mungsrichtung zusammenh&ngen. Sie beschreibt also insbe-
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sondere die Vorginge, die an der Entstehung des reflektierten
Stosses direkt beteiligt sind. Durch Kopplung der Dgl. (56) mit
den Stossfrontbeziehungen wird die zeitliche Entwicklung des
reflektierten Stosses berechnet. Die rechte Seite der Dgl. (56)
zeigt, dass flir linkslaufende Druckwellen magnetischer Druck

und Heizdruck in gleicher Richtung wirken.

Schliesslich beschreibt die Dgl. (57) die Str¥mungsvorgdnge,

die mit der Ausbreitung von Entropiest®rungen mit der Strdmung
zusammenh&ngen. Sie berfticksichtigen also die Dissipationsvor-
g¥nge durch die Ohmsche Heizung und {lber die Stossfronten. Ausser-
halb der Wechselwirkungszone gilt flir jedes Gasteilchen ds/dt = o,
d.h., die Dgl. (57) geht in die Isentropenbeziehung (14) Uber.

Durch Abschitzung der beiden "Quellterme" in den Dgln. (55) und
(56) kann nun sofort festgestellt werden, welche der beiden
Druckwirkungen ftir die Entwicklung der Str®mungsvorgdnge mass-
gebend ist. Mit dem Ansatz (28) flir die Stromdichte ergibt sich
ftir das Verh¥ltnis A von Heizdruck zu magnetischem Druck der
Ausdruck

(58)

(7e71) 0 f
4 LOTVEL [l -h) M

4 Ba
%% pe-
trigt z.B. der maximale Wert dieses Verhdltnisses Amang 0.57
(bei % = 05 d=d 15 Aoq = #aq,1sM=My). Selbst im unrealisti-
schen Grenzfall k = o llberwiegt also die Wirkung des magneti-

Flr die Anfangswerte M__ = lo, P, = lo Torr und I = 297

schen Drucks deutlich die des Heizdrucks, vorausgesetzt, dass
keine W4rme von aussen der Str¥mung zugeflthrt wird.

Da bei der numerischen Behandlung des Problems alle Gleichungen
in dimensionsloser Form benutzt wurden, seien auch hier die

Gln. (55) bis (57) normiert wiedergegeben:
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QAP +a'pol S/ (1) 4 355 gy st e dt* tng, W =3’ (59

O,i

D?G{fd* .,de /[?’af 4)/1/ L dAA* [Chhjf d’ﬁ = (61)

Darin bedeutet a" = a/vl und ist den normierten Variablen (38)

hinzuzufligen.

Charakteristikenebene

Zur Veranschaulichung des Charakteristikenverlaufs ist in Abb.4
eine typische Charakteristikenebene flir midssige bis starke We-
chselwirkung skizziert, in der auch die Bahnlinien der primdren
und der reflektierten Stossfront zu sehen sind. Alle einge-
zeichneten Charakteristiken gehdren der "linkslaufenden" Schar
an, die flir die Entstehung des reflektierten Stosses massgebend
ist. Die schattierte Fl&che auf dem Bild kennzeichnet den Be-
reich der x-t-Ebene, in dem Strom fliesst. Der von der Wechsel-
wirkung "gest¥rte" Bereich wird vom "ungest¥rten" Bereich durch
die Grenzkurve ABCD getrennt. Entlang der Kurvenabschnitte ABC
bzw. CD sind die Str¥mungsparameter jeweils konstant, die ent-
sprechenden Charakteristiken milssen also jeweils parallel und
gerade verlaufen., (Die Lage der Abschnitte AB und CD entlang
der beiden Stossfronten kann erst im Laufe der Rechnung bestimmt
werden. )

Im gestdrten Bereich der x-t-Ebene, wo sich also der Einfluss
der Wechselwirkung bemerkbar macht, sind dagegen die Charakte-

ristiken gekrtimmt. In diesem Bereich ist das Auftreten von se-
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Skizze einer typischen Charakteristikenebene mit den Bahn-
linien der primdren und der reflektierten Stossfront und
mit der Begrenzungskurve des "gestdrten" Strdmungsbereichs.

kunddren Stosswellen m8glich. Entstehungsort und -zeit einer
solchen Stosswelle sind mit dem Schnittpunkt zweier Charakte-
ristiken derselben Schar identisch (siehe Abb.4).

Schliesslich lassen sich aus der Neigung der Charakteristiken
in der x-t-Ebene Uberschall- und Unterschallbereiche sofort
erkennen, da ja linkslaufende Charakteristiken in einer Uber-
schallstr®mung mit positiver (dx/dt > o), in einer Unterschall-
strdmung mit negativer (dx/dt < o) Laborgeschwindigkeit laufen.
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4,2 Zum Entstehungsprozess des reflektierten Stosses

Der detaillierte Ablauf der Wechselwirkungsvorgdnge kann auf
analytischem Wege nicht ermittelt werden, da die Erhaltungs-
s8tze (4), (5) und (6) bzw. die charakteristischen dgln. (55),
(56) und (57) nur numerisch gel8st werden k®nnen. Das Gleiche
gilt auch flir die Stossfrontbeziehungen (34), (35) und (37) we-
gen des Auftretens von Ionisationstermen. Die numerische Behand-
lung des Problems ist aber hinsichtlich der Programmaufstellung
und wegen der notwendigen Rechenzeit ausserordentlich aufwendig.
Deshalb sollen in diesem Abschnitt einige grundsdtzliche Fragen
des Reflexionsprozesses analytisch behandelt werden. Der Schwer-
punkt der Diskussion soll auf den Entstehungsvorgang des re-
flektierten Stosses gelegt werden.

Prinzipielles Str¥mungsverhalten zu Beginn des Wechselwirkungs-

prozesses

Ein erstes Bild von der zu erwartenden Entwicklung der Vorgdn-
ge kann durch Ermittlung der Str¥mungsparameter kurz nach Be-
ginn des Wechselwirkungsprozesses, also unmittelbar nach der An-
unft der prim#ren Stossfront in der Wechselwirkungszone, ge-
wonnen werden., Dann ist die Str®mung noch wenig gest®rt, so dass
die Str¥mungsgleichungen linearisiert und analytisch gelbst
werden k8nnen. Der L8sungsweg soll anhand der oberen Skizze

in Abb.5 veranschaulicht werden, die die x-t-Ebene darstellt.
Die Strecke AF in der Skizze geh®rt zur Bahnlinie der primdren
Stossfront. Gesucht seien beispielsweise Druck- und Geschwin-
digkeitswerte in den Punkten D, E und F als Funktionen der Zeit
tl'

Der Str¥mungszustand im Punkt D ergibt sich aus den Anfangs-
daten hinter der prim8ren Stossfront und ist also bekannt. Der

zZustand im Punkt E kann folgendermassen ermittelt werden:

Entlang der rechtslaufenden Charakteristik CE bzw. der links-
laufenden Charakteristik AE gelten die dgln. (55) bzw. (56).

Werden darin die Differentiale durch Differenzen ersetzt und
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Abb. 5

x-t-Ebene und prinzipielle

» Drucli- und Geschwindigkeits-

X profile zu Beginn des Wechsel-
wirkungsprozesses

>
X

alle Koeffizienten konstant gehalten, was bei einer linearen
Betrachtung zuldssig ist, so gehen die genannten Differential-
gleichungen in zwei lineare Gleichungen flir die jeweils unbe-
kannten Funktionen Ap (At) und Av (At) tber. Wegen der Konstanz
der Anfangsdaten entlang AD sind aber Ap und Av entlang der
beiden Strecken CE und AE jeweils gleich. Jie Zeitdifferenzen
At sind dagegen entlang CE und AE verschieden, lassen sich
aber mit Hilfe der Richtungsbedingungen

[A2] < gea,  [24] -v,-e,

durch die gemeinsame Strecke Ax ausdrlicken. Damit k¥nnen die
beiden Gleichungen nach den gemeinsamen Unbekannten pE(xE) und
VE(XE) aufgeldst werden. Die L¥sung lautet:
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Ay +d (Y1) AL Mt
Ve g+ AB v+ /?’47 ) /cr___/.x )

l/[hz—’l) A €

] l{q —/ J.,}V-r-gr/’&};’“”) ?Z/o"] 'XF

V
£ 2 d
¥e (A%=2) 7 o)
mit Py = P = Pp und Yy = VY = ¥ye Diese Ausdrlicke lassen so-

fort erkennen, dass sowohl die Lorentz-Kraft als auch die Ohmsche
Heizung prinzipiell eine Druckzunahme und eine Geschwindigkeits-
abnahme des Plasmas entlang der Strecke DE zur Folge haben. Das
entspricht dem Aufbau einer Kompressionswelle, deren Fuss sich

am strdmungsaufwdrts liegenden Rand der Wechselwirkungszone be-
findet. Die Kompressionswelle ist umso steiler, je ndher die

Ausgangsstr¥mungsmachzahl M

" an den Wert 1 herankommt.

Durch eine analoge Betrachtung kann der Str¥mungszustand im
Punkt F auf der Stossfront ermittelt werden. Da der prim#re
Stoss nur durch rechtslaufende Schallwellen beeinflusst werden
kann, ergeben sich die gesuchten Druck- und Geschwindigkeits-
werte in F durch Kopplung der Dgl., (55) entlang der rechtslau-
fenden Charakteristik BF mit einer geeigneten Differential-
gleichung entlang der primdren Stossfront AF. Letztere kann
aus den Rankine-Hugoniot-Beziehungen gewonnen werden und muss
offenbar die Bedingung

[f{—ﬁ] - (65)
Vo AF

erfillen, da einer positiven bzw. negativen XAnderung des Drucks
ttber die Stossfront eine positive bzw. negative XAnderung der

Str¥mungsgeschwindigkeit entspricht. Wird die Relation (65) in
der Form
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[AV]A z /(-[d VJAF mit k>0 (66)
]:

geschrieben und in Gl. (55) eingesetzt, so ergeben sich flir j
(xF) und vF(xF) unter Berficksichtigung der Linearisierung die
Ausdrflicke

3;80 - //Yu,'/’) ¥

- == K X (67)
V™ Pa (v+a) (K« op) =
B ya-DQ"/[’a/},,"f) ?E/é.
F - [
@ Q’*‘c}) ( K + Otf) A (68)
mit P, = Pg = Pj und Vy T Vg T Vpe Hier wirken also Lorentz-

Kraft und Ohmsche Heizung in entgegengesetzter Richtung. Da
aber der Einfluss der ersten den Einfluss der zweiten in je-
dem Fall iberwiegt (siehe Abschdtzung in Kap. 4.1, Gl. (58)),
wird der prim8re Stoss durch die Wechselwirkung prinzipiell
abgeschwdcht.

Das resultierende Str¥mungsbild zum Zeitpunkt ty ist damit
charakterisiert durch ein Kompressionsgebiet zwischen dem

Rand der Wechselwirkungszone und der linkslaufenden Charakte-
ristik durch den Nullpunkt und ein anschliessendes Expansions-
gebiet bis zur primdren Stossfront. Die unteren Skizzen in
Abb. 5 illustrieren die so ermittelten Profile von Druck und
Geschwindigkeit.
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Entstehungsvorgang des reflektierten Stosses bei konstant ge-
haltenem effektiven Aussenwiderstand (l. Ansatz in Kapitel 3.3)

Die folgenden Ausfllhrungen gehen von der Annahme aus, dass der
effe:tive Aussenwiderstand'?; rdumlich und zeitlich konstant

sei (1. Ansatz in Kap. 3.3). Durch diese Vereinfachung werden
lbersichtliche Bedingungen geschaffen, die es erlauben, mit ein-
fachen mathematischen Mitteln wesentliche Zusammenh&nge bei der
Entstehung des reflektierten Stosses sichtbar zu machen. Die da-
bei gewonnenen Erkenntnisse k¥nnen auch zum Verstdndnis der Vor-
gdnge bei den erheblich komplizierteren experimentellen Bedin-
gungen genlitzt werden.

Unter den Voraussetzungen des 1, Ansatzes kann gezeigt werden,
dass a) der Entstehungsprozess des reflektierten Stosses wie
ein station8rer Vorgang behandelt werden kann,
b) Entstehungsort und -zeit des reflektierten Stosses
umgekehrt proportional dem Quadrat des angelegten
Magnetfeldes sind.

Zu a): Die Erl4uterungen werden anhand der in Abb. 6 schema-
tisch dargestellten x-t-Ebene gegeben. Der schraffierte
Bereich a, der von der t-Achse, der linkslaufenden
Charakteristik OK und der rechtslaufenden Charakteristik
AKX begrenzt wird, befinde sich in einer so engen Um-
gebung des Nullpunktes, dass die Str¥mung in a stoss-
wellenfrei ist. Dann kann sofort gezeigt werden, dass
der Strdmungszustand innerhalb « nur eine Funktion des
Ortes x, nicht der Zeit t ist. Der Zustand in jedem Punkt
Py innerhalb o« h%ngt n8mlich nur ab von den Anfangsdaten
auf der Strecke BC der t-Achse, die von der rechtslau-
fenden und der linkslaufenden Charakteristik durch Pl

ausgeschnitten wird, und vom lokalen Verlauf der Lorentz-

Kraft und der Ohmschen Heizung innerhalb des Dreiecks

BCPq . Diese sind aber wegen der Konstanz des Lastfaktors

nur Funktionen des lokalen Str®mungszustandes, hdngen

also ebenfalls nur von den Anfangsdaten auf BC ab. Da

nun diese Anfangsdaten auf der gesamten Strecke OA der



t-Achse konstant sind, muss auch der Zustand l8ngs je-
der zur t-Achse parallelen Geraden innerhalb « konstant
sein. Damit ist die Stationaritdt der Str¥mung im Be-

reich a bewiesen.

t 4

Abb, 6

Erlduterungsskizze zur Stationarit8t der Strdmung
im Kompressionsbereich vor der Entstehung des re-
flektierten Stosses.

Im Gebiet zwischen der Charakteristik OK und der pri-
mdren Stossfront ist dagegen die Str¥mung nicht sta-
tiondr. Jeder Punkt P, aus diesem Gebiet hat ndmlich
eine "Anfangskurve", die teilweise auf der Bahnlinie
des prim8ren Stosses liegt. Durch Verschiebung von P,
entlang einer zur t-Achse parallelen Geraden #ndert
sich deshalb die Form der Anfangskurve DOE und damit
auch das Str¥mungsbild innerhalb des Vierecks DOEP, .
Infolgedessen kann hier der Str¥mungszustand in t-Rich-
tung nicht konstant sein, d.h. die Str¥mung ist in-

stationlr,



= lf

Wegen der Stationarit¥t des Bereiches a k®nnen dort
die Str¥mungsvorg¥nge mit gewBhnlichen Differential-
gleichungen berechnet werden. Aus den Erhaltungssdtzen
(4), (5) und (54) lassen sich durch Nullsetzen der
Zeitableitungen und bei Verwendung des Ansatzes (28)
fiir die Stromdichte folgende Ausdrficke flir die Gradien-
ten von Druck,Dichte und Str¥mungsgeschwindigkeit im

Bereich o herleiten:

Ap - (1-4)evp ! . Iy D k) 1 (69)
' MZ“’]
de s mayeunt ((teg-1) (1-4) o)
A at M2

oAy ) 5, Nt [ ey -1) 1-4)

ey ']£JA&)®VB° lied (71)

M2

Entlang der Randkurve OK in Abb.6 gilt die Richtungsbe-
dingung ftir linkslaufende Charakteristiken

) (72)

€£§‘ T V-o T l/(ﬁ7* il
At A

Durch numerische Integration des gewdhnlichen Differential-
gleichungssystems (69), (70), (71) und (72) lassen sich
sowohl der Str¥mungszustand in « als auch die Lage der
Randkurve OK in der x~-t-Ebene bestimmen. Ffir eine quali-
tative Beschreibung der Vorg8nge ist jedoch die Kennt-

nis der L®sung nicht notwendig, da aus den angegebenen
Differentialgleichungen das prinzipielle Str¥mungsbild

in a bereits klar zu erkennen ist:
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Die Gradienten der Str¥mungsparameter &ndern ihr Vor-
zeichen nur beim Ubergang von Uberschall- auf Unter-
>
wie sie in dieser Arbeit stets angenommen ist, nehmen

schallgeschwindigkeit. Flir eine Ausgangsmachzahl M

Druck und Dichte in x-Richtung monoton zu, dagegen

nimmt die Str¥mungsgeschwindigkeit monoton ab. Das
entspricht einem stationdren Kompressionsgebiet im Be-
reich a. Wegen der Abbremsung einerseits, der Kompression
und Aufheizung andererseits, muss auch die Str¥mungs-
machzahl in x-Richtung monoton fallen. Auf der Rand-
kurve OK haben also Druck und Dichte ein Maximum, da-
gegen Geschwindigkeit und Machzahl ein Minimum. Die
Randkurve selbst muss gemdss Gl. (72) wegen der Ab-
nahme von Str¥mungsgeschwindigkeit und Str¥mungsmach-
zahl mit zunehmendem x (bzw. zunehmendem t) steiler
werden. Wenn die Machzahl auf OK schliesslich auf den
Wert M = 1 abgesunken ist, dann miissen auch die ange-
gebenen Gradienten der Strdmungsparameter auf OK je-
weils die Werte + o bzw. - oo erreicht haben, d.h.,

die Charakteristik ist in eine (unendlich schwache)
Stossfront Ubergegangen. Wegen Gl. (72) muss die Cha-
rakteristik im Entstehungspunkt des reflektierten

Stosses eine vertikale Tangente haben. Dies folgt auch
sofort aus der Stationaritdt der Str¥mung im Bereich a:
Wie die Str¥mungsparameter, so milssen n8mlich auch alle
linkslaufenden Charakteristiken innerhalb a unabh#ngig
von t sein, d.h., sie mlissen durch Parallelverschiebung
in t-Richtung ineinander Ubergehen. Daraus folgt durch
eine einfache geometrische Betrachtung, dass, wenn sich
die Charakteristik OK und ihre "n#chstbenachbarte" inner-
halb a Uberhaupt schneiden, wenn also ein reflektierter
Stoss entsteht, der Schnittpunkt der beiden Charakteristi-
ken genau dort liegen muss, wo sie eine gemeinsame
vertikale Tangente haben, d.h. bei M = 1.

Der Zustand M = 1 kann jedoch nur dann eintreten, wenn
die Wechselwirkungszone mindestens so lang ist, dass

die Bahn der Randkurve OK vollst#ndig innerhalb der
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Wechselwirkungszone verlaufen kann. Andernfalls ent-
steht kein reflektierter Stoss, und die Str¥mung wird

in der gesamten Wechselwirkungszone endgliltig stationdr,
sobald die Randkurve OK die Wechselwirkungszone ver-
lassen hat. Die Linge der Wechselwirkungszone hat kei-
nen Einfluss auf den Verlauf des Entstehungsvorgangs
des reflektierten Stosses, sondern nur darauf, ob ein
reflektierter Stoss Uberhaupt entsteht oder nicht.

Alle in Verbindung mit der Stationarit¥t der Str¥mung

im Bereich o gewonnenen Ergebnisse setzen natlirlich vor-
aus, dass sich die Charakteristik OK ungest¥®rt ausbil-
den kann, d.h. nicht durch einen ausserhalb a laufen-
den reflektierten Stoss unterbrochen wird. Ein solcher
Stoss ist aber nicht zu erwarten, da die Str¥mung nach
dem Uberschreiten der Charakteristik OK expandiert (vgl.

hierzu die lineare Betrachtung am Anfang dieses Kapitels).

Zu b): Der Beweis erfolgt hier durch eine Xhnlichkeitsbetrach-
tung am Differentialgleichungssystem (69), (70), (71)
und (72). Wird in den Dgln. (69), (70) und (71) das Ma-
gnetfeld B, durch eine beliebig w#hlbare Zahl C + 0
dividiert, so dndert sich die L¥sung des Differential-
gleichungssystems nicht, wenn gleichzeitig die Orts-
und Zeitvariablen x und t (und die dazugeh®rigen Rand-
werte) mit C2 multipliziert werden, d.h. wenn die x-t-
Ebene um den Faktor C2 linear gestreckt wird. Durch die-
se Transformation wird offenbar ein neuer Wechselwir-
kungsprozess definiert, der dem ursprlinglichen Prozess
"geometrisch" &hnlich bezfiglich der x-t-Ebene ist: an
zwel sich entsprechenden Stellen Xq t1 bzw;xz, t2 der

beiden x-t-Ebenen sind die Str8mungszustdnde gleich.

Die Werte Xq t1 bzw.x2, t2 sind mit dem Magnetfeld Bo
durch die Beziehungen
e _ A
X Boy = J/z ' Bog (73)
1 2
t" 001 = (La ' /302

verknlipft.
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Da ausser vom angelegten Magnetfeld Bo und von der Lidn-
ge der Wechselwirkungszone L der Wechselwirkungsprozess
nur von den gasdynamischen Anfangsdaten Mso’ Ps (bei

konstantem To) und vom Lastfaktor kl abhdngt (vgl. Kap.
3.6), lassen sich durch Verallgemeinerung der Ausdrficke

(73) folgende Zhnlichkeitsgesetze formulieren:

X8 = 5 (M., p ) (74)

c‘-Bffcj[hhjqoo!/?,,) (75)

und damit

_Xg <~ h //'713,700, +,) (76)

Aus diesen Beziehungen geht hervor, dass sich der Ort
eines beliebigen Str¥mungszustandes in der x-t-Ebene
bei Anderung des angelegten Magnetfeldes entlang einer
Geraden durch den Nullpunkt verschiebt. Bei dieser Ver-
schiebung verhalten sich x und t umgekehrt proportional
dem Quadrat des Magnetfeldes. Die Neigung der Geraden,
die einem bestimmten Str¥mungszustand entspricht, ist

eine Funktion wvon Mso‘ p0 und kl'

Die Aussagen gelten natlirlich auch flir den Entstehungs-
RS und die Entstehungszeit tRS des reflektierten

Stosses (siehe Abb. 7). Sind die Werte xRS und tRS fliir

ein bestimmtes Magnetfeld bekannt, so lassen sich also

ort x

die entsprechenden Werte flir beliebige St&rken des

Magnetfeldes ohne neue Rechnungen sofort angeben.
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Abb. 7

Erl¥uterungsskizze zur "geometrischen Zhnlichkeit" von Ent-
stehungsort und -zeit des reflektierten Stosses bei Anderung
der Magnetfeldstirke.




- BB =

5. BEHANDLUNG VON TEILPROBLEMEN DES WECHSELWIRKUNGSPROZESSES

MIT EINFACHEN NUMERISCHEN METHODEN

Wdhrend im letzten Kapitel einige Fragen des Reflexionsprozesses
untersucht wurden, die der analytischen Behandlung zug#nglich
waren, soll in diesem Kapitel Ulber Teilergebnisse berichtet wer-
den, die mit Hilfe einfacher numerischer Rechnungen gewonnen
wurden.

Beispielsweise lassen sich ohne Berechnung des Wechselwirkungs-
prozesses Grenzwerte flr die Str¥mungsparameter ermitteln, die
bei noch so starker Wechselwirkung nicht Uberschritten werden
k¥nnen. Diese Grenzwerte ergeben sich n#mlich als Stossfront-
parameter hinter dem reflektierten Stoss flir den Grenzfall der
"totalen Reflexion", bei dem also die Str¥mungsgeschwindigkeit
hinter dem Stoss Null ist.

Wie die Ergebnisse des vorhergehenden Kapitels zeigen, sind
auch Ort und Zeit der Entstehung des reflektierten Stosses durch
relativ einfache Rechnungen zu ermitteln, wenn der effektive
Aussenwiderstand’fé konstant gesetzt wird. Dann ergeben sich
ndmlich diese beiden Xoordinaten durch Integration eines Systems
von gewdhnlichen Differentialgleichungen.

5.1 Grenzwerte der Str¥mungsparameter

Alle Stossfrontparameter hinter dem reflektierten Stoss sind
ftir den Grenzfall der "totalen Reflexion" nur Funktionen der
Vorlandparameter der primdren Stosswelle vor Beginn der Wechsel-

wirkung (M To) . Sie ergeben sich als L8sungen der Rankine-

so’ Por
Hugoniot-Sprungbeziehungen (34), (35) und (37) Uber den prim#ren

und den reflektierten Stoss.

Von den auf diese Weise berechneten Parametern werden in Abb. 8a
und 8b als Beispiele die Grenztemperatur hinter dem reflektier-

ten Stoss sowie die Grenzmachzahl des reflektierten Stosses ge-
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zeigt, beide als Funktionen von M mit P, als Scharparameter

(ftr T, = const). In beiden Diagrzgmen sind auch die Kurvenver-
ldufe flir ideales Gasverhalten eingetragen, dazu im ersten Dia-
gramm noch einige Kurven konstanten Ionisationsgrades. Aus

Abb. 8a geht deutlich hervor, dass die erreichbaren Tempera-
turen TRS,max sehr empfindlich durch die Ionisationsenergie
beeinflusst werden. Schon bei einer Stossmachzahl von Mso = lo

(und P, = lo Torr) ftthrt z.B. die Vernachldssigung der Ionisation

auf einen Fehler von ca. 75 %. Im Gegensatz zu der Temperatur,
RS, max (Abb. 8b) nicht monoton mit
wachsendem M_, an, wenn die Ionisationsenergie berfticksichtigt

steigt die Stossmachzahl M

wird. Die entsprechenden Kurven durchlaufen ein Minimum, das
unterhalb der gestrichelten Xurve flir ideales Gas liegt, um

dann steil (Uber die Werte flir ideales Gas) anzusteigen. Wird
Hrs, max
ten Stoss und des Dichteverhdltnisses Uber den reflektierten

als Funktion der Str¥mungsmachzahl vor dem reflektier-

Stoss ausgedrlickt:

M/u = (77)
¢ ooy
4 - _P‘1 /Pn:

und beachtet man, dass die Berficksichtigung der Ionisations-
energie eine Erh8hung der Str®mungsmachzahl My bei allen vor-
gegebenen Mso-Werten zur Folge hat /23/, so muss das Verhal-
ten von MRS,max folgendermassen gedeutet werden: Bei niedri-
gen MSO-Werten wirkt sich der Einfluss der Ionisation stdrker
durch die erhBhte Verdichtung tlber dem reflektierten Stoss als
durch die Zunahme der Str¥mungsmachzahl vor dem reflektierten
Stoss aus; dagegen wird bei hohen Mso-‘Werten wegen QI/QRS &L 1
der Einfluss des Dichteverhdltnisses vernachldssigbar gegen-
tber dem Einfluss der Str®mungsmachzahl, so dass MRS,max prak-

tisch eine lineare Funktion wvon Ml wird.



5.2 Entstehungsort und -zeit des reflektierten Stosses

Entstehungsort x und Entstehungszeit tRS ergeben sich durch

RS
numerische Integration der gewBhnlichen Dgln. (69), (70) und
(71) . In Abb. 9 sind die Ergebnisse entsprechender Rechnungen

dargestellt. Sie wurden mit einem Lastfaktor k, = 0.5 gewon-

nen. Die beiden Diagramme zeigen die Abhangigkiit der Produkte
Xpg Bi und tRS' Bi von der Ausgangsstossmachzahl des primdren
Stosses .o mit Po als Scharparameter. Aus diesen Produkten
lassen sich dann fllr jeden Wert des angelegten Magnetfeldes
die dazugeh®rigen Orts- und Zeitwerte sofort ermitteln. Sie
kdnnen als erste Anhaltswerte flir Wechselwirkungsprozesse be-
trachtet werden, bei denen der effektive Aussenwiderstand mit

Ort und Zeit variiert.

Die dargestellten Ergebnisse tlberdecken praktisch den gesamten
Stossmachzahl-Bereich, der mit konventionellen Membranstoss-
rohren verwirklicht werden kann (vgl. z.B. /24/). Die untere

Grenze MSO = 2,76 entspricht der Ausgangsstr¥mungsmachzahl M, =1,

also Schallgeschwindigkeit hinter dem einfallenden Stoss vorl
Beginn der Wechselwirkung. Flr My < 1 sind die Voraussetzungen
flilr diese Rechnungen prinzipiell nicht mehr erflillt, da die
stosserzeugende Charakteristik ausserhalb der Wechselwirkungs-
zone strdmungsaufwdrts l¥uft. Die gestrichelten Kurvenabschnitte
im niedrigen Machzahlbereich entsprechen Ionisationsgraden un-
terhalb o.l %, bei denen die in den Rechnungen benutzte Annahme
der Vollionisation flir die elektrische Leitf#higkeit nicht mehr
zutrifft. Aus beiden Diagrammen ist deutlich zu erkennen, dass
Entstehungsort- und Entstehungszeit des reflektierten Stosses

im gesamten MSO—Bereich mit Ps zunehmen. Flr Ionisationsgrade

oberhalb 0.1l % nehmen x und im wesentlichen auch t monoton

RS RS
mit M zZu,.
so

Da ein reflektierter Stoss nur in der Wechselwirkungszone ent-

stehen kann, ist Xpg gleichbedeutend mit der erforderlichen

Mindestldnge der Wechselwirkungszone, damit ein reflektierter

Stoss beil einer gegebenen Kombination von M P, und Bo tiber~

so’
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haupt entstehen kann. Ist die vorgegebene Lidnge L kleiner als
XRS' so entsteht kein Stoss. Beispielsweise ist ein reflektier-
ter Stoss bei einem Ausgangsdruck von P, = 5 Torr und einem Ma-
gnetfeld von 1 Tesla praktisch bei jedem Mso—Wert zu erwarten,

wenn die L8nge der Wechselwirkungszone mindestens lo cm betrdgt.
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6. NUMERISCHES LOSUNGSVERFAHREN FUR DEN GESAMTEN WECHSEL-

WIRKUNGSPROZESS

Alle Ergebnisse, llber die bisher berichtet wurde, konnten ent-
weder analytisch oder durch relativ einfache numerische Rech-
nungen gewonnen werden. Dagegen erfordert die detaillierte Be-
handlung des gesamten Wechselwirkungsprozesses (einschliesslich
der instation8ren Stosswellen) die numerische L®sung des voll-
stindigen Anfangs- und Randwertproblems flir das nichtlineare
hyperbolische Differentialgleichungssystem (4), (5) und (54) )
(vgl. z.B. /25/). Neben den in Tab. 1 angegebenen Anfangs- und
Randwerten sind noch zusdtzliche "innere" Randwerte entlang der
Bahnlinien der instationdren Stossfronten vorzugeben, die aber

erst im Laufe der Rechnung ermittelt werden kdnnen.

Die L8sung des Problems wurde nach dem Charakteristikenverfah-
ren durchgeflthrt. Zur Integration der charakteristischen Dgln.
(55), (56) und (57) wurde ein Differenzenschema zweiter Ordnung
verwendet /26/. Das Integrationsgitter wurde aus einer Schar

von linkslaufenden Charakteristiken und einer Schar von Geraden
t = const gebildet. (Die Wahl von t als Gitterparameter anstelle
der Ublicherweise benlitzten rechtslaufenden Charakteristiken

hat den Vorteil, dass in jedem Rechenstadium die L¥sung flir die
gesamte x-Achse bis zum letzten Zeitschnitt hin vorliegt.) Die
beiden anderen Charakteristiken-Scharen, ndmlich die rechtslau-
fenden Charakteristiken und die Bahnlinien der Str®mungsteilchen
wurden durch Interpolation ermittelt. In den Bereichen der x-t-
Ebene, in denen die Gittercharakteristiken weit auseinander lie-
fen, wurden zusHtzliche Charakteristiken in das Differenzenschema
eingeftthrt. Damit war gewdhrleistet, dass die Gittermaschen an
keiner Stelle der x-t-Ebene eine vorgegebene Gr&sse tberschrei-
ten konnten.

+) Eine lineare Behandlung ist nur bei sehr schwacher Wechsel-

wirkung m#glich, da sie die Entstehung eines reflektierten
Stosses prinzipiell nicht erfassen kann.
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Wie schon im Kapitel 4.1 erwdhnt (vgl. Abb. 4), werden Entstehungs-
ort und -zeit eines reflektierten Stosses durch den Schnittpunkt
von zwel linkslaufenden Charakteristiken bestimmt. Durch das Zu-
sammenlaufen der Charakteristiken im Entstehungsbereich des
Stosses blieb die Rechengenauigkeit trotz steiler Gradienten

der Str¥mungsparameter auch in diesem Gebiet erhalten. Diese
Integrationsmethode zeigte selbst flir sehr starke Lorentz-Kraft
und Ohmsche Heizung eine schnelle Konvergenz in der gesamten
x-t-Ebene. Eine kllnstliche Viskositdt, wie sie etwa aus der Lax-
Wendroff-Methode bekannt ist /27/, konnte deshalb vermieden wer-
den.

Das Programm ist so aufgebaut, dass die Rechnungen wahlweise

mit und ohne Ionisationsenergie bzw. mit konstanten Ionisations-
parametern durchgeflthrt werden k¥nnen. Die Stromdichteverteilung
kann nach dem 1. Ansatz berechnet oder nach dem 2. Ansatz vor-
gegeben werden. In beiden Fdllen ist auch die Md&glichkeit des
Anlegens von Spannungen an die Elektroden vorgesehen. Ganz all-
gemein leistet das Programm die Berechnung von eindimensionalen
Str¥mungsvorgdngen hinter starken primdren Stossfronten, die
durch zeitlich und ¥rtlich variable Kraftwirkung in bzw. gegen
die Str¥mungsrichtung sowie Aufheizung hinter der prim3ren Stoss-
front beeinflusst werden, und bei welchen auch ein reflektierter
Stoss entstehen kann.

Zur stdndigen Kontrolle der Ergebnisse wurden am Ende jedes

Rechenzyklus im Programm integrale Erhaltungssdtze benutzt.

dDie erforderliche Rechenzeit schwankt sehr stark mit der Stdrke
der Wechselwirkung, und zwar steigt sie etwa mit dem Quadrat des
angelegten Magnetfeldes. Die Berechnung eines "vollstdndigen
Prozesses" (bis zu dem Zeitpunkt, zu dem die Str¥mung in der
Wechselwirkunogszone n#herungsweise stationdr geworden ist)

kann auf einer IBM 360/91 zwischen einigen Selzunden und etwa

einer Stunde dauern.
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Details des Programmaufbaus, der benutzten Prozeduren und der
Organisation des Rechenprozesses sind in der Beschreibung des
benutzten Programms SABINE+)
bung sind im IPP verfligbar.

niedergelegt. Programm und Beschrei-

+) Shock Across B Instationary Numerical Experiment




7. ERGEBNISSE NUMERISCHER RECHNUNGEN

In diesem Kapitel sollen typische Ergebnisse der Wechselwirkung

diskutiert und miteinander verglichen werden.

Die Rechnungen wurden auf der Rechenanlage IBM 360/91 des IPP
durchgefllhrt. Sie lieferten flir jede Kombination der Anfangs-
daten Mso’ Pq

folgende Ergebnisse in numerischer und grafischer

i TO und der dimensionslosen Parameter N und kl

*) Darstellung:

a) Weg-Zeit-Ebene mit dem Verlauf der linkslaufenden Charakteristi-
ken und den Bahnlinien der einfallenden und (falls vorhanden)
der reflektierten Stossfront;

b) Profile von p, Q i TS &+ Vi Ha a,.y , J, ¥ innerhalb und
ausserhalb der Wechselwirkungszone in einer dichten Folge von
Zelitschnitten wdhrend des Wechselwirkungsprozesses. Diese
"Momentaufnahmen"” wurden bei der grafischen Darstellung Hber-
einander geplottet, sodass die Entwicklung der Str¥mungsvor-
gdnge deutlich und lHckenlos aus den Plots abgelesen werden
kann.

Aus der Vielzahl der untersuchten Wechselwirkungen k®nnen hier
nur einige demonstriert werden. Diese sind alle unter Benutzung
des ersten Ansatzes flir die Stromdichte berechnet. Nur so k#nnen
die massgebenden Str¥mungsvorgdnge deutlich und vergleichbar her-
vorgehoben werden. Vor allem aber k¥nnen die zur Interpretation
der numerischen Ergebnisse in Kapitel 4 durchgeflihrten Uberle-
gungen direkt benlitzt werden.

Im ersten Abschnitt soll ein vollstidndiger Parametersatz flir die
Wechselwirkung mittlerer Stdrke wiedergegeben werden, die den im
IPP durchgefllhrten Experimenten nahekommt. Dann sollen verschie-
den starke Wechselwirkungen miteinander verglichen und schliess-
lich der Einfluss der Ionisierungsvorgdnge auf den Wechselwirkungs-

prozess untersucht werden.

+)

Der Einbau einer Plotroutine erm¥glichte das maschinelle Zeich-
nen der Ergebnisse, ohne das die Rechenresultate nur schwer der
Diskussion h8tten zug&nglich gemacht werden k¥nnen.
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7.1 Ein vollstd&ndiges Beispiel

Die geplotteten Ergebnisse einer vollstd&ndigen Rechnung zeigen

die Abb. lo bis 15, Als Ausgangsdaten wurden hier M. = lo,

o
P, = lo Torr, To = 297 K, N = 0.8, k1 = 0.5 gewdhlt. Dem Wert
dieses Wechselwirkungsparameters N entsprechen z.B, die Ldnge

der Wechselwirkungszone L = 6.2 cm und ein Magnetfeld Bo = lo kG.

FRSo98 2.MAT 72 o1 -+
T*V1/L

-

_— o

o 1.0 X/L
CHARACTERISTIC PLANE (SION=3 JAUSVB=1 Q1= 32 Q2-1 Q3=1)

G1=1.386 MS=10.0 Mi=1.496 Po=10.0 TORR T0=207.0 K N= 0,800 KR=0.500 KV=0.0

Abb. lo

Beispiel einer Charakteristiken-Ebene mit dem Verlauf der pri-
m4ren und der reflektierten Stossfront flir m8ssige bis starke
Wechselwirkung (N = 0.8, kl = 0.5)

Abb.lo zeigt die x-t-Ebene des Wechselwirkungsprozesses, auf der
eine ausgewfhlte Schar linkslaufender Charakteristiken und die
Bahnlinien des prim8ren und des reflektierten Stosses zu sehen
sind. x=- und t-Achse sind gem#ss der Definitionen (38) jeweils
auf die Linge der Wechselwirkungszone L und auf die Zeit L/v1
normiert. Die Wechselwirkungszone ist durch die t-Achse und die
Gerade x/L = 1 begrenzt. Die zusftzlichen Charakteristiken, die
im Bereich starker Expansion in die Rechnungen eingeffthrt wurden,

sind in das Plotprogramm nicht einbezogen und deshalb auf dem
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Bild nicht zu sehen. Auch die Charakteristiken im ruhenden Gas
vor der prim8ren Stossfront und die Charakteristiken in dem mit
Uberschall hinter der primdren Stossfront herlaufenden Gas im
Bereich x < o sind nicht geplottet (vgl. hierzu Abb.4). Wie die
nahezu "gerade" Bahnlinie der prim#ren Stossfront erkennen ldsst,
14uft der prim8re Stoss ohne merkliche Abbremsung durch die Wech-
selwirkungszone. Die Entstehung eines reflektierten Stosses aus
der Uberschneidung zweier benachbarter Charakteristiken ist auf
dem Bild deutlich zu sehen. Im Augenblick seiner Entstehung ist
der Stoss noch unendlich schwach, was an der gemeinsamen Tangente
der stosserzeugenden Charakteristik (derjenigen, die durch den
Nullpunkt geht) und der Stossfront zu erkennen ist. Dann wird
die sekundfre Stossfront aber durch Schallwellen vom Hinterland
der Front her zunehmend verstdrkt und verldsst schliesslich
strdmungsaufwidrts die Wechselwirkungszone. Im weiteren Verlauf
dndert sich ihre Geschwindigkeit praktisch nicht mehr. Der

Sprung von Uberschall- auf Unterschallgeschwindigkeit Uber den
reflektierten Stoss ist an der positiven (dx/dt > o) bzw. nega-
tiven (dx/dt ¢ o) Neigung der Charakteristiken an seinen beiden
Seiten klar zu erkennen. Hinter der Wechselwirkungszone (bei

x/L > 1) expandiert das Gas wegen der fehlenden Abbremsung und
Aufheizung wieder auf Uberschallgeschwindigkeit.

Die folgenden Plots dieser Serie zeigen die Profile aller wesent-
licher Parameter flir den hier beschriebenen Wechselwirkungspro-
zess, Alle dimensionsbehafteten Parameter (d.h. p, ? e T O & W,
j) sind auf ihre jeweiligen Ausgangswerte hinter dem primdren
Stoss normiert.

In Abb.1ll sind oben der Druck- und unten der Dichteverlauf dar-
gestellt,

Verfolgt man in der Darstellung des Druckverlaufs das erste, mit
Punkten markierte, Profil (zur Zeit t - VI/L = 0.5) von links
nach rechts, so sind folgende Strdmungsbereiche zu erkennen:

Vor der Wechselwirkungszone (links von der p-Achse) ist die Str8-
mung ungest®rt, d.h. der Druck ist konstant und gleich seinem

Ausgangswert hinter dem primiren Stoss. Erst in der Wechselwir-
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FRS0S8 2.MA1 72 02 +
P/P,

Q
o 1.0 X/
PRESSURE DISTR. T#Vi/L=- ©0.50 1.00 1.50 2.00 2.5 3.00 3.5 4.00 4.5 S.00
SION=3 JAUSVD-1 5.5 6.00 6.5 7.00 7.5 8.00 8.S0 9.00 9.5 10.00

Q1= 32 a2-1 Q=1
G1l=1.366 MS=10.0 M1-1.496 Po=10.0 TORR To=297.0 K N= 0.800 KR=0.500 KV=0.0

FRS098 2.MAT 72 03 +

D/D,
1
1
1
g
i
1.0 v N A N s
- i
o 1.0 X/
DENSITY DISTR. T»Vl/L= ©0.S0 1.00 1.50 2.00 2.5 3.00 3.5 4.00 4.5 S5.00
SIN=0  JAUSVE=1 S.S%0 6.00 6.5 7.00 7.50 68.00 8.5 9.00 9.50 10.00

Q- 2 @1 @-1
G1=1.386 MS=10.0 M1=1.496 Po-=10.0 TORR To=297.0 K N= 0.800 KR=0.500 KV=0.0

Abb. 11

Profile von Druck und Massendichte

Abb. 11 bis 15: Beispiel gerechneter Profile aller wichtigen

Str¥mungsparameter tber die Kanalachse flr
missige Wechselwirkung (N = 0.8, kl = 0.,5)
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Profile von Temperatur und elektrischer
Leitf8higkeit
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Profile von Ionisationsgrad und
Isentropenexpenent
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kungszone steigt der Druck in Strdmungsrichtung durch den Auf-
stau des Gases stark an, fillt dann wegen der anschliessenden
Expansion bis zum primfren Stoss wieder ab (vgl. hierzu die
lineare Betrachtung im Kapitel 4.2). Direkt hinter dem Stoss
liegt der Druck wegen der Abschwlchung des primdren Stosses
etwas unterhaldb seines Ausgangswertes. Vor dem primdren Stoss
ist der Druck natfirlich konstant und gleich dem urspriinglichen
Druck des ruhenden Testgases. Wie mit Hilfe der Charakteristiken-
Ebene in Abb.lo leicht verifiziert werden kann und im Kapitel
4.2 analytisch gezeigt wurde, liegt der Ort des gr¥ssten Drucks
auf der Charakteristik durch den Nullpunkt.

Die folgenden Druckprofile zeigen eine Ausbreitung des gestdr-

ten Str¥mungsgebietes und eine allgemeine Druckzunahme innerhalb
der Wechselwirkungszone. Wegen der Stationarit¥t des Kompressions-
gebietes (vgl. Kapitel 4.2) milssen die stetig ansteigenden Kur-
venabschnitte aller Profile auf derselben Kurve liegen. Im Lau-

fe der Zeit wird die Kompression immer st#rker und steiler, bis
"der Druckgradient unendlich wird. Dies entspricht der Entstehung
eines reflektierten Stosses (etwa zwischen dem 3. und dem 4. Zeit-
schnitt 1.50 < T-¥;/LZ2.00). Durch die weitere Kompression wird
der Stoss verstirkt. Dabei beginnt er, sich auch im Laborsystem
strdmungsaufwirts zu bewegen. Die Beschleunigung hdlt solange an,
bis er die Wechselwirkungszone verlassen hat. Dann &ndern sich

der Drucksprung {lber dem sekund¥ren Stoss und die Profile in der
Wechselwirkungszone praktisch nicht mehr, d.h. sie konvergieren
sehr rasch gegen die station4ren Endprofile. "Rechts" von der We-
chselwirkungszone zeigen die Profile noch die Ausbildung einer,
ebenfalls gegen die Str¥mung laufenden, Expansionswelle. Sie kann
in den Unterschallbereich der Wechselwirkungszone vordringen, wo-
bei sie "Information" aus dem str¥mungsabw8rts liegenden Expansions-
gebiet hineintr#gt. Der Kopf dieser Welle ist am Knick der Profile
innerhalb der Wechselwirkungszone zu erkennen., Hinter dem Knick
nimmt der Druck wegen der "Saugwirkung" der Expansion stdrker ab.
W4hrend nach "links" die Profile fiir alle unter der Abbildung an-
gegebenen Zeiten voll erkennbar sind, ist nach "rechts" hin die
Darstellung bei x/L = 2 abgebrochen. Flir den letzten geplotteten
Zeitschnitt ist die prim#re Stossfront schon einige Bildbreiten

rechts ausserhalb der Darstellung zu denken.
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Der Dichteverlauf (im unteren Bild) spiegelt die am Druckverlauf
geschilderten Vorgdnge im wesentlichen wieder. Zwei zusdtzliche
Informationen sind in den Kurvenverldufen zu finden: a) Die im
gest¥drten Strdmungsbereich aufgestaute Masse wird ersichtlich

durch eine Massendichteabnahme direkt hinter der Stossfront kom-
pensiert, wobei allerdings auch die Abnahme der Stossfrontge-
schwindigkeit berficksichtigt werden muss (siehe Fldcheninhalte

unter bzw. Uber den Profilen). b) Es wird eine Kontaktzone er-

kennbar, die, mit Str¥mungsgeschwindigkeit laufend, die unter-

schiedlich aufgeheizten Gasbereiche voneinander trennt.

Jie n¥chsten beiden Plots in Abb.1l2 zeigen die Verldufe der
Str¥mungsgeschwindigkeit und der Strdmungsmachzahl im Laborsystem.,
Wegen der Abbremsung und Aufheizung der Gasstr®mung liegen so-
wohl Geschwindigkeit als auch Str¥mungsmachzahl im gesamten von
der Wechselwirkung beeinflussten Gebiet unterhalb ihrer Ausgangs-
werte vor Beginn der Wechselwirkung. Uber den reflektierten Stoss
hinweg #8ndert sich die Str¥mungsmachzahl sprunghaft (auch im La-
borsystem) auf M < 1, Bei x/L = 1 stellt sich bald Schallgeschwin-
digkeit ein. Dann kann die, an die Wechselwirkungszone anschliessen-
de, gegen die Str¥mung laufende Expansionswelle, die schon bei

der Besprechung der Druckprofile erwdhnt wurde, nicht mehr in die
Wechselwirkungszone eindringen, sondern bleibt am Rand der We-
chselwirkungszone "hdngen". Sie dehnt sich nur noch in Strdmungs-
richtung aus.

Auf den beiden Plots in Abb.1l3 sind die Profile der Temperatur

und der elektrischen Leitf#higkeit wiedergegeben. Die Kurvenver-
l4ufe dieser beiden Parameter sind einander sehr &hnlich, da ja
die Leitf8higkeit im wesentlichen eine Funktion der Temperatur

ist und mit ihr monoton zu- bzw. abnimmt. Innerhalb der Wechsel-
wirkungszone sind die Gradienten von Temperatur und Leitf#higkeit
hinter der reflektierten Stossfront sehr klein, was wegen der

etwa gleich starken Abnahme von Druck und Dichte in diesem Bereich
zu erwarten ist.

Die Profile des Ionisationsgrades o und des Isentropenexponenten
?)eq (fir Gleichgewichtsionisation) sind in Abb.1l4 dargestellt.
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Vor dem primiren Stoss ist das Gas nicht ionisiert (¢ = o) und
dort gilt der Isentropenexponent flir einatomige ideale Gase

'qu = 1*==1.67. Hinter dem primdren Stoss nimmt der Ionisations-
grad (wegen der Temperaturzunahme) schon vor der Wechselwirkungs-
zone auf den Wert ay = 0.006 zu, der Isentropenexponent dagegen
auf den entsprechenden Wert /?eq,l = 1,386 ab., Die weitere Tem-
peraturerhhung durch Ohmsche Heizung im Wechselwirkungsbereich
und {lber den reflektierten Stoss hinweg hat eine weitere Erh®hung
des Ionisationsgrades a in den entsprechenden Bereichen zur Folge.
Uber die sekunddre Front hinweg springt a dabei etwa um den Faktor
5. Dagegen dndert sich -YEq nicht sehr stark. Es nimmt zwar noch
etwas ab, aber das herausragende Kennzeichen flir ‘qu ist, dass

es im Wechselwirkungsbereich bald nahezu konstant ist. (Man be-
achte die Unterdrlickung des Nullpunktes in Abb.l14 unten.)

Schliesslich zeigen die letzten Plots dieser Serie (Abb.l5) die
Verldufe der Stromdichte j und des Lastfaktors k. Ausserhalb der
Wechselwiriungs:one fliesst kein Strom. Uber den primdren Stoss
springt die Stromdichte auf einen endlichen Wert, da Relaxations-
effekte und Induktivitdt nicht berlicksichtigt werden. Solange
der primdre Stoss noch in der Wechselwirkungszone bzw. in ihrer
N&he ist, steigt j direkt hinter dem prim8ren Stoss an und spie-
gelt damit das Temperatur- und Leitfdhigkeitsverhalten wieder
(beide steigen hinter der prim8ren Front an). Spdter sinkt die
Stromdichte und 14sst damit erkennen, dass nun der Abfall der
EMIZ auf Grund der starken Erniedrigung der Str®mungsgeschwindig-
keit im Wechselwirkungsbereich die Stromdichte regiert.

Wie die Stromdichte, so dndert sich auch der Lastfaktor nur inner-
halb der Wechselwirkungszone. Ausserhalb der Wechselwirkungszone
und vor der primdren Stossfront hat er den Wert 1. Beim Eintritt
der primdren Front in den Wechselwirkungsbereich springt k direkt
hinter der Front auf den Wert k = k1 = 0.5. In der Wechselwir-
kungszone nimmt k wegen der h8heren elektrischen Leitfdhigkeit
etwas zu, steigt aber an keiner Stelle mehr als 15 % Uber den

urspriinglichen Wert an.
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7.2 Vergleich zwischen schwacher, mdssiger und starker

Wechselwirkung

Anhand der folgenden Plot-Serie sollen typische Unterschiede
zwischen schwacher, m8ssiger und starker Wechselwirkung disku-
tiert werden. Vier typische Fdlle werden dabei behandelt und an-
hand der entsprechenden Charakteristiken-Ebenen und der Dichte-
profile einander gegenllbergestellt. Flr die Str¥mungs-Ausgangs-
parameter, den Lastfaktor zu Beginn der Wechselwirkung und die
Lidnge der Wechselwirkungszone (oder das Magnetfeld) werden die-

selben Werte gewdhlt wie flir das Beispiel im vorigen Abschnitt.

Die Ergebnisse des ersten Beispiels sind in Abb.16 dargestellt.
Der Wechselwirkungsparameter ist so klein (N = 0.15), dass er
nicht ausreicht, um einen reflektierten Stoss zu erzeugen. In-
folgedessen bleibt die gesamte Str®mung hinter dem prim&ren
Stoss im Uberschallbereich (die Charakteristiken sind "nach
rechts" geneigt). Dementsprechend nimmt die Dichte in der ge-
samten Wechselwirkungszone zu. Wie schon im Kapitel 4.2 gezeigt
wurde, wird die Str®mung innerhalb der gesamten Wechselwirkungs-
zone endgllltig stationdr, sobald die Charakteristik durch den
Nullpunkt die Wechselwirkungszone verlassen hat. In diesem Au-
genblick 18st sich auch die Expansionswelle, die sich ausser-
halb der Wechselwirkungszone aufgebaut hat, vom Rand der Zone
ab und wird von der Uberschallstrdmung mitgeflthrt. Der primdre
Stoss lduft praktisch unbeeinflusst durch die Wechselwirkungs-
zone. Auch die Kontaktzone hinter dem prim8ren Stoss, die mit
der Str®mung lduft, ist deutlich erkennbar.

Im ndchsten Fall (Abb.l1l7) ist der Wechselwirkungsparameter auf

N = 0.2 erh¥ht. Dieser Wert reicht gerade aus, einen reflektier-
ten Stoss entstehen zu lassen, der zundchst etwas stdrker wird.
Bald aber kommt er in der Wechselwirkungszone zum Stehen. Er
wird nicht stark genug, um strdmungsaufwdrts aus ihr herauslau-
fen zu k¥nnen. Auch in diesem Fall lduft der primdre Stoss prak-
tisch unver&ndert durch die Wechselwirkungszone. - Wie schwach
der reflektierte Stoss bleibt, l&sst sich deutlich am Dichtepro-

fil erkennen, das einen Dichteprung von nur etwa 1.15 tlber die
sekund&re Front anzeigt.
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Abb. 16

Charakteristiken-Ebene und Dichteprofile flir sehr schwache
Wechselwirkung (N = 0.15). Abbremsung und Aufheizung rei-
chen nicht aus, um einen reflektierten Stoss zu erzeugen.

Abb. 16 bis 19: Charakteristiken-Ebenen und Dichteprofile flr
unterschiedliche St4rke der Wechselwirkung
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Abb. 17

Charakteristiken-Ebene und Dichteprofile flir gchwache,
zur Erzeugung einer reflektierten Stosswelle jedoch ge-
rade noch ausreichende Wechselwirkung (N = 0.2)
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Abb. 18

Charakteristiken-Ebene und Dichteprofile flir m8ssige bis

starke Wechselwirkung (N = 0.8). Ein reflektierter Stoss

entsteht und l4uft str¥mungsaufwdrts aus der Wechselwir-
kungszone heraus.
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Abb., 19

Charakteristiken-Ebene und Dichteprofile flir extrem starke
Wechselwirkung (N = lo). Der reflektierte Stoss entsteht
und verldsst die Wechselwirkungszone praktisch sofort nach
dem Eintreffen des prim8ren Stosses in der Wechselwirkungs-

zZone.



Der dritte Fall (Abb.l8) wurde mit N = 0.8 gerechnet und ist mit
dem im vorigen Kapitel behandelten Fall identisch. (Hier wurde
ein erweiterter Bereich str¥mungsabwdrts der Wechselwirkungszone
dargestellt.) Der reflektierte Stoss entsteht hier nicht nur we-
sentlich n4%her am linken Rand des Wechselwirkungsgebietes son-
dern wird auch so stark, dass er dieses strdmungsaufwdrts ver-
lassen kann. Der Dichtesprung erreicht hier schon Werte oberhalb
von 2. Auch die Ausbreitung der am Rand der Wechselwirkungszone
(bei M = 1) ansetzenden Expansionswelle sowie die Bewegung der
Kontaktzone sind an den Dichteprofilen deutlich zu erkennen. Eine
Abschw8chung des primdren Stosses ldsst sich ebenfalls in beiden
Teilabbildungen feststellen.

Schliesslich wird in Abb.19 der Fall einer extrem starken We-
chselwirkung mit N = lo gezeigt. Der reflektierte Stoss entsteht
und verlisst die Wechselwirkungszone praktisch sofort, nachdem
der primYre Stoss die Wechselwirkungszone erreicht hat. In der
Wechselwirkungszone nimmt die Dichte bald ein nahezu stationédres
Profil an. Uber den sekundiren Stoss springt die Dichte etwa um
den Faktor 3. Von diesem Wert fdllt sie in der Wechselwirkungs-
zone weit unter die Ausgangsdichte hinter dem prim8ren Stoss ab
(bis fast auf die Vorlanddichte des primdren Stosses). In die-
sem Beispiel treten aber auch zwei neue Effekte auf: Erstens wird
der prim4re Stoss, nachdem er in der Wechselwirkungszone stark
abgebremst wurde, wieder beschleunigt. Diese Beschleunigung ist
die Folge eines Einschwingvorganges der Str&mung zwischen den bei-
den Stosswellen, bei dem die Wirkungen des magnetischen Drucks
und des statischen Drucks in der Str®mung zeitlich alternieren.
Durch die Lorentz-Kraft wird n#mlich zuerst das Gas entgegen der
Str¥mung stark aufgestaut. Dadurch nehmen der statische Druck zu,
die Str¥mungsgeschwindigkeit und damit auch die EMK und die
Lorentz-Kraft dagegen ab. Der statische Druck treibt nun das Gas
wieder schneller in Str®mungsrichtung und beschleunigt damit

auch den prim4ren Stoss. Mit der Str¥mungsgeschwindigkeit nehmen
EMK und Lorentz-Kraft wieder zu usw., Diese Vorgdnge sind wegen
der hohen Dissipationsverluste durch Str¥me und Stosswellen stark
ged¥mpft, sodass nach der Beschleunigungsphase des primdren Stosses

eine weitere Abbremsung kaum festzustellen sein wird.




- 6 -

Zweitens bildet sich in der Kontaktzone mit der Zeit ein ausge-
prdgtes Dichtemaximum, bei dem die Dichte sogar ihren Ausgangs-
wert hinter dem primdren Stoss erheblich Uberschreitet. Auch die-
ses Dichtemaximum ist eine Folge der schon erwdhnten Beschleuni-
gung des primdren Stosses. Die Dichteunterschiede in der Kontakt-
zone entsprechen ndmlich der unterschiedlichen Aufheizung des
Gases in der instationdren Phase des Wechselwirkungsprozesses.,

Die Kontaktzone spiegelt also die "Geschichte" der Aufheizung

des Gases wieder. Das niedrige Dichteplateau zwischen der Wechsel-

wirkungszone und der Kontaktzone beruht auf der starken Aufhei-
zung durch die Str¥me und durch den reflektierten Stoss. Der An-
stieg der Dichte in der Kontaktzone kennzeichnet einen Bereich

+)

Das Gas im Dichtemaximum kann also erst hinter der Wechselwir-

niedrigerer Entropie ’, d.h. einen solchen geringerer Aufheizung.

kungszone vom primdren Stoss "mitgenommen" worden sein, und bei

ihm muss die Entropiezunahme Uber die Stossfront hinweg am kleinsten

gewesen sein, d.h., er muss die Stossfront passiert haben, als sie
am schwdchsten war. Der Ort, an dem dieses Gas vom prim8ren Stoss
erfasst wurde, liegt also am Ort des Wendepunktes des prim#ren
Stosses in der x-t-Ebene.

Mit der Diskussion dieser vier Beispiele konnte der Einfluss des
Wechselwirkungsparameters auf die Strdmungsvorgdnge im wesent-
lichen gekldrt werden. Mit Hilfe einer parametrischen Studie wur-
de auch der Einfluss des Lastfaktors untersucht. Eine Zunahme bzw.
Abnahme des Lastfaktors hat bei festgehaltenem Wechselwirkungs-
parameter N eine Abschwdchung bzw. Verstdrkung von Abbremsung

und Aufheizung zur Folge (vgl. die Gln. (46) und (47)). Eine Xn-
derung von kywirkt sich also auf die Str¥mungsvorgdnge &hnlich
aus wie eine Anderung von N. Da der Lastfaktor aber auch als der-
jenige Anteil der erzeugten elektrischen Energie aufgefasst wer-
den kann, der nach aussen abgeflihrt wird, muss der Einfluss der
Ohmschen Heizung gegeniiber dem der Abbremsung mit zunehmendem

Lastfaktor an Bedeutung verlieren, Die Beziehung

ﬁ/ﬁ = 4"'/&4
N

macht dies sofort deutlich.

+)

Der Plot des Druckverlaufs ldsst erkennen, dass in diesem Be-
reich ein Druckausgleich schon weitgehend stattgefunden hat.
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Der Einfluss der Ausgangsparameter Mso' Py T0 auf Ort und Zeit
der Entstehung des reflektierten Stosses wurde schon in den

Kapiteln 4 und 5 diskutiert.

7.3 Der Einfluss der Ionisationsenergie

In dem dieser Arbeit zugrundeliegenden Modell werden Realgas-
effekte durch einen variablen Ionisationsgrad a berficksichtigt.
Dadurch werden u.a. der variable Isentropenexponent 1}eq und

die Leitfdhigkeit & beeinflusst. Bei vorldufigen Rechnungen war
dagegen das Plasma in thermodvnamischer Hinsicht wie ein ideales
Gas behandelt worden, d.h., es waren a = o und 4V= 1.67 gesetzt
worden. Eine solche Verhaltensweise ist dann m8glich, wenn die
Stromdichte j gemdss dem zweiten Ansatz z.B. von Messwerten ab-
geleitet wird. Ein Vergleich der friiheren mit den hier beschrie-
benen Rechnungen zeigte aber, dass schon bei relativ schwacher
Ionisaticn (etwa ab @ = o0.0l) die zuerst benutzte Niherung nicht
mehr zuldssig ist, denn es ergeben sich starke Abweichungen so-
wohl bei der Berechnung der Ausgangsparameter hinter dem primdren
Stoss (flir gegebene Vorlandparameter) als auch bei der Berechnung
der Str¥mungsvorgidnge wdhrend des Wechselwirkungsprozesses. Die
Berllcksichtigung der Ionisationseffekte im thermodynamischen Ver-
halten hat jedoch andererseits den Nachteil, dass die entspre-
chenden Rechnungen mehr als doppelt soviel Rechenzeit beanspru-
chen als die Rechnungen fllr ideales Gas.

Es erschien deshalb nfitzlich, durch ein vergleichendes Studium

der durchgerechneten Fdlle flir weitere Untersuchungen einen dritten
Ansatz herzuleiten, bei dem die Realgaseffekte z.B. durch geeignete
konstante Mittelwerte von Ionisationsparameter und elektrischer
Leitf8higkeit ni#herungsweise berflicksichtigt werden. Ein solcher
Ansatz k&nnte die Rechenergebnisse der Realit#t genligend nahe
bringen und trotzdem noch kurze Rechenzeiten erlauben.

Der Versuch, Mittelwerte zu benutzen, wird vor allem durch den
Verlauf des Isentropenexponenten (vgl. z.B. Abb.l14) nahegelegt.

Bei allen Rechenergebnissen zeigte sich n8mlich, dass sich dieser
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fliir die Str¥mungsvorginge massgebende Parameter hinter dem pri-
m¥ren Stoss sowohl zeitlich als auch ®rtlich sehr wenig &ndert.
Auch der Verlauf der Leitf#higkeit G hinter dem primdren Stoss
14sst die sinnvolle Benutzung eines Mittelwertes zu (vgl. Abb.13).
Als Ausgangsdaten flilr Rechnungen unter Benutzung des 3. Ansatzes
wurden 4¥eq— und G -Werte benutzt, die sich bei den exakten Rech-

nungen ergeben hatten.

Zur Demonstration des Einflusses der Ionisationsenergie auf die
Str¥mungsvorgdnge werden im folgenden drei Fdlle einander gegen-
fibergestellt, n#mlich Rechenergebnisse flir:

a) ideales Gas mit ,Y'= 1.67, a = o, kl gemdss dem ersten Ansatz

aus dem gemessenen jex (vgl. Gl.(79)).

P
b) reales Gas mit variablem a (und damit variablem ,qu,(r etc.),

kl wie a)

c) reales Gas mit gleicher Strdmungsmachzahl hinter dem primdren
pu—— —
Stoss wie bei b) und konstantem ‘yéq = 1.28 und GQ/GI.= 1.25
(vgl. Abb.13) hinter dem primdren Stoss.

Die Vorlandparameter M To des primdren Stosses, der We-

so’ Por
chselwirkungsparameter N und der Lastfaktor kl wurden flir alle

3 F8lle gleich gesetzt. Gewdhlt wurden

Mso = lo, P, = lo Torx; To = 297 K, N = 0.2, k, = 0.5.

Die Ergebnisse der Rechnungen sollen am Verlauf der Charakteristi-
ken und Stossfronten in der x-t-Ebene und am Verlauf einiger be-
sonders empfindlicher Parameter als Funktionen von Ort und Zeit
erkldrt werden.

Die Abb. 20 zeigt die 3 Charakteristiken-Ebenen flir die Fdlle

a), b) und c). Die Diskrepanz zwischen den ersten beiden Bildern
und die Ubereinstimmung zwischen den letzteren beiden ist uniiber-
sehbar. Im ersten Fall entsteht der reflektierte Stoss schon in

der ersten Teilh¥lfte der Wechselwirkungszone, im zweiten und
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Temperaturprofile flir die 3 Ansdtze a), b) und c)



dritten Fall dagegen erst knapp vor dem "rechten" Rand der We-
chselwirkungszone. Im ersten Fall lduft der Stoss relativ bald
aus der Wechselwirkungszone heraus, und die Str¥mung geht in der
Wechselwirkungszone in den Unterschallbereich {lber. Dagegen
bleibt der Stoss im zweiten und im dritten Fall in der Wechsel-
wirkungszone stehen, und die Strdmung bleibt nahezu in der ge-

samten Wechselwirkungszone im Uberschallbereich.

JDie Unterschiede zwischen den ersten beiden Bildern lassen sich
leicht erkl&ren: Die Vernachldssigung der Ionisationsenergie im
Fall a) hat eine erhebliche ErhBhung der Temperatur und damit
auch des Druckes im Bereich zwischen dem primdren und dem reflek-
tierten Stoss zur Folge. Damit wird der reflektierte Stoss r3um-
lich und zeitlich relativ frtlh gebildet und auch schnell aus der
Wechselwirkungszone "herausgedrfickt!

Dagegen ist im Fall b) die Ionisationsenergie richtig berfticksichtigt
und im Fall c) in guter Ndherung. Der Entzug der Ionisationsener-
gie aus der Str¥mung hdlt Temperatur und damit Druck im Wechsel-
wirkungsbereich so niedrig, dass sich der reflektierte Stoss ge-
rade noch ausbilden kann. Die ZAhnlichkeit des Verlaufs der Cha-
rakteristiken und Stossfronten in den F&llen b) und c) zeigt, dass
der Mittelwert fﬂr,ﬁﬁin c) richtig gewdhlt wurde.

In Abb.21 sind die Druckverldufe flir die drei Fdlle llber der x-
Achse dargestellt. Die Druckerh®Bhung bei Vernachldssigung der
Ionisationsenergie ist im Fall a) (oberes Bild) deutlich gr¥sser
als in den anderen beiden F8llen, in denen ein Teil der Energie
ftir Ionisierungsarbeit "verbraucht" wird. Im Fall c) (unteres
Bild) ist aber auch eine Abweichung des Drucks vor dem primdren
Stoss von dem der beiden anderen F8lle zu beobachten. Flir den
Verlauf des Reflexionsprozesses ist dieser andere Ausgangsdruck
aber irrelevant, da die Wechselwirkungsvorgdnge durch die Verdn-
derungen des prim8ren Stosses kaum beeinflusst werden, solange
die Strdmungsmachzahl My hinter ihm den richtigen Wert hat.

Am deutlichsten macht sich aber der Einfluss der Ionisationsener-

gie im Temperaturverlauf bemerkbar. Abb. 22 zeigt den Temperatur-
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verlauf Uber der x-Achse flir die 3 diskutierten Fdlle. Ohne
Ionisation (oberes Bild) ist die Temperaturerh®hung hinter dem
prim4ren Stoss mehr als doppelt so gross wie bei den Fdllen b)
und c). Diese zeigen untereinander wieder grosse ZXhnlichkeit,
wobei allerdings, wie beim Druckverlauf, darauf hingewiesen
werden muss, dass auch die Temperatur im Vorland des primdren

Stosses "passend" gewdhlt wurde.

Da die Profile der Ubrigen Strdmungsparameter im wesentlichen
das anhand der letzten Bilder geschilderte Str¥mungsverhalten

wiederspiegeln, wird hier auf ihre Darstellung verzichtet.

Die im Ansatz c) benutzten Mittelwerte flir den Isentropenexponen-
ten (Zy}c{= 1.28) und flir die Leitffhigkeit ( 6 /6, = 1.25) gel-
ten, wie zus8tzliche Rechnungen gezeigt haben, sowohl flilr schwache
als auch flir starke Wechselwirkung.

7.4 Zwel Sonderfdlle

Allgemeinere theoretische Uberlegungen haben gezeigt, dass "re-
flektierte" St8sse auch strdmungsabwdrts (nach rechts) laufen
k¥nnen. Solche St8sse waren bei Experimenten im IPP nie beobachtet
worden. Auch bei den bisher in dieser Arbeit behandelten Modell-
rechnungen ergaben sie sich prinzipiell nicht., Es erschien des-
halb interessant, durch XZnderung der Bedingungen das Auftreten

von derartigen nach rechts laufenden sekunddren St®ssen zu er-

zwingen. Dies gelang auf zwei grundsdtzlich verschiedenen Wegen:

a) Ein Wechselwirkungsprozess, der in der bisher geschilderten
Weise im Wechselwirkungsbereich zum Auftreten eines reflektier-
ten Stosses geftlhrt hat, wird dann gedndert, indem der Wechsel-
wirkungsparameter N stark reduziert wird oder gar zu Null ge-
setzt wird. Das kann im Experiment z.B. durch Abschalten des
Magnetfeldes oder durch Zuschalten hoher Aussenwiderstdnde
verwirklicht werden.

Abb. 23 stellt einen solchen Vorgang dar. Die erste Phase des

hier dargestellten Prozesses ist identisch mit dem im Kapitel
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Abb. 23

Charakterisitiken-Ebene und Dichteprofile flir den Fall,
dass die Wechselwirkung pl3tzlich abgebrochen wird, nach-
dem der reflektierte Stoss entstanden ist.
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Abb. 24

Charakteristiken-Ebene und Dichteprofile fiir den Fall, dass
eine starke, der EMK im Plasma entgegengesetzte Spannung an
die Elektroden angelegt wird.
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7.1 behandelten Beispiel mit N = 0.8. Vom Zeitpunkt t ‘vl/T.:4
an wurde N = o gesetzt. Damit h¥rt die Beschleunigung des
reflektierten Stosses auf, und er wird schliesslich nach
rechts aus der Wechselwirkungszone herausgesplilt. Wie die
dichteprofile zeigen, nimmt die Stoss-Stirke dabei ab. Ein

solcher 53toss wird sich also im Laufe der Zeit aufl8sen.

Anstatt dem Plasma im Wechselwirkungsbereich mit Hilfe von
dusseren Widerstdnden Energie zu entziehen, wurde an die
Elektroden eine gentlgend grosse, der EMil entgegengerichtete
Spannung angelegt. Auch dies ist im Experiment z.B. durch
Zuschalten von Xondensatoren m&glich. Damit wird die Str®mung

durch eine Lorentz-Kraft in Str¥mungsrichtung beschleunigt.

Abb. 24 stellt einen Fall dar, bei dem an den Elektroden von
Anfang an eine Spannung angelegt war, die dreimal so gross

wie die VBh-EMX des Plasmas ist. Die Beschleunigung flthrt
str¥®mungsabwdrts ausserhalb der Wechselwirkungszone zur Aus-
bildung einer sekunddren Stosswelle, die, wie die Dichtepro-
file zeigen, gegen die Str¥mung anl¥uft. Im hier gezeigten
Beispiel bildet sich der neue Stoss nach einer Zeit t -vl/L=55.

Im Gegensatz zum Fall a) ist ein solcher Stoss stabil, wird
also nicht mit der Zeit abgebaut.
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8. VERGLEICH ZWISCHEN MESSRESULTATEN UND RECHENERGEBNISSEN

Die Ergebnisse der analytischen und der numerischen Untersu-
chungen in den Kapiteln 4, 5 und 7 geben einen umfassenden
Uberblick Uber die bei unterschiedlichen Bedingungen zu er-
wartenden Vorg8nge im Rahmen des Wechselwirkungsprozesses.
Inwieweit die Ergebnisse dieser theoretischen Untersuchun-
gen geeignet sind, die wirkliche Situation, d.h. die experi-
mentellen Resultate in befriedigender Weise zu beschreiben,
kann jedoch erst durch eine Gegenilberstellung von Mess- und
Rechenergebnissen gepriift werden, die mit den gleichen Aus-
gangsdaten gewonnen wurden.

Die Vorlandparameter Mgor P und 0 sind im Experiment in re-

o
lativ weiten Grenzen w8hlbar und genau messbar. Flr einige
Kombinationen dieser Parameter wurden im IPP Mess-Serien
durchgeflihrt. Diese Werte konnten deshalb sofort in die Rech-

nungen eingesetzt werden.

Auch die Magnetfeldstdrke B und die L&nge des Wechselwirkungs-
bereiches I sind im Experiment wihlbar. Bei den Mess-Serien im
IPP war eine magnetische Induktion von B, < 2 T erzielbar und
eine Linge der Wechselwirkungszone bis zu 12 cm. Unter Zuhilfe-
nahme der gerechneten Stossfrontparameter hinter dem primdren
Stoss konnten deshalb auch experimentell m8gliche Wechselwir-
kungsparameter N ermittelt und in die Rechenprogramme einge-
setzt werden.

Dagegen ist die Bestimmung des Lastfaktors k wegen des im Ex-
periment auftretenden, nicht direkt messbaren, Grenzschichtwi-
derstandes im allgemeinen schwierig und nur {{ber Strommessun-
gen n¥herungsweise mdglich. Das gilt auch flir die Grdsse kl'
Anstelle des Lastfaktors (bzw. des im ersten Ansatz benutzten
effektiven Aussenwiderstandes ?;) kann aber m8glicherweise
direkt die Stromdichte nach dem 2. Ansatz (vgl. Kapitel 3.3)
aus gemessenen Str¥men ermittelt und in die Rechnungen einge-
setzt werden. Beide M8glichkeiten boten die Messungen im IPP,

da durch Strommessungen mit Rogowskispulen an vielen separaten
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Elektrodenpaaren nicht nur der zeitliche, sondern auch der rHum-
liche Stromverlauf soweit bekannt war, dass sinnvolle Stromdichte-

verteilungen j(x,t) daraus abgeleitet werden konnten.

Um den Wert der verschiedenen M8glichkeiten gegeneinander abwi-
gen zu kdnnen, wurden Rechnungen mit beiden Ans4tzen durchge-
ftthrt und mit Messungen, die im IPP vorlagen /9/, verglichen.
Jie Ergebnisse dieser Untersuchungen sollen im folgenden er-
ldutert werden.

Die Abb.25 zeigt das Schmierinterferogramm eines Wechselwirkungs-
prozesses, also das experimentell produzierte Bild einer x-t-
Ebene mit den Bahnlinien der prim8ren und der reflektierten
Stossfront. Daneben zeigt sie die Plots von x-t-Ebenen, die

mit 3 verschiedenen Ansitzen gewonnen wurden, und deren Mass-

stdbe auf den des Interferogrammes abgestimmt sind.

Das Schmierinterferogramm wurde durch Abbilden der Kanalachse
im Elektrodenbereich der Wechselwirkungskammer tiber einen
achsenparallelen Spalt auf den rotierenden Film einer Trommel-
kamera gewonnen. Die Interferenzstreifen wurden parallel zum
Schmierspalt eingestellt. Damit konnten die Dichtesprfinge in
der Strdmung, also die Stossfronten, besonders deutlich gemacht
werden. Der Elektrodenbereich ist im Interferogramm durch die

4 Schatten der Elektrodenbligel angedeutet. Dieser Bereich wurde
als Wechselwirkungszone betrachtet. Auf dem Bild sind unten die
einfallende Stossfront, oben (etwa 400 /usec spdter) die Kontakt-
front zum kalten Treibergas zu erkennen. Letztere unterbricht
den Strom und schliesst damit die Testzeit ab. Das Interfero-
gramm zeigt deutlich das Auftreten eines reflektierten Stosses
auf der H8he des vierten Elektrodenbiligels (von links). Er wird
mit der Zeit schneller und l8uft dann str8mungsaufwirts aus der
Wechselwirkungszone heraus. Auf dem Bild ist noch eine dichte
Schar von nahezu parallelen Linien, vor allem im Bereich des re-
flektierten Stosses, zu erkennen. Sie wird durch lokale Inhomo-
genitdten des Plasmas verursacht, die mit Str¥mungsgeschwindig-
keit laufen /11/. Aus ihrer Neigung in der x-t-Ebene kann die
lokale Str¥mungsgeschwindigkeit ermittelt werden.
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Die drei Plots entsprechen drei Rechnungen ffir denselben Wechsel-
wirkungsprozess, die mit verschiedenen N&herungsansdtzen durch-
geftihrt wurden. Auf den Plots ist keine Kontaktzone zu sehen,

da die Plasmastr®mung als unbegrenzt ausgedehnt angenommen wurde.

Der Verlauf der Stossfronten und der Charakteristiken in der
ersten, Rechenergebnisse darstellenden, x-t-Ebene wurde unter
Verwendung des ersten Ansatzes flir die Stromdichte gewonnen. Es
wurde also der Randwert ?; = const gesetzt. Der Wert flr ?; wur -
de mit Hilfe des Lastfaktors kl aus der folgenden Beziehung er-
mittelt:

sz —— . 1 (78)
(5
4”k4 G;
mit
Ak, = 1- _4r (79)
&, va Bo

Darin ist

e o
b D 2 j],c'v D‘LI'
1/ V=4 o !
Ly
4 F (‘LK‘ ta)

mit Iel y ! gemessener Strom an der V-ten Elektronenreihe
s

F : Querschnittsfldche des gesamten Elektrodenbereichs
(F =L * Db)

t_ : Zeitpunkt des Eintritts der prim¥ren Stossfront
in den Elektrodenbereich

Y s Zeitpunkt, zu dem die Kontaktfront den Elektroden-
bereich verl&sst.

f

(80)

Die beiden letzten Bilder von x-t-Ebenen in Abb.25 wurden unter
Verwendung des zweiten Ansatzes gewonnen. Bei der zweiten Rech-
nung wurde dabei die Stromdichte als konstanter mittlerer Wert
gem. Gl. (8o), dagegen bei der dritten als Orts- und Zeitfunktion,
entsprechend den gemessenen Stromverl#8ufen, eingesetzt. Diese
gemessenen Stromverldufe, die aus den Signalen von Rogowskispulen
an den im Experiment benutzten vier Elektrodenreihen gewonnen wur-
den, sind im oberen Teil der Abb.26 wiedergegeben. Darunter sind

Polygonztlge, die flir die Rechnung verwendet wurden, dargestellt.
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Abb. 26

Gemessene Stromverl8ufe, die aus demselben Experiment ge-
wonnen wurden wie das Interferogramm in Abb. 25. Das obere
Diagramm zeigt die an den 4 im Experiment benutzten Elektro-
denreihen gemessenen Stromkurven; das untere die entspre-
chenden N8herungskurven, die in die Rechnungen eingesetzt
wurden.

Ein Vergleich zwischen dem Interferogramm und der ersten gerech-
neten x-t-Ebene zeigt nur qualitative Ubereinstimmung: Eine re-
flektierte Stossfront entsteht, sie entsteht innerhalb des We-
chselwirkungsbereiches, sie verldsst ihn strdmungsaufwdrts. Da-
gegen fehlt die quantitative Ubereinstimmung: Weder Entstehungs-
ort noch Entstehungszeit noch Endgeschwindigkeit des reflektier-
ten Stosses (nachdem er die Wechselwirkungszone verlassen hat)

stimmen in Theorie und Experiment Uberein. kl wurde hier wegen
~

r, = const direkt mit Hilfe der Gl. (79) aus E;XP gewonnen. Ha j
am Anfang, wie Abb.26 zeigt, aber viel kleiner als E;xp ist, ist

auch kl viel zu klein angenommen und damit auch ?; zu klein. Das
hat zur Folge, dass die hohe Anfangsstromdichte (vor allem durch
die Wirkung der ? 3 E-Kr&fte) sehr bald zum Entstehen des reflek-
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tierten Stosses fllhrt, der also schon nahe dem linken Rand des
Wechselwirkungsbereiches und zu einem frithen Zeitpunkt entsteht. |
- Spdter dagegen verhindert der konstante effektive Aussenwider- |
stand, dass die Stromdichte ihre volle H8he erreicht, und die
Beschleunigung des reflektierten Stosses wird begrenzt. - Da
die massgebende Stromdichte in diesem Fall fiber zwei aufeinan-
der folgende Ndherungen hinweg ermittelt wurde, ist die mangelnde
Ubereinstimmung zwischen Theorie und Experiment auch prinzipiell
nicht verwunderlich.

Die zweite berechnete x-t-Ebene, die mit konstanter mittlerer
Stromdichte gewonnen wurde, stellt schon eine bessere Ndherung
dar: Sie zeigt n#mlich eine befriedigende Ubereinstimmung in

der Endgeschwindigkeit des reflektierten Stosses. Dagegen wei-
chen Ort und Zeit der Entstehung des reflektierten Stosses weiter-
hin von den gemessenen Werten ab. Sie stimmen hingegen praktisch
mit denen des ersten Ansatzes Uberein. DYas beruht darauf, dass
auch die Werte von j am Anfang Ubereinstimmen. Wdhrend nun im
vorhergehenden Fall j wegen fallender EMKX bei konstantem'fg im
weiteren Verlauf des Wechselwirkungsprozesses abnehmen musste,

ist in diesem 2, Fall aber j = = const gesetzt. Deshalb

exp
wird die reflektierte Stossfront hier stdrker beschleunigt. -
Da das benutzte Jexp
Stromdichte darstellt, ist sofort verstdndlich, dass die inte-

gralen Effeikte der Wechselwirkung, die sich in der Geschwindig-

den wirklichen gemessenen Mittelwert der

keit der reflektierten Stossfront ausserhalb des Wechselwirkungs-

bereiches wiederspiegeln, richtig beschrieben werden.

Beim dritten dargestellten Rechenergebnis ist die Ubereinstimmung

in der Endgeschwindigkeit des reflektierten Stosses zwar nicht

mehr ganz so gut, daflir ist aber hier, im Gegensatz zu den an-

deren beiden Fdllen, eine sehr gute Ubereinstimmung von Entstehungs-
ort und -zeit des reflektierten Stosses erreicht. Das liegt daran,
dass durch Einsetzen der gemessenen Stromverldufe auch der zeit-
liche Einfluss der Relaxations- und Grenzschichteffekte auf den
Strom berlicksichtigt wird: Die Relaxation hat n#mlich eine erheb-
lich verz8gernde Wirkung auf den Beginn des Wechselwirkungspro-
zesses, Damit wird auch klar, dass die Stromdichte ein sehr

empfindlicher Parameter flir den Entstehungsprozess des reflek-
tierten Stosses ist.
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Wdhrend schon die Ergebnisse des Kapitels 7 erkennen liessen,

dass alle wesentlichen gasdynamischen Effekte vom hier benutzten
Modell beschrieben werden, zeigt der Vergleich mit dem Experiment,
dass die Rechenergebnisse auch quantitativ richtig sind und die
theoretische Beschreibung der Experimente sogar im Detail mit den
Messergebnissen Ubereinstimmt. - Die zuletzt gezeigten Rechener-
gebnisse geben dem Experimentator dartlberhinaus Gewissheit, dass
die an vielen Elektroden im Wechselwirkungsbereich gemessenen
Str8me ein verldssliches Abbild der Stromdichteverteilung im

Plasma darstellen, einer Gr¥sse, die sonst der Messung kaum zu-
gdnglich ist.



9. ZUSAMMENFASSUNG

Instation¥re Prozesse der Wechselwirkung zwischen Plasmastrd-
mungen hinter starken Stosswellen und Quermagnetfeldern wur-
den theoretisch untersucht. Nach der Aufstellung des Modells
wurden in einem analytischen Teil grundsdtzliche Fragen des
Entstehungsvorganges eines reflektierten Stosses behandelt.
Dabei zeigte sich, dass unter bestimmten Voraussetzungen Ent-
stehungsort und -zeit des reflektierten Stosses schon durch

relativ einfache Rechnungen ermittelt werden k&nnen.

Der Verlauf des gesamten Wechselwirkungsprozesses konnte je-
doch nur durch die numerische L8#sung des vollstdndigen mathe-
matischen Problems ermittelt werden. Anhand der geplotteten
Ergebnisse der Rechnungen konnten alle wesentlichen Effekte
des Wechselwirkungsprozesses gekldrt werden. Insbesondere wur-
den dabei die Einfllisse der Stdrke der Wechselwirkung und der
Ionisationseffekte ausflthrlich diskutiert. Abschliessend wur-
den Messresultate und Rechenergebnisse miteinander verglichen.
Dabei wurden flir die Rechnungen 3 verschiedene N&herungsan-
s8tze zur Bestimmung der Stromdichte verwendet. Bei allen 3
Ans8tzen wurden experimentelle Stromwerte flir die Rechnungen
benutzt. Die beste Ubereinstimmung lieferten Rechnungen, bei
denen die gemessenen Stromverldufe als Funktionen von Ort und
Zeit direkt eingesetzt wurden. Damit konnte auch der Einfluss
der Relaxationseffekte auf die Stromdichte berficksichtigt wer-
den, was zu einer sehr guten Ubereinstimmung sogar von Ent-
stehungsort und -zeit des reflektierten Stosses fllhrte. Diese
Ergebnisse zeigen somit, dass die an den Elektroden gemessenen
Stromverl8ufe ein verl¥ssliches Abbild des Stromdichteverlaufs
im Plasma darstellen.
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ANHANG 1

Die Abschidtzung der Quotienten (na Qea)/(niQei) soll flir den Gas-
zustand hinter dem primdren Stoss vor Beginn der Wechselwirkung
vorgenommen werden, Aus den im Experiment oft benutzten Vorland-
parametern des primfdren Stosses P, = 1o Torrx, T, 297°K und der
Stossmachzahl M = 9.6 ergeben sich hinter dem prim3ren Stoss

die Druck- und Temperaturwerte Py = 1163 Torr, T, = 8585 °K. FlUr
diese Werte liefert die Sahagleichung (11) einen Ionisations-
grad von a = 0.0033, Daraus und mit Hilfe der thermischen Zu-
standsgleichung (12) lassen sich die Ionen- und Neutralteilchen-
dichten n; und n_ bestimmen:
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Der Wirkungsquerschnitt ftir die Elektron-Atom-St¥sse Qea kann

mit Hilfe eines Ndherungspolynoms nach Jaffrin /28/ abgesch#tzt
werden. Daraus ergibt sich

— 16 2
Qo X 0,356 40 (- (3A)

Flir den Coulomb-Querschnitt Q i ergibt sich nach Unsd3ld ,/29/

' ot =2 400 P2 (43)
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Aus diesen Zahlenwerten resultiert schliesslich

¢
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d.h. die Elektron-Atom-St8sse k¥nnen gegenllber den Elektron-Ion-
St8ssen vernachldssigt werden.
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ANHANG 2

Der Lastfaktor k 1l8sst sich als Funktion von &

Aus den beiden Ausdrlicken

"
A 2

. ~ ...
ann n¥mlich ra sofort eliminiert werden.

> 4
und k

B

darstellen.

Dabei ergibt sich nach einfacher Zwischenrechnung die Beziehung

41— 4 1
4"*4 4‘(‘/&1 (S*—- 1)

die in Gl. (40) benutzt wird.

r

(73)
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ANHANG 3

Mit Hilfe der Isentropengleichung

7r-ﬂ4i = 0L€-— -12— &(f

f?
lﬁsst sich folgende Umformung sofort durchfthren:
/ = [)%‘P"]_; - JP/S)z 1
Ayl g ANelr] Iz
(rle) /2] sl - ’% £ 7] 1
I)

Aus Gl. (15) folgt dann
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ANHANG 4

Durch partielle Differentation der kalorischen zustandsgleichung
(13) nach £ ergibt sich

Je ;z S
[TJWJ’ e / ]F/f PR

o

Das Differentialquotient auf der rechten Seite l8sst sich mit

Hilfe der Gln. (7), (11), (12) und (13) auswerten. Das Ergebnis
lautet:

[24) - L
W& P s T[22 s (12a)
Mg [Z X df1-d) ’ SZ)J

wird dieser Ausdruck in Gl. (llA) eingesetzt, so ergibt sich
sofort die Beziehung (52).
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