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Abstract

Resistive instabilities with particular emphasis on the tearing
instability are considered in a plane sheet pinch with shear
bulk plasma flow. Analytical problems in the vicinity of singular
points in the complex plane due to the small resistivity expansion
are studied in detail and the uniform convergence of a suitably
defined solution is shown. The scaling law for the growth rate is
T ~%h )
found to be W~  Uew-ketmh ( Ty resistive diffusion rate,
/
Cots —bes ™~ V% (Z) & typical growth rate of a Kelvin-Helmholtz
[}

instability), where V,(2.) means a velocity gradient in the resistive

. Q [ : =
singular layer at 2, ( & %R.)=0); if Vv (2) vanishes we obtain the

‘ _ Y Yo

well-known scaling law when no flow is present: W o~ tk Ty

(th ideal hydromagnetic time). The region of unstable modes depends

fluid glne§1c SOSTEY ; stabilization can be obtained
magnetic field energy

on the quotient
theoretically if this quotient decreases strongly enough away from

the resistive singular layer.




Inhaltsverzeichnis

A. Einleitung

1. Widerstandsinstabilitdten in ruhenden
Plasmen

2. Der EinfluB von Strdmungen auf Insta-
bilit&dten

3. Analytische Probleme bei der L&sung der
Stdrungsgleichungen fiir die Tearing-In-
stabilitédt

B. Grundgleichungen und Gleichgewicht
I. Modell
II.Gleichgewicht
1. Exaktes Gleichgewicht (stationdr)

2. Quasistationdres Gleichgew icht

C. Die Gleichungen der singuldren Stdrungs-
rechnung
I. Form der St&rungsgleichungen und Eigen-
schaften in der komplexen Ebene
l. Lineare St8rungsgleichungen
Randbedingungen
3. Reibungslose Ndherung
a. Stbérungsgleichungen fiir ¥, =0
b. Singularitdten in der komplexen Ebene
c. Verzweigungsschnitte und Gliltigkeits-
bereich der reibungslosen N&herung
d. Konturen bei der Berechnung der rei-
bungslosen L&sungen
4, Ideale Ndherung (dissipationslos)
a. Stbrungsgleichungen fiir me.=0°
b. Singularitdten in der komplexen Ebene
c. Verzweigungsschnitte und Integrations-
konturen

Seite

O g9 3 o O

11

11
11
13
14
14
14

15
15
16
16

16

18




Seite

Klassifikation der instabilen Normal-

schwingungen

a. Widerstands-Moden

b. Ideale Moden

c. Reibungs-Moden

d. Widerstandsmodifizierte Moden

Konturen bei der Ldsung der marginalen

Gleichungen . Stabilitdtsgrenze

II. Lésung der Gleichungen filir die Tearing-

Moden

1."Hydromagnetische Entwicklung"

ITI.

a)

b)

c)

d)

c)

Formale Reihe und "hydromagnetische
Ndherung"

Singuldre Stellen und Wahl der In-
tegrationskonturen. Konvergenz.
Divergente Entwicklung um die singuldre
Stelle =z,

Erweiterter Konvergenzbereich der
"hydromagnetischen Entwicklung".
Widerstandsschicht

Berechnung der "hydromagnetischen
Ndherung. Ideale Ndherung der Phasen-
geschwindigkeit.

Marginale Moden

Entwicklung in der singuldren Schicht

(Widerstandsschicht - Entwicklung)

a)

b)
¢}

Dehnung der unabhdngigen Variabeln.
Formale Reihe
Singuldre Stellen

Erweiterter Konvergenzbereich

Gemeinsamer Konvergenzbereich der hydro-

magnetischen und der Widerstandsschicht -

Entwicklung.

Konstruktion der vollstdndigen L&sung

Dispersionsrelation

Der Ubergang von Tearing-Moden zu modi-

fizierten Kelvin-Helmholtz-Moden.

18
18
19
20
20

21

23

23

23

24

2D

27

30

31

32

32

33

33

34




Seite

D. Tearing-Moden filir spezielle Strdmungs-

profile

I. Stromungsgradient in der Widerstands-

schicht
Singuldre Stellen

2. Singularitdten der hydromagnetischen
Ndherung

3. Skalierung der unabhdngigen Variabeln
in der Widerstandsschicht

4, Losung der Stdrungsgleichungen in der
Widerstandsschicht
a. nullte Ordnung
b. erste Ordnung
c. zweite Ordnung
d. Konvergenz der formalen Widerstands-

schicht-Entwicklung

5. Existenz eines gemeinsamen Konvergenz-
bereiches. Vollstdndige L&sung

6. Dispersionsrelation und Diskussion der
Anwachsrate

7. LOsung im idealen Bereich. Marginale Moden

II. Konstante Strdmungsgeschwindigkeit in der
Widerstandsschicht.
1. Singulédre Stellen
2. Singularitdten der hydromagnetischen Ndhe-
rung
3. Skalierung in der Widerstandsschicht

Losung der Stdrungsgleichungen. Konvergenz.

Ganeinsamer Konvergenzbereich.
5. Dispersionsbeziehung

6. LOosung im idealen Bereich.Marginale Moden

III. Ubergang zu modifizierten Kelvin-Helmholtz-
Instabilitdten

35

35
35

36

36

37

37

38

39

43

45

46
48

54
54

55
56

58

60
61

64




Seite

E. Zusammenfassung 65
Literatur 68
Anhang I 69
Anhang II ' 74
Anhang III 75

Figuren 76




A. Einleitung

1. Widerstandsinstabilitd&ten in ruhenden Plasmen.

Plasmen in ebenen, zylindrischen oder toroidalen
Konfigurationen, die in idealer magnetohydrodynamischer
Ndherung stabil sind, konnen bei Einfllhrung einer end-
lichen elektrischen Leitfdhigkeit Instabilitdten auf-
weisen. Die Anwachsraten dieser "Widerstandsinstabili-
tdten" verschwinden bei unendlich werdender Leitf&hig-
keit. Die Theorie liefert 3 Typen solcher Instabilitdten:
Tearing-, Rippling- und Austausch - Instabilitdt. D]
Experimentell direkt beobachtbar ist die Tearing-Instabili-
tdt, so z.B. im inversen stabilisierten Pinch [ﬂ :
In der vorliegenden Arbeit werden wir uns vor allem dieser
Instabilitdt zuwenden.
MaBgebend fir die theoretische Erkldrung der Widerstands-
instabilit&dten ist die Tatsache, daB sich bei endlicher
elektrischer Leitfdhigkeit die Magnetfeldlinien nicht mehr
mit der Plasmastrdmung mitbewegen ("eingefrorenes Magnetfeld")
sondern weitgehend frei beweglich sind. Dadurch sind allge-
meinere Bewegungen von Plasma und Magnetfeld m&glich; insbe-
sondere kodnnen topologisch neue Feldlinienbilder entstehen,
im Gegensatz zur idealen MHD-Theorie, nach der anfédnglich
verschiedene Feldlinien weiterhin verschieden bleiben und
nur Verbiegungen der Feldlinien erlaubt sind. Bei der Tearing-
Instabilitdt liegt ein Aufbrechen der homogenen Stromschicht
in viele parallele Stromfédden bzw. Stromringe vor (Abb.1l).
Der diese Instabilitdt treibende Mechanismus liegt in einer
Erniedrigung der potentiellen Energie des Magnetfelds. Als
Anwachsrate ergibt sicp fiir kleinen Widerstang Me

Q)N/T;%g TJ 5, wobeil g = b Lo

4
. 'TZ: {Lt’!?'go)/zi-
B.

ein MaB fir die Diffusionszeit und &y

ein MaB filir eine hydromagnetische Zeit sind
( [~o: typische Ldnge, BO: typisches Magnetfeld, ?o typische
Dichte).




Als MaB fiir die Kleinheit von Y o gilt dabei E% >4 ,
was fiir die meisten experimentellen Plasmen hoher
Temperatur erfiillt ist. Die gefdhrlichen Wellenld&ngen sind
dabei von der Gr&Benordnung A > L_ (siehe [1]). |

Zur Lésung der (linearisierten) Stdrungsgleichungen fiir
Normalschwingungen im ebenen Schichtpinch bei "o —> 0
wurde in [ﬂ eine "Widerstandsschicht" eingefiihrt, in der der
elektrische Widerstand eine dominierende, destabilisierdende
Rolle spielt. Diese Widerstandsschicht ist dort lokalisiert,
wo das Gleichgewichtsmagnetfeld verschwindet (Nullebene des
Magnetfelds) und somit die Entkopplung von Plasmastrdmung und
Magnetfeld am st&rksten ist. AuBerhalb der Widerstandsschicht
ist flir kleines Mo das Magnetfeld praktisch "eingefroren",
d.h., die ideale MHD-Theorie n&herungsweise anwendbar. Bei

der Uberlappung von Losungen beider Bereiche treten Konver-
genzprobleme auf, die in der vorliegenden Arbeit filir allge-
meinere Situationen ausfiihrlich behandelt werden.

Barston [i] leitete ein notwendiges und hinreichendes Stabili-
tidtskriterium filir den ebenen Schichtpinch bei beliebigem Wi-
derstand 'To ab. Er brachte die St&rungsgleichungen auf selbst-
adjungierte Form und diskutierte die Eigenwerte. Dabei ging er
von einem exakt zeitunabhdngigen Gleichgewicht aus, im Gegen-
satz zu [ﬂ ;, wo eine (durch qo bedingte) Diffusion des Gleich-
gewichtsmagnetfelds zugelassen wurde. Wir werden letzteren
Standpunkt einnehmen, da in realistischen "Gleichgewichten"
immer Diffusionsvorgdnge zu erwarten sind. Fiir N~ 0]

sind diese Vorgidnge aber wesentlich langsamer als die Anwachs-
raten der hier interessierenden Instabilitdten, so daB ein
gquasistationdres Gleichgewicht betrachtet werden kann.

Es sei bemerkt, daB die von Barston angewandte Methode auf
statische Gleichgewichte beschrédnkt ist, da bei Strdmungen

der Konvektionsterm ( v -\ ) v die St&érungsgleichungen
nicht-selbstadjungiert macht.




2. Der EinfluB von Stromungen auf Instabilitdten

Bisherige Arbeiten liber Tearing-Instabilitdten berlick-
sichtigen keine Plasmastrdmungen im Gleichgewicht. In
experimentellen Plasmen und in der Magnetosphdre [{

treten jedoch im allgemeinen verscherte Strdmungen auf,

die einen EinfluB auf Instabilitdten haben k&nnen. Wir

betrachten hier MassenstrOmungen, die im Rahmen einer Ein-

fliissigkeitstheorie behandelt werden k&nnen. Ihr EinfluB

auf Tearing-Instabilitdten kann mehrfacher Art sein:

1. Strémungsgradienten liefern selbst einen Mechanismus
fir Instabilit&dten.

2. auf Grund der Verkopplung von Stromung und Magnetfeld
wird die Entwicklung von Instabilitdten beeinfluBt, die
bereits am strdmungslosen Gleichgewicht auftreten.

3. Strémungen fiihren u.U. zu Uberstabilitét.

Hinsichtlich 1., ist die Kelvin-Helmholtz-Instabilitdt

paralleler Strdmungen zu erwdhnen &ﬂ . Sie tritt auf,

wenn das Geschwindigkeitsprofil einen Sprung bzw. (im ste-

tigen Fall) einen Wendepunkt besitzt. Die diese Instabilitdt

treibende Energie ist dabei die kinetische Energie der

Stromung. Reibungsfreie parallele Strdmungen ohne Wendepunkt

sind stabil. Sie k&nnen aber instabil werden durch Einfiihrung

einer kleinen Viskositdt VO. In diesem Fall kommt es zur Bil-
dung einer diinnen "viskosen Schicht", in der die Viskositdt
eine dominierende, destabilisierende Rolle spielt, und die

Kopplung Wirbelstdrke-Strémung (typisch fir reibungsfreie

Stromungen) aufgehoben ist 6 . Dieses Verhalten steht in Ana-

logie zu dem einer MHD-Fliissigkeit mit kleinem Widerstand.

In der Tat genligen in idealen, d.h. dissipationslosen Fliissig-

keiten Magnetfeld bzw. Wirbelstdrke der gleichen Bewegungs-

gleichung % X+ X = (X'V)V :

Erst eine Dissipation s bzw. Pes verdndert den Typ dieser

Differentialgleichung, so daB die Kopplung v — X gelockert

wird. Fiir eine MHD-Fliissigkeit mit Strdmung, wie in dem hier

zu untersuchenden Fall, miissen i.a. beide Effekte beriicksich-

tigt werden.




Hinsichtlich 2. sei bemerkt, dag ein homogenes Magnet-
feld parallel zur Strdmungsrichtung stabilisierend auf
die Kelvin-Helmholtz-Instabilitit wirkt [5]. Das Auf-
treten von Uberstabilitdt (3) hdngt mathematisch mit dem
nicht-selbstadjungierten Term (v -V ) v zusammen.

3. Analytische Probleme bei der LOosung der Stbrungs-
gleichungen fiir die Tearing-Instabilité&t.

Bei verschertem Magnetfeld und verscherter Strémung im
Gleichgewicht haben die idealen Stdrungsgleichungen

( Ve =’TO = 0) flr Normalschwingungen Singularitdten fiir
eine Reihe von reellen oder komplexen Werten der Orts-

variabel (es spielt hier nur die z -Komponente eine Rolle,

von der alleine die Gleichgewichtsfunktionen abhdngen, so das
wir die Stdrungsgleichungen in der komplexen z-Ebene be-
trachten). Durch kleine dissipative Terme werden diese
Singularitdten gegldttet; dennoch verbleiben an diesen Stel-
len starke Gradienten der L&sungen bzw. deren Ableitungen
(Widerstandsschicht bzw. Reibungsschicht). Die dissipativen
Terme koénnen dort nicht als klein behandelt werden. Eine
einheitliche Entwicklung der . St8rungen im Sinne einer Reihe
in den dissipativen Parametern konvergiert deshalb nicht auf
dem ganzen LOsungsintervall, vielmehr treten in jeder Ent-
wicklungsordnung Singularitdten auf, die mit zunehmender Ord-
nung stdrker werden. Deshalb miissen auf geeignet zu definie-
renden Teilintervallen bzw. Kurvenstiicken in der komplexen
z-Ebene verschiedenartige Entwicklungen vorgenommen werden,
derart, daB die Gesamtheit dieser Kurvenstiicke tatsichlich die
Randpunkte verbindet. Es wird dabei gezeigt, daB auf jedem
dieser Teilintervalle die exakte L&sung in der Form einer
gleichmdBig konvergenten Reihe (in i.a. gebrochenen Potenzen
von‘qo) geschrieben werden kann, so daf8 jede Partialsumme fiir
Mo —> O eine (auf dem entsprechenden Teilintervall) gleich-
mdBige Approximation der exakten L&sung darstellt. Die Linge
der Teilintervalle hingt dabei von Mo selbst ab.



Somit ist es nicht ausreichend, von vornherein nur die nied-
rigste Entwicklungsordnung zu betrachten, wie sonst in der
reguldren Stdrungsrechnung iiblich. Auf diese Problematik wurde
in den bisherigen Arbeiten iliber Widerstands-Instabilitdten

- soweit dem Verfasser bekannt - kaum eingegangen. Sie wird
deshalb in der vorliegenden Arbeit sowohl fiir den Fall mit
Stromung als auch im strdmungslosen Fall genauer untersucht.
SchlieBlich wird filir die Tearing-Instabilitdt bei verscherter
Stromung die Dispersionsrelation in niedrigster Ordnung ab-
geleitet und der Stabilitidtsbereich diskutiert.




B. Grundgleichungen und Gleichgewicht

I. Modell

Die analytischen Rechnungen gestalten sich am einfachsten fiir
einen ebenen Schicht-pinch, der in der x - y -Ebene unendlich
ausgedehnt ist und in z-Richtung von parallelen leitenden
Widnden im Abstand d begrenzt wird (d £ 00 ). Dieses Modell kann
als Ndherung fiir den Fall gekriimmter Geometrie angesehen wer-
den, wenn fiir die Schichtdicke gilt: d ( Q , wobei Q ein
Kriimmungsradius ist (z.B. Thetapinch mit Feldumkehr, Magneto-
pause). Weiterhin machen wir - wie in diesem Fall in der
Literatur iiblich - von folgenden physikalischen N&herungen

Gebrauch:

1. Magnetohydrodynamische Ndherung mit endlicher Leitfdhigkeit
und konstanter Viskositdt:

@ g(W (W)« TP+ JxB s v Oy
(1.2) FrvxB =9}

(1.3) %‘EB = -VxE

(I.4) VxB = 1)

(1.5) VB =0

2. Inkompressible Fliissigkeit

(I.6) Vv = O

' Diese Niherung gilt, sofern die Schallgeschwindigkeit
groB gegeniiber den vorkommenden Str&mungs- und Alfvén-
geschwindigkeiten ist.

3. Konvektionsgleichung fiir Storungen des elektrischen
Widerstands n

(1.7) M + (vW)m =0
I o vV)n




4. Kontinuitdtsgleichung:

(r.8) 99 + (vV)g =0
ot
Eine ausfiihrliche Diskussion dieser N&herungen im
Zusammenhang mit Widerstandsinstabilitdten findet
sich im Anhang von [ﬂ .

Flr n nehmen wir an, daB es zwar endlich, aber kein
sei. Wie in der Einleitung erwdhnt, gilt dabei als

MaB fiir die Kleinheit T > 1.
Ty

II. Gleichgewicht

Alle Gleichgewichtsfunktionen hdngen nur von der Koordinate
z senkrecht zum Pinch ab. Magnetfeld und Str&mung liegen in

der x - y - Ebene:

B, = | B, By, O]
v, = { Vox(B) |, Voy(2), 0}
S0 = @)

Mo = "Mo®) usf.

1. Exaktes Gleichgewicht (stationér)

Im exakt zeitunabhdngigen Fall haben wir die Gleichungen

- i Q =
(I. 1-8) mit at_,O.




Aus (I.2 - 4) (Gleichgewichtsgrdfen mit Index o) :
e

: 0 L
o= const

rlf}o B {on / Eoy i E9L+ VoxBoyh Voy Box}

Wegen Jn = 0 folgt
s == (vo,, l’)o, ~ Wy Box) =  const.
Wir werden im folgenden verlangen: E,,= O,

so daR an dem Pinch kein elektrostatisches Potential
anliegt. Damit erhalten wir v_ {l B,; es sei jedoch
bemerkt, daB die Stdrungsgleichungen von dieser For-

derung unabhdngig sind.

Ferner: d ) " )

Mo Eox = ‘Ba\j ) Mo Eoy = B”
(TT<L:1) (*10 3, ) =

(
.g;

Damit ist von den drei Funktionen qu, B0 ’ Boy bis auf

X
Konstanten nur noch eine frei wdhlbar.

—_

no__ " .
BOX = Boy = 0, d.h. BO linear .

In diesém Spezialfall treten keine Widerstandsinstabili-
tdten auf (siehe hierzu auch [3]).

Fir m 5 = const. gilt:

i

Da Ve senkrecht zu§7PO und J0 X BOlfolgt aus

(I.:1) by AV, =0  oder
\/0:5\/0:50 , far oy % 0

Ferner:

P, (2) = (wj%(m&)ﬂ%}

P, (z) - P_(0) =~ (8m)7 ! B.?




S -

2. Quasistationdres Gleichgewicht

Aus (I. 2-3) erhalten wir
&@ - —Vx(ng) + Vx(\/XB)
ot
Fordern wir wieder V0 H Bo' oder allgemeineer(vO X BO)= 0,

dann aBo _ x(m, o
= Vx(edo)

Verzichten wir auf (II.l.1), dann erhalten wir ein zeit-
abhédngiges Gleichgewicht mit Diffusion des Magnetfeldes,

wobei eine typische Diffusionszeit durch

Wp ~ Mo (LO typ.Lédnge, Lon/d)

p A
(II.2.1) b~ 4T L, Mo
D" ’ Gl

gegeben ist.

Von Interesse ist der Fall No = const., weil dann die
Losung von (I.7) trivial ist, d.h. %g = 0; diese Ver-
einfachung wird im folgenden angenommen.

In realistischen Situationen wird man immer mit einer
Diffusion des Gleichgewichtsmagnetfeldes rechnen, so daB
nur solche Instabilitdten von Interesse sind, deren An-
wachsraten w wesentlich grtBer als typische Diffusions-
raten Wp (gemds (IL.2.1)) sind.

Vom Standpunkt solcher Instabilit&ten kann dann das
Gleithgewicht als zeitlich langsam ver&dnderlich oder
quasistationdr angesehen werden, d.h., wir werden fiir die
Stdrungsrechnung die Zeitabhdngigkeit des Gleichgewichts
vernachlidssigen. Dem entspricht eine Vernachldssigung des
Ohm'schen Gesetzes (II.1.2) fiir das Gleichgewicht.

Damit sind Bo(z), MNor go(z), PO(O) frei vorgebbar.
Setzen wir die Viskositat vo = 0, dann ist auch L frei
vorgebbar, abgesehen von VOH Bo. Diese Freiheit in Vo(z)
kann aber auch fir kleine vo # 0 angenommen werden, da der
Reibungsterm VOZSVO in (I.1) nur zu einer langsamen Zeit-
abhidngigkeit des Gleichgewichts fiihrt, die wir im Rahmen

der quasistationiren Niherung vernachlédssigen k&nnen




L
(v, & ‘5%%3 » V. typische Geschwirdigkeit).
Sind a, b (a ¢ b) die Stellen, an denen der Pinch durch
Wdnde begrenzt ist, dann seien go(z), vo(z), Bo(z) auf
dem komplexen Gebiet |[Im z|{c, a¢ Rez ¢ b analytische
Funktionen, d.h., von ihren physikalischen Werten in einen
komplexen Streifen hinein fortsetzbar (fir N ™ O genliigt
ein beliebiges c > 0).
Damit die hier vor allem interessierende Tearing-Instabili-
tdt existiere, gebe es ein zoe (a,b) mit Bo(zo) = 0 oder
k - Bo(zo) = 0, wobei k ein Vektor in der x - y - Ebene
ist. Unter dem Standardfall verstehen wir wie in [ﬂ :
B, = itanﬁz, 0 o}
Im folgenden sei aber B  noch beliebig.



-

N1, 1)
BN . 2)
(I.71.3)
{I.1.4)
i 1.5)

(I.1.6)

C. Die Gleichungen der singuldren Stdrungsrechnung

I. Form der Stdrungsgleichungen und Eigenschaften

in der komplexen Ebene

1. Lineare StOrungsgleichungen

Wir fihren an dem unter B II.2 eingefilhrten quasistation&ren
Gleichgewicht Bo(z), vo(z), ?O(z),'qo kleine Stdrungemein.
Fiir irgendeine Gr&Be ¢ gelte:

¢ = ¢o(2) + ¢, (x,y,2)

Wir nehmen an, daB die Viskositédt Vo keinen Stdrungen un-
terliege.

Da das Gleichgewicht von x,y undt -im Sinne der quasistatio-
ndren Ndherung - unabhdngig ist, fihren wir hinsichtlich der

gestdrten GrdBen eine Fourieranalyse durch:

¢4(Xr%3) - (p,[@) exP(Lhr+ w‘c)
o= (R, &y, R}
In die Gleichungen (B.I. 1-6) eingesetzt, erhalten wir in

linearer Ndherung folgende Differentialgleichungen fiir die

S —
%oV, + STy, + QT = VB + W' [[@B)xB, Vs BJxB]+ 3, Av,
wB, = Txliox )+ Vi (ux B) @) V(s e B,) ) Vx (3,V 5 3,)
7B, <0 —> i®B)+3,=0

Vv =0 — i@‘wﬂ)* V:e = 0

I

Wi + % VU, =0 = Wit (Rv)m, =0

_ : o@)
wo + v Vg + Vg =0 — f-- driE,



(L:ls7)

(I.1.8)

Gleichung (I.1.5) kann nur durch n}ﬁzo befriedigt werden,
auBer im trivialen Fall (k - vo)ss const.

Aus (I.1.1-6) erhalten wir nach Eliminaticn des Druckterms

folgende Gleichung fiir Vigt B

Z lz

1

_[?o((*H‘ i 60) \{,;] + iko Gci\ﬁ;_\{* }b}%(w“[’o}% cp Ay = L[Fo“ B,\#'Qﬁ:o 3 73]

(or 1 6) B, = e Ty, enlb) (K3,-2;)
Hopet T = an’l R3,) 6@ = (v,

Diese beiden Eigenwertgleichungen in Vig? Blz mit dem Eigen-
wert (U sind fiir nichtkonstante Strdmung i.a. nicht auf selbst-
adjungierte Form transformierbar (im Gegensatz zu VOEE o,
siehe Eﬂ mit v

16sen, bringen wir sie folgendermaBen auf eine hinsichtlich

1z = gg ). Um diese Eigenwertgleichungen zu

V,.r B

i symmetrischewForm:

lz

!

[g(ww G,) a%r]fJ’ '[S’o G; VA?] =

*[9&(m+i6J(9? &)]f*{ﬁg%w+i6)gﬁjwtr +
[( (L(ud4|(7) } [@4&) (me) % VA}] =
Lo o5 [87 0 0] 6"

Mit DJ2) = g,,"%a G,(2)

4(1

G

)

W

B = Blz (diese Stdrungen im folgenden ohne Index)




=13 =
erhalten wir:
E 4 y =, ) It
1.9 %4 (% %“)‘ (wgfl+a30 Bu 4 (i D) w = -1 T 08410 B

210 T S 08 Ao i) B = i Fou

Es seil bemerkt, daB auf Grund der Inkompressibilitdt die
Stdrungskomponenten Vigr Blz von den dazu senkrechten Kom-
ponenten entkoppelt sind. Flir diese erhalten wir mit den
entsprechenden Komponenten von (I.1.1,2):

WY ¢+ 19 @OCF + 9o Vyy L (&y vo;-jé{x\/o’j)-_ y, Q(P -
0" [ B (R B R Boy) 41 B V]
(I.1.12) Wy = ) Uﬁy Voy — w \/D'y) - Gay F U ?o(p " ;VA; Uﬂy Bolx”?&x?)o;)

e o () (0 #1 (R, By~ vey Boy)

(I.1.11)

wobeil
00 = Ry, - ko) = (Vrv),
vo = ik 8,0 -i R 3,9= (V.38) -w ],

Aus den Ldsungen ¢,H/ dieser Gleichungen erhalten wir mittels

(I.1.3,4) die gesuchten Vi Vly’ le, B

I

1y.

2. Randbedingungen

Wie in der Literatur iiblich, gelte die Bedingung unendlich gut
leitender Wdnde nur filir die schnell verdnderlichen St&rungen,

nicht aber fiir das Gleichgewicht, da sonst E = 0, d.h.
o tang

Jo)(: }09 = 0.
Weiter nehmen wir an, daB keine StrSme oder Ladungen an der
Plasmaoberfldche auftreten und die Wdnde fest seien. Somit:

Blz (a) = B, (b) =0

Viz (P)

Il
I

¥y » (a) 0
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Flir vo # O hingegen gilt ferner:

v (a) = vigla) = v (b) = v)y () =0, d.h. q: (a) =4) (b) = 0

3. Reibungslose Niherung

3.a Stdrungsgleichungen fiir v = 0
Wir erhalten:

(I.3.1) —(wg;’h”f-i Do)AUL - (ugf”wDo) £ =-.EaB+iF B

S 1 . -
(I.3.2) qo@’"‘) yohAB ~ (woo +IDD)3 = - ik

3.b Singularitdten in der komplexen Ebene

Diese liegen an den Nullstellen des Koeffizienten der
héchsten Ableitung:

(I.3.3) wga%“ir i DO = 9:"2' [w+ i(kvo&)} = {)

Flir instabile Moden ist Re w # 0, so daB diese Nullstellen
endlichen Abstand von der reellen z-Achse haben und somit
reguldre physikalische Ldsungen auftreten.

Unter den Nullstellen von (I.3.3) bezeichnen wir jene, die

fir W,o-h) O (Rew — 0) auf die reelle Achse riicken,

mit zé” (1 =1 ...). Alle anderen méglichen Nullstellen sind
in der Ndherung kleiner Dissipation bedeutungslos, da sie die
Losungen auf der reellen Achs?_?icht beeinflussen. Physikalisch
1

gesehen ist an den Stellen z, die Phasengeschwindigkeit der

Stoérung gleich der lokalen Strdmungsgeschwindigkeit vo(zv(i)).i
Um Nullstellen zv(i) von n.-ter Ordnung (n = 1,2 ...) ent-
wickeln wir (I.3.1): (z - zv(i))n u"=const. + 0(z - zv(i))
(i)) # 0). Hieraus resultiert eine Singularitédt, die

fir n = 1,2 logarithmischer Natur ist (Abb.2.)

(fir u(zV




3.c Verzweigungsschnitte und Gliltigkeitsbereich der
reibungslosen Ndherung.

Logarithmische Singularitdten erfordern Verzweigungs-
schnitte in der komplexen Ebene um eindeutige L&sungen
festlegen zu kdnnen. Fiir physikalische L&sungen miissen

zu zv(i) solche Verzweigungsschnitte S(i) eingefiihrt werden,
die die reelle Achse nicht schneiden. (Abb.2)

Sei U(i) eine Umgebung von zv(i) und %ﬁ)= U(i) - S{

Dann gilt die reibungslose Grenze einer Reibungs-L&sung

1)

- wie aus der Hydrodynamik bekannt - nicht unbedingt in
(l)sondern u.U. nur in einem
(siehe hierzu [ﬂ ). Am stidrksten

eingeschrdankt ist dieser Sektor fiir die "balancierte" L&sung,
(2)

jeder kompakten Teilmenge von U

bestimmten Sektor von ﬁ (1)

fiir die u(zV ) # O. Hierzu sei kurz bemerkt, daB die Bewe-
gungsgleichungen mit Reibung in der Hydrodynamik 4 Funda-
mentalldsungen zulassen, von denen zwei in éiner bestimmten
Richtung (auf der reellen Achse) exponentiell anwachsen, eine
- die balancierte - auf der reellen Achse beschrinkt bleibt,
und eine an der Stelle zv(i) verschwipdetﬂﬂLetztere Losung
kann in einer vollen Umgebung von zv(l) durch eipe reibungs-
lose Ndherung approximiert werden. Der Sektor T(L), in dem
die balancierte L&sung von einer reibungslosen Ndherung
approximiert wird, ist durch die Lage der Stokigr bzgf
Antistokeslinien bestimmt. In dem Restsektor U - T
hingegen hat die balancierte L&sung fiir verschwindende Vis-
kositdt dominantes (expoenentiell zunehmendes) Verhalten.
Wir werden spédter von der reibungslosen Approximation im

VSektor T(i) Gebrauch machen.

3.d Konturen bei der Berechnung der reibungslosen Losungen

Reibungslose Approximationen von L&sungen, die auf der re-
ellen Achse reguldr sind, kénnen auf Konturen betrachtet
werden, die folgenden Einschridnkungen unterliegen:




(I.4.1)

(I.4.2)

(I.4.3)

(I.4.4)

- '1'6 -

«) sie milssen punktfremd mit Verzweigungsschnitten sein

@) in der Umgebung der singul&ren Punkte zv(i) innerhalb
der zul&dssigen Sektoren verbleiben.

I) stetig auf die reelle Achse verschiebbar sein, ohne da-
bei die Singularitéten bzw. Verzweigungsschnitte zu iiber-
gueren.

In diesem Sinne berechnete L8sungen sind "korrekt", d.h. sie

stellen N&dherungen physikalischer L&sungen dar.

Im folgenden werden solche reibungslosen "korrekten" L&sungen

untersucht.

4. Ideale Ndherung (dissipationslos)

4.a Stdrungsgleichungen firm = 0O

Wir erhalten aus (I 1.9-10):

(e D) A e Wit 0w = <R AB i B
ﬁ“?ﬁﬂ%+'ij%):3 = @ﬂ‘L;B w

4.b_Singularitdten in der komplexen Ebene

Um die Lage der Singularitdten, die durch die Vernachlissigung
des Widerstands zusdtzlich auftreten, zu erhalten, eliminieren
wir u:

1
w = Wgo{2'+ibo B

b i T,

[(”S}:M i Dc) * WF:}T-OB" +L(ug1f1+ijo) (u W + i Do )3 -

[(“9"“)) (QOH) (ug.,HD) wg.,wD)

~wBT - wEE 3 < o
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Sei die Neutralekene des Magnetfeldes bei Zos d.h. F (z )=0.
Entwickeln wir (I.4.4) um zo, dann erhalten wir mit t'~z zO
eine Gleichung von folgendem Typ, wobei nur die fiihrenden
Potenzen von z mitgenommen werden:

d‘B i@ 2 R =0
tﬂl_zdt‘L%}

SchlieBen w1r B(z ) = O aus, dann ist eine L&sung der Art

z? S nlcht méglich, vielmehr muB ein logarithmischer

Term mltgenommen werden, z.B. B =1 + % i b o K0

Diese logarithmische Singularitit hdngt mit der Vernach-

ldssigung des elektrischen Widerstandes zusammen. Wir be-
zeichnen deshalb die Stelle z, mit zw(o)
Weitere singuldre Stellen logarithmischer Art treten auf

fir

gk +iD) + b —*?P“’*'@“’) " %"”

An diesen Stellen entwickelt, ist die Differentialgleichung
(I.4.4) vom Typ *B"+ ... =B + ... und damit die L&sung
B=1+ v hr +....

Wir bendtigen wiederum nur diejenigen Singularitdten, die
fir Re w = 0 auf die reelle Achse riicken und bezeichnen
diese Stellen mit z (3)(3—1 +++). Alle iibrigen Nullstellen
von (I.4.5) in der komplexen Ebene beeinflussen die L&sung
auf der reellen Achse fiir Mo >0 nicht.

Physikalisch gesehen bedeutet z, (0) eine Nullstelle der

I

Alfwéngeschwindigkeit ¥ = o, * ferner zW(J)(j =1 ...)
0

Gleichheit der Alfven- und Strémungsgeschwindigkeiten im

Bezugssystem der St&rung.

Wir werden spidter Zeigen, daB fiir die Tearing-Instabilitit
(3) (o)

zweil der Z, (j = 1,2) in der Nihe von z,

(1,2) . (0))

liegen
(fir Re w — 0O: zw
Dies bedeutet, daB fiir diese Moden bei klelnenl'q
Bezugssystem der St&rung die Stromungsgeschw1nd1gke1t an

der gleichen Stelle wie die AlfvEengeschwindigkeit verschwin-
det, d.h. die St8rung der Feldlinien breitet sich mit der
lokalen Stromungsgeschwindigkeit aus.
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4.c Verzweigungsschnitte und Integrationskonturen

In Abb.3 wird die Lage der Singularité&ten zw(J) und der
zugehdrigen Verzweigungsschnitte fir einige Fdlle ange-

(3)
Die Verteilung der z, weist bereits darauf hin, in

geben.

welchen Fdllen eine ideale Ndherung filir Normalschwingungen
unmdglich ist. Dies gilt im Fall a), in dem kein "korrekter"
Weg (d.h. ein Weg, der stetig auf die reelle Achse verscho-
ben werden kann, ohne dabei Singularit&dten zu lberqueren)

méglich ist, auf dem fiir Re w =0 ( N —> 0) eine reguldre
(o)

W

volle Gleichung mit Widerstand geldst werden.

ideale Losung existiert. In der N&éhe von z muB dann die
Anders ist die Situation im Fall c¢), wo ein solcher Weg
existiert. Ob auf ihm tats&@chlich die Randbedingungen er-
fillt werden kdnnen, hdngt natlirlich noch von den speziellen
Bo und Vg = Profilen ab.

Flir die Wahl der zuldssigen Integrationskonturen gelten so-

mit wieder alle unter I.3.d gemachten Feststellungen.

I.5. Klassifikation der instabilen Normalschwingungen

(1) und zw(J) ist maBgebend

Die Lage der Singularit&ten z,
flir die Natur der auftretenden L&sungen. Obwohl bei will-
kiirlichem vo(z) bzw. Do(z) mehrere Singularitdten jeder Art
auftreten, spielen nicht alle eine gleich wichtige Rolle,

wie im folgenden gezeigt wird.

Flir das vorliegende Modell mit einer Neutralschicht des Mag-
netfelds (F (z (0))— 0) unterscheiden wir zwischen Moden, die
die Topologie des Magnetfelds &ndern (B(z (o)# 0) und solchen,

die sie unverdndert lassen (B(z (o)_ 0).

5.a Widerstands-Moden

Flir B(z (0))# O tritt nach C.I.4.b in der L&sung der idealen
Gleichung bei Zy (o)
7LO-+ 0 die Anwachsrate solcher Moden verschwinden.

eine Singularitdt auf. Deshalb muB fir
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Wegen B(zw(o)) # O werden die urspriinglich antiparallelen
Feldlinien iilber die Nullebene verbunden, so daB ein
(topologisch) neues Feldlinienbild entsteht:

es biden sich lokale Strompinche, durch die der Schicht-
pinch zerf&dllt. Diese Instabilitdt wird als Tearing-Mode
bezeichnet (Abb.1l). Ihre Phasengeschwindigkeit stimmt mit
der Gleichgewichtsstrémungsgeschwindigkeit des Plasmas in
der Nullebene iiberein (siehe hierzu I.6). Die Viskositidt kann
so klein gew&hlt werden, daB ihr EinfluB auf diese Moden von
héherer Ordnung ist. Dies ist mdglich, weil die Integrations-
kontur immer so gelegt werden kann, daB die Zv(i) = nur in
deren Umgebung wirkt sich kleine Viskosit&t aus - endlichen
Abstand von ihr haben.

5.b Ideale Moden (1103130 = 0)

Es gilt jetzt B(zw(o)) = 0. Fir IJmw# O liegen auf der reellen
Achse keine Singularititen. Die Existenz instabiler Moden hangt
von der speziellen Form der Gleichgewichtsfunktionen Vor Bo' 90
und der Randbedingungen ab.

Wir konnen zwischen Moden unterscheiden, die auch bei ver-
schwindender Strdmung bestehen (MHD-Moden) und solchen, die
auch bei verschwindendem Magnetfeld vorhanden sind (hydro-

dynamische Moden) :

&) MHD-Moden

Fir D O treten in der Ndhe von z_ zwei Singularitdten
(1)° (2 ©
r

zw zZ; auf (siehe (I.4.5)).

Flir einen ebenen Schichtpinch ohne Gravitation und Rand-

1]

bedingung B = O existieren in diesem Fall bekanntlich kei-
ne instabilen Moden. Bei Zylindersymmetrie k&nnen hingegen
Instabilitdten auftreten (Sausage-, Kinkinstabilit&ten).

B) hydrodynamische Moden ( HD-Moden)
Fir FOEEO verbleiben die Singularititen zv(i)(siehe (I.3.3)).
Ein instabiler Mode existiert nur, wenn D, einen Wendepunkt
hat (Wendepunkts-Kriterium fiir Kelvin-Helmholtz-Instabili-
titen, [5],[6] ).
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J) Modifikation durch vo(z) bzw. Bo(z).
Fir Fo¥ 0, D, # O geben die marginalen Gleichungen i.a.
AufschluB liber das Vorhandensein instabiler Moden.
Ein schwaches konstantes Magnetfeld wirkt sich i.a. stabi-
lisierend auf instabile HD-Moden aus, da es mit der
Stromung verkoppelt ist (eingefrorenes Magnetfeld) und sich
einer Verbiegung der Feldlinien widersetzt [ﬂ.
Instabile MHD-Moden kénnen durch kleine Str&mungen stabili-
siert [ﬂ , aber auch destabilisiert werden.
Der {lbergang von modifizierten HD-Moden zu MHD-Moden wird
charakterisiert durch den Wechsel von singuldren Stellen
aus der oberen in die untere z-Halbebene (bzw.umgekehrt).
Hierzu beachten wird, dafR durch ein kleines B0 in der
Nachbarschaft einer viskosen Singularitdt z, zwel Wider-
stands-Singularitédten zw(l), w(2)
siehe Abb.4).
Andererseits werden die ohne Strémung vorhandenen Singu-

(1), zw(z) durch ein infinitesimales

z auftreten (gemds (I.4.5),

laritdten z,
verschoben, und es kommt eine Singularitat z, hinzu (gemds
(I.3.3), siehe Abb.5). Beide Situationen gehen dadurch in-
einander {liber, daB z (1) iber den Punkt o0 in die untere

i, =1
Halbebene wandert ( (wgt+ i) —> -W?fo/g;zﬁjj.

5.c Reibungs-Moden

Hat Do(z) keinen Wendepunkt, dann treten instabile hydrodyna-
mische Moden nur auf, wenn die Viskositdt berlicksichtigt wird.
In diesem Fall miissen fiir Vo ~ 0 in einer Schicht um die Stel-

o die vollen reibungsabhidngigen Gleichungen geldst wer-

5.d Widerstandsmodifizierte Moden

Flir ideale Instabilitidten haben die Singularitdten zw(j)end—
lichen Abstand von der reellen Achse. Da sich ein kleiner
elektrischer Widerstand nur in der N#he dieser Singularitdten
auswirkt, ist sein EinfluB auf die idealen Instabilitdten da-

her von h&herer Ordnung.
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Dies gilt nicht mehr fiir Reibungs-Moden mit kleiner Vis-
kositdt, da flir Re w—>0 einige der Singularititen zw(j)
"ndher" an der reellen Achse liegen als die viskosen
Singularitédten zv(i) (siehe hierzu unter D). In diesem
Fall muB eine geeignete Skalierung beider Parameterﬂlo

und 5 durchgefiihrt werden.

I.6 Konturen bei der L&sung der marginalen Gleichungen
Stabilitdtsgrenze

Die Differentialgleichungen fiir den marginalen Mode (Rew = O)
kénnen auf jeder Kontur T' in der komplexen Ebene geldst wer-
den, wenn 1" die Randpunkte (a,b) untereinander verbindet und
auf die reelle Achse verschoben werden kann, ohne dabei Sin-

gularitdten der zugehdrigen instabilen Mode (Rew > 0) zu iiber-

queren. Wir bezeichnen solche Integrationswege T; b als "physi-

kalische" Konturen, da sie zu Moden fiihren, die fiir reelle,
d.h. physikalische z durch analytische Festsetzung von ihren
Werten auf [', erhalten werden.

Auch auf Konturen |, die nicht "physikalisch" sind, k&nnen die
marginalen Gleichungen L&sungen besitzen; sie bekommen aber
erst physikalische Bedeutung, wenn die zwischen T ' und der re-
ellen Achse liegenden Singularitdten durch dissipative Terme
weggeschafft werden.

Sei (ﬁ, 3) eine LOsung der zu (I.1.10,11) gehdrigen marginalen
Gleichungen. Fiir vo# 0, L # O stellen diese ein Eigenwert-
problem in ko dar, das nur fiir ein bestimmtes wo(Re wo= 0)
l8sbar ist, wobei T% b beliebig ist:

B, = R, (7, M) ;W= (% M)

oder fiir kleine o’ o
©)
A ST R R Y
% Do
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©
(I.6.2) W,= Wy + 0w £, + %L—:{l’o szo P

Jd Vs
Im allgemeinen ist ko(o) # 0, so daB es bereits aus-
reichende Information iiber die Stabilit&tsgrenze lie-
fert (auBer z.B. fiir reine Reibungs-Moden, bei denen

kO‘O) = 0, siehe [6]). k0(°’ geniligt den Gleichungen
~ Ao o Y = v _u 7
iy ¥ R St .
(I.6.4) 8 = @w§ T
Y 7 - Ly oy
Do: Do_'wo ® &)= (60_'(/‘)0)5)0
0{1 @ 2,
A= " R
Auf der reellen Achse auftretende Singularititen k&nnen
durch eine geeignete "physikalische" Kontur a p um-
gangen werden. Aus (I.6.3,4) erhalten wir:
~_ 3, %
(106.5) u W:F'D l
o~ | ~ g P T _ £ o e
OO I WA e W ) ? +Do@232*bﬂﬁ+% 8
- Yo A5=1 B i T, N Oﬁo ¥
b Fo
f\/", ,.j IIN /\""’i“b" (ﬁ_ [H‘_F ﬁil,:g,
T XN fl\/ £ J ! D F © B +J “@TilyTe D =
— - 20, &k (Ji)B - = g =%
(1.6.6) (‘WR )D)AB D Fo ® ° °\Fo

~S
oder in u :

: - I, ~ FAY N
(I.6.7) 301 - %Fol)&?( - T T Do(i) X ~whRD E’) Lo+t ou -
0

—~—

0

Fir Moden, bei denen B(zo) # O (Widerstandsmoden) l&sen
wir zweckmdBig das Eigenwertproblem (I.6.6); ist hingegen
u(zo) # O, so 1l8sen wir (I.6.7). Der Eigenwert wird be-
stimmt durch den Verlauf von FO und Do’ d.h. Magnetfeld-
energie und Strdmungsenergie.
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C.II. Losung der Gleichungen fiir Tearing—-Moden

Wir suchen eine L&sung der reibungslosen Gleichungen
(I.3.1-2) mit Re w>0 fﬁr’Qo-ﬂ>O und B(zo) #0
(Tearing-Mode) . Dabei setzen wir voraus, daB fﬁerO =0
kein instabiler Mode existiere, d.h. die Strdmungsgradien-
ten genligend klein sind. Wir nehmen weiter an, daB gilt

Re w > Mo fir g —F O, da nur solche Moden gegeniiber
der Magnetfelddiffusion in Erscheinung treten. ‘

1. "Hydromagnetische Entwicklung" (HME).

l.a Formale Reihe und "hydromagnetische Ndherung"

Wir entwicklen B, u in den kleinen Parametern no,'af
wobei (T)':w( of}&)—-wo Wy = ?iml«)(’fL J’,’L)

L/ ) ° i) o
(diese Entwicklung gilt nicht fiir k — 0, da dann die

Terme in MNor W u.U. nicht mehr klein gegeniiber den
k-abhdngigen Termen sind).

o0
S M m S um) ©) B
™M =0
2 M m o) ) (o) ~ “)
W = 23 W omp W = W + w W+
w =0
Die u(n)(m)' B(n)(m) genligen jeweils den Randbedingungen.

Da die beiden fiihrenden Terme B(O), B(l)in dieser Ent-
wicklung nicht vom Widerstand abhdngen, bezeichnen wir
(II.1.1-2) als"hydromagnetische Entwicklung" (HME) . Die

; (o) e (1) (o) o 11) N
Teilreihen B + W B bzw. u + Wau bezeich

nen wir - falls endlich - als "hydromagnetische Ndherung".

1.b Singuldre Stellen und Wahl der Integrationskonturen.
Konvergenz

Da die HME an den Stellen zv(l), zw(]) in jeder Ordnung

divergiert (siehe hierzu D.I.2, D.IT.2), darf sie nur
%*
auf einer Kontur Fa p  betrachtet werden, die auf die

reelle Achse verschoben werden kann, ohne daB dabei die-
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se Singularitédten iberquert werden.
Fitr kleine || ) Mo konvergieren dann die Reihen
(II.1.1-2) gleichmiBig fiir alle z mit |z-z (1] 2 5;(1) ,
. . i : . .
[z - zw(J)lg,Jw(%j( Jv( ), gw(J) O, i=1..0,3=1...).
Da fiir alo-%>0, w —>0 die Widerstandssingularitdten

1 (2 o *
( ), z, ) gegen zw( ) wandern, folgt, daB ra b

-
durch z" gehen muB und die Konvergenz der HME nur
flir Iz - zw(o)‘2 s gesichert ist. In |z - zw(o)[(_J
ist dann die hydromagnetische Ndherung nicht mehr zu-
ldssig.

(o)

Hat Fo(z) auBer z, keine weiteren Nullstellen,dann

kann Pa*b immer so gelegt werden, daB es endlichen Ab-

stand von den restlichen Nullstellen ZJJ)(j = 1) bzw.
z,*) (i =1 ...) hat, falls diese einfach sind (siehe
Abb.6) .

Fir z ¢ [, , und [z - zw(o)l>5\konvergieren dann die
Reihen (II.l1.1,2) gleichmdBig, da dort die Koeffizienten-
funktionen der Differentialgleichungen nach oben und un-
ten beschridnkt sind. Jede Teilreihe von (II.1l.1,2), ins-
besondere also die hydromagnetische Ndherung, approxi-
miert dort die exakte L&sung gleichmdBfig fir qo‘—? o,
Re ) —> 0. Die Hauptschwierigkeit liegt nun in einer LO-
sung, die in fz - zw(o)lé;éﬂ giltig ist.

(o)

l.c Divergente Entwicklung um die singuldre Stelle z = 0.

w

(n)(m)' u(n)(m) Gl % (o),
(o)

)-
w
Die Koeffizienten der Laurententwicklung fir z - z,

Entwickeln wir die Funktionen B

~dann erhalten wir Laurentreihen in (Z,_ Z

(°)>>O

miissen i.a. unabhingig von denen der Entwicklung fiir

(o)

z2 - 2 { O berechnet werden, da eine analytische Fest-

w
setzung {iber den Punkt zw(o)

i.a. nicht méglich ist.

Durch die Randbedingungen bei a bzw. b werden diese Ko-
effizienten fir die jeweiligen QL’QO, & festgelegt. Somit
sind die Reihen (II.1.1,2) als Multireihen in S, m_, (z-z,‘®))

aufzufassen.
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Um die Dispersionsbeziehung(J(qo, k) zu gewinnen,
misten in der HME alle divergenten Terme aufsummiert
werden, da die Ordnung der Pole mit zunehmendem (n) (m)
h8her wird (siehe II.1.d). Diese Schwierigkeit umgehen
wir durch Einfilhrung einer anderen Entwicklung in der
Umgebung von zw(o) (siehe II.3).

l.d Erweiterter Konvergenzbereich der "hydromagnetischen
Entwicklung". Widerstandsschicht.

Fﬁrrqo —> O bleibt der EinfluB des Widerstands auf eine
Schicht verschwindender Dicke um zw(o) beschridnkt, wie
Gleichung (I.3.2) zeigt. Es ist zu erwarten, daRB die

HME firm  —>0 auf]j: p Dicht nur auBerhalb |z - zw(o)]; J;
mit unabhédngig von'qo,konvergiert. In dequat kénnen

wir zeigen, daB fiir o =2 0 gilt § ”“'ﬂo (mit o< g<1),
so daB die Reihen (II.1.1,2) auch fiir dieses élnf)noch
gleichmdBig konvergieren.

Die Existenz eines solchen erweiterten Konvergenzbereiches
(also auch Giiltigkeitsbereiches der hydromagnetischen N&he-
rung) erweist sich in II.4. als Voraussetzung filir die Kon-
struktion einer vollstidndigen (auf ganz T;%b giltigen) L&-
sung.

Wir geben nun eine Abschdtzung filir die Ordnung der Pole

der B(n)(m) bzw. u(n)(m) an. Hierzu betrachten wir in
(I.3.1,2) den Ubergang (3" ’Qom g 5 TR

Wlo m(beachte,
dag & > Mo ) 2

7 1 (r)(w) 7 (wta)(m) fy, GaW) "\’" (nea)(w)
(IT1.1.3) 90 &LL == )0 Ww + ?0 w + 1 o W =
(mt4) () ) )
— ;O AB + 0 ¥o B
(wd )(n-4) bol) A mad) ) (wt4) an)
1 .t ) -
(IIol.4) SiLA‘B —‘l?c,?) - IOB 2‘({-’&'l+‘°u‘
Yo

- (e)
FaS4
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Wir erhalten ein konsistentes Entwicklungsschema, wenn
wir annehmen, dag

(ret) () e f
M:i____ £ C)<__;L__J , B e fé (j;;jng
ROALY ™~ -2 B i

nih)lw)

s A)w) y . ! >
W) £ O(@'%i‘j))3> ' %(“—’m . O<W3

Dies bedeutet, daB sich fiir n —>n+1 die Ordnung des
stdrksten Pols in den Reihen B(n)(m)' u(n)(m)héchstens
um 1 erhSht; flir m — m+1 hingegen erhdht sich die Ord-
nung h&chstens um 3. Um eine Abschdtzung zu erhalten,
betrachten wir (II.1.3,4) fiir die nullte Ordnung:

‘(\4 © ~ O) _ ) | {0)
(11.1.5) i Do A BD “ = ~ithAr £i%3
R (°)| . ©)
(II.1.6) DB = @ u

Wie man sieht, kann fiir |z - zw(O)Jﬁﬁa O kein Pol auf-

treten, sondern hO%hstens eine logarithmische Singulari-
(o o

tédt u(o) r C% z ) Qm_(% ()

d.his u@) 0 @

Ch 0 (4)

(siehe hierzu auch II.l.e)

¢
£

Es folgt, daB fiir Jz - zw(o)fas,o gilt:

(m)m) A
37 £ o)

S ¢ o@f’—@:m)



(IT.1.7)

(IT.1.8)

(II.1.9)
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Haben wir [z -z (0” ) (f§> O , dann erhalten
wir fir den Term der Ordnung (n) (m):

\C)J% 'Vlom ECM(’M)& r{; O( ‘5‘,) %_‘;_) )

Die HME (II.l1l.1,2) konvergiert also gleichméBig fiir

N o —>0 und |z - zw(o)l = Jf%o)-€>0, wenn gilt:

| :
l%_vo R G (Me—> ©)
tre) S
Das optimale é\wird durch die tats&dchlichen Werte von
5 und "M o festgelegt (sitehe hierzu Teil D). Den Be-

(O)l 5Qnd ;, in dem die HME nicht mehr

kcnvergiert, bezeichnen wir als Widerstandsschicht, weil

reich |z - Z,;

in ihr der Widerstand eine dominierende Rolle spielt. Die
dort erforderliche Entwicklung betrachten wir nidher in
t 1 R (N

l.e Berechnung der hydromagnetischen N&herung.

Ideale N&herung der Phasengeschwindigkeit.

Wir erhalten fiir die hydromagnetische N&herung
B = B + m)B(l) u = u(o) + k)u(l) aus (I.3.1,2)
die Gleichungen (II.1.5-6) und

U, ) > N e - 4

YIRS SYLITE WL -N AP
gljﬁfB@Jrirﬁ,B = Witu

(o)

Fiilr beide Gleichungssysteme ist z,
falls Re w # 0.

ein singuldrer Punkt,

oL ) nullte Ordnung.

Die Forderung nach einer konsistenten Entwicklung wvon
u(o), B(O) um zw(o) fiihrt zu einer Bedingung fir &JO)
(o)) # 0, dann a vl 3 ®?+ o(1);

nehmen wir an, es wiare D (z
ein solcher Pol ist aber mlt (IT.1.6) unvertragllch, sofern
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~ |
(Dg (O))2 # 4 (FOJ(O))2 (diesen singuldren Fall

schlieBen wir hier aus).

.Y (o)y _
Es folgt: Do (zw ) =0
oder
o) (o]

(II.1.10) W = -k \/o(%w) d.h. die Strémung breitet
sich mit einer Phasengeschwindigkeit aus, die gleich
der lokalen Stromungsgeschwindigkeit bei z = zw(o) ist.
Sei nun

z

0= d, f%~% IEEACE i@v b
¥ = ﬂ(z~2ff,')+ £ (2 - ?:ij) "

Der Einfachheit halber setzen wir hier {;_: o
(fir {;_ # 0, siehe Anhang I).

Mit (II.1.5,6) erhalten wir um die Stelle zw(o)

B - 8+ 0. G- n(z2) 07 2u) 4

W A0 4 6(”@ 2w ) Q-2 ) 4

tafs wi, ’
da C)@K v d“ C) ) 2 ~"l'w) e
\PE‘FJ\ v tﬂi (

Il

Der logarithmische Term tritt nur auf, wenn d2 # 0.

o
Es gilt dann fir &q :

6(0) B - Ld‘ G{'L 6@}
(I1.1.11) A 2 0
(*’IU\ fﬂl_dd
Wie in II.l.c erwdhnt, miissen die Koeffizienten 6i °)

fir (z - zw(o)) Z O getrennt berechnet werden.
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Wir schreiben
©

B2 = 0 (z %w ) b (3 -w ) " J&f (e’ )) ¥
(o) T

(de&#-tk } Flir vorgegebene 0, * 0

gy

folgt C, aus (II.1.13), ferner &2(O)i durch ana-
lytische oder numerische L&sung von (II.1.12) vom rech-
ten bzw. linken Rand her. Es gilt weiterhin:

@ * ®
g’i‘. = 8" aber i.a.
(0) + {%@) = !
a o
@)+ 0); =
0y £ oD
=4 &= o~
b, b
Wir werden spdter =zeigen, daB fiir
o) * 0~
A, = b 5% 5 0 Instabilitst vorliegt,
h o)+ eb(ar
]

wobei das Gleichheitszeichen zum marginalen Mode gehdrt.

B. erste Ordnung

(1)

Wir eliminieren u aus (II.1.8,9) und erhalten
) ‘f(l o) /EJ (4)
a2 u o= $3 . D3
LW_:FO o
(] ARG
| ?FA?)U~|JA<&’\@)-|¥B+IJ D 37
_II.1-13) I lh[']'o L\—?‘}'o

D

Vz” i g Zlu #iD O(}iq 8 ) j‘ & Bkﬁ

(o)

fiihrenden Terme

e o
5 0% una DO (fil:g)) , so erhalten wir
T

Ver@e1chen w1r die bei Z

mit Do) =
1 o) A
BW ,é 0 ( %_zh(;)> ! A ,é 0 (% N (_b))




Dieser singuldre Term verschwindet natiirlich, wenn

~ . (o)
Do bei z,

hat.

eine Nullstelle geniligend hoher Ordnung

II.2. Marginale Moden

Fir Rew= 0 erhalten wir aus (I.3.1,2) die Gleichungen

fiir den marginalen Mode mit ko(qo) und der Phasenge-
schwindigkeit(uo(fqo).

Wie in I.6 interessieren wir uns fﬁr'qo~490 nur fir die
ideale Ndherung dieser marginalen Parameter (ko(o),hqo(o)).
Hierzu miissen wir die Differentialgleichungen (II.1.5-6)

lésen, wobei wir jetzt reguldre L&sungen u(o), B(O)

, die
den Randbedingungen geniigen, suchen ( —> Eigenwert ko(o)).
Evtl. auf der reellen Achse liegende Singularit&dten
kénnen dabei durch eine geeignete Verschiebung des In-
tegratio nsweges umgangen werden. Die Singularitdten zv(i)

dirfen dabei natlirlich nicht liberquert werden.

3. Entwicklung in der singuldren Schicht
(Widerstandsschicht - Entwicklung, WSE)

Da die hydromagnetische Entwicklung (II.1.1,2) fiir

| z - zw(o)l < d(VJ divergiert, muB in diesem Bereich
eine andere Entwicklung gefunden werden. Eine solche
Widerstandsschicht-Entwicklung (WSE) wird fﬁrwlo—~9 0

natiirlich nur in einer gewissen kleinen Umgebung von

zw(o) konvergieren, da die St&rungsrechnung nach110 nach

wie vor singuldrer Art ist. Physikalisch gesehen, hat man

in der 8 =Schicht |z - zw(o)] S é‘(¢b) sehr schnelle

Anderungen der Stdrung, fiir die die HME divergiert. Durch
(o)

eine Dehnung der unabhdngigen Variabeln (z - zZ, ) werden

diese Anderungen geglidttet, so daB eine konvergente Ent-

wicklung in dieser d -Schicht méglich wird. Singularit&dten
treten dann fiir groBe Werte der gedehnten Variablen, d.h.
am Rande der J—Schicht auf.
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3.a. Dehnung der unabhdngigen Variabeln. Formale Reihe.

Wir betrachten die Dehnung:

©)

(I1.3.1) S = -E;EW ‘ €= 0 (7o =0

Durch eine geeignete Skalierung E(Tp)kénnen wir er-
reichen, daB der Widerstandsterm in (I.3.1,2) dominiert.
Eine Entwicklung von u,B in S,E entspricht dann im
wesentlichen einer Umordnung der Reihen (II.1.1,2), so daB
sie bei #= ziu konvergieren.

Um £@qd zu bestimmen, transformieren wir (I.3.1,2) auf S

um, wobei:

w S»,,%‘ W g*a + (:)o )o)

1l

3
D@ = &dﬂﬂfr & 4, § Z+ 55d5§ ¢ 0(Y)
3
pa = el v &5 . oY
g:/’“ = 4+ 0()
d
5 fe

Damit ergibt sich (ohne Teime h&herer Ordnung) :
(IT1.3.2) ww +t£<d‘+ Edlg+A )Sl&-—la(ld . ) —

e (f. )53 ~ig(bfsr-)§3

(II1.3.3) qo 3 = wé,B-kmE \d tedy f )§B lwxz )Yu
(=)

Wie man sieht, wird die Wahl der Skalierung £&(%e) durch die

Ordnung der filhrenden Terme von 'D,, 5 in der N&he
(0)
von 2, bestimmt. Wir setzen zundchst
ﬁ@
(IT.3.4) EA"QD ; P9 9anz, positiv.

Eine Bestimmung von p,q9 wird in Teil D fiir die wichtigsten
Fdlle durchgefiihrt. Eliminiert man nun 7, aus (II.3.2,3),
dann erhdlt man eine Entwicklung von tL,B in Potenzen von

& ,& . Die kleinen Parameter & , ¢  sind natiirlich im

Sinne des Randwertproblems voneinander abhédngig.




(II.3.5)

{(IL-3:0)

Wir schreiben:
5" B
:B - 1,s=ow & ! (g)
. B G
w o= %:Dw £ w (S)

3.b. Singuldre Stellen in der Q -Ebene
7

@) © ©®

. , . R — 2, -z
Flir das Verhalten der Reibungs-Singularit&dten S = V& W
Y
gilt, wie in Teil D ndher diskutiert wird, ent-
(e) )
weder \SV\ . Q) oder ISV] — &2 ffir &> 0 |

Es ist dann immer mdéglich, in der g —Ebe?F einen Weg T
zu finden, derart, daB der Abstand der SV von |
fir £&-—-0 nach unten beschrédnkt bleibt.
Da die Funktionen ctg bzw.__wg?'§.(ﬂ5nd {Ag fiir ﬁ]—e:oo
divergieren, werden die ,w flir \Sl“é 2
i.a. singuldr. Wir k&nnen deshalb zundchst nur erwarten,
da&rdie Reihen (II.3.5,6) auf einem endlichen Kurvenstiick
PR mit 0<47¢ @lé R dgeichmidBig konvergieren
(fﬁE £—=>0, W —> 0 ). Der endlicheaﬁbstand von
Tk vom Nul%punkt ist wegen derjenigen Sv notwendig,
fiir die |-§V | — 0 (&—0) .
Es wird sich spédter auch zeigen, daB solche Singularitdten
am Nullpunkt erst ab der 2. Ordnung in den Entwicklungen
(Ir.3.5,6) auftreten.

3.c. Exrweiterer Konvergenzbereich

Fir %—; O konvergieren die Reihen (II.3.5,6) nicht nur

auf T; mit festem R £ o gleichmdBig, sondern auch

noch fiir gewisse R (¢) mit R —> oo (e—>0) .

Die Abhingigkeit K(€) wird dabei durch die Skalierung
é(no) festgelegt. In Teil D wird dies filir die wichtigsten

Fdlle diskutiert.
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4. Gemeinsamer Konvergenzbereich der hydromagnetischen und
der Widerstandsschicht-Entwicklung. Konstruktion der

vollstdndigen L&sung.

Um mit den Entwicklungen (II.1.1,2) und (II.3.5,6) auf einem

Weg, der die Randpunkte enthdlt, eine explizite L&sung in

Form einer Entwicklung in gebrochenen Potenzen von "o zu er-

halten, miissen folgende Voraussetzungen erfiillt sein: o

Vor.l: in der endlichen g -Ebene dlirfen die Ernm, E&}
keine Singularitdten besitzen, auBer solchen, die
von der Vernachldssigung der Viskositdt herriihen
(bei §-0 ).

Vor.2: die erweiterten Konvergenzbereiche der HME und der
WSE mussen sich liberlappen. In dem Uberlappungsbe-
reich miissen die einzelnen Ordnungen.mEiT?EL u-wgﬁ)

e o)
B e w e tiber-

mit entsprechenden Termen

einstimmen, wobei nicht unbedingt die gleiche Reihen-

folge vorliegen muB.

Es sei bemerkt, daB die "trivialen" Konvergenzbereiche
lz-2.,71 2 & bzw. + £ \§1 £ R nit festen

JIQ fir £— 0 disjunkt sind, also fiir eine voll-

stdndige Ldsung nicht ausreichen.

5. Dispersionsrelation

Mit der vollstédndigen Ldsung kann das Randwertproblem in
jeder Ordnung (in gebrochenen Potenzen von "o ) sukzessive
geldst werden. Als Eigenwert erhalten wir die Dispersions-
"~ beziehung

0

o — - " .—/{" : ; o+
II.5.1) w(%m‘,) = 2:4 2 (k) Mo ! oy = v Yotk ganz, pasitiv.

Wir beschrdnken uns auf die Berechnung der niedrigsten Ord-
ol
nung A, &) Mo = . Hierzu sei bemerkt, daB die Erfiillung




% Bd as

von Vor. 2 in II.4 bereits o,, d.h. das asymptotische
Verhalten der Anwachsrate festlegt.
A, R) ( — stabilitdtsgrenze) wird erst durch explizite

() () folag SE 6 — 06)
B o e B

Berechnung der entsprechenden bzw. y W

gewonnen.

III. Der tbergang von Tearing-Moden zu modifizierten Kelvin-
Helmholtz-Moden.

Die in II. durchgefiihrte Entwicklung wird ungliltig

2 2
gir d, /0 —{. = O  (siehe II. l.e), da in diesem
Fall &?) = RS .
i 205 )
Der iUbergang zu da/@v - ‘ﬂ 7 entspricht einem Wechsel
der Singularitdt Ef’ von der oberen (komplexen) Halb-
ebene iiber L- 00 in die untere Halbebene (siehe Abb.3).

Dadurch kann die Entwicklung in m, auf einer Kurve in der
oberen Halbebene erfolgen, die von den kritischen Singulari-

" © @ @ . ;
titen 2 ,2, , 2, einen feste, endlichen Abstand hat.

w

auf  [,p kénnen dann fir Mo —> © die widerstandsab-
hidngigen Terme vernachldssigt werden, so daB die hydroma-
gnetische Niherung eine gleichmé@Bige Approximation der
exakten L&sung darstellt. Es miissen somit flir die niedrigste
Oordnung nur -die (idealen) Gleichungen (C.I.4.1,2) geldst

werden.



Tearing-Moden fiir spezielle Strdmungsprofile

Die L8sung der Stdrungsgleichungen in der Wider-
standsschicht hdngt wesentlich davon ab, ob in ihr
ein Strdmungsgradient d,# 0 vorhanden ist. Wie die
Gleichungen (C.II.3.2,3) zeigen, muB fir d,6# O
eine andere Skalierung des Dehnungsparameters £(Mo)

gewdhlt werden, als fiir d,= O , da das asymptotische

Verhalten beider Gleichungen fiir ¢ — O verschieden
ist. !

|
I. Stromungsgradient in der Widerstandsschicht. i
|
|

Wir nehmen im folgenden an, daB der Nullpunkt des Gleich-

gewichtsmagnetfeldes bei z,= 0 liege, also 3$,(0) = © ,
~ ©)

Dann entwickeln wir D@ = ws+ iD@ um 2,= 0 , wobei wir

d, = O setzen ( d,# O siehe Anhang I)

Y = dz + oY)
F@= fz+ 0&)

Ferner sei (0.B.d.A) d,  © 5 fn 0,

l. Singuldre Stellen

In der N&he von 2,=0 tri%% gemdB C.I. 3.3 eine
0, L

Reibungs-Singularitédt bei =z, = Jﬁi auf.
Widerstandssingularitidten liegen nach (C.I.4.5) bei
L e ©)

= LW .
By — ferner bei = =0
w d,t V&t ! W

Wie in C.III. erliutert, nuB fiir Tearing-Moden die Ein-
schrédnkung .| < MT|{H gemacht werden, von der wir
im folgenden Gebrauch machen.




(I:2.1)

(LI.2.2)

(X.3.1)

(I.3.2)

(I.3.3)

(I.3.4)
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2. Singularitdten der hydromagnetischen Ndherung

Aus (C.II.1. 12,13) folgt in niedrigster Ordnung in z:

2 " ot
. d @ _ 2 Q + g>o
iz (- & )Y = 4.3 o .
({4 ﬂ») . Z’U“L?s - %co
) ; As g
= - o + A
B ST o)
und o b
u,Q‘) - —i ?4 60 + O(A)
Wfl-dd 2

3. Skalierung der unabhdngigen Variablen in der Wider-
standsschicht

Die fiihrenden Terme von (C.II.3.2,3) sind

u

u ]
Ow o+ iEd4jw = ia{;g B

LB = 3B e it SR - widffu

|Ee

In der HME trat eine Singularitdt der Art auf

4

((I.2.1)). Dem entspricht in der WSE fir groBe:S ein Term

w A

T 3 . Um einen solchen Term zu erhalten, der zugleich
filx \j| {00 reguldr ist, setzen wir %% als Ent-

wicklungsparameter an:
(Die Konsistenz dieses zundchst formalen Ansatzes wird an-
schlieBend gezeigt).

%u” e [cl,\S wu = (,7[.578“

3= E3+idf3 — Wi [ fu
& ~ L —0)

B = E(ﬂ+ %1 BG)+ Qﬁ) B e
w 5 Sy %EU)Jr @)1 Th



e

I.3.6)

I.3.7)

I.4.1)
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@)
Damit B  fiir S—e 0 reguldr wird, muB %3
von nullter Ordnung in M. sein (die Reibu;gs—
Singularitédt tritt erst in h8herer Ordnung in Er-
scheinung).

Wir setzen

3
Mo = € % , (Ta ~ OW | ¢, spielt nur die Rolle eines
Dimensionsfaktors) und erhalten

Bl o 1 = i

E
B = %B +id, §3 —h—’:‘tf,jm

mit \Ei]‘4> 0 fir £ —> 0 (M—0°)

4. Ldsung der Stdrungsgleichungen in der Widerstands-
schicht

Um zu zeigen, daB die oben definierte Entwicklung tatsédchlich
Vor. 1,2 in C.II.4 erfiillt und eine L&sung des Randwert-
problems erlaubt, berechnen wir - zunichst formal - die
einzelnen Ordnungen. In I.4d und I.5 zeigen wir dann die
Konvergenz der Entwicklungen.

4.a Nullte Ordnung

Aus (I.3.6,7) folgt:

it — i
a@) _ & 8(@
da
@) da ©
Wegen w = @7 flir die hydromagnetische Ent-

wicklung, mu8 gelten:

—@ RO
w° = 3 = 0




(I.4.2)

(I.4.3)

(I.4.4)

(I.4:5)

(I.4.6)

(I.4.7)
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Da ein linearer Term ~ S ¢ dehie ~ %
nicht vorkommt, setzen wir:
= i ©®
BY = = owt
© + ()l @)
(Aus . Stetigkeitsgriinden muB sein 60 = Ve = e’o )

4.b Erste Ordnung

o _ =M (o) I
:d:g_%w - L‘F4S’B = -k = ©

. BU)U B idqj; @Ul N {Wi{,fi‘ _ 3(0}: o

und damit

=l

= 1) {4
w = 1B
o
Auf eine lineare Funktion k&nnen wir wieder wverzichten,
da sie bereits zur nullten Ordnung gehOdrt.
Mit (I.4.3):
— r 1 -4 =W © -4
:_D)(”' - dﬁd@fr‘-ﬂ g% 3 - B, 1,
Losungen dieser Gleichung erhalten wir durch Variation
der Konstanten aus denen der zugehSrigen homogenen Gleichung,
die durch die Transformation '
L _ [ id
S - ;L ryl’ / /-{ ((H'F} _d}
auf die Differentialgleichung der Airy-Funktionen zurick-

-1’/:,>

gefiihrt wird:

L hw - mhA) =0
dn

Es gibt (siehe Anhang II) zwei Fundamentalldsungen f%u@ﬂ
und F, M) , derart, daB die damit gebildete L&sung

A (E5) [ TS ) )

© -4

(-4

S _ bt
e W

Q%'nad1 oo in S p Abb42)



(I.4.8)

(I.4.9)

(I.4.10)

[.4.11)
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folgende Eigenschaften hat:

-—u ) u
1. 3R regular
(o)

2. B = aﬁ“.i{ind{f }? ' O(@ fie  |fl—o0

auBer in dem Sektor 53 )

Q)
wo B exponentiell zunimmt fiir \S)—*é &0

W ist die Wronskideterminate von /&, (), ﬂilhz) (W= wwﬂ)

Ein Vergleich von (I.4.10), (I.4.4) mit (I.2.1,2)

zeigt eine Ubereinstimmung im asymptotischen Verhalten
dieser Ordnung fiir lm"bcﬂ bzw. 12l—> 0 :

Oben genante Eigenschaft 2) fiihrt zu der Einschrénkung,
daB ein Weg ' nicht 1QAS3 gegen ® gehen darf, da sonst
eine tUberlappung von R G)und iSQ) nicht m&glich ist.

Die reelle g —-Achse ist hingegen ein geeigneter Weg.

4.c. Zweite Ordnung

il S—~m“ _l{ j g@) _ —h?

It =) -
%DB&J ~ {%551+lWﬁ£ju@]:

5 @)

&

Wir zeigen die Existenz von L&sungen, die fiir g-*? < o
das gleiche asymptotische Verhalten haben, wie der lineare
Term in den 3@) bzw. um der HME (ein Term ~ =z 2
tritt hier nicht auf, da wir d, =0 set#en;

fir 4,# O siehe Anhang I).

Es folgt:

S I
Q) " _() u . [ fd _.(Z) ] ) L‘[{ﬂ] J 5 B("J)
+ b)) < oL =,
b 53 ik ( :




A

und mit (I.4.4):

[&

(I.4.12) (to th@}") = & d_l—TTerf gm“r W% _%W +(%_uj =h

Fir g_~a 0 gilt flir die Inhomogenit&dt h:

?\_ s + E’ + o)

%
5 J® N
mit a b #0 wegen B ©, %) F

(siehe die FunktionW in Anhang II)

Es folgt:

— " b}

3~ f | e o)
ferner mit (I.4.11):

aﬁy as A ( auﬂ@)¢;o)

Diese Reibungs-Singularitdt wird - wie unter C.I. 3.b
.i_‘

diskutiert - durch einen Weg 17" in der oberen S -Ebene

umgangen, da nach unserer Festsetzung das entsprechende
(@

= in der unteren Halbebene liegt.
Fiir f — T 0O gilt:
/1‘
ho~ 4 + 0 (‘@)

5 ]
Mit (I.4.12) folgt:

(I.4.13) _Em ~ %+ T 0(4})

J

2 T 4
(I.4.14) LI @'S ¥ D&gz)

= @) ©)
Damit ist % 6) fir groBe \5] linear, analog 3 @)
fiir kleine [(2) , so daB beide Terme zur {berlappung

fiihren k&nnen.
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Eine vollstdndige Losung von (I.4.12) kann mit der
Substitution ¢\__J iber die Airy-Funktionen er-
folgen. Dabei isé als asymptotische Anfangsbedingung
(bei S: -0 ) .§F)= &13 zu setzen.Wir bendtigen
nicht die explizite Form von @Qﬂj)  Vielmehr ge-
niigt es fiir die niedrigste Q;dnung; den Sprung der
asymptotischen Ableitung 4 37

d
zu berechnen. Dieser Sprung wurde von der HME

Zwischen —c und + &0
(

wegen der Singularitdt beil z:) nicht geliefert, ist

aber notwendig fiir die Konstruktion einer von a nach b

durchgehenden L&sung.

Sei AR s lim ( EQH(‘F R) — TBG)'[~QD —a -a =

+
_ﬁ(_Z)"
lim ]B dj wobei |

R— w0

von - R nach + R geht und den Nullpunkt oben herum
umfdhrt. -

Wir integrieren (I.4.12) l&ngs -PR s

f( w)! [ - _Lj“‘” df - ‘F‘*Ff%” | itjudf - B

A '

Das 1. und 4. Integral verschwinden wegen (I.4.8) und
(I.4.13). —
Beachten wir, daB jr bei ‘S:O einen Pol 1.0rdnung

hat, dann kénnen wir schreiben:

JBW ) —f o i Res Bw/
/] Mo
”

wobei T} ein Halbkreis in der unteren Halbebene mit
Radius R ist.




(I.4.15)

(I.4.16)

(I.4.17)
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. g)“ A

Wegen (I.4.13) gilt aber G e 53 auf Tq

so daf das Integral auf der rechten Seite verschwindet,
i
und lim 3w 3% gilt.

R—
R
Es folgt:
Z__ 2 . | s . « I
i ,dl_[”i AB(Z) _ Ll—’h? Yo B (0)
A, ds
— W (o) —A
Nach (I.4.5) ist B () = &6, % und
1 G
= ) 8’3{ %" —A
_B@J e T 14 B 4
A i:-_(w.{‘.?- Az‘

Mit (I.3.3) ergibt sich (in niedrigster Ordnung) fiir
den Sprung der asy?ptotlschﬁn Ableitung von BU):
W T4 i
£B'(§) = &g) e R
Es{sei bemerkt, das fir d,>0 ( df cafl)
9

2z, in der oberen Halbebene liegt. In diesem Fall wdhlt

man statt (I.4.7) eine komplementére L8sung, die lberall,

*»* —
auBer in SS : %g £ wyj das gewiinschte
asymptotische Verhalten j hat. Entsprechend ersetzt
man Tza durch einen Weg unterhalb des Nullpunktes,

wodurch (I.4.16) auf beliebige d;ﬁo verallgemeinert

werden kann:

, of S A
23'(0) - @ ois W
Die Forderung, dasB % 7 fiir ‘g—fb L, e das gleiche
asymptotlsche Verhalten habe, wie der lineare Term
&?}i'% von 3 EJ fir }——efo , flhrt zur Identifi-
zierung von QB(S) und £03'® = & 1“”1(0\4 . %_/___5):

O A
wfi-di 14



I.4.18)

I.4.19)

(I.4.20)

(I.4.21)

i CO)‘h_v (0)_‘
Mit O ) = GL—E$7£@ als Sprung der
(e]

logarithmischen Ableitung gér&n;3©) erhalten wir:

P 2 ¢ /

() = ¢ af—de pey O

¢ gt {}
Damit ist der Entwicklungsparameter f- , der in

I.3 noch frei war, festgelegt:

& v p-ew

a-h- & — 0 (e—0, Mo —=0©)
£

-

4.d Konvergenz der formalen Widerstandsschicht-

Entwicklung

Wegen s%gl — 0 (E~2D) ist die Konsistenz
der in I.3 zundchst formalen Uberlegungen gesichert und
die Reihen (I.3.3,4) konvergieren fiir \Si% K und £—so
gleichmdBig.
Den erforderlichen erweiterten Konvergenzbereich

R(g) — oo erhalten wir durch eine Abschitzung der
einzelnen Ordnungen, wobei wir hier auch dy fo# 0
zulassen. " N
Mit Mo = %o € y 2 EF L erhalten wir
aus ( CI.3.2-%):

e " {0 " gaizdla“'z)'l...) -4 (B i) =

ig( 44@®”2‘j31¥;1hiyl~~)—ifi(lfag -+.”)

B = L:SKM)I; 3¢ B v SDJHLEWL-)*WS (L T S’f{z TR

Aus (I.4.20,21) folgt eine Abschdtzung der GrdBenord-
nungen:

1 IL T ~ m-2) i = n-2)
ot} ~0) _e)t ) o |
d_ﬁ U(.m) = {A B r[\: 0 (g " ! 4 I .S) B :_3—

5 S




2 A4 =

o S ) = fn-n)" _ @-2)
(I.4.22) oLﬁBw—Lw L O(S ;%— ;5“‘ )

Erstere Abschdtzung liefert nach Integratian:

_ ~ L _m-? Q"L)
(1.4.23) &, 2 -£ 3% £ o (@ ), 3 S)

Dabei verwenden wir, daB filir eine Funktion h, die

S = ©®  einen Pol endlicher Ordnung hat, gilt:
3 i ] pL
(1.a.2ay W& o 207) &' < o(EE) (1f\= =0)
flir (I.4.22,23) erhalten wir:

i O(jngﬁ"ram@j 5
i < o ([PREY i 3"

5@

)

(fl‘.ir l_j\——a o0 gilt %bw)u,{ O(Bm{» )

Mit den Anfangsgliedern

-M—‘(O)l g@) ,é: Ou)
a9, B9 £ o(§7)
9, 3O < o (§ W)

sehen wir, daB folgende Abschdtzung gilt:
_ " o m
37 4GS, w7 < @)) (Gl

Mit (I.4,19) erhalten wir fiir den Term mn.-ter
Ordnung:



(I.4.25)

(I.4.26)

(I.5.i)

{1.:5:2)
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|@)"3™) 41 ¢ 5 el
|8 £ [ epefl”

Die Koeffizienten Cir Cy sind von m unabhidngig, da die

d; {; fir reguldre Gleichgewichtsfunktionen gleich-

mdBig beschrdnkt sind.
Wir definieren nun: "
e *
RE) = R™ ¢+ mit o<t ¢ R ¢ 0 R fest.

-r‘t'
Fiir f & —; und T £ ﬁ | ¢ R() konvergieren

dann die unendlichen Reihen (I.3.3,4) gleichm&dBig und

Jede Partialsumme approximiert gleichm&Big die exakte
e
Losung fiir V?l — 0 (Mo~ °) .

5. Existenz eines gemeinsamen Konvergenzbereiches.
Vollstdndige Ldsung.

¥
Wir zeigen nun, daB sich fiir geniligend groBes 28

die Konvergenzbereiche der WSE und der HME iiberlappen.

Nach (C.II.1,7) konvergiert die HME fiir \z\ 2=§
: VR N s © "
mit \E'] > O ) "5_3’ > kq'l —;0)

3/1 y
3 ¢
Sei cg-*f;/cf , dann (%il"‘f = € — 0 und
% R4
4
”lb ~ 2 = £ — 0
I g W4
In der _S-Ebene bedeutet dies, wegen S = %
= 4/4‘
‘Sl E_’ f;r = &
&

* *
Wdhlen wir nun irgendein R mit 4 < R (o p
dann ist der Bereich &4 @~()) mits

‘4&4 =

j:?\-a 1 L I &R

]

in beiden Konvergenzbereichen enthalten, also der ge-
suchte Uberlappungsbereich.
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Um eine Approximation der exakten Ldsung bis zu
beliebiger Ordnung( in % ~ 22 ) zu erhalten,
missen wir nur die Entwicklungsterme der HME mit den
entsprechenden der WSE im Uberlappupgsbereich identifizieren.
Bei gegebenem m, ergibt sich dann & (k) als Bedingung fiir die
Erfiillbarkeit der Randbedingungen. Insbesondere ist die
Approximation der exakten LOsung gleichmdBig auf dem durch
die tUberlappung gewonnenen Weg T., . der die Randpunkte a,b
mit-einander verbindet.

Eine Beriicksichtigung des Widerstands in der niedrigsten
Oordnung erfordert es, in den Reihenentwicklungen Terme

bis zur Ordnung W/ ) ~ ¢ mitzunehmen. Wir stellen

die entsprechenden Terme nebst ihren Werten im tiberlappungs-
bereich gegeniiber:

HME WSE
Term , in ORQ) Term in O RO
o o LS/ 50 2 @)
R A VRS 2

T @

£

(o)
~ n |d‘ B(OJ Glﬂl{ e)o

(4) (] - _—
w B == W%—‘ja'z{} : 3 Wﬁa —d} e &£

©)
Eine Edentifigierung des linearen Terms von B
L 5Q@
mit ®/¢)° 8 ) in A RD)  1lieferte die in
I.4 zunidchst formal abgeleitete AnschluBfbedingung .
(I.4.20).

6. Dispersionsrelation und Diskussion der Anwachsrate.

3
Mit m, = & T, folgt:

~ ! A b ‘?} - 0{: h
w = ("’qo O U‘l) \ } ———gm‘—)

oder, fiir Il B, Uy,



(I.6.1)

[L.6.2)
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, ( 2 B I?‘D /VZ
£ = («lo 0k) hv0| &30 - 20 bf’“)

Pt T "

Dabei ergibt sich zﬂf&) aus der L&sung der idealen ‘

Gleichung; es wird durch v, @) 3.6 , @) fest- 1

J

gelegt.

Wir flihren eine Abschdtzung der Anwachsrate durch:

1fr. I i
Sei 5} = Si_uXL_ﬁﬁ / (wir hatten oben Sahﬂzzi
! /2.—_-0

=
S

gesetzt, nehmen es jetzt aber wieder mit)

by F6) - Do)

r 18
Mit ——zf;T;f-é e 4=~ und den Gr&Benordnungs-
X
abschdtzungen
[ A I
Al)r L , B R <§é> ( typische Lénge)
L L

ge

erhalten wir

. 4/1( 3,0 150(4_ J;Jf{l
(WL) zryo

oder
R A1
-1/9 fa. 2
A %R ’}:H (13‘0(4—3‘0))
( ’t‘ umon&?:&lt /tH T ideale MHD”Eeit)

I ist dabei ein MaB fiir das Verhidltnis
Stromungsgradienten:Magnetfeldgradienten in der Wider-
standsschicht.

Es sei bemerkt, daB fiir pjyo, = O die Anwachsrate (I.6.2) :
verschwindet. In diesem Fall (kein Strdmungsgradient in der %
Widerstandsschicht) muB in der Entwicklung nach (gebrochenen) |
Potenzen von Me die ndchste Ordnung berilicksichtigt werden

(siehe D.II).

Auch flr 7, =4 verschwindet W . Dieser singuldre Fall
kennzeichnet den Ubergang zu Instabilititen anderer Art

(siehe C.III {iber Kelvin-Helmholtz-Instabilit&ten).

Das Maximum wvon 1‘30(4" Wo) in QOM) ist 1, so daB



(I.6.3)

(I.6.4)

(I.7.1)

- R

die maximale Anwachsrate

~ Y -
w X Tg Ty wird.
ladl

ax
Fir kleine Stromungsgradienten ist auch eine andere
Deutung von (I.6.1) mdglich: Die Anwachsrate einer
Kelvin-Helmholtz-Instabilitdt ist von der GrdBenordnung

-
%KﬁHﬁ' ve© | , so daB wir (I.6.1) schreiben k&n-

nen als:

- -1 ~1/2,
W A %m TKnH

7. Losung im idealen Bereich. Marginale Moden

©/ ©f
I —_ i *O)
Der Sprung A @’.) = \B &9) 5 ¢
3("1‘(0)
ergibt sich aus den idealen Gleichungen (C.II.1.5,6):

- o~ AN () v _ (o)
(©) ~ © =
S (2% 3% 208 %3

Gar To wh

wobei zﬁei Anfangswertprobleme fiir die Intervalle
[ﬁ,"o) und (*o; Q] mit den Anfangsbe-

. ©) © iy ”
dingungen B (@) =0 bzw. B ()= 0 geldst werden
miissen. Analytische Ldsungen bzw. Abschidtzungen sind
nur ip wenigen Spezialfdllen méglich/ bei denen T,
und o von bestimmtem Typ sind.

o

a) Valfven V Strémung

Der einfachste Fall liegt vor, wenn gilt:

Bo - $o (Ja‘v") s ,Q_O = T }d..'n.
W‘{r Ho VTEU—' kh&:)‘
Vs*':’ = urwa‘t



(I.7.2)

(I.7.3)

(I.7.8)
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Aus (I.7.1)

(- 82| [ﬂ @3@) X -gzl' B(i[ _

SchlieBen wir wieder den singulidren Fall g =
aus, so erhalten wir eine Gleichung, in der ﬁv nicht
mehr vorkommt, die also auch im strdmungslosen Fall
gl lt:

[ 0) ="
_ 3w) + ﬁ{ B( %ﬁ :B© = 0

Im Standardfall g M t”&‘%@ und =00 ,&:

ktnnen wir nach [1] eine explizite Losung fiir & (k)
angeben:

O'l) = (mfﬂw')

(f Schichtdicke)

Da él@)reell und We=0 ( )0) =0 ) erhalten wir:

O

= Wegg = (”lo (A~ 2 I/&&u\;,(o)l “*3‘) h

Der marginale Mode (Stabllltatsgrenze) wird durch
o)
Rew> = A —~fz[/& ) =0 definiert, also:

@
ﬁlo = 4 Dabei ist

© = A Ty
30}: b (%/g) i Wy F L}%— Wﬁ(g)

Es folgt, daB die Stabilitidtsgrenze &1 unabhdngig vo
der Stdrke der Strdmung ist. Das Ergebnis (I.7 8)ist
nicht nur als nullte Ndherung bzgl. des Widerstandes
zu verstehen, sondern auch fiir beliebige Mo giltig.
Hierzu betrachten wir ¢ & &-“~"‘B “ und sehen

sofort aus (C.I.3.1) mit Rw:=ound (y% ;Q)zauﬁftf;)ﬁ

n

!/

+

o)
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daBg ¢ folgender Gleichung geniigt:
I F .

—d + RO+ t¢> 0
Diese Gleichung stimmt mit (I.7.3) {iberein, so daB
sich derselbe Eigenwert 4, ergibt.
Die Unabhdngigkeit der Stabilitdtsgrenze R, vom
Widerstand fir vﬂﬁwwﬂj ~ Vepin ist natiirlich
nur in diesem Spezialfall (wie auch fir V. 0 )

gilt .ﬁ.fjh (M,

gegeben. Filir allgemeine Vétrémung

b) v o<

alphen VStrémung

Im allgemeinen Fall ist eine explizite L&sung nicht
mehr méglich. Wir konnen aber fiir kleine Abweichungen
von der Konstanz von . Smemi  g4q Enderung der Sta-
bilitdtsgrenze durch ngéungsrechung ermitteln. Fiir

grbBere Abweichungen finden wir wieder eine Eigenwert-

gleichung der Form - WV“ +f@Fﬂy + VH% =0
Hierzu definieren wir wieder:
”b
ﬂLGﬂ = T%? und erhalten aus (I.7.1)
’ i ZD; _‘l_‘" 2 m
(©) (AT (©) ! g\—o'aoi’Q‘OOJr?;‘Q’e\o ’_F)(D’_
(1.7.9) ﬂB = L.—IQL\’-’),‘[ B = ( -5 o + f B =
A- by A= K L
= dt "
AE e B

@)
Wir beschrdnken uns auf die Berechnung des marginalen R
d.h. die Diskussion des Randwertproblems (I.7.9) mit

@)
Eigenwert f, . Hierzu schreiben wir (I.7.9) um:

(I.7.10) (011 W)}"” o U(Q,&o ( R Bm) = &

(o]

ﬂéﬂ

(fir A,= const. ergibt sich wieder (I.7.3))
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0 1) | ¢4

In diesem Fall k&énnen wir den 3. Term in {L.710)
als kleine Stdrung auffassen, falls zusitzlich gllts

1) (/{-e\c)z) %J)O
2 (') Lccw

3) ,(Q;J', &
¥

A
Fir gentigend glatte A, und Jo(® =0 (“59) sind diese
Voraussetzungen immer erfiillt und wir erhalten tn
linearer StOrungsrechnung fiir die Verschiebung Jk der
Stabilitdtsgrenze:

o ~ ©) @ o) &
R TIRLY i 7 g ﬂ%li EN S W S

fir J<o : Jdm<O d.h. Stabilisierung
fiir Jso && >0 d.h. Destabilisierung

-A
T @) 2
Fr unseren Standardfall T, ~ femk? war 30 = Oﬂgt( Q)

und somit:

v
@3
%

I~
<

' )
) (o)

! 2

~A

_:Fo TO

VAN

L6 B
A

/~

o

24
Es folgt J § 0 fiir (Ro)

1
d.h. Stabilisierung, wenn {, von 20 weg abnimmt und
Destabilisierung, wenn es zunimmt (siehe Abb.A3.“¢)




(1.7.12)
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Stabilisierung tritt also dann ein, wenn von der
Nullebene weg die Magnetfeldenergie stdrker zunimmt

als die kinetische Energie der Strdmung.

@)Slnd die unter &)genannten Voraussetzungen nicht er-

flillt, dann muB fiir das marginale kg' die volle
Gleichung (I.7.10) geldst werden. Fir }o()u‘ 0

gilt wieder l(k@7;bl £ 9 (= —0)
Schwierigkeiten treten an Stellen 2z; auf, fir
die gilt 41 - R:tiu)* 0 . Da wir fordern,

daB ldﬁl<rE;H}| , treten solche Stellen nur

fiir 2. # O auf, also fern von der Widerstands-
schicht. Wir kodnnen dann, wie unter C.II.2 erldutert,
Gleichung (I.7.11) auf einem Weg le betrachten, der
diese Nullstellen umgeht, wobei die unter C.I.3.d auf-

gestellten Einschré@nkungen zu be—achten sind.

Mittels einer Transformation an = F%.B@)E (1-R) &,
bringen wir die erste Ableitung in (I.7.10) zum Ver-
schwinden und erhalten:
®) 2
B dﬁ-- R, Jw o+ V,e) ¥ = “ o
Vo(2) = ;°” e Sey, S@ s % - ﬁ%ﬁg %

Durch die Str&mung erhalten wir somit in (I.7.12) eine
zusdtzliche "potentielle" Energie i@. Der Eigenwert

kann durch ein Variationsprinzip

(f«y We + %)y d2 .
fw ;

mit V/ da + %% als strdmungslosen Operator,
o
berechnet werden.
Definieren wir: . B (gzy .
%) @) Q) ¥
= 5 0SS e S- B . ~ ) Is
SD [ o mit o Pe und So A ?\L = )

2
dann sehen wir, daB im Standardfall fiir LR) é 0
fir 2 2 © (nach auBen abfallendes %, ) gilt:

© ®
NS SR - j«p Yoy 20
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Dieser Term wirkt also stabilisierend filir nach auBen
abfallendes ﬂi und, wie man leicht sieht, destabili-
sierend fir nach auBen zunehmendes ﬁj . Es verbleibt
der EinfluB von S, , der nicht so einfach abgeschitzt

werden kann, da %i im allgemeinen oszillierend ist.

Aus diesem Crund aber kann angenommen werden, daBf fiir
eine groBe Klasse von Profilen der EinfluB von Sf)
dominiert.

Wir bemerken noch, daB fiir konstanten Geschwindigkeits-
gradienten, aber von der Nullebene weg geniigend stark ab-
nehmende Dichte, A, ebenfalls abnimmt und damit S? sta-
bilisierend wirkt. -

Die stabilisierende Wirkung von SO verschwindet,wenn der

¢ B -
Abfall von /&, in den Bereich fillt, wo T,= const.




w Bl =

II. Konstante Stromungsgeschwindigkeit in der
Widerstandsschicht.

Sei nun D;KU = 0 , d.h. in der Nullebene des
Magnetfeldes verschwinde der Strdmungsgradient (bzw.

V(%ﬁ'%> fiir nicht konstante Dichte).
Wir betrachten wieder:

Dy @) 4, 22 + 0@
-FD (-%) {:A T t+ OL}E’)

Sei im folgenden d,#0 (fir 4, = 0 bleibt die

nachfolgende Diskussion im wesentlichen die gleiche).

)

l. Singuldre Stellen

In der Ndhe von 20 treten nunmehr, wegen der Nullstelle
2. Ordnung von D, @) + zwel Reibungs-Singularitdten auf
(gemdB C.I.3.3):

~ “ 2
W o+ | 2z %\/ =
(Arl) [,L:' 4(1
zv = t T

d2

Nach (C.I.4.5) sind die Widerstands-Singularitdten defi-

niert durch:

Wt ~— r @2) )
(A)+;d1zw :tYw{,\zw j 2, =0
un?
Da wir 2,70  gsuchen, ist der Beitrag von dy 2y,

hSherer Ordnung und wir erhalten in niedrigster Ordnung:
(A, 2 ) i ﬁ (@)

e — (5,
2w r {. (& d Cw

(siehe Abb. 46, 8)



(IT.2.1)

(I.I.2.2)

— B5 =
Fir |wl — o (Mo — 0) gilt:
5 “.2) -l
v ’Ll ( —-30)
/\,l w — 0 rylo !
;;}p‘l?)

(:2)
d.h. die Widerstands-Singularititen =z. liegen
"wesentlich" ndher an der reellen Achse, als die

@)
Reibungs-Singularit&dten =

2. Singularitdten der hydromagnetischen Ndherung.

Nach C.II.l.e haben wir:
+
©) ey =
I’kO) - 80 + %1‘ 2— + 5
©
& @) ©) d G) 7
mﬁ}:il6oz+——da?zo+ LY & 1.
[HT{" l’kv{ﬁ ‘-[—ﬂ" {1

Wegen d,=0 tritt eine Singularitit der Art =z w:

nicht auf.

) ) . ) . )
B , W genligen (C.II.1. 14,15). Um die Singulari-

tdten bei 20 zu erhalten, schreiben wir die dort

fihrenden Terme an:

A) " 60 b 60
|¥A}3( = l(d3 + d, & + dz?( )—
b f b {. wfe
© 1
dy _@L_ + 0Q@)
lw¥,
w ! 1 %@
" i i — S 0 4 OL%)
lﬁ N B L 1o

« |
BY s i dy 6o 2 a2+ oy
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(Fﬁr d,=0 verschwindet auch diese Singularité&t).
(o)

@) 6 A . d d\a @) 2
W, = 2 -~ 1 =t f 3 Pen 4 D(E)
(ILs2:4) lgt,v{{,‘ 9 g,h_l{ﬂ3

3. Skalierung in der Widerstandsschicht.

Aus (C.II.3.2/3) erhalten wir mit d,= 0

(11.3.1) @u+ i dfuw —Liddiu = e f.§ 3

B s '\2“‘*2 gzg - errigiw[:j)u

i

(I1.3.2) M, 3 = ¢

z

¢ muB wieder so gewdhlt werden, daB einzelne Terme der
WSE an entsprechende Terme der HME angeschlossen werden
kénnen.

Wir schreiben (II.3.1) in der Form

(II.3.3) % UL“ “ 1& dl Flu" —~ ATE dz w = i{ASB
L)) @
Nach (II.2.1) ist CREEE
Nach (II.2.1/3) sind die niedrigsten nichtkonstanten
Ordnungen ~ 2 |, ~ 2 Dnz ; dies bedeutet, wegen z:fig,

daB die niedrigsten nichtkonstanten Terme von.’ in der

WSE von der Ordnung ¢ sein miissen. Somit:

o
?2 w v 0 (&)

> = 0 (wegen (I1.2.2)), folgt, das u (§)

von hdherer Ordnung

— (2] > (£

g

Da weiterhin

Da nach (II.2.4) eine Singularit&dt der Ordnung
A
% - 1 in w auftritt, muB gelten:

(II.3.4) —> (%) ~ 0



(1I.3.5)

(ITI.3.6)

(I1.3.7)

(II.3.8)
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Wir wdhlen deshalb %{ als Entwicklungsparameter und

erhalten aus (II.3.3) als niedrigste nicht verschwin-

dende Ordnung:

:({/ng“ P i

I

Tl

Wir schreiben statt (II.3.2):

n

I R A e A

Da w(g\“ OL?) , folgt
3~ o ()

Wegen 3%5)“- 0(¢) folgt
T § ~ ng) . Okg /z)
5 ¥

Somit haben wir durch Anpassung der Singularitédten
beider Entwicklungen den Parameter ¢ festgelegt und
definieren nun

) ]
Mo * v, ¢ ( %~ ow)

und die unendlichen Reihen
— = =
© S5O Laz @
W w +.. ..
¥) - 3% g3 (§)'3
) - Fee @
wobei die Gleichungen (II.3.3) und

%biﬂi§l= % 3 +i£d1§23 S ﬂ Su

I

W

1
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4, Lbsung der Stdrungsgleichungen. Konvergenz.

Gemeinsamer Konvergenzbereich.

Es sind _) _
T @
E(O]E C\o —'W-t
= @)

B

I}

(II.4.1) a4 =i, S 3(2
5@ _ . ~ h)
(II.4.2) 239 = “Ln“lgf 2
~ *4{?'
wobei % B %' &

% Trfl (& —wiffa®)
(I1.4.3) ‘@ o { A Saum _ tﬁgld 6:0)

(IT.4.1,2,3) enthalten keine strmungsabhdngigen Terme
mehr und stimmen mit den Gleichungen iberein, die [ﬂ im
strémungslosen Fall erhielten.

)
(IL.4.3) hat elne regulédre Losung " mit
g A

R e U Gl i)
LT \
(IT.4.2) hat eine reguldre LOsung BQ mit dem asymptotischen
Verhalten

E£>\S> _ QJI‘S + OLT{;_) ( ( — too, Im§= o)

@
Der Sprung der asymptotischen Ableitung von 3 Xergibt

sich nach (II.4.1.):
(2% ]

— , -0
63 =i [
£ Teo
Die Berechnung dieses Integrals kann nicht mehr funktionen-

theoretisch wie in D.I erfolgen, da die asymptotische Formel
';?) ~ 4 (l\-*sm> jetzt nicht mehr in einem Sektor
gilt, der dieVPunkte +too |~ enthdlt. Der Grund
hierfiir liegt in der Tatsache, daB in der homogenen Gleichung
(IT.4.3) bei 1 der quadratische Koeffizient SL auftritt,
wodurch die komplexe Ebene durch vier Stokes- bzw. Anti-
stokeslinien aufgeteilt wird(S = 0 Wendepunkt 2. Ordnung),



(IT.4.4)

(I1.4.5)

(IT.4.6)

(IT.4.7)
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gegeniber drei bei der Gleichung (I.4.5) (S = 0 Wende-
punkt 1.0rdnung). Die homogene Gleichung (II.4.3) ist
bekannt als Weber'sche Differentialgleichung
( —= parabolische Zylinderfunktionen, siehe [1@]).

—4) =@)
Wir verzichten auf die explizite Berechnung von u 3
und damit 4 3® , da dies bereits in 1 ausgefiihrt
wurde und beschrdnken uns auf den Nachweis der Konvergenz
der durch (II.3.4 - 7) definierten WSE. Hierzu schreiben
wir die Rekursionsbeziehungen fiir die einzelnen Ordnungen

an:

—-2)

N AT L RN T AT A8 oty

u _ (M_fi) 2 ('1«"3)

%, 6\@(‘") - B(WZ)»r Zjhzo\b SLB*QM\' U(Trl-f, S - ki Jﬁ

£l

22 A
mit €< [ (Z) / s = f

aus (II.4.4): et} )" )" @ = D
VRIS
"o, 1 §)

(mit (I.4.24)

ferner aus (I.4.5)

ey g 3" g )

mit (I.4.6): 4 S
._(M A) é ( k(\."‘?) k"“? _'64“;) ~_("‘\-"‘3)
— ,Bf‘ ' 3}? S g ; S "
Beachten wir, daB mk) £ oft) 3 é.o@ BQ‘QVOU)
(§] —> o) dann sehen wir mlttels (I.4.6,7) die
Richtigkeit folgender Abschédtzung:




(11.5.4)
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Sk (151 —> *)

Damit haben wir die gleiche Abschdtzung wie unter

I.4.d und setzen als Konvergenzbereich wieder
-'.

% e o

relfle RO, fely

Flir den Konvergenzbereich der HME setzen wir wieder

3/
§=¢™ |, womit die Bedingung (C.II.1.7) erfillt
ist: g
]Q‘ e g/%->0
6|
4/(f_
T~ e™ 5o
$3
Hiermit erhalten wir den gleichen Uberlappungsbereich

wie in I.5, so daB auf ganz Tla jede Partialsumme von
(II.3.6,7) (insbesondere also wieder die hydromagnetische
Ndherung) gleichmdBfig die exakte LOsung approximiert

(”la‘_'bo).

5. Dispersionsbeziehung

Ein Vergleich von (II.2.1) und (II.4.3) liefert wieder
die Dispersionsbeziehung:
(©) + (o) — + —) (Cu\)l
(e - ¢, )£=(‘0~-°& €/
o+ -

6, - b

oder, mit Al @l)

"_fZ)" AL
AMe= a3 (&)
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in Ubereinstimmung mit [i].
|
Es sef noch bemerkt, daB hier éﬁ(b) wie in I.7 wieder

= !
von D, @) abhdngt, wohingegen YO unabhdngig wvon
der Strémung ist.

6. LOsung im idealen Bereich. Marginale Moden.

!
Alk) ergibt sich wieder aus der idealen Gleichung
(L.7.1)3
AR S )

N 2 (o) (o B () “B(U)
“2o( 230 3" R aB
@ o J G Fo

die, wie unter I.7, als Anfangswertproblem vom linken
bzw. rechten Rand her, gelSst wird. Da fiir die hier in
Frage kommendenlﬁ; keine einfache analytische Ldsung
dieses Anfangswertproblems m&glich ist, beschrdnken wir

uns auf eine Diskussion des Randwertproblems fiir den

marginalen Mode ( A (&) = © i
Wie in I.7 definieren wir:
2oy 2 ()
g‘oE%_F / P"E@_Ro)t ’LPEPEB
T To

wobei wir Nullstellen von p, die jetzt nur bei 2 ¥ 0
auftreten kénnen, durch eine geeignete Kontur-ﬂb umgehen.
Es ergibt sich wieder:

2 (0)2
(G- A )y sy =0

/.

mit \/ wie in (I.7.12).
Da jetzt £, (0) = 0 , diskutieren wir zundchst als
einfachsten Spezialfall &,(?) = a = , entsprechend

symmetrischem ﬁ; (siehe Abb.45).

Sei zundchst a so klein, daB {iberall gilt:

2

Do @) ¢ 4 > pk >0
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Es ist dann

¢ [ &
2 u 2 2
L, _ dae 5 = =Bl . Bat . ED
A= Ry R A-al2"® ' o A-0g T (“%%7
ferner, im Standardfall,
o T 1
S I
A'B\Dl po
Es folgt SD@J £ 0 und somit Destabilisierung:

Sei nun a,so groB, daB innerhalb des Intervalls (a,b)
bei 2= +m -m Nullstellen von 1 - £.(:) auftreten
(siehe Abb. 8 ).

Flir instabile Moden ist die Lage der Singularitdten

gemdB (C.I.4.5):

_ =W

e ) - D Ep) ’

Integrationsweg gemdB Abb.ll gewdhlt wird.

2 so daR der

| kAN
e 0 3
Auf der reellen Achse hat S? =~ “’%2 %%é% in der
= 7
Néhe(?er S?Pgularitéten ein Verhalten der Art
2
& TN . Dies bedeutet auf I,, ein

oszillierendes Verhalten. (Abb.12). Dieser oszillierende
Beitrag zu 59 hat i.a. nur schwachen EinfluB auf den

, ©)
Eigenwert &, .

A\
Si besitzt bei 2= fu einen Pol 2. Ordnung und es gilt
1 g b 1] 2
0 .s 0 > = - Q,
Po/?’ {0 fiir alle z, da P"/Po# und P/Dé:o

Wie aus Abb.13 ersichtlich, liefern diese Singularité&dten
()
einen negativen Beitrag zu Re S , d.h. sie bewirken

Destabilisierung.

Parabolisches Geschwindigkeitsprofil

Ein physikalisch realistischeres Geschwindigkeitsprofil
2
wird durch V@) =\/ [ A @) - \/.,@):0 j Vo(?)=\/gegeben

_ 4V
®-a)"
(siehe Abb.1l6).
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©)
Es folgt W, = ~Qh}/) als marginale Phasengeschwindig-
keit und ‘
@: :—S’:rlb) Lk(b“v ) %t
Fir 9,0 =1 ist A, im Standardfall nach
auBen zunehmend (Abb.14), wobei wir annehmen, daB \¢
so klein ist, daB 25@) A (alsoinicht singulér
wird). In diesem Fall ist aber S%) gemdB I.7.b.B de-
stabilisierend. Im allgemeinen nimmt jedoch die Dichte,
also auch Q:Q(%) , nach auBen stark genug ab, so daB
auch JLE@) nach auBen abklingt (siehe Abb.14). Dieses
Abklingen von ﬂj liefert aber nach I.7.b.B einen sta-
bilisierenden Beitrag. Das Zusammenwirken dieser Effekte

muB numerisch ausgewertet werden (siehe Anhang III).
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ITI. Ubergang zu modifizierten Kelvin-Helmholtz-Instabilitdten

Dle in I.5. abgeleltete Anwachsrate R w verschwindet fiir

‘ o)

die in D.I. abgeleitete Skalierung von @ (") ;

WW‘UJ__% A . In diesem Fall versagt

Wir beschrdnken uns hier auf eine Diskussion des Falls
P .54 _—
Vo @) ~ +,(3) , insbesondere sei

F (o) = F(0) = Nlo)= R @ =
DS D@ = @ R , dann, nach (C.I.3.1/2):

B, OB R . mB AR

LT e ik = '
2 i o . o ["’P" =
oA s i g) (BBt B B B gt 3

*QO[EB gj’a, o (O,jﬂ ) @)go +ID)/\WR AB]

Da keine Terme O-ter Ordnung gegeniiber Cffqaauftreten,
ist diese Gleichung von der Form
wr b 2, L, B + O(wl, %‘w,~-—>
Damit gilt W~ 0lyo) » d.h. es tritt eine diffusions-
artige Zeitabhdngigkeit auf. Dieser singuldre Fall filhrt also

hGchstens zu einem benachbarten quasistationiren Gleichge-

wicht.
2 2
2) (Eol(%) = /9\0 L}:{T "“o(z) j 9‘17 > /1
(o)
Die marginale Gleichung und damit auch &, , d.h. die

Stabilitdtsgrenze, bleiben unver&ndert gegeniiber ﬂw A
Wie in C.III. diskutiert, geht fiir m,—> © & nicht
gegen Null, d.h. & = T W)+, Fir D, — oo

geht diese LOsung in die reine Kelvin-Helmholtz-Instabili-

tdt paralleler Strdmungen iiber.
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Zusammenfassung

Eine analytische Untersuchung der linearisierten
Stérungsgleichungen fiir den Schichtpinch mit ver-
scherter Stromung und verschertem Magnetfeld lieferte
im wesentlichen folgende Ergebnisse:

Die Vernachldssigung des elektrischen Widerstands

bzw. der Viskositdt filhrt zu Singularitdten der
Sto6rungsgleichungen in der komplexen Ebene an Stellen,
wo lokal die Alfvéngeschwindigkeit verschwindet, und
wo (im Bezugssystem der Stdrung) die Strémungsgeschwindig-
keit verschwindet oder gleich der Alfvengeschwindigkeit
ist.

Die relative Lage der Singularitdten ist typisch fiir
die Natur der mdglichen Instabilitdten (Reibungsinsta-
bilitdten, Widerstandsinstabilitdten, ideale Instabili-
tdten) .

Fiir die Tearing-Instabilitdten wurden die L&sung der
Storungsgleichungen (ohne Viskositdt) in Form von
unendlichen Reihen angesetzt, wobei der Entwicklungs-
parameter eine geeignete (gebrochene) Potenz des Wider-
standes war. In einer dinnen Widerstandsschicht muBte dabei
eine andere Entwicklung durchgefiihrt werden als im Rest-
bereich. Es zeigte sich, daB das Bestehen eines Strdmungs-
gradienten in dieser Schicht maBgebend fiir das Verhalten
der LOsung bei Mo—> 0 ist. Die gleichmdBige Konvergenz
der Entwicklungen in geeignet definierten Bereichen der
komplexen Ebene wurde nachgewiesen und die niedrigsten
Entwicklungsordnungen explizit berechnet.

Flir kleine m, ergaben sich Anwachsraten, deren asymp-
totisches Verhalten ( 7M. — 0 ) entscheidend davon
abhing, ob in der Nullebene des Magnetfeldes ( R B (z)=0)
ein Stromungsgradient ( hWQﬁa ) vorhanden war.
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Indiesem Fall erhielten wir Anwachsraten
=, = ~4 =1
Ldst'r- = YQ— /tke\v.—Helmk . ('tﬂm 'Ylo ] ,tl(alv.— Helwrf ."-' Ve @h) )

sty =dfy
mit einem maximalen Wert @, A& Tp T,

may
( ty, hydromagnetische Zeit).

]
Demgegeniiber ergab sich fﬁr&mg@;=<) wie im 8trémungs-

.. e s . s
losen Fall [;] groBenordnungsméBig W A T, T,

Typische Zeiten fir einen "inversen stabilisierten
] 1] : ~ a o
Pinch" sind nach [1] Ty @ Wpsee | 2 psec

In diesem Fall ergeben sich filir die Tearing-Instabili-
tdten typische Zeiten von ey AL pesec
T max
als Maximum bzw. strémungslos
T A& 3 e
Diese Ubereinstimmung in den typischen Anwachszeiten
geht theoretisch verloren fiir 7, —> o (M —0) ,
1.
da gilt %% a (%% " o (o= ©) (ungeachtet
St max :
der Frage, inwieweit fiir M., —© unser MHD-Modell an-
wendbar bleibt).

Flir festes m, wird obiger Ausdruck fiir g, ungliltig,

wenn durch zu kleine Strdmungsgradienten gilt Tge > .
In diesem Fall ist als fiihrender Term in der Anwachs-

rate der strdmungslose Ausdruck w 2zu nehmen.

Die Stabilitdtsgrenze (maximales k) hdngt entscheidend
von dem Strémungsprofil iiber die ganze Plasmaschicht ab.
Ein von der Nullebene des Magnétfelds weg abfallender
Stromungsemergie zeigte sowohl durch ana-

Magnetfelden ergie (Anhang I)
lytische Diskussion als auch in der numerischen Auswertung

Quotient

stabilisierenden EinfluB. Nahm dieser Quotient nach auBen
hin zu, trat Destabilisierung ein.

Dabei winfdie Stromungsenergie im Bezugssystem der Stdrung
berechnet. Es zeigte sich, daB die Phasengeschwindigkeit,
mit der sich die Stdrung ausbreitet, fiirM,— mit kw@)
Ubereinstimmt. Die Tearing-Instabilit#t breitet sich also
mit der lokalen Stromungsgeschwindigkeit (in der Nullebene
des Magnetfeldes) aus.



Herrn Prof. Dr. D. Pfirsch danke ich fiir sein
f6rderndes Interesse an dieser Arbeit und fiir
wertvolle kritische Gesprdche. Den Mitarbeitern
der Abteilung Theorie des Instituts fiir Plasma-
physik bin ich fiir anregende Diskussionen, sowie
Frau Walter flir die Ausfilhrung der Programmier-
arbeiten und Frau Alsch fiir das Schreiben des Ma-

nuskripts sehr verbunden.
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Anhang I

Fs (0) # 0

Liegt nicht der "Standardfall"” mit
dann erhalten wir in C II.l.e

Tearing-Moden fiir den Fall

F, (0) = 0 vor,

o = {A'% -\-{>2 Ez+...

d/\% + d'l E’l *

57 &7

£

o

{3

R A

und die Enwicklungen
©) @)
%=t + b,

@)

@)
2 0uz + Hy >

da
&, b

F () @! ddz
GL ‘6/ },@m-’i + {lgr-p 6
(o
mit &a): i

ﬂ/bjz*---
b {, h"ddle@)
w2 - A2

Fir die Entwicklung in der singuldren Schicht (WSE)

gemdB C II.3 erhalten wir

[

W

d'+~i€(d;* 2d1§+ gkx _igt (24, +. )

< te(faeffe IR -1 2603
o3 = LB (e So )R —wis (s

a) Flr den in D.I

e

behandelten Fall mit Str&mungs-

gradient in der Widerstandsschicht erhalten wir fiir {‘ d #0
u 5

oy}

1 2 u )
W 40 dlw =0 dlg w -2ved, u
% 8

53 -2l B
%4093 «ied §3 - bl fu-bicf

(“rEP
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Wir flhren wieder eine Qﬂtwicklung in Potenzen von
durch, mit £ ~ O(I““g\z)

Die Zusatzterme proportional d, bzw. )(‘l wirken
sich nur auf die Terme 2. Ordnung ’E(z\ : CL(U
und wir erhalten mit (\%Y\ = € JJ

mIE?

aus

I
— ) (0) (c)

: £, oy 2
2 i W L g di = iff3 kw{

- Dm"_— _‘,‘T;Qﬂ . ,B o dLS}gL)—-m“{(u-—b{ﬁ“(a"{S—@
ol M @“” e e 2y 8L LY, @ _(q
mit W = = und D‘rzrl[ (dz,“ —](L )/ = LJ("‘;B s

‘d4§ a@\“—[.lfng ?}@) = ﬁaﬁll + D\/

= =15} ) . =) 2
o 33 s 79 =3k (g
! —o ~a)"

es folgt, mit FhuME L B@ g2

n(%@’) 1l B wﬂ(& CRI 2 ‘(?f”}
\ / 4 /

—d) @)
oder, mit W = ‘;‘ 3 <
A

S
R
>
—y
\-.__
[

) el L el T el
'3/ 1, 4z 3% El |

Der Zusatzterm hj;k*{i :i

“\.._,__.f,j
i
¥

S wirkt sich auf das Verhalten
der Losung fir groBe 5 aus:

@ lafe B, ofd
b d} %Pj \ (’L)

— 37 - “’lﬁpid%f@kﬁjﬁwj " O(;i> U’%tx)
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Wir erhalten somit ﬂh\gkém einen logarithmisch an-
wachsenden Term

bw 1(11]( -d, dy to©
2 2 30
Lf?‘{ﬂl B dn—l ’J 5 Jj 2
(0 %P) 2

_ . W
der, unter Beachtung von 3= o und ] =+ T8

mit dem 2. Term in der hydromagnetischen Entwicklung

von Egyﬁbereinstimmt, wodurch eine korrekte tber-
lappung gewdhrleistet ist.

=52
Auf den Sprung der asymptotischen Ableitung ZXB()
ist der Zusatzterm ¥%£'%@ ohne EinfluB, da u/ﬁF =0

p - f

R
Damit gilt (I.4.20) und somit bleibt die Dispersions-
beziehung (I.6.1) unverindert.

(Die Konvergenz der verwendeten Entwicklungen
fird, f,#0)und die Existenz eines gemeinsamen Konvergenz-
bereiches wurde bereits in C.III und D.I nachgewiesen).
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b) Konstante Strdmungsgeschwindigkeit in der Wider-
standsschicht (D.11I).

()
In diesem Fall ist d¢,=9  d.h. der Koeffizient &

in der HME wird:
(o (©)
09 - o2 ko)

A
In der Widerstandsschicht erhalten wir statt (D.II.3.3)
und (D.II.3.8):

%\L“+\'Ldljluumlt£d w= I{S J"ﬁz[ sz

-4/2

r g Bu _ %\B Y 5{?_ ng _ﬂﬁh][ﬂju— bar & &.S
Als L&sungen:

- (0)

=0
3_(0} = 66("}
Q)
.B = 0 (unVerandert)
= { ‘ "'{ 6@)
N r\( f— @/
} \b('l} = /0 ’__ ‘llfﬂ(‘} -4 @) C)
7= a0 = ‘J}g}‘ 6, -2ifs

Diese Gleichung hat eine reguldre L&sung mit dem
asymptotischen Verhalten

©)
Z4) by 4 v h b2

{
= i \ i L
. A 2 \\ .\t}\M:O
wif wifs ) f
Hieraus folgt filir das asymptotische Verhalten

@
von B9

R O F

A

N

& T o (p)



Der logarithmische Term stimmt wieder mit dem ent-
sprechenden in der HME iiberein. ]

Der Sprung der asymptotischen Ableitung i gfw

bleibt unver&ndert und damit auch die Dispersions-
beziehung.

Die glm. Konvergenz der Ndherung im ganzen Intervall

wurde bereits nach C.III. und D.II. nachgewiesen.
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Anhang II
Airy-Gleichung

Die Ldsungen der Airy-Gleichung (D.I.4.6) k&nnen be-

kanntlich als Laplace-Integral geschrieben werden:

| i f :
Alv () = Wt / exp(mt- J(/3) at Fu dled
T

¥y
3
wobei die Integrationskonturen I, in Sektoren mit Rt >0

(schraffiert in Abb. 12 ) ins Unendliche gehen.

Jede der dadurch definierten drei Lbsungenﬁ?ﬁlr , von denen
jeweils zwei linear unabhdngig sind, hat fir |[7|— <°

im Sektor S exponentiell abnehmendes Verhalten (subdomi-
nant) in den Sektorenﬁégggnentlell zunehmendes Verhalten
(dominant) . An den Antistokeslinien TE dndert sich je-
weils das Verhalten. Auf Wegen W, bzw W, die in S, bzw. 5,

gegen Unendlich gehen, existieren die Integrale
- f d g ] !
‘/’L}Lflﬁ)dq ) //J'Lz[”l)d”l
GO(WA) 00 (W)
und die nach der Methode der Variation der Konstanten

gebildete L&sung der inhomogenen Gleichung

W -nw o= konverglert und hat die Form
Y veraly e
o (W,) mbm

(W = Wronskideterminante von /&

a Py )

(siehe hierzu [lﬂ ,[}2] Y

Die inhomogene L&sung w kann in S, U 5, fiir groBe |7/
entwickelt werden, wobeili sich - wie die Differential-
gleichung (A) formal zeigt - ergibt:

4 of L)
We —- 5 ¥ (ﬂ“/
In 53 , wo A, und /A, beide exponentiell zunehmen, ist
auch w exponentiell zunehmend (siehe [}q )

Fiir das Verhalten am Nullpunkt gilt([11], $.291 mit @;=-w)

Mi?-‘li/% (0) e ¥a F 0 , ferner folgt aus (A):
w') = 4



Anhang III

Numerische Auswertung der Stabilitdtsgrenze fiir ver-

schiedene Strdmungsprofile.

©
Das marginale &, (Stabilitdtsgrenze fiir m, —> 0O )

erhalten wir als Eigenwert der Gleichung (CT.3.4 % )

mit w= §i='0 + Mo =0 , d.h. einer Gleiqﬂung vom

Typ H, (%)) Y =0 , wobei Ho UGE,’) = ZE‘ v 9:: + @)
}(DI"?,DI.@

Zur numerischen Auswertung suchen wir diejenigen kﬂ

fiir die das Anfangswertproblem 32450 = Fklﬁfbﬂlf\k:“%&%éo

bei t-—> o zu stationdren L&sungen fiihrt. Als Randbe-

dingung haben wir Y= 0 _— Flir das Magnetfeld w&dhlen

wir den Standardfall B,e = tamk =2 | fiir die Dichte

8o 2) = und fiir die Strdmungsgeschwindigkeit V,()
die in D.I.7, D.II.6 diskutierten Fille.
Wir geben jeweils den Verlauf von \,(z) und der

"potentiellen Energie" \4@) an (im Bezugssystem der
()
Stérung) . Es sei bemerkt, daB jho allein von der

5 .
dimensionslesen Grépe A, @)= %ﬁﬁﬂ% abhingt.
(@) 4([-/544
Die Stabilit&dtsgrenze &m wird in Abhé&ngigkeit wvon

2
p == ??%{Lg?(}) berechnet, wobei @:0 dem strémungs-—
losen Fall entspricht, =4 der (lokalen) Gleichheit
L 2

von wgﬁé“ und ngaMmﬁ im Bezugssystem der Stdrung.

I. Stromungsgradient in der Widerstandsschicht:

1) Ay @) A'ekp(—%f) (nach auBen abfallend) (Abb.13)

Stabilisierung: der Bereich instabiler & wird ver-

kleinert und verschwindet ganz fiir @ R 0.8
. G
2) Do= Ry —(w, ~ 2 d.h. Vv, ~ 2 + ond und

Jo~ B@) -2  (lineare Strdmung) (Abb.4) :
Destabilisierung.

II. Konstante Strdmung in der Widerstandsschicht:

1) L)~z (Abb 45) :
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Destabilisierung.
~ v 2 -4 L
2) DR ~2 |, d R V, ~ 2 4 wal. und J;LDNB,,G&)-E
(parabolische Strdmung, Poiseuillestrdmung, Abb.6) :

schwache Destabilisierung.
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Magnetfeld fiir das Gleichgewicht und fiir die

Tearing-Instabilité&t.

Singuldre Stellen der reibungslosen Stdrungs-
gleichungen in der komplexen z-Ebene ( n Ord-

nung der Nullstelle)

Singuldre Stellen der idealen Stdrungsgleichungen
( %=m=0 ) a) ME}%) CInE)| (Beyzo)

b) Ib;(?ﬁﬁ}l > \?ﬁléi "
(B(2)=0)

ci)

Singuldre Stellen filir durch Magnetfeld modifi-
zierte HD-Moden

Singuldre Stellen fiir durch Strdmung modifizierte
MHD-Moden

Integrationskontur fiir Tearing-Moden im (idealen)
hydromagnetischen Bereich.

Singuldre Stellen bei einem Tearing-Mode fir

konstante StrSmung in der Widerstandsschicht.

Magnetfeld ( B®, ), Strdmung (v, ) und h, fir
lineares A,

Integrationsweg TLb flir die L&sung der marginalen
Stérungsgleichung (zu Abb.8)

(2
Zusatzpotential S} durch Strémung(ﬁu Abb.@

(1) _
Zusatzpotential S durch Strémung(zu Abb.@ (auf Mb )

Integrationskonturen ( TE ) und Antistokeslinien (T;)

fir die Airyfunktionen in der komplexenﬁl-Ebene

Alfveéngeschwindigkeit, Strdmungsgeschwindigkeit
und "Potential" (V@) flr typische Profile.
Abhdngigkeit der Stabllitatsgrenze von

6-:- max /9\.?;(2) ( _ Vsh.m.mj )

fiir jedes Profil.
1542425
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Abb.16
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This IPP report is intended for internal use.

IPP reports express the views of the authors at the time of writing and do not necessarily re-
flect the opinions of the Max-Planck-Institut fiir Plasmaphysik or the final opinion of the authors
on the subject.

Neither the Max-Planck-Institut fiir Plasmaphysik, nor the Euratom Commission, norany person
acting on behalf of either of these:

1. Gives any guarantee as to the accuracy and completeness of the information contained in
this report, or that the use of any information, apparatus, method or process disclosed there-
in may not constitute an infringement of privately owned rights; or

2. Assumes any liability for damage resulting from the use of any information, apparatus, me-
thod or process disclosed in this report.




