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Abstract

In the case of non-strict hyperbolic differential systems the
corresponding difference schemes usually involve amplification
matrices increasing like polynominals. For this weak stability

an eqivaleme theorem, similar to that of LAX, is established

for initial value problems with time-dependent linear solution
operators.

Difference schemes for hyperbolic systems using leap-frog
differences - one of which is stable in the widest possible range -
are studied and their stability or weak stability is investigated
by direct evaluation of powers of certain normal forms of their
amplification matrices.

Some numerical results demonstrate the practical usefullness of

these schemes.
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Einfilihrung

Zur numerischen Behandlung von Anfangswertproblemen werden in der
Praxis gern Differenzenschemata herangezogen. Diese Methode sichert
meist einen verhdltnismdRig geringen Aufwand, etwa durch ihre Schnellig-
keit oder bequeme Handhabung beim Rechnen.

Fiir den Beweis der Konvergenz von Losungen des Differenzenschemas zu
denen des entsprechenden Anfangswertproblems hat sich im linearen
Falle die Theorie von LAX und RICHTMYER durchgesetzt (s.z.B.[}],[B],
[f]), deren Kernstiick, der Aquivalenzsatz ( [8]845,127;[1] 5$62),
einen Zusammenhang zwischen Stabilitdt und Konvergenz herstellt. Im
Konvergenzbegriff sind verallgemeinerte L&sungen des Anfangswert-
problems mit einbezogen.

Um in der Praxis sinnvoll mit Differenzenschemata umgehen zu k&nnen,
geniligt aber nicht nur ihre Konvergenz allein, vielmehr bendtigt man
eine ausreichende Geschwindigkeit der Konvergenz, da merkliche Ver-
kleinerung der Schrittweite h vor allem bei Problemen mit mehreren
Raumdimensionen einen enormen Mehrbedarf an Speicherplatz bedeutet,
oder aber das Verfahren durch Rundungsfehler ohne Erfolg bleibt.

Die Geschwindigkeit der Konvergenz 1#Rt sich den praktischen Verhdlt-
nissen angemessen am einfachsten durch den Exponenten ¥ im Ausdruck
K(w) nhc:angegeben, den man als Schranke fiir den Fehler beweisen muR.
Die Konstante K(w) & ﬂ2+ ist abh#ngig von der zu approximierenden
exakten LOsung. Damit ist die unangenehmste Tatsache fiir die Behand-
lung verallgemeinerter LOsungen bereits angesprochen, denn diese
lassen sich im allgemeinen nur durch Grenzwerte von Funktionen -

folgen (ut)CeA/ gewinnen. DaR fiir jedes Folgenelement der Fehler



durch Kﬁk)Jfgbgeschﬁtzt werden kann, ist fiir den Grenzwert nutzlos
da die Folge (K@O)(.EN moglicherweise stark divergiert; man kann

lediglich mit den bekannten Methoden iiberhaupt Konvergenz beweisen.

Unter diesem Gesichtspunkt scheint es gerechtfertigt, derartige Ge-
schwindigkeitsuntersuchungen auf "klassische" Ldsungen zu beschrinken,
solche Losungen, die einer Konsistenzbedingung geniigen. Gegeniiber der
LAX-RICHTMYR Theorie hat man dann die Begriffe Konvergenz und Konsistenz
nicht mehr fiir eine Gesamtheit verallgemeinerter Ldsungen zu betrachten
sondern fiir eine einzige, feste L&sung, den Begriff Stabilit#t dagegen
sehr wohl. Mit den so verdnderten Definitionen wird im Anschnitt I ein
Aquivalenzsatz auf analoge Weise bewiesen. Als Verallgemeinerungen be-
riicksichtigt er zeitabhdngige Probleme, schwache Stabilitdt und Ge-

schwindigkeit der Konvergenz.

Im II. Kapitel werden diese Ergebnisse filir ein von 2. Ordnung
konsistentes Differenzenschema fiir zun#dchst strikt hyperbolische
Systeme 1. Ordnung mit konstanten Koeffizienten verwendet, in
welchen alle Ableitungen durch "Laubfrosch'"-Differenzen ersetzt
sind. Der Stabilitdtsbereich des Schemas wird berechnet, und es wird
gezeigt, daB er der grdfte iiberhaupt mgliche ist.

Schwach stabil wird dieses Schema fiir nicht mehr strikte sondern
gewdhnlich hyperbolische Systeme. Dieser Fall wird im III. Abschnitt
anhand einer fiir die Praxis brauchbaren Normalform fiir nicht mehr
diagonalisierbare Amplifikationsmatrizen untersucht und die Sta-

bilitdtskonstante berechnet.



Im IV. Kapitel werden diese Ergebnisse auf andere 2-Schritt Verfahren
verallgemeinert; als Beispiel wird der Stabilit#dtsbereich eines von 3.
Ordnung konsistenten Schemas abgeschitzt.

Den AbschluB bilden numerische Resultate.



I. Ein Aquivalensatz

In einem BANACH-Raum ( & [I-1 ), sei ein lineares Anfangswertproblem
gegeben:
d s v - sy =
o0 A @) =AOUE) fortelOTT U

mit einer Schar linearer Operatoren A({): B > B wobei e~ E5 ult) «
fir t 6[0,Tj , und zwar mit einem Te Rf.

Fiir alle U, aus einem D, D C—G , existiere eine eindeutige L8sung
u)von(l1). Fiir t€ COT] se iE@t i L€ Ct,TJ} eine Schar

ven Operatoren E(A)t: B2 B definiert auf:

tzf“t‘&@j“ ©;b+ Lin U €D mait u(t) u,

s ey

durch:

EQ@), uy i= wl far atte &t $tte CoT]

Up ist darin dem jeweiligen U, zugehdrig, Ut)die Lésung von (1) zu Uo .
Entsprechend zur Linearitidt von (1) ist E(S)t linear.

Falls A (t) von der Zeit unabhingig ist, erfiillen die L8sungsoperatoren
die Halbgruppeneigenschaft (s.[1], S.2,7), im zeitabhingigen Fall gilt

das i.a. nicht mehr, sondern dagegen nur (auf Dt):

B, E@)ﬁ = BE(r+s), 7[,:.- alle r’_g"tj‘rﬂrtefo,_f]

Definition:

Seien /F(-e/\/ 6}‘.- BxX-xhb= é A und XC@\)t,'eat[Oﬁ]}

VEA
eine Schar linearer und stetiger Operatoren C@\) 6}{'—‘) 6 fir
te(0,7].

-~ M- -k A
(2) u, = ce , [ YU, Ue -+, U, ]




o

(3)

A fn=n L R R
mit vorgegebenen Ul,” [AL\ ' MA P B u&« 66,"“'3’%,%2}\—/1

ist ein lineares Ak -Schritt Differenzenverfahren (-Schema) mit 4

als Schrittweite und M€ A ,m=m, . L [0, T) als Variable.
(Ny := A vioy)
Im folgenden wird fiir jedes U, € = Bp  die Lésung des Anfangswert-

— B A4
problems (1) mit w(t) = CQC>O Uo  bezeichnet, mit U VA die des

e B Sl £
Differenzenschemas (2) zu den Anfangswerten [/1: ""‘l ug\ - I L"‘,:‘M k*;a

Der Parameter m ermdglicht den Beginn der Approximation mit dem Schema

nicht nur zur Zeit t = O sondern fiir beliebige t€ EO,T).

k

Das Schema (2) 1&Bt sich iibersichtlicher als Operation in &

schreiben, dessen Elemente eine " ~_" bekommen.

a‘”h.“am."‘.“ﬁ) L uv el fFr o vEan ok

~/
Die W, sind die Komponenten von 4" .,

Fir tel 0, T] selen C;@‘)t ) : bh"‘b r&)k definiert durch:

o 4
C@) U o= (C) CUk, Uaen, T Ug Usen, 0, us)
fiir alle "e [5"'\ s solange &,'t t[O;T],

und es seien e Wi i nall S ", -bhyn
Up\ :I(Mfa r Vi ,"',M,_\ )66&{.

Dann hat man (2) in der dHquivalenten Form:

~J

% ~ 4%
u%“w — C(L) u:\»‘ mit vorgegebenen u e & 6k und
e "L, L

P2 hon M2 Gk & T
Fir Vergleiche wird E(&)t auch umgeschrieben:

e 2 '
Fir te (0,1 | sel 0_: e @ Of: und fiir jedes upe)wird

Y=

vereinbart:

%
U= (oo, ue), -, WDEB; U= g uo, -+ uo) € BF



o
Falls dann L\,{'" (ﬂ{'n)a\ e (O,T 1 so sei \("t’“ ; Df- ety 6"2
definiert durch :

(jvi‘ n):= ( E (k-An), u®), E((k-?.)&)tu@), e, u@:)j
fir alle tot D

_ ~ A%
Falls weiter \f’ J~3 't ‘J"t '(}1“/\)!}1 6[,-0’1;]50 Wird E@){: A Qt A-—> 131?

definiert durch:

E. 0, Wim (E®O M E®er, 7 E@y 4 e a )
fiir alle ™ e Otl‘_\ 3B ffn'efb&’ MVCQ—&-V)E,HI‘ V=AY lz}

n v NL,N
Zur Abkiirzung wird noch lAt“ﬂ &): = J:LCJ"‘QUA)& )-t*‘@-n)fw '\?e M&Z)
fir Uo € 0 gesetzt, fialls auch 2 Qg-n)f-, . Oder anders ge-

schrieben und fiir alle t,sg@?fjmit t+s, t+8-&-)L e[0T Jgiltig:
ﬁt,a (S):(H@*A), ult+s-), -, M(J_C*S‘@t"ﬂ)@mr o 0

C'(L)t ’ \Sz wwol E&.(S)t sind offeti:ar wieder linear.
Sei “ : “,Rk irgendeine Norm des R . Dann ist die Abbildung
(-1 - 6!‘( ~3 IRU{Oj definiert durch

Ivg

~ R
u“:z “([I Mk“‘ (Ug-all, -, ”L‘!a”)“Rk flir jedes U € 5 ’

~ R k
hW:= (lAk‘ Uken, " M,,) , eine Norm in 6 . Da der {R endliche
Dimension besitzt, sind alle derartigen Normen #quivalent, insbesondere
~ [
also dquivalent zu der durch I l/‘”,,!’i j [h U definierten Norm
v=a .

in BR . sei Il |l im folgenden eine solche Norm, die sich von der Norm




(4)

(4)

(5)

in B schreibtechnisch also nur durch das Argument unterscheidet, dann
ist (6’(, Il - H) ein BANACH-Raum.

Nach den Schreibkonventionen kommen jetzt die die Approximation be-
treffenden Begriffe.

Def.: (Konsistenz)

Das Schema (3) (bzw.(2)) heiBt fiir ein uof_C) Konsistent von der Ord-
nung fl pe IR , wenn fir ein [, & (O,TJ und jedes ft(__O,T]
giles

|[Ce) B, TE (4o , o0 || =m0 82

-
fiichLA € (,Or H/J ; '(:421, t'fk"’)ﬂn cﬂO, [
mit einer (von U, abhingigen) Konstanten AT(uo) € ﬁQ".

Die Relation (4) 14Rt sich kiirzer schreiben:
~ ~ ~ Pt
[ Ce), - Eo@), ] Uon®) | ¢ Moy 4
Def.: (schwache Stabilitit)

+
Das Schema (3) heifit schwach stabil vom Grade '?:, & € /R U'(Oj .

wenn es ein A/e RY und ein HLGCOITJSO gibt, daB fiir alle
n e Ao fn2k-1), Le(0 Hz,)mit m-be0T]  gite:

”\'ﬁ_‘a({")@_v)& ” = /V‘Lu—a’ fiir alle /lne /V, /Q"f"f_/‘«é’h

Im Falle 8 =0 nennt man es auch stabil.
Anmerkung:
Im zeitunabhingigen Fall hat man statt (5) einfach
” gf‘@,)% ” < /{/.L‘ & » der Index ist weggelassen,

also eine von einem Parameter, némlice/h » weniger abhdngende Relation.



Mittels (5) wird verlangt, daB sich alle bei Anwendung des Diffe-
renzenschemas zu einer Zeit veh: 0O<%v-{ €% .fentstandenen Fehler
bis zur Zeit neh nicht zu stark, d.h. nur polynomartig,nicht ex-

ponentiell vergrdfern.

Def.:
seien t¢L0,T) He (O,T] ch ist eine Menge von Paaren
dreier Folgen (2\)-))-6&/ , 5)){—&/ und ty)se A/
Rft = [ D), 60,000 55 €O H) | i) 6:/*1/oik-n.em)-e%)~,
Ls-bnym)e[o,—l] fir alle j€ AV | und ﬁ,"go”‘ =0 34%4 Wigday =L

Hisy ™ e

Def.: (Konvergenz)

it '
Die Schar von Ldsungen (/[L i k-1 £mn, £N,; L,M-L (;-EO;T] des
Differenzenschemas (2) heiBt von der Ordnung 7’ Konvergent (gegen die
Losung U({f)von (1)), wenn fiir jedes Paar (s,t), J,tﬁLO,TJ’J‘é'C’und

.y o

alle dazugehdrigen C(Lw)),@’"-,x,éﬂ))‘]é f}t ein L{Qﬁo) ¢/R und ein
jo(Uo,S,t3 e N existieren, so daR

6) H Cs) s (/( | —E ((w-mnm)f 0o

J

|£keo) 4T

fir alle 4§ > Jo(Uo, 8 t)

Falls der Laufende Index des Produkts einmal kleiner als der oben

stehende Grenzindex sein sollte, so wird fiir das Produkt der Ein-
heitsoperator auf 5kvereinbart.

Links in (6) steht u?‘:lj, rechts a’m-.)-&.j,l,.j (C‘MJ'-%)')‘LU')=T,1;’AJ_(%_,‘£’,.2
iibersichtlicher geschrieben hat man daher statt (6):

n/ . .
1 M. Ny ~ T
(6) “ u 2‘ W e {AM)-ASCCM;“"“‘)‘)E))'> “ & L{@o) -ﬁ,)

3




E

In Ubereinstimmung zur LAX-RICHTMYER-Formulierung ist hier die

schwache Stabilitdt als eine Eigenschaft des L8sungsoperators

des Differenzenschemas definiert, widhrend dagegen Konsistenz und

Konvergenz, abgesehen von der Ordnung, hier schwidchere Eigenschaften

sind, da sie sich nur auf ein lUg€ 0 beziehen.

Damit L&sungen von (2) gegen die von (1) konvergieren, wird man

selbstverstidndlich voraussetzen, daB die Anfangswerte von (2) die

exakte LOsung approximieren, und daB die Geschwindigkeit der Kon-

vergenz am Anfang nicht kleiner ist als die gewiinschte.

Def.:

Die Schar Z UWE\“ jk"' LAt '&),""'AGCO/T]} von Ldsungen

von (2) approximiert am Anfang die LB;ung u 67) von (1) von der

Ordnung/u,/ht /R* , wenn fiir ein H},G(O,TJ gilt:
U= weny | £ o'we- 4™

_[/Gr V=0, -, k-n, a (le "““{:No'%?"('/f} s s eCO,T]I
wad alle be (O Hy) =¥ wimem ale) € R™

oder dquivalent dazu:

[ U";‘“ - UM,L(@H < o) LM

(7) fiir alle ‘n—.&/%mit w2 k- p

m.[,\fco,-ljund alle & e (Of Hb) mit einem Qo) € /R+

Damit 148t sich fiir Losungen von (1), die der Konsistenzbedingung
(4) geniigen, analog zur LAX'schen Vorgehenswese ein Aquivalenzsatz
beweisen:
Satz 1: (Aquivalenzsatz)

Seien &P,’tem'k, f-?’t

Fiir ein Uo e D sel das Schema (2) konsistent von der



..]0_

Ordnungj,Dann gilt:

Schwache Stabilitdt vom Grade (@ = € <:>
Jede Schar von Ldsungen von (2) t {/’2 —..,j bo~n £ & M ﬁ,} By il 6[0,7_]}/
die am Anfang die L65ungl4&j von (1) von der Ordnung\P approximiert,

konvergiert von der Ordnung U gegen U(t).

Bemerkung:

Die im Satz garantierte Konvergenz ist eine stdrkere Eigenschaft als
die, die man in der Praxis normalerweise bendtigt. Man braucht da
nimlich Konvergenz nur fiir Scharen mit Mm=4& -7 = con St | jedenfalls
im Rahmen einer Theorie die Rundungsfehler ausschlieft. Im zeitunab-
hingigen Falle verschwinden diese Unterschiede; ein #hnliches Verhalten
wie bei der schwachen Stabilitit.

Beweis des Satzes:

a) Das Verfahren sei konvergent.

Wegen der Linearitdt sowohl des Anfangswertproblems als auch des
Differenzenschemas kann man die Konvergenz von LOsungsscharen
Kuwz‘hi hntr,em ; L., L A eCO,T]} gegen l«@‘) auf den linearen Teil-
raum {)© von 6’ 00-'=iC'HoICt)R}erweitern. Bendtigt wird das in
diesem Beweisteil nur fiir das Nullelement O € 6 , zu dem als An-
fangswert die Konstante O, ‘f:{:@ I_J ", als Losung von (1) gehdrt.
Seienfg:z(o,o,o,---, oy & KS‘k und KOZ"“,-JQ-A £wmen /S
'2'."1"—\ € CO,TJE eine Schar von /L\?‘sungen von (2) die am Anfang O von

%M1 "
der Ordnung‘{o approximiert. Sei a die Losung von (3) mit dem An-
~/

A A, e, P
fangswert ch‘ = Wo, B\ stimmt dann am Anfang genau mit
fim-hR+a) 4
. . My et _
h@.’)ﬁbereln, also sicher von der Ordnung\P . (‘De, -+ 2. approximiert

am Anfang u&)von der Ordnungﬁ . Die Elemente ohne ' sind darin




- 11 -

wieder die zugehdrigen Ldsungen von (2). Nach Voraussetzung folgt
Konvergenz filir beide Scharen von der Ordnung Tr, d.h.:

fiir jedes Paar (s,t), J" telOT j £ ¢ € |, und alle dazugehdrigen

[(L‘) () ("“ :‘6 F e existieren ein M(Mo)E R+und ein
jo(u0|jf{)6/v so daR

( P O:Aj(MiL)‘\“ £ L<'L‘-ffo> : l}uf und
‘ ﬁﬂ S 6:;%7 _ Cfo,fn,- (MJ.L).) ” £ H(Mo)-ﬂ];r
5 o X
(8) l Of:;w) - O H =” O?;Mi H < L L(\,yo)'f&..)'
= | fir 320U, 5 t)

N e
io , R~n £Wiln &,w&e[:o];]}{ konvergiert gegen O von der Ord-
nung U .

Y.onR
Sei \lf: Yb beliebig gewdhlt. Angenommen die Menge
Pt A s \v 16"'5"’“5“.1
[rﬁ\ “(E C(&})@’“%)L\) I( i L\ﬁ,(O’HL)I""I,V\—\GNa, 1\}_1 tCO’TJ\;
ist fiir kein L[ & (O T] beschrdnkt. Dann gibt es Folgen

(&36“1)( ))e,\/ mit b e(O,:] g )c—/\/ R~ E: £y -Aeﬂc:]

fiir )C‘,&/ Fx »L-\m,fn
Afﬁ—)o@

yo=
und darin gibt es Teilfolgen (‘0'\)(’) C@\j) ,("”‘j(,)cf"‘" )‘)’(',”J'L) C(%)-) ; )‘C”:/V

-t
und .L-.P “(T— CGL )f"‘ '%)L) [
dt‘l‘q > jt ’L':f (&N({ist Index von _’)' ) mit
‘e/!'\'v\ 'Y“"){“(q -—\C' %’_;ﬂmmjt‘a’lbzt %:r P i B pgur (j‘[{') = _:I{-E[Of-fh]

und J=t

-)-L:—%)-{W 7 A .
'Wj(,::.\;l:\,\ C(a“)bﬁﬂq)(f\/)%){, \/ 4: O fvt-.r alle ,(é&/

Ohne Einschrédnkung der Allgemeinheit erfiillen bereits die Folgen

(2“')')!‘(3-‘")'§ ! (M,{) diese Eigenschaften.



...}2..

AV
Sei v = ’&’ fiir jt’: /%/

TN

Da der Nenner nach unten beschrinkt ist, approximiert \/) das

3 P
Element © mit L) (d.h. die Relation (7) ist fiir die Folgen
@5 6».) ‘(‘\5) erfiillt). Wegen (8) gilt fiir alle je/\/' ')'.?jo

mit einem ')0 [ /\/

2 Lt HTT C@»mNM)VH

_ e (T_ C(L don 002 \/”
el (T C D e, Wi

ﬁf {[W!IL af-(x;f’t ME()E =245 8

H

=
65 22K o) fiir geniigend groBes j, mit einer Folge (6‘)'%'{:—/“/,

die 1’3"&;6) = TR erfiillt und das ist ein Widerspruch.
5~

Die Annahme war also falsch; es gibt daher ein HLf: (OITJ, so daR

8 (T @)V € e ()

fir &e(QHL\!' M,m—.e)wo, fk'/?é'“ﬂéh, %Jﬂéfoﬂnit einem ‘z(,\((\?)é IR+'

Nach dem Prinzip von der gleichmiBigen Beschrdnktheit, angewandt auf

r, &

die Menge von Operatoren in

M,
M:= K&P t:[l: C(’e\)@-v) e /HL) 'h'\n-.e/Vu M‘AA:EO-;B}
gibt sein Ne fRi so daB

érp—’t: H n:ﬁha@)é_v% U % Ff‘ alle &pl\: CQ&LHVM&/M

d.h. schwache Stabilitidt vom Grade p—’t‘: .
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Anmerkungen:
Die Konsistenz ging nicht ein in diesem Beweisteil.
Hier ist die Erfahrung ausgenutzt, daB im Beweise fiir den Aquivalenz-
satz von LAX ([8], S.127) im entsprechenden Teil Konvergenz nur in
e &
einer Umgebung von O€ 6 bendtigt wird.
Arn A
Hdtte man genaueres {bereinstimmen von [Ll ! R-¢ En ,
b, Le [O,T]?] am Anfang mit L«(t)gefordert, etwa von der Ord-
nung P+¢ € >0 » s0 kdnnte man auf diese Weise nicht mehr
die Notwendigkeit der schwachen Stabilitidt vom Grade © -7 fiir Kon- |
vergenz der Ordnung T”beweisen.
b) Das Verfahren sei schwach stabil vom Grade JO"C’ :
; - =T
Seien I‘,feCO,I] / fe¢t und C(%),G;)ﬁ%)]é T_}t ein
Folgentripel. U, erfiille die Konsistenzbedingung (4).
Uy™. ke 0,734 sei ei 5
¢  TAEmen; E.,H-L.GL A sei eine Schar von Ldsungen von (2),
die am Anfang u@i’) von der Ordnung P approximiert. Dann gilt fiir jedes

e 4/. mit £ 4 U=y

n

~J
u,wq)_,%(z!aj)

ey g
~ . 0.
s Los | o (Cff‘”) ;) E& )>@MJ-+¢)P—.)-

s

—~
oy M'";'f(;k/' 1 s Ma L
U - .. i 5

Daraus erhidlt man fiir den Fehler

FINT IR e
Ly

L,
definiert fur ,{e/ﬂ/, € &My -y
/
die rekursive Relation:
T i Mcdildd e ee a o~
Z«M) ;4L L wyemgilea UM-LS,LJCC£+A)L;)
)

& &y

=[ ICV@A;)MH%_ -E _(fﬂ-)@u.mzv]umg o (Lhy)
+ G i LU ™= G e, (Unﬂ
—'[C(ﬂ (N +L)£. (L‘ )(M +<.3L](uw 4 eACU‘ ) + C( J)@ L) by WJWL
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Die eindeutige Losung dieser (Operatoren—-) Differenzengleichung
* ﬂ'hq’lq
zum Anfangswert 2{ ist gegeben durch:
)

Z i o
S-S IV ") E, ;) 7-
—/~=t; ( v= C@j)@)WL*V)&)LC )(h':)"f‘{'f!'/‘)l.)- (»1 A ) b

)
~
H

: ~ N g g ) (%J'M_/,?ﬂ)g))
- —[l— C(&jf"")'w‘t‘\/)&j Z “5 f:r L= =
N=a

Beweis durch vollstdndige Induktion:
Fiir £= 0 ist die Aussag trivial,

Der Induktionsschritt 148t sich direkt verifizieren:

[ Edaores E.€ Ly, ,,)4] ki Sk + Cls Yoosst); ZM‘MH—:
=[] g, o (2) + L ( C@j%m)_ﬂwﬁ CL’*)'%%.,Z-%)'

ol Z‘(’"')(Mm it~ E s ion e ] Us, by (=) 4)
o + (e, Jons vt —ﬁC@ b ) Z%%’ =

C[(&))(a"\){-[)’—\) \LI C@j)(ﬂﬂq)‘f-(,—v)/.) = v/.'_!oc GLJ)(I«—‘;)-.;,(-—\/) L’

Summiert man von | bis ¢ statt von O bis £ -1 so steht da:

% [CCE‘J)(% +0) L E @"))@M {)4 ] lA%‘ L, -C. Cﬁé ) +

A e 3 2%
+ 2 ( ﬁ cQ"A(%J--;L-&;»-V)Aj) [C@"j)@m+{_-—/a)l,)'~ E‘-j(e‘jéw*{_/*)tu-]'
/":" V" ‘ 7 F
4 uo,ﬂ.j C(%’J'H')'ﬂ)'ﬂ-j)
L, : RS g Bz
Y o
+ ' C@j)@n)wé«fﬁ—v)t,j Zﬂj —

N=a
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also nach Indizesverschiebung von/ﬁ4(bzw. v im hinteren Produkt)
und damit zwangsldufig fiir v (in den Produkten der Summanden).

) zm’b "“"l AL +A

; damit ist (9) bewiesen.

Anmerkung:

Diese Herleitung begriindet das Auftreten der LAX'schen Summe im
Aquivalenzbeweis (Eﬂ, $.46,(3.10)), der Fehler der Anfangswerte
wird in ihr beriicksichtigt und die LAX'sche Methode ist durch sie
auf zeitabhidngige Probleme ausdehnbar.

Fortsetzung des Beweisteils b):

Aus (9) folgt fiir {eN, L& M-t

| Zorey e 22 n’f?fww-mr/uww"

=O

VI 2 12

wegen der Beschrdnktheit der Operatoren und der Konsistenzbedingung

2

), und zwar fir 4. < H, .
)

{1 (NS
- 4 T-p Z A) 2 Py 2
é /Dr(y‘o) _/V .’L")"P ,LJ, ’/f ‘f" a(\—l/f0> /U ‘d‘j )
/f/u-'—'ﬂ
wegen schwacher Stabilitdt (5), und der Approximation am Anfang
~ vl

Mo, Mg, 7Y
(s.(7) , die Voraussetzung des Satzes und 2? g; T= L4Lﬁ {-ldnm;A.AS;j
2

§ 8 e

= LW LM 454 + 0]

't e
£ b5 LMoy T +0(n0)]
fir b; < H,
und das ist segar mehr als in der Konvergenzbedingung (6) gefordert

wird. Q.e.d.
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Anmerkungen:

DaB der Fehler (s.letzte Beweiszeile) bei festgehaltener Schritt-

weite linear in T ansteigt, paBt zu der praktischen Erfahrung

wachsender Fehler, wenn man ein Anfangswertproblem iiber lingere

Zeiten ndherungsweise berechnet.

Weniger genau stimmende Anfangswerte, etwa von der Ordnung JO— €, 9< E<‘C’,
hidtten langsamere Konvergenz, und zwar von der Ordnung T—E£bedingt.

In der Praxis ist ohnehin meist die Ordnung Jo+v1 erforderlich.

Da dieser Beweis fiir eine bestimmte L&sung von (1) gefiihrt wurde,
werden von (1) nicht globale Eigenschaften der Operatorenschar
iE&)o ;":& CO‘,_I-]T{ wie etwa dichter Definitionsbereich in B
oder gleichmdBige Beschrdnktheit gefordert. Dagegen gehen die
"Glattheitseigenschaften" der gerade gesuchten Losung des Anfangs-
wertproblems im vollen Umfang ein in der Konsistenzbedingung und

in den Koeffizienten vor LE;E .

Nur Konvergenz verallgemeinerter Ldsungen ohne Angabe der Ge-
schwindigkeit hdtte man im zeitabhingigen Fall analog zum LAX'schen

Beweise liefern k&nnen.




.
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II. Untersuchung des 2-Schritt Schemas

A

s S i

(10) vE A

Das Schema soll zur ndherungsweisen Berechnung der Ldsungen des

Anfangswertproblems
IO T
an 3 & Y T x e R

uco,-y = Ug()

A T
fiir reellwertige Funktionen Wu : RX R - IR dienen. Die
Matrizen Av yVE /v , sind konstant, N ist die Raumdimension. Als
Norm widhlt man, um spdter mit FOURIER-Transformationen arbeiten zu

kénnen, die LL-Norm. Sei

N | .
I o= @[Oulbu] ',' a‘lb‘éﬁ;c‘c(‘")c. Frg:,,z,../{/

(A |
und im folgenden hs LL(I) d.h. v (.) bzgl. I periodisch, und

Ll

-

“VC')“:": (j( U(K)'O(’_’())dx § fir alle VC')*&B

L
Mit (- , ) ist das Skalarprodukt zweier Vektoren 0, S oo /R ; {ﬁ'/@/,
L
gemeint: (pl 0)5 = Z’ P 0, ; Pr}%f sind die Komponenten von
P bzw. O) .

Zu einem Uy(-) & E) existiere eine eindeutige L&sung bu(f)f: (’)
fiir f\‘: CO,T] von (11).

. . ot
Die Tv in (10) sind Translationsoperatoren um den Betrag Rv A ,Qvt If\’

m

a - . ! At A .

fiir v = /?,2_,’ ,/(/ . Seien b'j 6/2 . b"_—(kO,)‘n,' -.’Xﬂ),
Yy ::(kqlxﬂ ;e .’xv.,‘, X+ Rv{,,'qur. - xﬂ)_t wird mit X, identifiziert,

Rof =/ . Tv ig in y fiir alle in y und y, definierten Funktionen V-( )
erkldrt durch:

TV = (:)) = & (Urv) , und zwar fiir v=0,2 - - A
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A. Konsistenz.
Vvon WeC+) wird gefordert, daB einige partielle Ableitungen 3. Ordnung

von W (€‘> existieren, beschrinkt sind und zu B gehdren, und zwar:

fiir I TOR R ,N wird verlangt

5 _
J ;ff}' 2 e B Jur te lo/7]

fiir @,X)t COIT-] XI—O ! IO eine offene Menge: (L DI )

> u%kjl 2 (.

o

un

+.
mit gewissen Konstanten C; < @

Aus dem TAYLOR'schen Satz folgt damn fir (&,x)e( &, T-6] x T

und fiir V= O,/T,'Ll"',/v :

3l N
. ou@‘ X) R 2,3 MQ') *ulz” f
\(’v’ ) e 2R SR E ([ ox [T axs 1/
B eR”
Z '&3\1- 3 Pn VST S S AP
WObEi i ‘: = ( kg’)(,” ) I‘I'X""‘l XV’; XV"’A}' ’ " ><"VB >(v,6 C)\' Vr ><\f'}‘ EV Q’]
und v B N
\'Elr:'-:Cxﬂkﬂ,' '.;Xv-n’)(vﬁl th,r’--' )(N) XVEEX\J Rvﬂ\; V]

=
(12) > P,
PR T e 2k B 2 2 BB
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- -
fiir ff’:CLw, I—L,] und \/:01”,’-/"'1/‘/ mit einem Pe_élR

u"«i—z\
Schreibt man (10) als System in (L4¢\ d.h.
e = A (1)) s
/ LA ‘gé;: B '7;- v =

(13) . e
\ U i o |\

a
(genauer sind es ortsabhidngige L{ C - )6;(5’ lf ist die
Einheitsmatrix) und bezeichnet wieder die zugeh®rigen in Abschnitt
~ AT
I erkldrten LOsungsoperatoren mit C; QL‘) bzw. IZ(Za) (der zeit-

abhdngige Index ist weggelassen), dann ist fiir alle ﬂ,fﬁ mit

Lt t+lhelo)T],
[reer- 2o (L)l =

) 3 (Y w0, -l )it -t

=| Z R (T u(th) a0 3T A S ute b, ) -
e, )-ult,) +26 2L EI) 2

wegen der Differentialgleichung (11). Seiff/ldie Spektralnorm einer

v

quadratischen Matrix A. Sie ist vertrdglich mit der EUKLID'ischen

Vektornorm. )

sy A Ty
< Z‘”‘l'zi‘!"ll(ﬂ-":;‘) u i, )-2e R, gua(ij 'l

v =n 5 .
+ (T ~T57) wlert, ) - 24 "'(;"iu) I

£ 0> f (>

wegen (12). Das ist genau die zu erfiillende Bedingung

Hg\,h/:) ir & 4¢/0T] nic 260,77

% (A=2). = Konsistenz von der Ordnung 2 fiir Uy«




(14)

(15)

(16)

17)

T
B. Stabilitdt im strikt hyperbolischen Falle

sl
Mit Hilfe von (10) 1ldBRt sich U[ in den Punkten eines Gitters

6 e R e, 3ok 2052

0 A
berechnen, wenn man nur u und u auf diesem Gitter kennt.

Stabilitdt kann man mit Hilfe einer FOURIER-Transformation ermitteln
(vgl.[1]5.79).

Die Funktionen L; (HIX) | ke 67, bilden fiir
N " T 2 T
6::[1»(6”% / l’(‘zv(&}ja,l .fqﬁ'ft'w)ijﬂl /’)’VGZ}

ein vollsténdiges Ortho gonalsystem in LL(I). Nach dem Satz von

'\1
RIESZ-FISCHER ist U 66 daher eindeutig darstellbar als
A ™ i (e, x
U = = 2 Ve )
Nzl ke
Fiir die FOURIER-Koeffizienten gilt umgekehrt:

Ve = i ! ey ¢ i

Aus der Vollstindigkeit des Orthonormalsystems folgt die PARSEVAL'sche

Gleichung:
(= . LT
NPT = [ viwolox = Vel = V7
> «e G G
Setzt man (15) in (10) ein, so liefert ein Koeffizientenvergleich vor e;‘(b,x
Volo- Vi = 354 (ef SRt T R A iy

2 i M6 > %:ML{., Ro b =:2: (&) )

I




e

(18)
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purch die FOURIER-Transformation hat man ein Differenzenschema in
\fﬁad) erhalten, in das nur noch Differenzen in eine Richtung ein-

gehen, das aber abhidngig von einem Parameter ist.

Die naheliegendste Vereinfachung von (17) ist die Transformation

von A(k) auf eine geeignete Normalform.

Sei (11) strikt hyperbolisch, dann ist A(k) diagonalisierbar; sei

TG AW) Tn/() =_A ) sir ke RY

mit nicht singuldren Matrizen T(k) und mit Diagonalmatrizen _/t_ﬂ«)

in denen die Eigenwerte von A(k) stehen.

sei WL = T W) V&)

Um die Existenz von ”\,\)"”g | “ LJﬂ“g (20) zu wissen, muB man
"T-Aa()“ f:C;A = const. fordern, desgleichen braucht man fiir die
andere Richtung |rTQ&3II . f&-C:nh = const., C,C-QG ﬂa+d.p.lum aus

der Beschrinktheit von HbJ”"H 5: die von ” lfdﬂﬂéi zu folgern.
Diese Voraussetzung ist bedingt durch die Parameterabhingigkeit von
(17). In Falle HERMITE'scher Matrizen (=) () HERMITEsch) gibt es
sogar unitidre Matrizen'T(k), die /404> auf Diagonalform transformieren;
die Voraussetzung ist dann also erfiillt.

thaﬁ)erfﬁllt das Differenzenschema (ohne Parameter k):

+A —A . A Q'AG()
L™ - L™ =2/ N w ; A (k)= AL k) O
O S

welches in die Komponenten W, von lv zerfdllt: ;%&@ﬂ
At A L= An
LO{, - LJL 22*" ;L(_Lﬂ-,,(_, / Z-"—'/f, e, an

Diese Differenzengleichung 138t sich bei Vorgabe von L)i, Lufz
exakt ldsen. Die charakeristische Gleichung von (18) ist (der Index £

wird unterdriickt):
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ét“afl & —21 = O
=> & =r':)--tlr/—fjt=:3,r_

4,L

. * . A
Fiir Q.; -'-":{, =. 2 d.h. '1*: X ) hat man die Eigenldsungen (1' ')

ox W
und m & ) " ’wMIbleibt daher in diesem Falle im allgemeinen
nicht beschrinkt.
~ fn
Fiir Q+ 4 - sind g+ und Q_ die beiden Eigenldsungen von (18). Fiir

vorgegebene Anfangswerte LJO, w” lautet daher die Losung von (18):
M N
W™ = g g'_f + b 0
wobei
& - A_ o°
a= wi- WA b e B A ; Qs =2 |A* 40
)
a, - a_ 9, -2~

Offensichtlich ist fiir die Beschrdnktheit von ’\,a‘"! im allgemeinen
diejenige von Q«: und A—jnotwendig. Da i und L" noch von einem

Parameter K abhidngen, ist zu erwarten, daf auBerdem Nenner von

a und b: Qq——*l, "LW betragsmdfig nach unten durch eine von k un-
abhidngige konstante £'>oabzusch§tzen ist: (Q,.,. ~1_ ; = 4 E' >0
Zundchst hat man |

lg-:\ I’g'j J < const. zu erfiillen.

N N b B P2

Wegen :L_*- 1_ = = ist das gleichbedeutend mit

|2, = |21 =/
Es gibt daher einen Zweig des natiirlichen Logarithmus, so daB ,Zc% G.‘l_J
und 2#'1_\ definiert sind.
Aoy 1B = i Loy (A £ T ) = acecor X
darin ist der durch die linke Seite definierte Zweig des Qrc¢co i zu nehmen.

. I'CH‘C_COJ‘QL
- lt = N
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Es soll sein ,Cl+’ = [a.] =A
Pty 8 e €l 1= b
mit & € R, L beliebig.

é—_:_-—> 9 = cor b =D 26’//2,

— . ra
= A £ 2 £
D h. /—(14) darf fiir alle Werte von l,( nur reelle Eigenwerte haben.
Das ist genau die Hyperbohft'gt von (11).

Um in I gleichmﬁﬁige Beschrdnktheit der Lsungen von (18) zu haben

wird auBer (19) vorausgesetzt

|0, -A-] =2V72" 22550
&S |2 e Na-e¥ =: s¢ = oc¢s <

O)d.h. At e £ Q£ a-¢

o<celen

(20) umfaRt offenbar (19).

FaBt man Beweisteile und Voraussetzungen zusammen, so erhdlt man

die Stabllltat von [/l

u u seien vorgegeben, wegen (16) sind damltH\/ ” vgowm”v‘" /

bestlmmt

] [7)] "= | T VW, = IT I* V&0l e = IvEol
f“" =01

Es isc K) = @@0[(_/\_(&) “AW) w @()+(_/L ) N\ w) to(Lrﬂ
mit mxm Diagonalmatrizen @QA), _A_+(Lf)’ _A__(L(> definiert

durch:

B,40-2, 0 PastO

) = [, 9;3, 1(:@0]‘4 WAE 20

oo A,
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> Wl £ | @l [(IA (u)nnux u) W) + (A @+

hier ist wieder die Spektralnorm gemeint. g ” d‘rvﬁ()”> HJ@K)[] &
1 . L ,
o, [aatt=N L(
i Ay [Cf:ﬁ,--fwm"*' Fomex e )lL" W[ +

(] L (wx [,kapln.,-q 4 amax Iq"t-l'w-'\ ° ] =

= [l ko] + [wr el ]

= e |y, —
¢ SIVOl +ewl] =

= e [0l 7]

= |um@|* e i%[lv‘@i"ﬂu"cw!‘]
Sl ¢ F LIl Fivelg )

=€> - N Aot .
P I™ =1V IE < ZEE v Ay ]= 5SS I

De R™x ™ ol. u Jfobili et
Fiir alle Matrizen e x sei ‘= s
ra tri ser 5] xﬂﬁ,\l‘ AT

Eigenwert von [) :j

Dann ist bewiesen der

Satz 2:

Das Differenzenschema

w
(10) W= un = z 2= (Iv—lv) ™

ist stabil, wenn die folgenden drei Aussagen gelten:
a) Das Differentialgleichungssystem
3 T
D uEX) =D AnE) e octeT —d xel
V=a

ist strikt hyperbolisch; d.h.:
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Es gibt eln/“‘> © , so daB fiir alle }'e W {0) i= ij !j l/u’

die Matrix Pw(}‘) f ’f m1t einer Matrix \[q diagonalisierbar ist,

d.h. J G) ex1st1ert und J‘* (}‘)6( S(E) ist eine Diagonalmatrix.

+
b) Es gibt Konstanten C, C-. & R , So daf

IS, 1800 C o ate fe W@

c) (eigentliche Stabilitdtsbedingung)

Es gibt ein ? > o , so daB
lb(gj)' S/f"'z fiir alle fé [4{1(@)

Bemerkung ‘1:

DaR hier statt L/\},.(O) :i fefRﬁfv—;q,—\([{vEyﬁ\}cﬁr v=a g, - /V ke E/RA/}
der Wiirfel [/L/ (O) gesetzt wurde,ist elaubtwegen L\/,,(O) “zf ==, e€ L\/(G)\’

Jr

und weil jede " Xx™ Matrix oA/ {wr C‘te/Rd1a|gonalls.1er1:;ar ist durch

eine Matrix S, wenn das fur/{/| gilt.

Bemerkung 2:

Falls (11) nicht hyperbolisch oder [A ()| 24+ £ fir ein ¥ e R
und fiir alle L(_e/(7c/P\” , wobei /(—/—nicht eine Nullmenge ist, so
wichst || \?’“‘“a und damit || M"Hr exponentiell mit (f+ £ )

AL
d.h. es gibt ein D¢ !-P\ , so daR

Wl = Cca+ )"

Bemerkung 3:
In Falle HERMITEscher Systeme, d.h. fir A, HERMITESCH ( v= 2, . .-, 4/)

hat man nur die Bedingung o zu erfiillen, denn 2 /;\“ }‘ ist dann fiir
N
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m,
alle fef'{?\ HERMITEsch.

Man kann noch die Aussage des Satzes abschwidchen durch:

Feugo - 161 =125 & L = lrge T2

xf:ml
i =

_/:;_\_II}'HMQK ( A, xx)l = L'H]‘ZM!

R ’R“ ! Ry

l><|

wegen der Extremaleigenschaft HERMITEscher Formen.

:) Stabilitdt herrscht fur

Sl ey

Bemerkung 4:

Unter den Voraussetzungen des Satzes existiert insbesondere zu einem
wie unter II.A. vorausgesetzten U, eine eindeutige L8sung von (11).
Jede am Anfang von der Ordnung 2 approximierende Schar von Losungen
von (10) konvergiert daher von derselben Ordnung gegen.ldﬁi Die Wahl

von 1 55(21+— ist hier willkiirlich.
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C. Stabilitdtsbereich und Abhdngigkeitsgebiet

Es ldRt sich zeigen, daB das Schema (10) in der Geometrie seines
Gitters das Schema mit dem grdRten iiberhaupt mdglichen Stabili-
tdtsbereich ist. Diese Eigenschaft ist von praktischer Bedeutung,
da erfahrungsgemdB fiir die grdften Zeitschrittweiten, fiir die das
Schema noch stabil ist, der Fehler am kleinsten wird.
In ihrer klassischen Arbeit [2] haben COURANT, FRIEDRICHS und LEWY
Instabilitdt unter dem Gesichtspunkt von Abhidngigkeitsfragen behan-
delt. Die L8sung Y (&I)() des Anfangswertproblems (11) ist an der
Stelle (t,x); te. ﬂlj eine eindeutige Funktion von Punkten (Chtk*)
aus kompakten Mengen in der Hyperebene t = 0. Der Durchschnitt aller
dieser Mengen ist das Abhingigkeitsgebiet [)(ffk’) des Punktes (t,x),
s. LAX [ Y]. Fiir einen Punkt (61_”}0*)6[0{7] X G‘ = 6’2‘, ‘t(,,: Sk
A\
gibt es eine endliche Menge [)L\(tl,*1~) in der Anfangsebene t = 0,
von der der Wert der L&sung von (10) in ( 61” X{\) (abgesehen von
Punkten in der zweiten Schicht) allein abhingt. Die konvexe Hiille
D,ﬁ Qj&l X’A) von 6:“ ( &, Jq_\) bezeichnet man als das Ab-
hdngigkeitsgebiet des Differenzenschemas im Gitter fiir den Punkt
( ig, X¢ ) kurz "Gitterabhdngigkeitsgebiet'". Wenn die Zeit-
schrittweite so groB im Verhidltnis zu den Raumschrittweiten gewdhlt
wird, daB "Ft_(fk,k,_\) > D(Er*c,) % O(_.Ql.,k-c\)%p’: so kann
man den Anfangswert uo(‘\in ‘¥;(%%1X13 nachtrédglich so veridndern,
daR die zugehdrige exakte Lésung U, ) in ( {‘Q, Xe ) einen
anderen Wert bekommt, wdhrend sich am Wert der L&sung des Diffe-

An .
renzenschemas L4j an dieser Stelle nichts #ndert ( 5=(54,-" ;v ).
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(@0, 0 R (0,0 O R,)
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Bei Verfeinerung des Gitters kann daher [A; nicht gegen Y Gj XJ
konvergieren, da es unendlich viele exakte Lsungen von (11)

gibt, die mit \A) § de fiir alle mdglichen g' beliebig genau
iibereinstimmen.

Die Forderung O‘hﬂ \( 0 ({‘ )fi.ir alle ({L.,kg) & 6»,:
bedeutet daher eine unmittelbar einleutende, "natiirliche'" Bedingung

fiir Stabilitdt eines Schemas. Was iiber sie hinausgeht wird man als

'ein MaR fir Ungereimtheiten betrachten diirfen, die durch die Kon-

struktion des Differenzenschemas, nicht durch das zu approximierende
Anfangswertproblem, herbeigefiihrt sind.
Da das System (11) linear und homogen mit konstanten Koeffizienten
At

ist, geniligt es das Abhdngigkeitsgebiet D des Punktes ( -7, O ) ﬁrﬂz

T
zu betrachten. Dazu werden solche C;ﬁ‘gewﬁhlt, die diesen Punkt ent-
halten; das zugehOrige Gitterabhdngigkeitsgebiet sei [DA "

Wegen der Konvexitidt von E%\ist

[) .C- £>{‘ Cé:£> H C'\J{1

worin H die konvexe Hiille von [) ist.

M
Dh 148t sich leicht bestimmen: zur Berechnung von LAj werden im

% —a ™M An = n
Schema (10) die Werte 'TU Llj, IV v )1 L4j f@(r VI, Ui AN B

i ; T ; ;
nétigt. Stellt man sich @\fﬂ noch um eine Schicht f"zx }X G)

erweitert vor und l4Rt das Schema (10) in ihr beginnen, so ist [)h

der N-dimensionale Rhombus mit den Eckpunkten
(R0, -,0) , ("R 0 =, 0
COo, R, ©), (07R,0, -, O)
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(231)
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d.h. die konvexe Hiille der aus diesen Punkten bestehenden
Menge (s.Figur/1 ).
H ist von LAX fiir das Problem (11) in [ Y 1 durch die Triger-

funktion "f" bestimmt worden, die fiir eine beliebige, beschrinkte

Menge /44 @ ﬂ{kso definiert ist:

A
7/ L) := aup L-x fir alle loe R
m ke M :
£,
Mit X  ist das Skalarprodukt Llcx =:;%?_. e, - X, gemeint.

Da A1beschrinkt, existiert ,{k,(Pi) immer.
{M ist durch die konvexe Hiille von/¢1 eindeutig bestimmt und umge-
kehrt. Fiir zwei beschrinkte konvexe Mengen /Lﬂ ! gilt genau dann
Mmleaqt
¢ fiir all R
wenn 7[/4|(L‘) Z: _%M“(L() ir alle €

Die Notwendigkeit dieser Bedingung ist anhand der Definition von JCﬂ
unmittelbar einzusehen. DaB sie auch hinreichend ist, folgt genau;o
wie die eindeutige Bestimmtheit aus der Theorie der konvexen Mengen
(s. LAX [ ¥]).

Da [, und H konvex sind, lautet die COURANT-FRIEDRICHS-LEWY-(CFL)

Bedingung (22):
A
1(1} L) ¢ 1[0(,(“) fir alle b € R

Wegen der Homogenitidt von JLM fiir nicht.negative Parameter:
/

1[/{1@.(4) = G.-j[M(L() 7[;,- qe m+U{D}/M6£M

ist (23) Zquivalent zu

%H(u) < 7[OL(L<) Jir lle Ke ¥
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mit einer Menge P , die die Bedingung
N N +
K= i&lé ]Ries give K€ P, Le RT040Y nie L= b'k} erfillt.

Eine solche Menge P, die von jeder Halbgeraden mit O als Anfangspunkt
geschnitten wird, ist zum Beispiel der Rand 9 QR des N-dimensionalen

Quaders Q R

A

ke R € Ry Frrveana M Ri= (Roy By, -7, Rp)
@IQ { ’:Z (Rv:'o f:r\,,,,‘_.}/y)

Darauf 148t sich 1{0¢\ bestimmen:
Behauptung:

-)LDAG'()' = fir a1le ke 9QAR
Beweis:
Wegen der Symmetrie des Rhombus [); und des Quaders QR' gibt es zu
jedem x € D ein XTe Dy mit X7 =|X,|, zu jedem keI QR
ein ke Qg mit kS =[lv|und fir ye D, K e IQR ein
% e Dy mit !E};H IU\,lund g\,'uvi O fir ve=4ay ", V.
= U‘ks%-k = gt KT
= 7L0¢G<)= _[Q: (Lﬁ}

fiir L‘EBGQ
mit \Dej_== i*’t‘: De,‘, Xxv 20 F' VA T rA/}

oder anders geschrieben:

'[OL[L() = 'y[Dej(l’( ") fiir L('ré(")@r;
mit analogen aQE :
20 = {uedle, 2o fr vo )

D T ist das von der Hyperebene 2 —/[ und den Koordinantenebenen

V=a RV
Xy=0 , %=y, // erzeugte Simplex:

A
Du '“‘f,ke (Q/V e ,__»V A, Xy 20 f:r Dc=f1,1.,~-,/t/}
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e
Sei l.A(: BGK fest. Dann gibt es ein .66/4/ , L& AV nic

Fir Y ¢ D: ist:

A/ ;
XL_ (/’ o 2:; ?")
.__’k W v4L
=) L(-)(:‘Z,L‘vxv-é— | ke %y 7 IQ R (/,’-—‘Z‘ )

~—

v =a iz
\"-h. ' vie
= Sl O #
=y
WL
<A de L(vﬁfiv’xv 20 fm v=a2

4
Fiir XQL: =L@ O Q(,,O, “',O){: DQ ' d.h. die £-{. Komponente
ist groRer als Null, ist aber Le - Xﬂg_ =

> Fir alle ke 8 @ ¥ existiert sogar maxM{- X und ist gleich 1.
lr(:O"

')lD +('/(+> ‘{\JL,(L() = / fiir alle L{&O@Q q-e.d.

LAX hat nun in [ Y ] die Tridgerfunktion —/'I—e berechnet zu:
{p @) = Lo ( é e, A

worin 9& max(A]) den gréBten Eigenwert der "~ Matrix /ﬂf bezeichnet.

Es ist also

Wegen (23f ist daher die CFL-Bedingung Zdquivalent zu:

2 Z L(;AV) <A fir alle e > p
A,
&= /lw\,,‘( 2Ky TQV> &/ fir alle L(ec{)\«//u(-':a%’a@ﬁ

N
mit einem Wirfel Wa ::ilﬂﬁlk ’-’{,(VIS/] fir V=72, /VE(

@3 1‘~a>(ZVV' /%v) </l fir oelle W& WA

—-"‘%
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LCenn fiir k'e W gibt es ein be[0,41] und
ein L(ﬁa\-»\/a mit L{’-—’—"b L’(

Wegen ()(.,\_\\K (=1 ) = - Ain CC)) und

ke WaeS -k ¢ Wa  folgt:

—> ad A. S -4

é—-—"“:} 2.1—\,\'.-\,, (Z L(v ’—-v> -

fir L e W/n

Man hat damit bewiesen:
Satz 3: Das Schema (10) erfiillt genau dann die CFL-Bedingung fiir
(11), wenn

{ﬁu\,é

& fir alle [ce W,
Ry /1

Dies ist bis auf ein beliebig klein wdhlbares 2>o genau (21), die
Stabilitdtsbedingung c) des Satzes 1. Aus den Ergebnissen des fdgen-
den Abschnitts wird man ersehen, daB das ’Z die Folge schwacher d.h.

polynomartiger Instabilitdten, im Gegensatz zu den exponentiellen/ ist.
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III. Schwache Stabilitit

In diesem Abschnitt wird der Fall der nicht nur strikten Hyperbolizitiit
von (11) untersucht. (10) ist dann nicht mehr wie in II. stabil son-
dern i.a. schwach stabil.

Man wdhlt wieder die Form (13) des Schemas (10):

” A _
£ * (H ]V ) -L
(13) (/l i ,V,—, Umlt l/{ !
\(/(
I \

cey (1™

AN 1, A/
LA = L&(‘)ist darin eine Funktion abhingig von X & R )
t i
Sei jetzt einfach £1€-|E1 ohne die Beschrinkung {.& [ O {!:]

Mit der Argumentation in (15)-(17) erhidlt man fiir die Transformierte:

oy 2 "f“wk\,RQL L\ ~.,

\/vm.\ _ F 3 5 v QA’) 7L~;'r fee IRA/
- _

it Tio= (-

Um schwache Stabilitdt zu beweisen hat man daher die Potenzen der 2= x1%

= A, L) VANCS

")

.
Matrix /4£\(L<) zu betrachten. Dazu bietet sich die Wahl einer
Normalform an. Hier wird vorldufig die von JORDAN genommen, und zwar

seien:

A
ALy = Z %\:N«k\/ K €.

h(l.,“’() = 7}:(&)/&]“) T@) mit reguliren Matrizen T(;@)
“ fiir Lfe:ﬁid/
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JL,(LO:LS‘: eine s xw Diagonaliibermatrix:

Jud 1= Ding (Je,n9, Jen, ',Jﬂ,f‘("‘“)>
mit v, )(’W'\V Matrizen gLV(M) fir W= AL, fue

und Z m .

V"‘I‘
Die ngv (k) sind wieder Diagonaliibermatrizen.

J&‘\Iﬂ’(> g = O"Q‘;‘](z}g VA ), 7& Vit Ty JQV,IQ-‘))

mit ’th/.\k'w‘u/, Matrizen JL"VI/‘(L() fiir o S S &

<,
und 2 'W\.,/., = My 57 (k)hat schlieflich die Gestalt:
Fose

JLv,,ﬂO’f) ‘)‘Av(bf)_}_ +//fl~\7h

Die :l,g_\'/'(k)’ fal,lr(bﬁslnd die 'T“ verschiedenen Eigenwerte

!

von /41.(!»{) K I:,n ist die Piv o X Ty Einheits-

matrix und /VnM mit derselben Zeilenlidnge quadratisch und
v
-

aus lauter Nullen auBer 'MV,M -~ A Einsen in der ersten oberen

Nebendiagonale bestehend:

1. O o O
"'v\v = O * A/h"\ — O“
” - l 7 S
% ~ x
T N O
Yy ——
%V/. ™ )

/r/q,., ist also nilpotent.
Y

Dann gilt: 'TL-"@() O T“ (H) O ) B
(e T &) S L 7&("0

A (L() o) ;i AW T Tl o \__
- o T, W ( o) o T/ —
I\ _

2

¥4

A

H L

e

&
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xe M
Das Verhalten von /4L‘¢4) ist daher bis auf Transformations-
4 ~
matrizen durch das von ;7564) gegeben. Die Multiplikation der

Untermatrizen gebildet aus

P
T 0 79 \
;]t durch Wegnahme & o A7 ° o |
. 2% Zi {
der Zeilen von der |I. §Z£%zf5€__ _

bis giz”maj' Mo Lﬂ/ Q Z:ﬁ‘(bb o, o 'T G
= L GL"’/‘ i ' “mv/‘ | ;
D R e e
Y ° o 4 ° & %/
der Z v, 4 ﬁ va_’-l‘/f te s il -.f////"/"‘/'[g-gs ST e “é/"}‘;"‘”i;
=an 'X.‘A' .’ 7R ! "4‘;’/’.” ’: ‘ !
NN . o |
/ ! 72 '
_ | 6;////% , |
bis zur I ! i : |
2 ) T °
L| qu_'-i- oy 4 ™ te. n“"f‘ ' e o i o
X e s W

au:/\
und von der

v
=
+
Z_, Mt
— X =aA

bis zur 7, ten Zeile - Fig. 2

G
-
N

:i:MNLf”L“*hh

und derselben Spalten, d.h. die Multiplikation der Matrizen

%

ist voneinander unabhingig, wegen des Schachbrettaufbaus von €7A(Lr)
(s.Fig. 2 ). Man kann sich daher auf die Potenzen dieser Ma-

trizen beschrinken.

Hilfssatz:

Das charakteristische und das Minimalpolynom der 2px2p Matrix
(peN )

~ Zr‘Jq g T o
.= < P 1= ;l__L +/‘f/ = e ;\/:.‘f
g J—P o JA r P © :\\ r_
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- P
sind gegeben durch (Z)L -2 [ /]) .

Korollar:
~ ~ .
Fir A # A ist die JORDAN'sche Normalform von gegeben
(./O
. L friseese=
durch U;\-‘. O mit Q:t § = J2A '_f:},: -3
O Lj&_/ (bis auf Vertauschung von J’“*{ (7:,\_ ) ]
und fiir © P,’{-.—_‘_r/] durch v
= 1
- ILP E i /Vz_'a
Die Losungen der charakeristischen Gleichung ( &L—J_.'.l L - A )f3 =0

sind ndmlich 3; und A » und zwar jeweils von der Vielfachheit p.

-, A= 4 , A, +22 =272
Da das Minimalpolynom mit den charakteristischen Polynom zusammen-
fdllt ist die Lidnge der JORDAN-Matrizen dann p bzw. 2p.~Fiir den
Beweis des Hilfssatzes ist niitzlich das

Lemma:

Oupi= Dot f-- 0L 2R L 20)
r fir o5ced pel
Beweis des Lemmas durch vollstédndige Induktion iiber p:

Fir p = 1 ist Dlr Otf \_j 2> Set“”)li

Die Behauptung sei fiir p--1 bewiesen:

Sei ID| := Dot (D) fiir jede quadratische Matrix D.
b,
as O 1 A © .
O b ! Entwicklung nach der p + 1 ten Zeile
D = abr O
i I L S
R &
1 A ;) €
o' t. O
|
O :
1 : © C
! 623
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b 1A
Qb | A /‘
QA | 1
n PP
5 |
A A ]
D,y s F SN | S - J L
1 "ge
) : (‘_. O
] O ' P-_A
"A I K \
CR -
PR
,o tL \(r,,cx(,{'b
[a L) i
iaY A .
. \
ra+ Pt ¥ '
+C-(f/1)p r . C!.‘o: O &
_______ Oy __A
5N , C
A .
O I ’ J =m
O \ | '

r=A1

1. JPOU’UT F

Die entstandenen Determinanten lassen sich nach der pten bzw. 1.

Spalte entwickeln, wobei dieselbe Restdeterminante iibrig bleibt.

o b 1
o6 b 1
& ;
SR e PHA , i :
sz'[(/’J ) +Ce] | s .
| . B e =,
v ra
i 1 I .
LS |
! |
‘ i
o .
_ I “at C
= (8c=a) - Uz_ra-—z.
=oE —4) P nach Induktionsvoraussetzung.

; s i . . ?.L.Ol_ CLLh\m-‘)
Anmerkung: b geht nicht ein in die Determinante.
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Beweis des Hilfssatzes:

Setzt man G‘-:Z-"l‘??, lo—:_&.," C=-—2Isohatman
die Determinante von
Z,. _ g_[ ! I .
o __—%gﬁ_fﬁll,__p‘g_ zu (&?—-Z«fl;“ﬁ)pbestimt.
Lo e le

Damit ist die Gestalt des charakteristischen Polynoms geklirt.

Das Minimalpolynom muR im Falle l+ + A_ ) ofilo. A = A ’

den Faktor &L“ 2/l b —A enthalten, da. das charakeristische

Polynom dann diese beiden verschiedenen Nullstellen besitzt.

Es ist: (\Tl -—_ :Q— 315 4 :{ : 2. jl
J = 2 I
und weiter | '
— @i ) - 'Z%Qny
A _ = _ J*¥_EJ- LT . _P_
g '7_‘13 L ( 2 31 "Z:DLTF,_} V)

Fiir 2]1 hat man: 3;’ = :lep T Z«J“/V,O + /{/PL
=> ,C\]‘;’blj}. = QLI’O +&>L/[/ro 1L/VPL'_ Q-LI,O_A/{/,O ==
= /VIO 624 /(/ > = /V,o JA—

PG (e a4 (Mo T
- 2iMp O /UF‘)

S COAN

Die beiden letzten Matrizen darf man vertauschen, denn/(fakommutiert

e

mit ps _L 2 /VP J ist eine nicht-singuldre Matrix,

wl -
denn sie besitzt nur die Eigenwerte q"_’ﬁ_ mit l+ -:l_: -A =)

2,A-+0
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P
/Vpdagegen ist nilpotent, und zwar ist 7Y = P in /Vf =0

der kleinste Exponent, der diese Relation erfilillt. Daher verschwindet

(/J —Z]:LJ ’LIY’BK zuerst fir X = P of L.,

(é —2iX & - ) F ist auch das Minimalpolynom fiir | #+ A
Im Falle 1 = +., oder —/ hat das charakteristische Polynom
die Gestalt: — A\ 2P

Cé Fi)

Man weiB daher nur, daB das Minimalpolynom den linearen Faktor & % /
enthdlt und irgendeine Potenz mit einem Exponenten < 2,0 davon ist.

Der Fall gerader Exponenten 148t sich wie oben behandeln:
- x /A, cs\l”acf
e = (70T T.) e )]

und das verschwindet zuerst fiir A= P . Falls
oo
. T
+ !I ) =
(2] o

fiir ein ungerades LE /\V 1 ’—Z—p /
so miiRte insbesondere ({j + f—igp\j gleich der Nullmatrix sein; fiir

jene gilt:

(3 # o) T LN (J5) - »

- o -A p—A 545 e |
= J (w7 o, 83T -
|

:(Z;)P—ﬂ jp-fn _O : O E_Ill-p-!’&p/(/P:l I‘P \l:
= o e m m e e el e - o -
O ' O Ir:) P+ r) /
T4
P te Zp te \(‘oat'f(,
i 4% &= i
---(.Z.')roﬂ/| jphﬁ = 9 _:_ 9_ N Zedle
- Q ¥y OT—E & Pta te
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A,
—7 [, 1
Der ZP -Vektor © 2
o= il o). o s ~
P“A# A +,; | 1st ein Eigenvektor von :] zum Eigen-
o o
o )
- . ' I -A .'.t]
—_—— —_ -7_-_4— _ = - ’7‘_ A—l‘— = -1'/_1
T 1 OJ\o ? ¥

ey e R
(3 *'JZP) verschwindet also nicht fiir ungerade T < 2-‘0 .
Damit ist der Hilfssatz bewiesen.

~

Die Potenzen von ’J sind bis auf eine nicht—singuldre Transformations-—

—~ PRl

matrix | gegeben durch jo;aus
oy ~_ 0 o~ oy T, Twgy 0
’:]=T Jo T folgt j = | joT fir mey
v
Polynomartiges Anwachsen der Komponenten der Matrix /45_‘ (L()
148t sich daher fiir feste Werte der Parameter recht leicht kontrollieren.
Zundchst hat man von den Eigenwerten A von /4,,‘0»() vorauszusetzen

lll < / llelR,

~
da sonst (s.II.B.) fiir die Eigenwerte 34‘1- von /‘fL‘(L() gilt:
Il-{- l I ,l'{ = ol !

(a4
A
so daR zum Beispiel die Elemente in der Hauptdiagonale von ,JO ]
. . B o, 5 2 . :
die gleich :L,, baw ;1._ sind, exponentiell divergieren. (Hier geht

auch die Hyperbolinati wieder ein: A e /P\ )



(24)

= B =

Fiir JORDAN Matrlzen//a.L +14/ /ﬁqu[gllt ndmlich:

-0 w SET '
C/“_Lp"" P> g /’\ /V’o = ( ) '

_ %!'—'r Me&/ ed |
da anilpotent ist mit /VP’Q: o (A/f,o ==.-LP>. 4
Dann hat man /44}dhach Eigenwerten + | oder - | zu untersuchen;

sei q deren groBter Elementarteilerexponent im Minimalpolynom.
Aus dem Korollar des Hilfssatzes weiB man, daB die JORDANsche Normal-

form der zugehdrigen Matrix i} die Matrix f;Ii + A, . ist, wegen (24)

., Y

enthdlt :] daher in der recHen oberen Ecke ein Element (+1)41 i (2$_A}
/
,/»uf‘ "o Lc;—-—
Das ist ein Polynom in M vom Grade 25-4! also dasjenige mit dem

h6chsten Grad.

Es bleiben noch die Eigenwerte;l von/4L‘@4\ mit -7 L A& 4'4,

T
Sei P ihr gréfter Elementarteilerexponent, das zugehdrige :7 hat

jetzt die JORDAN'sche Normalform

'J)"*- o mit /J’L =DL::!;O +//’c
© |

f Mm-pt+A )
:Zl+ hat in der rechten oberen Ecke ein Element (FL:;) p=
f&r— m2zp-a , das ist das Polynom in » mit dem h&chsten Grad
V -\JM e -
unter allen Elementen von :] . Da ,:ki |=/4, dndert die ~-p 1+ {¢

aq
Potenz von 24: daran nichts, d.h. 23: konvergiert nicht gegen O und

divergiert nicht gegen ©°, sondern bleibt betragsmdfig nach oben und

nach unten beschrédnkt.

Da man durch die Wahl grdRerer Gitterverhdltnisse R, die Eigenwerte
von /QL(k>vark1einern kann, sind die ersten beiden der drei Fdlle leicht
auszuschlieBen, etwa durch Auferlegung einer Bedingung (21). Der dritte

Fall ist durch das Problem (11) unweigerlich bedingt. Es wird daher i.a.
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s
Elemente in /4L‘“4) geben, die Polynome vom Grade @+ in =~ sind,

mit dem obigen . Von diesen Elementen hat man schwache Stabilitit
m P~

-2
desselben Grades P-A zu erwarten, wegen A ” = fir alle

e
in (5) zugelassenen A,Wxit=h£.

Diese Argumentation vermag zwar eine plausible Erkldrung fiir das zu
ervartende Verhalten der Potenzen der Amplifikationsmatrix ;a:ﬂ4)
geben, mathematisch ist sie schlicht unbefriedigend, da die Parameter
unberilicksichtigt geblieben sind. Die Schwidche dieser Vorgehensweise
liegt in der Unkenntnis der Transformationsmatrizen

;T: a‘) b == (TI‘QA) —Fj \ H

Lo o !zﬂafj

Die in solchen Situationen hdufig gestellte Forderung der gleich-
mdRigen Beschridnktheit dieser Matrizen in einer geeigneten Norm,
und zwar geichmdfig beschrinkt in K , ist eine reichlich realitidts-
fremde Auflage, wenn sich der maximale Elementarteiler_exponent fiir
einen Eigenwert auch wirklich #ndert. Die Eigenwerte von /%::@f)
selbst kann man .noch als stetig von K abhiingig auffassen, da die Ko-
effizienten des sie zu Nullstellen habenden charakteristischen Poly-

noms stetige Funktionen in KK sind. An einer solchen Sprungstelle (g *

der Elementarteilerexponenten wird man aber wohl kaum eine Schar von

derartigen Matrizen [, (k)
-
Z-T(_‘("—r{r;:na() existiert, ;7{_‘ (L) =TL‘G’\’)/4,“(L() ﬁ@()fur
alle I aus einer Umgebung von (K ¥ finden,

s . " A .
die zusammen mit der analogen Schar fiir ;A d{) dort stetig oder auch
nur gleichmdBig beschridnkt ist in der Norm, wenn so etwas nicht iiberhaupt

grundsdtzlich unmdglich ist.
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Wihlt man dagegen eine gegeniiber der von JORDAN etwas verdnderte Normal-

form, ndmlich eine solche, in der statt der‘é}l (Gj Matrizen der Form

o

Z_ A v,/‘@() g Q.«A, V(L()IM‘V‘ 'f"Cc_\m/Q—f)/i/“v stehern,

so lassen sich
Stabilitdt von
geben, welches
ist, das ja in

Stabilitdt fiir

-

damit in der Praxis brauchbare Kriterien fiir die schwache
/2::65() entwickéln. Ein Beispiel wird noch spdter ge-
auch der Leistungsfdhigkeit des Schemas (10) angemessen
der Regel von 2. Ordnung konsistent ist, also nur schwache

Grade < 2 kompensieren kann.

Zunichst ist das auch tatsichlich eine Normalform, denn
L}_::l [p-r(;/f/‘o mit Q.,C'&(E JPQ—N hat das
: c#o '

charakteristische und das Minimalpolynom ( & — L fo, und ist daher %A}wgio
der JORDAN Matrix QIF, + /UP dhnlich. Denn fiir das charakteri-

stische Polynom sieht man das sofort, und der Ausdruck

- s o -
(l .L,o L. /V,o “)cJ—F,):Cx/V,Q verschwindet zuerst fiir 2= p

falls c # o0

Der nichste Schritt besteht in der direkten Ausrechnung der Potenzen

von Z:' g e (.ZJ [ 0 i
I,o o

Dazu ist einiger rechnerischer Aufwand erforderlich.
Lemma: Sei pe A .
Die Potenzen der 2px2p Matrix :}ﬁ,‘== (:]i: 'ﬁ) mit einer pxp

O
Matrix XP & CLPXCCP

sind gegeben durch:
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(R
(\ Ud-‘\—\‘a He

(25)

fir e

Darin sind die :\Hv P xp Matrizen, und zwar:

J’{ . ;;(ézv)xé_lvfur LeAvio}
L

ngL

O fiir 0= —A

Die Summation ist dabei iiber alle ganzen Zahlen von O bis zu der zu

2

fiilhren, die gerade noch kleiner oder gleich 4 ist.

Beweis durch vollstdndige Induktion iiber™ :
Die Behauptung (25) ist offenbar richtig fir = ( )(F?: =:j:F‘ ).

Der Index p wird jetzt weggelassen. Fiir < = 2. hat man:

:HL::I‘LXL; J{A:X‘, J’{OZI
(Dt vl — ~

- (X%T X
=57 1)

Sei (25) fiir v & }E/} v ¢ 7 bewiesen. Dann ist:

r.v';‘+ﬂ ~7 X L A,
3{ - \,‘ﬁ <I o) Q}(M ~

e ﬁﬂv nd das soll sein

und es ist auch

gleich

l !
(%)



_[45_

In der 2. Zeile stehen rechts und links dieselben Matrizen. Man

hat nur noch zu beweisen:

:}(.ﬁﬂv; = X 3{?\ Es j{'\ﬂ""l und noch einmal
:}{-'h = X :R»w; + :H-‘H‘?-

XHFmt Hnes = Z (%;V)X""“Z-WA ==

W
M -2V
+ v )X =2
V=0
v=0
LVEN Lvén=a
Indexverschiebung in der 2. Summe:
i =LV
i3 lon — v M-y + 1 -V >< R—
— v X + Y—A
V=0 Y=
- 2VE&m 2vehtA

i

+A - -V A= Mia~2
XM-M 4 Z (’h AV v) mer 3 " Z (v-,;)X + -./:_-_
v=a .

2V E£M NV E M+

_ — _ [rmra=v
e (Vv) * v-n) —( v
mtA -y My =1LV %
e Z ( v )X - Mt A
=0

Ly £ntn
D{L'\n\-.
A —- ntn am A gy = 20
. Tt T L
= :/1:
e ~ A falls ’ ungerade
r " E?

tj.e.d. (Lemma)
N
Das Lemma gestattet einen Einblick in die Struktur von L_

AL ! ’J{% J(-"\‘ﬂ
L_ fir ﬂn(-,-&/
EH"P\-A :}{”"L
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mit R, - Z (&;O@)L—w‘ Lc-;v Ca

fiir
v=20
vy
und 3{ =Ofiir £=-A
2

Sei L'& Mo . Es ist L,_g_, = Q'IP +C_/{/’0
S 4, = S @I (ATw )t =

V=0
lvee

"W\»"\((;-Z_V P-ﬂ)

]

I

Lv LL
- ¢ -2v =%\, £
ot =N eV T vV ({-lv-%
® .
{ \V o
AH=9 =
Lve -
Fiir die 2.Summe wird darin O vereinbart, falls -2 £ 0

&eist also eine Dreiecksmatrix (Z‘J@ . In jeder oberen Neben-
diagonale sind alle Elemente gleich. Sei L(‘,_.d_ ein Element in der
K ten (x = O//’.,g_l v p-; fir A = O hat man die Hauptdia-

gonale) oberen Nebendiagonalen, dann ist:

Cio® (O X T e

v =0
< l-%
An dieser Darstellung kann man allerdings das Verhalten der Elemente
o
von - noch nicht ablesen; es bedarf noch einer Umschreibung,

die die Eigenwerte Qu*_ ”,L_ einfiihrt.
¥
Transformiert man L_ auf seine JORDAN'sche Normalform und berechnet
~
mit dem Ergebnis die Potenzen von ([ » SO gewinnt man fiir f"’-‘?- 3

iiberschaubare Ausdriicke fiir k{.au « Von p=Y ab wird das Ver-

fahren recht umfangreich; insbesondere ist fiir allgemeine re& A/

Y (ad

zwar noch die Matrix | zu berechnen, die L auf JORDAN'sche
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Normalform transformiert, die Inversion von:F aber ist recht

kompliziert. Die fiir ‘o=l, 3 erhaltenen Formeln fiir L((.k. lassen
gliicklicherweise eine rein formal begriindete Extension fiir groBere L

zu. Dies zur Motivation des folgenden

Hilfssatzes:

(26) Fiir ™, A “«"’1_6'4/ v { O:] und a,b aus einem kommutativen Ring
mit Einselement gilt:

o e ST ()R e e

v=0
?’v{_ '\-\"‘

Gy  =(o-b) _S_ ' (7)) e =

E : on A M=-T \ . A A 2T T
(iii) — ( +UX-'I- ) - [- a4 AW~ 113 b +a +% LL’J (_“Qb)

T=0
Die Summen in (i) und (ii) sind ebenfalls gleich.

Beweis durch Doppelinduktion i{iber @ und 2C .

Wenn man sich anhand der Matrizenmultiplikation klargemacht hat,
wie der Induktionsschritt auszusehen hat, besteht der Beweis nur noch
aus Rechnerei.

Fiir den Induktionsanfang hat man zunichst den Fall L= 0

zu beweilsen:
]

(a-5) 57 (7)) WY = (amg 3, @b

veo g
LV L a,

A=A _ b‘\-—\ +

Qa
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Die 2. Gleichheit ist die bekannte Darstellung der geometrischen

Reihe, die der beiden Summen (bezeichnet mit /Mh) folgt wie im

Lemma durch Induktion iiber » :

fiir "n= 0 ist : oA = A

P = a4+ b
ay - atb +

Induktionsschritt: Moswn = @Jf b ) /M»... —ab Mo,

(1) Beh.: Aﬂherfﬁllt den Induktionsschritt fiir ™" e )k/

Beweis:

Q:\-t— L) M. -ab Ma., =
= @) > (e - quC;“-*')@%“‘""Léag)":

2vEn . o nr
Indexverschiebung wie oben

ey 2, [C3) G flert)™ ™ o™

=

I

tvem M+ — LV
Ar— v - (4 v
+ E (V"ﬁ)@‘rb) Cab) =
- /[4 n<lY L Mg
= Mg
(ii) Beh.: erfiillt den Induktionsschritt fiir ¢ /\/?

Beweis:

(Q"’b)M’h "'Qb MM—A =

- @w)i an b*_abf L =

M=o =0
A=A -2
W e W Tl 2.2 ab a7 - q bZ R
/=0 i
Ant-A .
= Z QM*J, " bﬂ == /{/l"\f\+/1
/1/\-"-"-0

?.e.d.(Induktionsanfang 1.Teil)
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Man braucht weiter fiir den Induktionsanfang (26) fiir die Parameter
=,
X = und % = h-4. Der Fall(ist leicht einzusehen, in (i)

und (ii) ergeben die Summen beide den Wert 1 und in (iii) steht die

a, el 5 + A4
Binominialentwicklung von (&—b) e

Sei H=m-4a ), M€ . In(i), (ii) stehen die Ausdriicke

Il

(1) 0= m )

(i) (o‘-ta)z"“"'-(:_hq-:— mb]

die beiden Summen sind also wieder gleich.

Die Ubereinstimmung mit (iii) sieht man so ein:

~ CQ_,QBZ—%»—'\ (a+5) = m z (21\;4) a?.u-n-veby: @+ ’0) _
v=o
= ST Y = ()
V=o
= (C\ i bl\n) + " Z'Ki—h\/—n)_(?,\:::ﬂ o'?,\.,-veb) —

nach Indexverschiebung in der 2. Summe.
M
% XN L= v v e I S\ P
'(V)@\-v) * D ) Olesss L J"(v)( v
v=0

- i@)@—@ [o=2F o™ *F [(-ab)
T=o

Fir x= O, Mm-a, ™ ist der Hilfssatz also richtig, das ist der

Induktionsanfang.




(27)

(28)
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Induktionsschritt:
Der Ausdruck unter (i), (ii), (iii) im Hilfssatz wird jetzt jeweils
mit /&4%30 bezeichnet fiir alle M, ®, W - 2C & /\/0 . Fiir

M, A, 0= € )\/ wird dann in allen drei Fillen der Induktionsschritt

Moy rne =@M = 0L Moo HO-) M

A=A

bewiesen,

h
aus welchem dann die Gleichheit von

(i), (ii),(iii) in (26) folgt. In (i), (ii)
sind die Zusammenhinge einfacher, dort
bezeichne /bina; jeweils die Summe.

Sei also M 2C m-2¢C & /\/

o
(i) Es muB (27) gezeigt werden. Wegen
220+
/M-»,-a_, = Co\—-b) * /V'l-ag folgt das aus
/VMMK-.: @l'!’ b) /V"Hx - olb /Vq,\_,,?(, T /MHBL-A
Es ist
@-}-b)//n.\n —Gb”&‘-d& +/VM')(,—A -
— - v M LN Mn-A-2V +1 v
,Z(V) x)(omb) Cob)”  +
V=0
AR LN NS
==y Af—A — 2N N—-A—A~lv 4
E —-ab
+ ( g ) ( e ) Ga+-b> ( J ==
V=0 _

+ 2 (V) () T e 2



_5]_

Indexverschiebung in der 2. Summe:

——>

_,_Z (m ) ~av+4) @Hg)wx Z.V-i-/lco'!__)) 4

?_V_‘;M-Ff\ b

SO oS [

N ALY L~ g
. A ‘@-'f-b)m & Lv+’},:a‘b)v+

(702 (0P

2.v-’- o &
W%+ M-t -1 +A M=V [ -3 =2
= (ersy ™+ > (G I O )
SRS S -
== = ) M-t -2Vv+Aa
| ( o) (o) G
+ A =\ m+/t—2,v """‘"“K—-LV v %
+ z ( )( " )("H b) (-obk) —
?_vs.'h-
Weil in der Randsumme allenfalls ein Term mit v = 11::§Etﬁ

beitrdgt, und wegen:
P, - LV M'—V)(M'_LVM) (M—V M-LV) —
( v )(3@ ) T Ao *=A
_ /=~ T PR _ Mta— v \fmta-2v
=)+ EICT) =N
Nt A —v Mg A =LV e =3 ~2v
Z ( )( ><Q+b) ( b) "In+4?t

ZV';"VHA-K

Die Relation (27) ist also erfiillt.
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(ii)

Wieder geniigt es statt (27) die einfachere Relation (28) zu zeigen.

Es ist:

(0t b)) Muy ~0b Mg FMaigen =
= f{m;)( '6&;/") Q™ J?/"‘ CQ_HOJ s
pr=o

M~ 'K_-A
P ke COR T

M=

) e
= Z(:*(ﬂﬁiﬁ) QAT R 6/'_' +S’(mx)cz> AR b/‘" L
o P

-_— e+ I

'lﬂdﬁ"'x—

3 ._;L. =
= ST G )T 2 )6
/=0

+§L[(m';c/‘«>‘(m—;—/ﬂ2]c;ﬁ> am-x-/‘-b/‘m—a . @) bd—.-i»a—i(_:
=0 —
-(x

. e +C’\.:;n) bm+4-3€.+

1l

O~

me) (Rt gt LA 2
T (%'A ) ( »t ) 2 0 -
/0

nach Indexverschiebung
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GO+ G a7 ™+ C‘“;” T
; [CON () AN Gt omvary” =

/’-’\-f\
Mdpn- 20

= ZC:‘;/”)(?‘J) AR LR = gy
Mm=0 :

wegen

/« "agv«) ( ) e /t r/“ 4_(%-4.;—/\-)] _
WA _ L o
— s i T+ ::<ﬂnfw4->~\ (f(fyh)
[ w ) *(?L-nﬂ (%/) w ) e
Hier ist (27) also auch erfiillt.
(iii)

In diesem Falle zeigt man am besten (27) direkt:

0+ ) Mas =05 Moin + Q-0 Mainemn ==

"Z("“ B (LY [am S B J ey B o+

+§T(’ta) ((:;: ) [‘ol-\-\-ra(; LT _ b-nmuccj C__q(QB"C*r/I 4

T=0
A=A
¥ 5_1 C«-H(, ) Eo»\-r'x,hu:_ bm+en-?.‘tj @B)t@w-—i\q)L ___:—2
?L—Awtj
-—-—-—-4

=0
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Es ist
[am#AracoltT _ ™2 +2-2T 7 (o )T (a+b)

l

=E_A)_C[0\M+L1" %""Cbt_r_ C\M+4+2L_t 6-5"""_ 6""*"‘"‘?'—'_(; Q‘C+A +-
_5M+L+a—tqtj

[QM\LBL»L'CVBH')L-L‘EJQQLQ)'C. ( ol-1al + lo'") s
_ = A - T+ - T+
—-(—-A)ICGM“J’K Cbt—?_oh%+ “Hel B 1, g+ 'Cb o
SR, TR, 2EMERTT (Tra_ loﬂ—wz_nn-tatj
Setzt man in die Summen ein und ordnet nach Potenzen von a und b,

so steht da:
W

=2 (4>"(M;HX C)Lamt®TEE g™ T T

T=o
A+ e —/r-C) nea+a-T | Tha | e +-T 'E+-J
& _n)‘C(MtC_ - 'C)+( )'wa T }[O A b ) -+

E = nht L LR~ L M x-T | T+~
+ (/7)( Y‘&,-—n C) CG‘ b -—Z,Q +q + L& +
+qwn—t b'C-H,_ EM+BL*'CQ'U+L+&6MM+BC"% THa | "Lt k-ta_‘j___:?

Jetzt werden fiir die einzelnen Summationsterme die Indizes ver—

schoben, so daB a und b nur noch in Monomen der Form

0m+2..+?(:'c b‘c o bﬂn-}L-HL"C'a'C

auftreten.

> = T

= ZC_A)‘C m+’2::+4) )Eam+1+x b‘t bﬂ—u-z_oa_-t ‘C] afs
T=0

XA

+ Z [(:ﬁ/,)t- m+x+n)(-;;~t) ( )C‘g Xh—t)] [Q‘"”’*btb‘“

T=q - 'H+L+)L-—La L__"*—

+ Z‘( )‘CC““*?(— (ac = b)[aﬂ«-r?xac—"cbt LR EXoT T 4
_*_2(__4)17 L Y LE 'C) L[qwrux—'cb '\-\+L+x-tatj +
= T

Dt M+ +2~-T M+ LT C T =%
e S‘Cﬂ) g ’_:‘&‘:’_g)EG TR b g | =

=t



s
= [ fam -] + %
TN e el

AN S
e azf)( >] [Q“M-l.b = ]

P EDTR) G [ e

E&M“W@JFWNJ@ 1)
L=

-\qf'a(_ "‘n+3_ b (, fh-f'&. Mi2-T
( A1~ 72)+2’( K+ r~?:>]

—
’\ql-far L+ ~<T.. |
[Q — T,

o

Darin wird vereinbart: (f‘__?__) =0 fir JLe /\/0 falls 2=,

Die Randterme lassen sich ohne Umwege in die gewiinschte Form bringen:
=03
rata)(22, ) + (%) ‘@**)G‘;I’L) "1@2«.) =
= b2 [(50) + ()] () - (32) () - 4e) =
= 6020 () * (W) (&) = ~Commrnd (32)
tr)
(425 ==y (") e () + 2 (G e ()=

=Ch+’3%+/‘) M,):x+4)+2, ';4.;(,)_‘_ M1 ac.)

m...ac-m 'wa + %
e [\_,_,_‘:L_'*_,] -

— [t _[vtxta mtxta) —
...( g ) (x—4)+l( g

___._(fh+L+x,
)
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Die in der Summe auftretenden Binominalkoeffizienten zerlegt man

dagegen am besten:
ht XA M+:u~4) _ M+x.+4) Mt~ u) M+ W/ m-T .
( T =T T=a W+a-T C—a ('BL-M-'C
M+x_, Mt X M+4 'VHK ~1+L'-C -
'1-( v )%'4 C)+l(t_4)( - r) )(k-m"{.')
T e )
- 4
- [( t (t-A ) ) ('X-'M-'C F ‘X."C +
+ nn+7b 4m+}g NtX) fans-T
?cn—t 1T Tl x~) T
M4 A =T M-=-T "\_-C _
+ ‘C—L)[x.'n-t)+ 2’(’)’.*‘!} 3 X+4-T -
Die "H4lfte" vom ersten Term, der ganze zweite Term, der dritte und

die "Hdlfte" vom sechsten Term heben sich heraus. Es bleibt iibrig:
= [M+ X\ [[mm~-T M-r)(_,) Ma+a-T
( T )[(}c-—'r:) (X-n-tj + 2‘( 2-T Ll
DGR
T2 (x—n-'c 'x,
“"‘"’*) ‘wr)c.. + 4«+x.) e -TY
-2 - J

- (M-I-L-!- ‘a:.)( M+a-T
- g = x-T
Es folgt:
t‘ -— —
i ; l (_4) (Mr:;_,#l) ‘hf:t ‘-‘)[Q‘h-i-lf'&"‘-‘ bt_ b‘h«-l.f-x."tat-]:
T=o e
Zo

- /M')"H‘d .

Damit ist der Hilfssatz bewiesen.

Mit seiner Hilfe 14Rt sich die Potenzbeschridnktheit von

L- = . - -t — — —| wvollstdndig liberblicken.
’TP y O
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Mit Q::\_,_' h=AA. = o.-rb-‘-Z-i:L, -—ab=_1 kann man direkt

in ihn eingehen und erhdlt fiir L(,hxdie Darstellung

. @fc)x'Z (")) @ =

LvEeEn-2C

(ii) = 219" ZCM#)( ) MX/"Y” -

@ K

1]

CZ.i()x ("‘““**‘" M"t)[qﬂwux-?ﬂ? .M+4+3.'L'E
(iii) @' -),)DM" T - _:(

T=o0o

wovon die letzte Beziehung (iii) nur fiir 24 =+ A,_, gilt.
, el [y oder |2 -] >4 ,
wegen ‘QJ Il.-' =1 sofort das exponentielle Anwachsen aller

~
nicht verschwindenden Elemente von L_ bedingt durch den fiihrenden

Aus ihr sieht man im Falle ';\-'>/}

n, P Q Mt Rt ')(_;LM*'}{,‘*'/!

Term bzw. , der fiir

geniligend groBes 7 alle anderen dem Betrage nach majorisiert.

Falls A_ = Dc+ d.h. U = +4 oder L =-1 , erhilt
man aus der Darstellung (ii) fiir L(M‘}L
= AR n ™ 2 I w- Y r
fhy(, (-(b @,C.) ( X
A=0

L+

=ENT e ™ ()

Die darin verwandte elementare Reaktion zwischen Binominalkoeffizienten

beweist man am einfachg_ggn durch Koeffizientenvergleich vor dem Monom

a*’ bu‘ in der Summe Z @)™ 7" (‘9 )7 und in einem anderen Ausdruck

fiir sie, den man iiber Umformungen mittels der Darstellung von geometrischen

Reihen erhdlt. Man hat dann noch das allgemeine Additionstheorem fiir Bino-

minalkoeffizienten anzuwenden.
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In der allgemeineren Form:

z.B

C“H'P ( ) Ptk -4) findet man die obige Relation
z —

in [9] auf S. 8 (3b).

Fiir geniigend groBe » wachsen daher die Elemente Lﬁh dem Betrage nach
p &

wie M

TutA ,abgesehen vom konstanten Faktor Zqux . Das ist

das Ergebnis, welches aus den Uberlegungén anhand der JORDAN'schen

Normalform zu erwarten war.

Es bleibt der hauptsidchlich interessierende Fall =4 <A < zu

untersuchen, in welchem 2t =f- A-, IQ.;'-""DC——,-‘—A . Man schitzt

l L('h'x_’ mittels (29) (iii) ab, indemlj\f_-i{f’] £ ) @gesetzt wird.

Die noch verbleibende, unhandliche Summe gestattet auch eine bequeme

Umformung.
Lemma: Fiir m.u,'\ﬂ_xe/%/o gilt:
2 WA
'hal—BL-fq o s
31.-‘5 = (mtxe-2T)
Teo

Fiir das Produkt wird der Wert 41 vereinbart, falls = = o

, dann stimmt

(30) offenbar.

Bewels:

Setzt man in (26) (i) und (iii) fiir a und b die Zahlen a =-, b =<1 ein,

s0

steht da:

z_u.,z C« )(ﬁh LV) o Xy ___Z(mm«( )[A_QA)«Mm-u—J

‘:.v,eh W
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Darin verschwinden beide Seiten, falls - oder dazu dquivalent I+ ¢

ungerade ist. Flir - A gerade, und das ist dasselbe wie 19+

gerade, verschwindet in der linken Summe nur der Term mit Vv = '1"-:2’3('
nicht, widhrend rechts , - (—/1) mea *1-?'1-:: ist; d.h.!
l?,’)cfn M-~ m_;'_ﬁt M= 2~ 4 2 o 2. g l(ﬂn-} ‘)f.-r/t) (;-'C
M- % I~ T ~E
T T
—_ ARt S g st
=2 - = I va x.__v) o ’ (M+3-Lv)
3(/
A=
T v=0 v=e

Hdlt man %L fest und betrachtet die rechte und die linke Seite von
(30) als Polynome in N » so stimmen diese Polynome im Grade, be-i
beiden %, und fiir unendlich viele Werte von % iiberein, und zwar
fir ‘h&&/o mit w4 gerade. Ihre Differenz ist daher ein Polynom
hSchstens vom Grade ¥ , das an unendlich vielen Stellen verschwindet,

also das Nullpolynom. Damit ist (30) auch fiir w+X ungerade bewiesen.

Fir L(‘hx hat man daher im Falle -2 <A &1 @

(2.0} Z,XMTT 2 [‘fcl %
lkm-x_, ‘ < {l+_l-|2-k+4_ 2! @+ x- 2v) & '"I;L =N |2.&.+A @4*”’)

(31)

wegen Qrw-n +m\@|+4-0.\=64+'13}'~0.1'.¢_ b ta )L fir & & /!1 . Der Grad

des Polynoms, welches die Elemente von L(ndem Betrage nach abschitzt,

ist hier um W+ kleiner als fiir QL+ = 1'_,_

Um aus (31) schwache Stabilitdt vom Grade ) abzuleiten, hat man zu-
~

nichst eine Norm || - [ fiir die Matrizen (_M zu widhlen; hier wird

wieder die sich anbietende Spektralnorm genommen.
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Fir jede £ X4£ Matrix Z L"’V, also Z. = (i‘./-.w)/‘_’ vadg, o L

mit Z}._v e d fir alle ak =4, seziiffmlert durch:

(12 1)f

und wie {iblich die komplex konju,gierte Matrixz; sowie die Trans-

ponierte z-rglurch:
-
Z = (%) Y oNEAT / = "':Ce‘?»)/,v%-.-,x
Dann ist (s.z.B.[:/_IO] S.175) allgemein:

21 = |Z.]
1227 «|@ Z7),| ¢[Z.(27) | =|2.@.Y

d.h.?

»

IN

1Z1 <)Z.1

Mit derselben Argumentation weiB man von zwei (X{_ Matrizen X J

mit X' = X*: Y- X= Q‘_‘l X) die Eigenschaft:
Ix| =141

Damit 14Rt sich die Spektralnorm von

E'M ( ’1 ?ﬁ(h-vf) fir A+ 2 2~ abschitzen.
m‘-\-n :;(’h'l.—

Zundchst wird eine zusdtzliche Bedingung an die Eigenwerte ﬁl ,,,Cl_

gestellt, die spiter wie inﬂtb gleichmiBige Beschrdnktheit der



(20)

(32)

- 6] -
Norm in I’( garantiert, und zwar

“A+EL € A & A-§ fiir ein L&/R+;E‘<A

In (31) kann die rechte Seite fiir gréBeres )} noch kleiner werden,
falls N klein genug. Damit die unschdne Korrektur'"fiir geniigend
groBes 9 " nicht mitgeschleppt werden muB, wird ein of € ,R*.U{Ob

eingefiihrt, und zwar sei £'e //2+ o< el < A . und

__> V/I—g"" i = A"E
[, -2- | = 22| 2 eln-a-O7 = 2= 2 &!

sowie

!

2 ol
olim mmax [lel, &' ] => 2 cnen) 20

Fir m20, 03

=D _
G{ pP-1 ,@41-4),0-/‘-_-

o | = (e 512" [Py fEC X0 P

und das gilt auch fiir [P =~ wegen (29)'2"d.h. fir rD('/V, 1"6'4/0 .

(Es wird 0° =/ vereinbart).

Seien /[/L', /MM., € IRIP X IR’—P definiert durch

g oy
Hos E i3
/1/14 = . ' LP /M'n+ == %')1.,.-/{/{4
i 5 :
e

)
Wegen (32) folgt zunichst fiir + 21T

Mo =([7)= Mo, = (D)),
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Das gilt auch fiir %=a und ™*=0© , demn

Moy, Yo, 21 (fiir alle ;OG-A/)

:> ”EM“ - ”/{/{"‘"-r—“ = g ” /{/f/r“ :2/0%41--4-

/M,] hat offenbar Q‘io und sonst die Null Zp-4 mal zum Eigenwert;
aus der besonderen Gestalt dieser Matrix folgt dann der Wert ap

fiir ihre Spektralnorm.

=7 O{P A pe A, me Ao
1C7 £2p o Ael, (lea-g

¢'=Vaa-e)

Diese Absch'eitzung wird zu der der Potenzen von /(,_‘ (L() dienen.

Der Parameterbereich der Matrizen

. A/ e
/4 (L() § o L. Rv Lo ist zwar der /& fiir L( y

}R fiir ﬂ\ ’ aber die beschrinkte Funktion Jimuf reduziert ihn mit
der einfachen Transformation SL(—R ) f‘_, v s, B By ko fiir

vV
k e fll auf \-/\/,1 » d.h. die Matrizen

C)(_'r 3 h o= /4(, (Lf) ' besitzen kompakten

Parameterbereich.

LdRt man in der JORDAN'schen Normalform (71\ (Lf) von /4(_‘ (f/f)

statt der jﬂhvvﬁ (L() die Matrizen (_ e, vy A (L(’) - L",/-\(f) 2o,
mit (o, VI/‘*(I-'() e € in der ersten oberen Nebendiagonale, so

hat man eine andere Normalform, sie heiRe L_(f) = Lg (Cf) 5

mit den Eigenwerten :L(F) in der Hauptdiagonalen.
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(20)

(10)

Satz 4,

a) Das Differentialgleichungssystem

%
N | -
Yt x) = \%i Av U (£ x) fir Oc tel

sei hyperbolisch, d.h. die Eigenwerte g@")der Metrix
\'B P e E/V i\/ £ii L‘/
Ga} T o Ry JV o f& g
V=
- . aw L4 . +
sind reell, diese erfiillen weiter fiir ein § € ﬂl OC 5 C.A
1

die Bedingung

~Atg £ Af) e a-E fir el

o ¢'i= VW .

b) Unter den fiir -géf Lw& auftretenden Elementarteilerexponenten von
b(f} sei IO | P € /%/’ der grofRte.

c) Die Elemente. A (F) in der ersten oberen Nebendiagonalen besitzen

eine Schranke Of & ’K+U {,O]J

‘C(\f) | <o fiir alle §6W4
mit o2 ')

B(ﬁ‘)besitzt fiir jedes r eine Normalform L{f), FG(-«/A-

d) Es gebe eine Schar von reguliren Transformationsmatrizen / (F
™€ L.(F) = 7*?;?) W)quund konstanten C, C—,, < R+
so daf

Z = fiir alle LA/;
(Tl C ITTEC e fe

/V r——‘-—
U™ = 2 2 (LU

schwach stabil vom Grade p - 1. Fiir seine Amplifikationsmatrix gilt:
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Beweis:

B (M5 Y05

8 2 T Lop T,
Lq>": -0 ) L/“(ji <2 M\E oﬁ>
I Gy I =17y CO ToN I T I T <
Lo
TGN AN RO
EG)M | (CE{):“T haben beide denselben Aufbau wie j\; &) in

Fig. 2, die Multiplikation der durch Streichen von Zeilen und Spalten

~~
entstehenden Untermatrizen L—'v P (y‘> bzw. L__ i;
; \

ist daher jeweils fiir ein Indexpaar MV von<anderen unabhanglg
e My ™ A
Daher hat auch die Matrix L(}) . L(f) -~ % -[-Lh-

~ I
dieselbe Struktur. Das charakteristische Polynom von [_*Cf)"“ -[;_Cf)“‘

zerfdllt deshalb in die charakteristischen Polynome der
b Ve ny ‘J/“-?)
Mit anderen Worten: die Spektralnorm von L“'(r) ist kleiner oder
gleich der groRten Spektralnorm der Jon CF ) . Wegen (33) und
l
aus der Definition von d in b) sowie p in c) folgt
~ S P -
L e e e 1
= 5%
EéL‘\/A,ﬂ"&A/O, _'/"'fs.-c-‘kf-‘/?hi

Damit ist (34) bewiesen.

fir
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Bem. 1

o
Falls die Amplifikationsmatrix /4L1@T) ein Minimalpolynom mit
hochstens quadratischen Faktoren besitzt, und sich fiir sie die
Bedingungen c¢) und d) erfiillen lassen, so folgt Konvergenz von
der Ordnung 1 aus dem Aquivalenzsatz fiir solche WUoC ) ,

wie sie in II A vorausgesetzt sind.

Bem. 2

Mittels apriori-Abschitzungen der L3sungen von (11) lassen sich
oft die dritten Ableitungen von Y C',‘) die (11) auch l6sen, ein-
grenzen. In solchen Fdllen kann man die Konstante F{_ in (12) und
damit /L4ng) in (4) berechnen. Verwendet man im Beweis des
Bquivalenzsatzes noch (34), so erhi#lt man direkte Fehlerschranken

fiir die Ndherungsldsung.

p A1 A A =
Beispiel: Ue = (o /I) Uy + (o A ) Uy
o g LT fl v=a, L.
Es ist: -rA‘*SL J\/l -—SL) 4 /r\)\/ ) !
5@): ® Sa+s, . Auf JORDAN'sche Normalform trans-
formiert z.B. die Diagonalmatrix C”;‘r'- /'O> :

P (/r o )( Jn+do J‘w-.h_)(f,,—jl o) — <§4+SL A )
J-s \ O Ol o SatSy. o A o (il )
die Transformation ist so also nur fir Jfa ¥+ fo méglich. Wdhlt man

A w A

-1
= wd ¢ _ _ . . _
dagegen 2., 2. s = 4 OJ_A, p=z > so sind die Voraus

setzungen des Satzes erfiillt.
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sz Erweiterung auf Zhnliche Schemata

&
Der Satz 4 zusammen mit der Kenntnis von Instabilitdten fiir den Fall,

in welchem seine Voraussetzung é)nicht gegeben ist, lassen sich ohne

Schwierigkeiten auf alle Schemata anwenden, die den Aufbau

AL
Aat+A A -A —_ W
(35) U - u = E E : A“m(m LU besitzen.
V= 3= L
Le A,

Statt /4L\ hat man dann die Matrizn

; 1 ixd R K v
i \' L(ﬁ\) € - zu untersudchen.

Genausogut aber auch auf Schemata der Form:

A=A X Y
(36) U™ U= D ) ARBITRIUT pek

V= A ==l

mit anderen Matrizen /4\,1_@%\ ,» denn (36) geht,durch die

Transformation
u.“:—_; e,""% \/m‘ in (35) iiber.
Anders ausgedriickt: die beiden &M X2\, Matrizen
rF.‘f
/4 ;[vn L/4 —L°H
. und — sind bis auf
'WIM 9 . 0]

einen komplexen Faktor vom Betrage | unitir kongruent wegen
i‘T! - b i -'m -.rrr
¢ L] o A 1.\ 2 L:t»‘ O _ ELTT‘E (’ t4 T

o T N o o T L. ©

Damit hat man eine groBe Auswahl zur Konstruktion stabiler, hoch-

konsistenter 2-Schritt Schemata.
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Das Beispiel fiir hyperbolische Systeme mit konstanten Koeffizienten

VAV (A Z/—i—‘l(;\,—h NI

V=4 \f
D To=Te ™ g
i(A;LM Ad ?PV 7_;3,_}(/'
vit=A

gehort zur Klasse (36). Flir ausreichend £t differenzierbare L&sungen

des Systems (I1) gi]t

i,
Upo Zr‘* U, xe
th
und fiir sie ist in (37) der Abschneidefehler ein Term C)jL ).

Die Methode, bei einem zeitabhdngigen System |. Ordnung zum iterierten
iiberzugehen, garantiert das Auftreten der zweiten Ableitungen in

der Zeit, die sich besonders gut durch zentrierte Differenzen an-
ndkern lassen. Ersetzt man die iibrigen Ableitungen durch ebenso

genaue Differenzen so erhdlt man Konsistenz 3. Ordnung fiir geniigend
glatte LOsungen.

Die Stabilitdtsuntersuchung wird fiir (37) nur im HERMITEschen Falle

-—

duréhgefﬁhrt. Sei /4V = /ﬂv fir v =4, - "1’4/ . Dann ist

. L(‘gﬁ R, f’%) i

2 A (W)= T fL

V=,

— Z /4/4 +/4 /’4‘\/ . (LKVL(V)'(M:‘"CQ‘ (LL(C) ;

V‘ié

HERMITEsch und fiir ihre Eigenwerte Z-:kL\QKB hat man die Relation

(20) zu etablieren.

L P L
— — v > \ M. - Kv 15
2 o1 -y S Guter, K”)"( g anh L()

i
N
~
;
|
=
.
r<|*
7
=
£
<
S
I
>
¥
5
2
&
M
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wegen: [ otol - acatlol = YalYa fiir o{{:R

= 2T. -2 Rl

Da '-E/\(L() HERMITEsch ist, sind seine Eigenwerte in der Menge

L:: {( G, E,(_L()\"j)! ':)C‘RM, [bl :_/1:] zu finden.

v [Ze
Nun sind sowohl -/:I—V OLV-.LL\ Ry N ElE - Yemady My N

J- : T
als auch (? %V N QY L(\,) positiv semidefinit.
) Ry .
For re &(Cf' : Y20

D (Wt s &= [Tt ee-t)

.%Cr 0L LA

Es gilt
. L L
| Foto | £y Z'i:;’ *(Z%)
wihlt man fly -2 (/-1-\/ I %L so folgt:

Z 2— ¢ t €6 =25
[FelO | ¥ VT o YA +A

Man hat also das Ergebnis:

Fiir HERMITEsche Systeme ist (37) stabil, falls
[N
o = b___w

RV _l/‘q‘v] z_,__{‘

gewdhlt wird.
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V. Numerische Resultate

In diesem Abschnitt werden die beiden Schemata (10) und (37), im
folgenden ZENT und DZENT genannt, mit dem von 2. Ordnung konsistenten
1-Schritt Schema (3.3) aus LGJ, im folgenden LAXW, in ihrer Genauig-
keit fiir drei hyperbolische Systeme verglichen. Das LAX-WENDROFF
Schema LAXW erhdlt man aus

U(E+E) = Ul)+h u () T B ug ) + oY

worin alle auftretenden Zeitableitungen mittels (11) durch Raum-

iy
ableitungen ersetzt werden und dann é%;_ gegen ;3Q'g: ::!éj; ,
/ d
Qt . %,
egen ;gﬂ (fir und egen

3%, oK, ©5°F 4.4, L) a—a—:*; geg
i b Nl 50 ausgewechselt werden. LAXW bendtigt als 1-Schritt

R¥ KT

Verfahren etwa halb so viel Speicherplatz wie ZENT und DZENT, dagegen
etwas mehr Rechenaufwand als DZENT und erheblich mehr als ZENT.

Bei den folgenden Gleichungen, die ersten zwei inhomogene, symmetrische
Systeme mit konstanten bzw. mit orts— und zeitabhidngigen Koeffizienten,
die dritte quasilinear, wurden fiir jeden Zeitschritt die maximal auf-
tretenden Fehler der Ndherungsldsungen zur jeweilig gewdhlten exakten
Losung niedergeschrieben.

Die Anfangswerte fiir LAXW in der ersten Zeitschicht (fﬁtO) und fiir

ZENT und DZENT in den ersten beiden Schichten wurden exakt vorgegeben. Um
die Wirkung von Anfangsfehlern zu testen, wurden fiir ZENT und DZENT in
einem weiteren Experiment in der ersten Schicht die exakten und in der
zweiten die von LAXW berechneten Werte genommen. Die zugehdrigen Fehler
sind unter ZENTL bzw. DZENTL aufgefiihrt. Auf den Rindern des Raumgitters

sind in allen Fdllen die Werte der exakten L3sung genommen.
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Die Raumgitter wurden in den drei Beispielen festgehalten und

die Zeitschrittweite ¢\ bis an die Stabilitdtsgrenze variiert.

1. Beispiel

2 £ 1
ME(-&‘K'bB = ((l _._/.,) W@(*:‘f)) 1+ (3-2_) Mb(:bf s'-JL)) +
( ( Lcosx +3Cosb)'co:t>
("on X 4 Lty )it

Exakte LOsung
("W x+aly) el
- CoHx + o 4)
In diesem wie auch im folgenden Beispiel wurde als Raumgitter die

diskrete Menge

t@‘tb)é @\L/ & & i S n g L= %A?’o:, %,he/Q/o’ M, 1 s/m}

gewdhlt.

- Die Indizes in den Tabellen geben die Komponenten der Vektoren an.

L

In den Tabellen auf Seite(zeigt sich fast kein Unterschied bei

den Fehlern von ZENT und ZENTL. Die Genauigkeit des LAX-WENDROFF-Schemas
reicht also aus, um die Anfangswerte zu ber;chnen. Zwischen DZENT

und DZENTL gibt es schon griBere Differenzen, in der ersten Komponente
stdrend groBere. Dieselben Unterschiede traten bei allen Rechnungen
auf, ZENTL und DZENTL sind daher in den folgenden Tabellen nicht auf-
gefiihrt.

ZENT ist deutlich schlechter als LAXW und LAXW erheblich schlechter
als DZENT in diesem Beispiel. Bemerkenswert sind die kleinen Fehler
von DZENT fiir gréftmdgliche Schrittweiten {, . Wihrend fiir £.=0.045
LAXW und ZENT schon instabil sind, liefert DZENT besonders gute Er-

gebnisse. Fiir £ =0.02 ist auch DZENT instabil. Nahe der Stabili-
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titsgrenze ist das Verfahren also sehr genau. DaB ZENT noch vor
DZENT instabil wird, mag an der Inhomogenitit des Problems oder

am "Festhalteeffekt" der Randwerte liegen.

2. Beispiel

< %Y i, f>(> ( WASNEITNE 2D
W, (bt g +(><’C u3+‘b+x> Gy (Xt y+th)

Exakte Losung
S (Y +~O+f‘~) \

ld('(‘.lk','j) = ( . (;rb,t-ﬁ'v))
Nach der Tabelle auf Seite?f f4llt DZENT in diesem Beispiel wegen der
GroBe seiner Fehler aus dem Rahmen. ZENT ist klar besser als LAXW.
Nach [j} undl}] (s.auch [ﬁ] S.119) 14Bt sich die Stabilitit von
LAXW unter anderem fiir dieses Beispiel beweisen. Das dabei verwandte
KREISSsche Matrix Theorem 14Bt sich sicher nicht auf ZENT und DZENT
anvenden, da die Amplifikationsmatrizen dieser beiden Schemata im
Stabilit&dtsbereich nur Eigenwerte des Absolutbetrages 1. haben, sie
beide also niemals dissipativ sind (s.[ﬁl s. 109). Die fiir Stabilitit
nicht notwendige Dissipativit#tsbedingung ist also auch kein Garant
fiir die Qualitidt eines Verfahrens.
Fiir £, =0 0L wurde ZENT, fiir £, -90.02S wurden auch LAXW und

DZENT instabil.

3. Beispiel

U = U U
£ X

25 b+

Exakte Ldsung: L, x) = gt

Ein Vergleich der beiden Tabellen liefert fiir um einen Faktor 10
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verdnderte Schrittweite stark verinderte Fehler. DZENT ist fiir
{,=0.00% das schlechteste, fiir £, =0.05  das beste
Verfahren. Umgekehrt verhilt es sich mit ZENT, das im Falle
£ﬁ=0. 00sS die insgesamt kleinsten Fehler aufweist. Das Er-
gebnis legt dar, wie sehr im quasilinearen Falle die Qualitdt von
Differenzenverfahren nicht nur vom gerade zu behandelnden System

sondern auch von der Wahl der Schrittweite abhingt.
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Maximale Fehler in lO-F3

Einheit
Tabelle zum Beispiel 2
h = 0.015] LAXW ZENT DZENT LAX ZENT DZENT]
t =0.3 0.87 0.24 10.79 2.21 0.19 38.03
0.6 3.60 0.36 32.60 2.85 0.31 ! 81.21
0.9 12,88 0.34 57.64 4.26 1.31 87.72
1.2 13.70 1.31 39.52 7.60 1.69 23.06
1.5 4.06 2.19 19.98 12.97 1.64 55.90
Tabellen zum Beispiel 3
h = 0.005 LAXW ZENT DZENT
t = 0.1 0.02 0.0l 0.15
0.2 0.06 | 0.02 | 0.65
043 0.10 0.03 ; 1.47
0.4 | 0.16 | 0.05 | 2.59
0.5 0.24 0.09 ; 3.96
0.6 0.36 | 0.30 |158.83
h = 0.05 LAXW ZENT DZENT
t = 0.1 0.15 0.28 0.02
0.2 0.53 0.64 0.10
0.3 1.14 1.35 0.29
0.4 2+18 2.54 0.68
0.5 4.23 4,87 1.45
0.6 8.37 9.79 3.08
0.7 18.95 22.90 7.59
0.8 | 56.86 |70.38 | 25.33
0.9 |353.62 |489,92|229.50
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