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ABSTRACT:

We investigate one-step explicit and implicit difference
schemes for linear second order parabolic differential
equations in 0@ < x (L O <t €T, Let initial values
u.x,Q) be given for the solution u.é)f) and lateral
boundary conditions

- (0 t) :: + & (0w = f(t) at x=0,
PO « «lamp® oL

where 3 20, ;«{+ﬂ>0. Discrete analogues of the monotonicity
lemma of Nagumo and Westphal are established and used to

2

obtain criteria for convergence and stability of the
difference schemes. We do not need the usually imposed
condition o««2 Q . The method can be generalized to treat
parabolic problems with interface conditions

YO 3= (50 1) =8 3 (F+0, ¢)

where again conditions previously imposed can be relaxed.
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Kapitel 1. Einleitung
§ 1a. Ubersicht

Wir untersuchen einstufige explizite und implizite Differenzen-
schemata fiir lineare parabolische Differentialgleichungen zweiter Ordnung

mit einer Srtlichen Variablen x und der zeitlichen Variablen t in einem

Bereich
(1a1) :@—:((x,i-)[o{x < |-

Fir =0 seien die Anfangswerte K(x, O) der Isung . (x) i—) y Liir

0 < i-f:"'l'}.

)

=0 und x =[ seien lineare Randbedingungen
0w

-p(0,t) F= +a(0,i‘)m.-_:t'o(f) bei x =0,
BL O ro(l,Ju=yl) v x=L

gegeben, Dabei sei F’E 0 . IW, "")G >05

Durch Anwendung der Begriffe "Monotonie" und "Aufgabe monotoner
ATt" (man vel. hierzu Collatz [4] , S. 275 £f, und [3] ) gelingt es, nach
erfolgter Diskretisierung diskrete Analoga des Lemmas von Nagumo und
Westphal (allgemeine Formulierungen dieses Lemmas findet man bei Walter [22] .
Kapitel IV) aufzustellen und mit ihrer Hilfe Kriterien fiir Konvergenz und
numerische Stabilitdt zu gewinnen. Resultate, die Kraweczyk [15] fir nichtlineare
parabolische Differentialgleichungen im Fall {3 =0 gewonnen hat, werden
so - wenigstens fiir lineare Differentialgleichungen - verallgemeinert auf
den Fall {.{ :'ﬁ 0 . Es gelingt ferner, die in der Literatur fast iiberall
iibliche Voraussetzung e = O (man vgl. [1] ’ [2] ' [10] ’ [21] ) zu ent=
behren; als Preis hierfiir muB man leider die Unabhiéngigkeit von Orts- und
Zeitschritt im Crank-Nicholson-Schema opfern.,

Die in dieser Arbeit zugrundegelegte Norm ist die Maximum-Norm,

Alle auftretenden Zahlen, Konstanten und Funktionen sind reell,
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Wegen der Behandlung nichtlinearer Probleme, auf die wir hier verzichten,
sei auf die Arbeiten [7] und [9] des Verfassers verwiesen,
Unter Verwendung der Ll-Norm hat Osborne [1 5] beziiglich Lockerung

der Bedingung x>0 einige Teilresultate bewiesen, Der Fall der Warmeleitungs-

1
3
{leichung -%;—L- = —s——‘f;_—-— wurde unter Verwendung der Maximum-Norm von
P

Rjabenki und Filippow([:l'?] y Se 58) behandelt, allerdings nicht mit unserer

Monotonie=Methode,

§ 1b. Monotonie, lemma von Nagumo und Westphal

Wegen der folgenden Definition vergleiche man Collatz [3] und
[4], s. 2158,

Definitions R und S seien lineare halbgeordnete metrische Riume
mit der Ordnungsrelation é « Der Operator P besitze einen Definitions-
bereich D < KR wnd einen Wertebereich \:\/S.: S « Dann heifBt der Operator
P isoton, wenn aus v<ur folgt pu- épw"’ fiir alle ¢7y, W™ & D o

Der Operator P nheiBt von monotoner Art, wenn aus Fo- <= P~ folgt v < (o~

fir alle v, w & D . Wenn P von monotoner Art ist, so heiBt die Aufgabe,
aus der Gleichung Pr:s eine Iosung Y~ zu ermitteln, eine Aufgabe

monotoner Art,

Wir werden diese DBegriffe benutzen zur Eingabelung der Lésung von
Differenzenschemata. Wir merken noch an: Ist P von monotoner Art, Pu. =g
wnd Py €5<Pu— ,s0ist v < €w. tus Pu = P= =& folgt
W = = (Eindeutigkeit der ILdsung . ).

Unter geeigneten Voraussetzungen sind parabolische Randwertaufgaben
von monotoner Art., Um dies zu demonstrieren, formulieren wir einen Spezial-
fall des lLemmas von Nagumo und Westphal:

Satz 1b1: In ¥ liege vor das parabolische Randwertproblem

;u 'Blu Du
ik o (x, 1) > + h(x, ¢) o

(1b1)

-~ Q(x‘ é)v{_ “+ ‘T‘(X, f))
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12w (s, 0) = 40,
(103) « (0,¢) = f(t) oder (1b3!) .._2% +or(0’f)u.=vf(f‘)bei St 0,

(104) w (L, t—) =‘f’(é) oder (1b4') .g_:- .\.m]’.,f)u:y;(f)bei x= L.

An jedem der Randstiicke x = Q y X = L s0ll durchgehend jeweils genau
eine der beiden angegebenen Randbedingungen erfiillt sein1). Mit Konstanten
A
Q,A,B,C,'z, R sei
2 ;
0.<dn= ah Y 24 Sblt € B, J ek Hh€C,
(105) ,
Joo 9l €4, le(L 8l €7, Istn 9 <R
Ersetzt man nun (1b1), (1b2), (1b3), (1b3'), (1v4), (1b4') durch ein System

(161%), (102%), (1v3%), (1b3'*), (164%), (1v4'), indem man iberall u, 1 ,

3’ £ ¥ durch "‘-*$ ‘-*s 3’*’ F*s Y’*

Iosungen @ und u* als existent an, so folgt aus der Annahme
tX¥>¢ in B , }*‘2? in 0<x <[, 79*2'% in 0 €¢<7T,

daB u+ = in %f ist ( == bedeutet die gewdhnliche Relation "grioBSer

ersetzt, und nimmt man

oder gleich" im Bereich der reellen Zshlen),
Wir werden auch andere parabolische Randwertaufgaben behandeln, ohne

dabei jedesmal das zugehdrige Nagumo-Westphal-Lemma auszusprechen, Dieses kann

dann jeweils leicht aus der analogen Eigenschaft des approximierenden Differenzen-

schemas gefolgert werden,

1)
und ( X= L , 1 =0 ) erforderlichen Vertridglichkeitsbedingungen stets
erfiilllt, Liegen beispielsweise die Randbedingungen (1b3') und (1b4) vor, so sei

_ :”5:0) + (0,0)4(0) = () una ‘}(L_),:y(o)o

Hier und im weiteren Verlauf der Arbeit seien die an den Ecken ( x= 0 , 4+=0 )




i B s

§ 1c. Ein Satz iiber Matrizen monotoner Art

Zur Untersuchung von Bedingungen, unter denen unsere Differenzen=
schemata als Aufgaben monotoner Art aufgefaBt werden konnen, bedienen wir
uns eines bekannten matrix-theoretischen Satzes, den man in [ 3] und[4] ’
S. 297, findet,

Satz 1cl: In der reellen Y -reihigen quadratischen Matrix
v
Q:_-( ) sei >0 firai=tedsRK. ¥ 02,50 fir [+ 4.
- . » , ) . . ~
ch R/1 74»’ Z"ﬁ /
v

Ferner sei 2> ¢

I % -
&:1 JJ'&- > O 4 J = '71 2) S « Dann existiert Q

und ist isoton, das heiBt, ( ist von monotoner Art.,

Gleichbedeutend mit der Isotonie einer Matrix ° ist, daB alle
ihre Elemente }od.'k 2 0 sind. Wie Varga in [21] driicken wir die Tatsache,
daB eine Matrix P nur nichtnegative Elemente hat, vermittels der Schreibweise
P 2 O aus. Satz 1c1 besagt in anderen Worten: Sind alle Hauptdiagonal-
elemente von Q positiv und sind alle anderen Elemente von Q nichtpositiv,

ist ferner Q streng diagonal-dominant (zum Begriff "diagonal-dominant"

-1
vgl., man [21] ), so existiert Q und et =0 .,

§ 1d. Diskretisierung

Die ldsung w = u_(x, f) des jeweils vorliegenden Randwert-

problems wollen wir approximieren durch Gitterfunktionen

('g'.t’) (’Z! 7')) ( ft)
U™ =Y (P, 5

n _
die auf den Punkten (xf)) tf:) ) einer Folge diskreter Gitter q K’f)
definiert sind. Fiir spidtere Verwendung stellen wir hier die wichtigsten
Bezeichnungen zusammen., Die oberen Indices 1 und T lassen wir, damit die
Schreibweise nicht zu schwerfillig wird, im folgenden meistens weg.
Es sei 'J eine natiirliche Zahl = 2 , ,ﬁ.—-L/J , -t.:{.ufz,

r > O . Wenn nicht ausdriicklich gefordert, braucht {M nicht konstant zu



= F o

(4, =)
sein, Wir definieren das Gitter q, = q mit seinem "diskreten

parabolischen Rand" aq, durch

q ={(x‘J,fh)lxj=J'1(, U= 2o avim 05 dsn g ..._,3-, n=0, 7)__,11\/-—-[7'/:']}}
Bq-':{(xd.)fn)l n=0 j=0 v J=J}ﬁOJ/-

Wie iiblich interessiert der Grenziibergang s Dies 0, >0, E sei O

i < < : =
ein Parameter, 0 S @< 1, und es sei th-«—é = fn+@1" :-—-61.;.@)-'5-"
Der Parameter @ sei im jeweils untersuchten Schema konstant. Ist U-(x) f)

eine in ¥ definierte Funktion, so sei

§ Sifas v‘(x. T ) g = v (x, t )‘
Jin J) o ) jrn+ @ J’ Tn+®
Wir definieren ferner fiir jede auf q definierte Gitterfunktion

\/Ju” = \'/("'; ) _t” ) den linearen Interpolationsoperator Z durch

A (&
= . + 4 .
Zy Vi = 0, v BV, ]
Fiir eine nur von t abhéngende Funktion «— (f:) sei analog w, = Wﬁn); W G:Q.— 1,6)_..)
n+ W+ “h
und fiir eine nur von n abhédngende Gitterfunktion \t\/

Ze\,v{,' =0W,,, +0OWw.

g‘ L
Wir definieren Differenzenoperatoren A ’ ’ g o Fiir eine

seil

beliebige Gitterfunktion \/,n sei
d)

AV, = (V v )/ =
dn drn+1 I J
und, falls im folgenden fiir bestimmte Indices ’j (am Rand oder in seiner

Néhe oder an einer im Inneren gelegenen Ubergangsstelle) nicht speziell

hiervon abweichend definiert

o EV = (V.- )/ (24),
; . .
(1d2) gl\éinz (\/ "Z%Jn—‘-\{_-?)n)//z ¥

4t n

Wesentlich ist die Konsistenzordnung dieser Differenzenoperatoren. Ist

o= t) e CHHBY, yl)eC{E],

so ist




AU" _ o

o ot

und die Ausdriicke JTHHO
( () ) ([S) ( a\,—) Z ( S')_) ( a')--\
x. Hnoo N+e ) X' S e : ) .U,_- -(y= \.:.l |
Bind alle J 0-(-;?'4- ; ) 8 < C\r PP Z; nt+é

Denn bekanntlich ist ja lineare Interpolation in zweiter Ordnung

konsistent, und durch Entwicklung nach Taylor findet man beispielsweise

Z@ ()'i]" Qlu;:’n)-—- Ze{ag’" 31:,: & + Ol 1)} > ‘r) @+Uﬂ7,

) by
Mit C ’v(fg—-} wird hierbei die Klasse aller Funktionen bezelchnet,

deren Ableitungen nach x bis zur Ordnung A , nach t bis zur Ordnung Vv
in :8’ existieren und stetig sind (am Rand sind geeignete einseitige Ablei-

tungen zu nehmen ).

Kapitel 2, Die allgemeine lineare parabolische Differentialgleichung

mit linearen Randbedingungen

§ 2a, Approximation der Randbedingungen nach Isaacson

o< . Randwertproblem und Differenzenschema

Wir betrachten in f,?, die bereits in § 1b formulierte Randwertauf-

gabe (1b1), (1b2), (1b3) oder (1b31), (1b4) oder (1b4'). Die Bedingungen

(1b5) seien stets erfiillt. Zur Abkiirzung bezeichnen wir die Randwertaufgabe

mit (2a0), also sei

(2a0) = {(m), (1b2), (1b3) oder (1b3'), (1b4) oder (1b4‘)} .
Es sei ® =0 oder @: ’f oder die Funktionen &, b, ¢ seien
O -
Elemente des Funktionenraumes C ) 2 {b%,} .
Exemplarisch behandeln wir détailliert die Kombination (1b3'),

(1b4) der Ra.ndbedinglmgen1 ), sprechen aber die Sétze in allgemeiner Form

aus, Man macht sich an den entsprechenden Stellen leicht klar, was zu

1 .
) Die FuBnote befindet sich auf Seite 5




-0 =

p)
éndern ist, Man braucht nur in (1b3') — = LATSS y in (104')
B " } “u u dx 3 Yl:
- = zu setzen mit —— als inneresNormalableitung am
Ox dn : d¥n,

Rande, um die Randbedingungen in symmetrischer Form zu haben, die bei der
Diskretisierung zu entsprechender Symmetrie fiihrt. Wir nehmen stets an, es
existiere eine ILdsung U = w (x, {') & C(L' 2{3}. Wegen der monotonen
Art der Randwertaufgabe (Lemma von Nagumo und Westphal) ist diese eindeutig.

Wir diskretisieren mit den Bezeichnungen aus § 1d:

(2a1) Auj) )4 {(q 52+L cg+c )u } J}Y)-i-
fiir?) O-SJé;[—1, 0<n < N-1,

Dabei sind die Differenzenoperatoren S und 8 fiir '1 — J - Z 71 wie
in (1d1) und (1d2) zu nehmen. Als Anfangsbedingung hat man

(2a2) u‘ = 3'; — 3,()('}-) ) @] éd éz)

4,0
als Randbedingung bei x = [ _ nehme man

(204) uJ,n=7"w 0<n < N.

Die Randbedingung (1b3') erfaBt man durch eine Umdefinition von
2 » .
§ wnd §° fiir den Index J = 0 . In Analogie zu (1b3') setze man fiir

eine beliebige Gitterfunktion \/
48

2) Analog ist gegebenenfalls die Randbedingung (1b4') zu diskretisieren, indem
man (2a1) auch noch fiir | = } ansetzt, aber mit

of- Vi ra Srpaists o e fuame
(2a4 ) :]ln ?/n J,n J,”

5214, - 2{Y, - 15, 48Y], /A

i
Falls fiir x= 0 die Randbedingung (1b3) vorliegt, ist (2a1) fiir J =0 nicht

zu nehmen, sondern stattdessen die Randbedingung

(2a3) U i 0 £ n €N,




=10 -

- &V =°(°;h\/n'—(lan

0

£V =2V, -V, .- 28, Y/ A

Ojn

(2a31)

Fiir j = O nehme man nun in (2a1) § und £% gemis (2a3')2).
Wesentlich ist die Konsistenzordnung von (2a3') fiir die Idsung

von (2a0). Mit Beriicksichtigung von (1b3') findet man durch Taylor-Entwick-

7 {69, ) - Z {E33,.) - (L33, o+ OF T,

1 N z -
-Z@ {@ Su)o,n}z Z@{(& éxl)o,n+0(/£)} - (CL ;axl)o,n+@+O(£+L)

Beachtet man noch das, was in § 1d iiber die Konsistenzordnung gefunden
a2
wurde, so sieht man, da8 (2a1) fiir 1< B fJ—f O'M +t)-kon-

sistent, fir } = O O’(.ﬂ +7) -konsistent ist.

7wischentemerkung: Isaacson [10 hat dieses Randwertproblem mit den

Randbedingungen (1b3') und (1b4') fiir @ =0 wd © =1 unter den zusitz-
lichen Voraussetzungen o (O, ‘i‘) =0 O((i}f) = 8> O)

a (x, f) Z10 beha.ndelt3) (eine vereinfachte Darstellung findet
man in [24] , S. 224 - 228). Wir benotigen diese zusdtzlichen Voraussetzungen
nicht. Isaacson kommt auf die fiir J“: 0 angegebene Approximation sos Er

fithrt auBerhalb von q, externe Punkte (x__ 4"—'-'& ) tn) ein und approxi-

miert gem#B (1d1), (1d2) und (1b3')

guc,h o (('14:"“ u—‘l,n)/('zz) = “O,H uo’n —&fn )
SluOnz (u’hnh'zuo)"«—‘- u”'a">/’22.

Elimination von U Py liefert hieraus die gemaB (2a3') fir Jo= 0
! 2
modifizierten Differenzenoperatoren g und 8 o

3) Das von ihm behandelte Problem enthdlt zusdtzlich eine Ubergangsbedingung

im Inneren, auf die wir in § 2b eingehen.
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Das hiermit aufgestellte Differenzenschema ist ein lineares
Gleichungssystem zur Berechnung der jeweils unbekannten Werte L{j it
|

aus den jeweils bereits bekannten Werten {XJ < Zur Abkiirzung bezeichnen
)

wir es (Isaacson zu Ehren) mit (I), es sei also
(1) = {1231), (2a2), (2a3) oder (2a3'), (2a4) oder (2a4') } b

Hier und bei den anderen noch zu behandelnden Randwertaufgaben
schlagen wir folgenden Weg ein. Zuerst schreiben wir das Differenzenschema

um in Makix-Vektor-Form und l3sen formal auf nach den unbekannten Werten

, die sich als Linearkombinationen der Werte LX. und der
j) h+1 J)H
Inhomogeni tdten ‘3) ne@ ° !.Fn ’ Y’n+ IRy lf/n ’ \{J Y ergeben.
Die > héngen isoto d -
u‘,m-'l e e u,j.'“ ’ d,rH-G n > ?on-i-? :

({, o (’Vn +1 ab, wenn alle Koeffizienten dieser Innearkombinationen
nichtnegativ sind. Rekursion auf K = () ergibt dann auch isotone Abhéngig-
keit von den 3 « Wenn das Schema im ganzen Gitter qy( /<) fiir hinrei=
chend kleines aﬂ und hinreichend kleines <+« = f#zé’ (die GroBe M wird
noch passend einzuschriénken sein) diese Eigenschaft hat, nennen wir es

"von monotoner Art"., Verstidndlich ist auch die hierfiir vom Verfasser in frilhee
ren Arbeiten verwendete Bezeichnung "monotones Differenzenschema,

Zur Ermittlung hinreichender Isotonie-Bedingungen verwenden wir
den matrix-theoretischen Satz 1c1., Nach Erledigung dieser Aufgabe gewinnen
wir mittels einer geeigneten Vergleichs-Gitterfunktion durch Ausnutzung der
monotonen Art einen EinschlieBungssatz fiir die Idsung des Differenzenschemas,
der es erlaubt, die Differenz zwischen der Losung des Differenzenschemas
und der Losung eines gestorten Differenzenschemas abzuschédtzen, Die Stérun-
gen repriasentieren entweder das beim numerischen Rechnen vorhandene Rundungs-
rauschen oder die lokalen Abbruchfehler des Schemas, die beim Einsetzen der
exakten Losung des Differentialgleichungs-Randwertproblems in das Differen-
zenschema entstehen. Aus dem EinschlieBungssatz ergeben sich dann Aussagen

iiber die Konvergenz des Verfahrens und iiber Stabilitdt gegen Rundungsfehler,
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{50 Unformung in Matrix-Vektor-Form

%)
Mit den 'J -komponentigen Spaltenvektoren

ne®)
uoj'ﬂ ( ) SEO @9)
. YH—@ O+
U, = | o) e o o

I

n '
. ]
Y h+®)
j-—T)Yl SJ_,’
und der ? -reihigen quadratischen Tridiagonal-Matrix
(n . () (n)
0,0 ) 07« R I ov e )
(n) (n) n)
m M
M 'fl 0 ) ,'] 4 ) PO ) "14 ) J._ 2
n [N
Q) (n)
m C L m
J-10) > "3, 1

gehen (2a1), (2a3'), (2a4) iber in

(m+®)
(285) un+4'un=rze{Mnun]*S .
Dabei ist
h+®)

2
o T .-C-"T:,n«-@"'zj“’g Ze {‘Pn (o“o,n"TL!ojh)})

S(n{-e)
J =trjm+0 fur 1 éjégfz’
s(ni-G)
=T
J-1 ~{:)-fr,m@ +r ?@ {‘f/n (Q'Jm+ %-_ LJ n.)}’
(n) :
m;h =0 fiir ).&-—J'I > V)

n+&)
1) wir sohreiben S ? und nicht SM g » Weil der Vektor S ¢
nicht durch Einschrinkung einer in (< ¢ < T definierten Vektorfunktion
S (‘t ) auf die Werte i‘ = f“_ o entsteht. Man vergleiche auch die

in § 14 getroffenen Vereinbarungen iiber die Bezeichnungsweise,



()

m = - 2 — A Z
.'0 qo)n 2./20(01“' (a__oln ,)_ Lojn)+c'°,’l’2 )
()

m =
0’4 l QO,YI

Q J (n)
M., = o [ und o z
JIJ‘4 p F 2 Jjn mi;,i 2 qd.1n +CJ.)" ’2
fir 1 £ ;°€ 9 4
(TI.) ‘a E :
by gome o@ue gpuly b 12 3 E '
4]J¢]+1 J]n 2 J)h e { —(l I8 J—l‘

X . Monotone Art des Schemas

Mit I als Einheitsmatrix erhdlt man formal

% - 7y - n+ @)
(2a6) un+4 Pn+-1 (I+r9’v\n)un+ P,H7S( 5
- -1
‘b =33 = .
wobei Pn-i-’i = (I r ® Mn+4) i85t
Hinreichend fiir monotone Art des Schemas sind nun die Bedingungen

F—”hM?O) I+I\4@Mn20

und isotone Abhdngigkeit des Vektors S ("t

von ¥, ¥, ¥ . Fir
Verwendung in den noch zu formulierenden Bedingungen fithren wir GréSen C*‘,
' ?"', % ein:
+
C = max {0, max (c_(k, ZL)‘ &, t) e fﬂv)}

C™ = wmax {0) max (-—c,('xlt)f(?(,f)é 3?91}

(2a7)

+

v = max (0, max (a(x,-b)[ x=0 vlelJOéf{_ﬁJ—
(2a8)

—-—

7T = max [O} n«q&(—cx(x,f)]x—-—o Vx:’/joéf‘-?T)}

-~

,.Z"'zaz" =0 , wenn nur Randbedingungen (1b3), (1b4)
vorliegen

- + 4‘ —_
BEs ist klaz', daB C+£C, C éc ’ ‘7 __,? x nz (_“/‘7 °I’n
unserer speziellen Kombination der Randbedingungen kann man in der Definition
von 411' und »z— den Teil " + x = 1 " weglassen.

Anwendung des Satzes 1¢1 auf (= L - /‘1 © I"I,M gibt die
Bedingungen




= el

(2a9) Rid i o &

=

(2a10) @/u)z {(Q.A+Bﬂ)7-+C+J«}< 1.

Fiir spdtere Verwendung notieren wir noch die etwas schidrfere Bedingung

(2a9') B} &« 0.8

Die Bedingl)mg (2a9) reicht auch hin fiir isotone Abhiéngigkeit des Vektors
(h+®
< von ¢ und ¥ ; von + héingt er bereits isoton ab., Aus (2a9)

folgt ferner die Nichtnegativitdt aller Nichtdiagonalelmente der Matrix

& M - ?
I+ /u n » von der man also nur noch die Diagonalelemente 1+ 5 "‘1”. F

betrachten muB., Als hinreichende Bedingung fiir ihre Nichtnegativitdt findet
5)

Gat) Op {2A424"h (AcEB)eCa?) <1,

Hieraus sieht man, daB m beschrénkt sein muB, falls 0<Q<C1,
wihrend beim voll-impliziten Schema (@ = ”, @ =0 ) nach (2a10) schwi-
cher P = o) (A-q) und somit = = O a.) gefordert ist. Wenn
v = C*t =0 ist, stellt (2a10) gar keine Beschrénkung fiir ( dar.

Als Resultate kOonnen wir nun zwei Sétze aussprechen.

Satz 2a1 (Existenz der Losung des Schemas): Unter den Bedingungen
(2a9), (2a10) ist das Differenzenschema (I) eindeutig nach den udl -
auflosbar.,

Satz 2a2 (Monotone Art des Schemas): Im Schema (I) ersetze man

(JL y Ty 3,, t’a ’ y/ iiberall durch u*, Tj, ?*, ‘f’*’ (/',’F

4
und betrachte zusdtzlich zu (I) das so entstandene gesternte Schema (I ). Es

seien die Bedingungen (2a9), (2a10), (2a11) erfiillt, Wenn dann

* .
> s " . -
rd.)n_‘_e —_— 'rd‘}n*'@ fir Oé‘j ‘S'j) O - n é N—/I

2

5) (2a11) ist bis auf o (’I) =Terme die gleiche Bedingung, die Rose in [18]
(dortige Bedingungen (2.3) und (3.2) ) aufgestellt hat, allerdings unter dem
zusétzlichen Bedingungen e« =2 g > O y ¢ < 0 .
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((0: E?n und Y: > % fir 0 €<n <N

so ist u > uJ muf q

§ . Konvergenz und Stabilitit

Wir sprechen jetzt die entscheidenden Sitze aus und beweisen sie

anschlieBend.

Satz 2a3 (EinschlieBung) : Wie in Satz 2a2 seien die Schemata (I)

und (I*) gegeben, und es seien die Bedingungen (2a9), (2a10), (2a11) erfiillt,

it einer Konstanten K sei

=¥, bzw. y/n*= ¥ n fir 0 € n < fV‘,

falls die Randbedingung (1b3') bzw. (1b4') vorliegt,
* Z 2
[lf’n _Lfn IéK (-ﬁ +TJ) bzw, 'Y’Hf_'?i’u‘ £ K(’e +"C) fiir 0<n =1,

falls die Randbedingung (1b3) bzw. (1b4) vorliegt,

%
[‘rj'm-@ Jn+6|-K(’e+ fir 'j=0 bzw. j: J ’ 0 < n < N-7

falls die Randbedingung (1b3') bzw, (1b4') vorliegt,
-K-
0 G aolK@ ) s 1< ]1, 0 < n £ N-T

[95-9. | € K(£ ) rar 04,; =Y

(£, )
Dann gibt es eine Konstante M mit der auf q gilt

f(,{m* .ol € M (8% ).

FEE.

Satz 2a4 (Konvergenz und Stabilitdt): Das Randwertproblem (2a0)
%2 ; *
habe die Losung u = « (x f) < C ! {.E-—} . Die Gitterfunktion U i

sei Lésung eines gestorten Schemas (I¥), und die Bedingungen des Satze 2a3

(£3)

seien erfiillt. Dann existiert eine Konstante M\ , mit der auf q

gilt6)
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U™ = (e )] € 2 M (%),

S

Beweis des Satzes 2a3: Wir zeigen, daB es eine Gitterfunktion
WA

Xt = N gibt mit den Eigenschaften
i d)
2
0 < W, € M(4+)
und
(Bufp) o I =ik ooyt S i A | /s - e O
Hh hHn J3tkee) yphn v qrn 0

Dabei beschridnken wir uns wieder exemplarisch auf die Randbedingungen (1b3'),
(1b4). Aus Symmetriegriinden geniigt es, die zweite der beiden Ungleichungen
(2a12) als erfiillbar nachzuweisen, Wir setzen stets ,ﬂ und * als hinreichend
klein voraus; da speziell der Grenziibergang A =0 ) « = 0 interessiert,

konnen wir dies tun.

Setzt man
'S , %
(2a13) A/ SR TENAL W, )
in 4! o
so hat man nach Satz 2a2 als hinreichende Bedingungen
(2a14) A s fir 0 < < ;
g Jl n 3d" J )
¥* % i < <
(2a15) v > ¥ n fir O < n < N)
(2a16) : SR S N e Q< €] 0<n<
L€ T Jyn+ @ J ' 4 H
$ % * X% #*
b t = =
i S8 e B = B

xK

4"

6) Das Schema ist also "stabil konvergent" in der Ordnung U ( ~£ 2+'C').

Man vgl. zu diesem Begriff Dahlquist [5] und Tornig [20]:. Unsere Darstellung
und Schreibweise ist beeinfluBt durch Kapitel 9, Abschnitt 5, des Buches [11—,

von Isaacson und Keller, die jedoch den Begriff "stabile Konvergenz" nicht !

explizit verwenden,

1-)'\n+@ - A uﬁ: 3 Z@ ((QJ)”£2+ L,jmé.\_ = )u** 1’
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¥ u-ﬂ?ﬁ'- % u * ¥
ﬁ - = * 0 ) 7‘, = '
J ‘l' ” j, n
Wegen (2a13) und der Linearitdt des Schemas sind diese Ungleichun-

gen, fiir die jeweils relevanten Indices, &dquivalent zu den Ungleichungen

. > q e
(2a14") Wie, = B e
(2a15") W o igze (PR ¥
J)
(h+@) *
(2a16') o .
gd = .:“111— @ ‘re}:"*'@
Dabei ist
(n+®) 1 '
(2217) 5 A \'\é,n-' 7@ {("w‘.n‘g * L.;,"S N °.i, u‘}

mit folgender Bedeutung der Operatoren 5’ und g z : Es ist <S =
und 5'?-: 52 fiir 7‘—('[{J-—'f s wihrend man 5’ und 5’2
fiir J =0 aus § wd &% dadurch erhilt, daB man in (2a3') ¢, durch
0  und das Zeichen J durch J’ ersetzt.

Hinreichend fiir die Giiltigkeit von (2a14'), (2a15'), (2a16') ist,
angesichts der Voraussetzungen des zu beweisenden Satzes 2a3, das Bestehen

der Ungleichungen

(2a1411) W, > K (,E ) P 0=y é])

4,0 |
(28151") Wi, 2 K (£%+<) #5¢ 02n =N,

(2a16'1)
gf’?+®)>g(£ +c) 1< <] 7, 050 <M1

Wesentlich ist nun die Wahl einer geeigneten majorisierenden

Vergleichsfunktion \A/ o Wir kommen zum Ziel mit
ERL

(2a18) W = K ('ﬁz+ 'T:’) 23 (S fn) cosh {,Q (’j“‘w)}

'R
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Hierin ist ¢o eine beliebig wihlbare, nach der Wahl aber feste
Zanl mit O <w < L (beispielsweise tw = L_/Q_ ), wéhrend ,(2
und S positive Konstanten sind, iiber deren GréBe wir noch verfiigen miissen.

Offensichtlich sind (2a14'') und (2a15'') erfiillt, Wir beachten

mn, mis wr = corh {02 (x5- )}
(a19) A exp(St,) = (S+ O%)) 2xp (Siticaly
§us = R sinh (R (x.-0)} + 04
For = o« OW)

(2a21) A - &£ ~wink (Qw)*g(’fz),

und finden mittels (2a17)
(n+®)

Sir-iem K (RTHE)anp (St (5 cosh (o)
t+ %‘-— o"o,m—@ (.Q !l‘nL(Qu})-—cxojM@ cosh (,Qu.)))
- Lo,meruo,m@ cosh (Q"O)'"“o,m-@ COSL(:QQ))+O—(‘%‘+1+‘E)}
> K(ﬂi—%) (2 (3 .Q samh (»Qw)—A-? eosl.(ﬂw))-t- 0(‘£+T1)

(2a20)

2 K(-ﬁ+%))

wenn nur Q hinreichend groB8 gewdhlt und dann £ wnd <« geniigend klein

A
genommen werden. Denn es ist & > O und fiir Q —> oo

_ | % Fe,
a D h.hof(Qw)-—’\zA cc:sl-. (-—(QLJ) ~ :’2" (Qq ..-1/ A)é m-—‘;m,

Fir g = J' = ]—7 finden wir nun
(m—e) A . 2 =
s, = K(L7+T) 2xp (‘S{‘M@) (Su.},— aJ]M@-—Q %

by o R () -0 + 0430
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> () (S - (A Q4B QC)F + O£ W)

p—

mit M = max {ccs‘-\ (£2 (L—w)), cosh (Q@) } (man beacht‘e,
da8 stets | sinh z( < eosh z  igt), Wehlt man jetzt S

hinreichend groB8 und nimmt dann 4 und geniigend klein, so folgt

(nt8)
?T‘L = K"(-é2'+~6).

Damit ist auch (2a16'!') als erfiillbar nachgewiesen und somit der Beweis des
Satzes 2a3 vollendet.

Beweis des Satzes 2a4: Die Konvergenz des Schemas und seine

o
Stabilitét gegen lokale Rundungsfehler der GréSenordnung () ( A “"C’)
Jdu

dx

fenden Randstiick der lokale Rundungsfehler sogar die GroBenordnung U (-ﬁl i 'E‘ )

(wern in einer Randbedingung die Ableitung auftritt, darf am betref-

. : : *x
haben) ergeben sich nun so: Zum Nachweis der Konvergenz sei u . = (&.} LL,,)
Ji ShY

o K
L3sung eines Differenzenschemas (I ) und u‘. , Losung des Schemas (1).
]
€%

Den lokalen Abbruchfehler packe man ganz in die Differenz « -+ hinein,
sodaB 70:“;: Pp o ?’/:&i‘:frn ’ j:ﬂ- = 35 s aber
| som e e L) im0

fe8, A K (4o +E) iigur <, = J-7

ist. Nach Satz 2a3 existiert dann eine Konstante f\’\ , mit der gilt
: ; y
Jurs - . | £ M(£ =)
|i| h J n

*
Zum Nachweis der Stabilitit sei U | n losung eines gemd8 Satz 2a3 gestor-
)

ten Schemas (I*). Die bei der Berechnung von 7’ auftretenden Rundungsfehler

*

denke man sich ebenfalls in die Differenz v — T hineingepackt., Wieder

ist 3 9
L UE e | < M (4 +'r3).
Anwendung der Dreiecksungleichung liefert jetzt die Behauptung des Satzes

284,
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£ . Anmer n

2
-
Im Fall der Warmeleitungsgleichung ':{_ = g u'z mit vor-
X

gegebenen Randwerten (0, 15) und q(/_, f) geht die Monotonie=-Bedingung

(2a11) iiber in

(2a111) 2( 17— @) I < /f)

wihrend man fiir Konvergenz und Stabilitdt in der L2 ~Norm bekanntlich (man

vgl. Richtmyer und Morton, [16] s S. 189) die Bedingung

(ariny oo %+ (les% @) pofhll <pi8 0 <O < 7/2
po>0 e /2 =@ =1

hat. Man beachte jedoch, daB das Schema i. a. nicht mehr von monotoner Art

ist, wenn (2a11') verletzt ist. Wemn 2 (‘7— @)F > offsiolyggaes A5 Z_/Q

ist, so wird u (L/2, "C’) kleiner, wenn man j ('Z—/Q) vergroBert.

In der literatur iiber Differenzenschemata fiir das Problem (2a0)
werden fast iiberall e¢ ( 0, f) und & ( L, 1.‘) als nichtnegativ vorausge-
setzt; analoges gilt im Fall nichtlinearer Verallgemeinerungen. Man vgl,

1], [2), [10] , [18] , [21] . Eine Ausnshme fiir die Wirmeleitungsgleichung
au b'l-"l

dxt

3T machen Rjabenki und Filippow in [17], S. 58, Sie verwenden
ebenfalls die Maximum-Norm und bereits den hyperbolischen Cosinus als Fehler-
majorante, arbeiten allerdings nicht mit unserer Monotonie-Methode, sondern
mit dem sogenannten "Index-Kriterium". Keast und Mitchell in [12] und

Osborne in [1 5] haben, ebenfalls fiir die Warmeleitungsgleichung, Untersuchun-
gen in der Ll-Norm durchgefithrt und dabei auch auf die Bedingungen

o (O k)22 - 0ety S (L, f) => (O  verzichtet, Osborne betrachtet auch
den Sonderfall der allgemeinen linearen parabolischen Differentialgleichung,
indem fan foclxe Onig  b{(x, 6) 7 el ¢)  der Reihe nach als Produkt
?(é) Z(X) 3 )?(‘é) T(x) ’ 5?(7_‘) c(x) schreiben kann, Die von Keast und
Mitchell im 4. Beispiel ihrer Arbeit (52], S. 113) experimentell gefundene

2
Instabilitét eines expliziten Verfahrens liegt daran, daB /'-w = “%f zu
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groB gewthlt wurde; unsere Bedingung (2a11) ist dort verletzt.

Falls man auf monotone Art des Differenzenschemas Wert legt, geht
allgemein der Vorteil des Crank-Nicholson-Verfahrens ( @ = 7/2 ), — = &4
mit konstantem © nehmen zu kénnen, verloren., Als eine Art Entschidi-
gung hat man jedoch beweistechnische Vorteile (vor allem niitzlich fiir das
voll-implizite Verfehren ( @ = 7 ) ) und Mdglichkeiten fiir nichtlineare
Verallgemeinerung., Eine Verallgemeinerung des Schemas (I) auf schwach gekop-
pelte nichtlineare parabolische Systeme mit nichtlinearen Randbedingungen
findet man in der Arbeit [9] des Verfassers. Man vgl. auch [7] .

Da8 man fiir 7/2 €@ < 7 auch im Falle des Nichterfiilltseins
von (2a11), allerdings unter den Voraussetzungen o< ( 0, ¢) > >0 ,
e ( L ; f) 20’2 >0 Konvergenz in der Maximum-Norm haben kann, findet
man man in [1] s Kapitel 6, mittels einer Energie-Methode bewiesen; die

Autoren Ba.bugka, Préger und Vitdsek behandeln dort die Differentialgleichung

X9 du
a"-ﬁ-=';—x(0\ ax)+cq ]

der wir uns in Kapitel 3 zuwenden, und gehen auch auf den Fall & =0 ein,
Gelegentlich trifft man auf die Meinung, nur der Fall o« = O sei
physikalisch sinnvoll, DaB aber auch e <O einen physikalischen Sinn haben
kann, ist vom Verfasser in [_'B] anhand eines diskreten Irrfahrtmodells mittels
Grenziibergangs "Schrittweite —» Q" gezeigt.
Die Darstellung in diesem § 2a ist bewuBt sehr ausfiihrlich gehalten,
Bei den noch folgenden Randwertproblemen kdnnen wir uns kiirzer fassen, da
die Anordnung des Beweises jedesmal der hier vorgefilhrten analog aufgebaut

ist,
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§ 2b, Warmeleitung in einem "Zwei-Komponenten-Draht"

X o Randwertproblem und Differenzenschema

Wir untersuchen jetzt ein Differenzenschema fiir das von Isaacson
in [10} behandelte Problem der Wiarmeleitung in einem "Zwei-Komponenten-
Draht", und zwar unter weniger einschriénkenden Voraussetzungen als Isaacson.
Wegen nichtlinearer Verallgemeinerung des Differentialgleichungsproblems und
hierher gehdrender Verallgemeinerung des Lemmas von Nagumo und Westphal ver-

gleiche man Walter [23] . Eine weitere zu diesem Thema gehdrende Arbeit ist
[14] ;

durch eine innere Ubergangsbedingung. An einer festen Stelle 2‘? mit

Das Randwertproblem (2a0) mit der Bedingung (1b5) werde ergénzt

0<< _(f'?< [ 1liege vor die Ubergangsbedingung

(2b1) u(f'._o) {-):K(E-(-O ?.L))

(2b2) -—E*(S'—~o, f) = >\(f‘) (S‘fo i_>
Dabei sei mit einer Konstanten /\

(2b3) O = N(E):= A\

Falls O<@<” ist, sollen die Funktionen &, L Rl S )

jeweils eingeschrénkt auf die Bereiche

%={kO)[0sx <7, 0t =T}, B={(b|f<x 2L, 02¢<T),

und auf X= § von links bzw. rechts her jeweils stetig fortgesetzt, in

C l{ﬁi} inges(C 2{55’,} liegen. Die immer (das heiBt fiir alle €

aus 0 <@ £ 1) als exis:t;nt vorausgesetzten links- und érechtsseitigen

Grenzwerte von &, b, < , ¥ bei x=§ bezeichnen wir mit a(t)
(), K@) K@), e (), T, 1), (L),

Mlgemein sei fiir irgendeine Funktion ?(x, f) mit
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derart existierenden Grenzwerten
. b .' ,f_
(264) x/_gl?f_o g’(’(r f) g g. (i'), ;_{'S?”:_O c‘("f f)’ ? (t)

Der Einfachheit halber beschridnken wir uns auf folgenden Sonderfall:
Essei O= O oder @ = 1 oder a—, O.Jr 5 L+ y e ,C“;Aseien
konstant,.

Bei den Grenziibergingen x —» S? —0 wd x = .SZ- + 0
soll die Differentialgleichung (1b1) jeweils giiltig bleiben (auf der Trenn=-
linie x= ? jeweils nach links bzw. nach rechts),

Zur Abkiirzung bezeichnen wir das so gestellte Problem mit (2b0),

es sei also

(2b0) = {(230), (2b1), (2b2)}.

Stets nehmen wir an, die ILdosung w = « (x, 'é) y Jeweils eingeschrdnkt
¢, 2 €2

auf.%_,;g—,liegein C {jg;}, C) {ﬁt_}.

Wir nehmen an, S?/L sei rational (falls S?/Z— irrational ist,

konnen wir durch eine lineare Transformation der ortlichen Variablen x in
E- < x é L Rationalitdt wvon S?/Z—— erreichen), Dann gibt es eine

Folge von Werten

»f—-:'fv;"z_/jv._)O bei VYV — co

derart, daB S? = Jév ,ﬂv mit geeigneten natiirlichen Zahlen ‘fzb . ]\J ist.

Wir schreiben im folgenden einfach

(2b5) '§> = BB

Man kénnte links und rechts von & zwei verschiedene &rtliche
Schrittweiten j_ und f_'_ einfitlhren, aber wegen der Moglichkeit einer
linearen Skalentransformation in _S? < x £ [, die die Gestalt des
Problems nicht verdndert, ist dieser Fall fiir die Theorie uninteressant.

Mit den Bezeichnungen des § 1d verwenden wir fir O ‘Sd‘ 4

wmd L+ 1 E"[ _(] das in § 2a beschriebene Schema.
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-

Bei J—‘: ﬁ gehen wir so vor: Es sel

[l (Wbl ) 624)
(2b6) 4 ( ulu-'f o : ('("i;"-t- )/j
_ 5+ uk)n = (C(&”.n - (((:_i) n)/(z,ﬁ)

e = bl _':),ug'n»ruim)/,gz

£nn
Dabei ist u: aufzufassen als JFortsetzung" der fir J < k. gege-
+1,m
benen Werde U. ~ auf “den Index j= #+7 , wihrend (,[ ® "Fort-
d : ~H N

setzung" der fiir | Z &k gegebenen Werte (’{; ,, auf den Index ;= k-1 .

)

ist. Als natiirliche Diskretisierung von (1b1), (2b1), (2b2) erhidlt man so

die 3 Gleichungen : 2

@ AU = Zy{( Lo e U S e

(218) -./_\u"},, :é {(G""S ‘|‘L70+C u }"")H—@)
-..FJ

(2v9) §U, =", §, U,

Die GroéBen u &'_ o und Uk kann men aus diesen 3 Gléichungen eliminie-
t .

ren, Nach etwas mihseliger, aber elementarer Rechnung erhdlt man eine einzige

Gleichung fiir den Index J‘='/fz , namlich

b, A u (k"*'@x‘n @; H—n+0)——4. {

Xm—@ Xn-b@ (,gi n-t-C—Z ( k+1n‘h(’( ) ”*OZO('([” ’:O)
£l rn-&-@ (2—1 n+@ @(u _7[”' g;) Z U “‘f )}
mit

(2b11) K+(f) oo (h) =§—_ L,+(t)) X-(t)': nlblev :%—_-B-(t).

Bei der Elimination wird die Voraussetzung, da8 © = 0 oder @=1 ist
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= e t —
oder daf <@ , & b ’ L 5. i ¢+ ’ ) konstant sind, benutzt,
Wir modifizieren nun das Differenzenschema (I) des § 2a fiir den
Index J £  durch die Formel (2b10) und erhalten so ein Schema, das wir

zur Abkiirzung (I2) nennen, Es sei also
(12) = {(1) mit (2b10) fiir den Tndex | = ie}

Wir fragen nach der Konsistenz-Ordnung von (2b10) fiir die Lisung
“u ('x, 1‘) . Setzt man w anstelle von ([ ein und beachtet (2b1) und (2b2)

sowie die aus (1b1) folgenden beiden Beziehungen

i e

e 1 3w l’-_t du* R F }

T TR R e 9 /

so findet man durch Taylor=Entwicklung um die Stelle x = ,() £= t ne ©
oy

und Beriicksichtigung der Tatsache, daB T = fiir konstantes @

o I0.20 < , daB (2b10) giiltig bleibt, wenn man ( durch « ersetzt

und rechts auBen den Term O ( ,E +"C) additiv hinzufiigt.

{g. Umformung in Matrix-Vektor-Form

Wie in § 2a gelten Matrix-Relationen (2a5) und (2a6), jedoch mit

(n+ @
entsprechend modifiziertem Vektor S und modifizierten Matrizen f\' \

- n+@)
und P.n = (f - [ﬁ @ Mh) S( ist die Komponente Sp{ 1-9) ’
in [l_ sind die Element o "o £
in n Sind die Elemente m'&’ -2, 2 L) ’”_g' e
jetzt anders definiert, Es ist
l!r@) -1
(2012) s, (k e) cT ¥
’H‘@Xn-\-G [m— >‘H+an€ ne® rn-\-@ @ H {f,ﬂ’r@
(n\

i =2, f:/(hy:,“-rf:)
(‘n) __{( 2a +c+£) "f +-( 2q"+c4{ )f /()\ e +x"n)
mé:‘}{f-f: Q'O':xnx:. /(\na{,""x-:)‘

7) Die Ziffer 2 hinter I soll an den Zwei-Komponenten-Draht erinnern.

(2b13)
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x‘. Monotone Art des Schemas

(+©)
&

Wie man sieht, hangt ¢ in gewiinschter Weise isoton von

Th+@ und 1‘;1_ o &by wemn
Pa
(2a9') Bl 200

gilt, Un Bedingungen fiir monotone Art der Matrix Q = I - /« @ M n

zu gewinnen, wenden wir w:&ier Satz 1c¢1 anj wir brauchen nur die Zeile

(n n )
e -r@ md‘)i_q y A @miz’ "f"@”’é.im“"o
zu betrachten und finden als hinreichende Bedingung (229') und
@/“ A C+ = 4 . Diese Ungleichung gilt aber sicher, wenn (2a10) gilt.
Von [ + l“ @ M brauchen wir nur das Diagonalelement 1 + % 9 m(z)‘,
zu betrachten, Dieses ist = O s Wenn @r« (2 A =+ C—ag 2') (’/
ist. Diese Ungleichung ist aber sicher erfiillt, wenn (2a11) gilt. € vha
C- sind die in (2a7) definierten GriSen.
Als Ergebnis haben wir zwei Sdtze.
Satz 2b1 (Existenz der Lisung des Schemas): Unter den Bedingungen
(2a9'), (2a10) ist das Differenzenschema (I2) eindeutig nach den U.,!) it
aufldsbar.
Satz 2b2 (Monotone Art des Schemas): Im Schema (I2) ersetze man
(e g,y iberall durch 7 LRt = 3*, f*, ;v* und
betrachte zusdtzlich zu (I2) das so entstandene gesternte Schema (12*). Es
seien die Bedingungen (2a9'), (2a10), (2a11) erfiillt, Werm dann
‘:n+®> n+@ fUr O—J“f'fz—f and b+ -J'- Oén.'-/f\/-a
‘f‘ﬂ’:’é>1’h+e, n+®}1‘+@ filr '0,< 'y < M—f,
9 29 w 0=;=]
Yn¥ZPn und %*Z}lf fiir Oén{N)

so ist U:*: } UJ q(&t}
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J. Konvergenz und Stabilitdt

Satz 2b3 (EinschlieBung): Wie in Satz 2b2 seien die Schemata (I2)
und (12*) gegeben, und es seien die Bedingungen (2a9'), (2a10), (2a11) er-

fiillt, Fir & mit ']‘ ¥ 4? und fiir 79, -f/ 4 j, seien wieder die Bedingungen

~
des Satzes 2a3 erfiillt, und fiir die durch (2b12) definierten Werte ¥,
i 0+ G
x
und 7T, sei 3
#,111—@
~ % A~ —
2 b T g N =
r A Ny @ -l’«_.hf-fd[ =T Kﬂi‘»&)' gir 0 < n "'N :

)

Dann gibt es eine Konstante [\, mit der auf Q)(j" gilt
q ’-2
FOidionn= (L0 [+ =0 PA (25t
,}]n llln

Satz 2b4 (Konvergenz und Stabilitét): Das Problem (2bO) habe die

Lssung Y& & ( t) , deren Einschréinkungen auf die Bereiche ¢~ und
&2 .
'£=/+ Elemente wvon C {I.. ]und L., {Eﬁv } seien, Die Gitterfunktion
7%
. sei Ldsung eines gestdrten Schemas (12*), und die Bedingungen des

on
Satzes 2b3 seien erfiillt, Dann existiert eine Konstante f\'\ , mit der auf

q(ﬁ,v} gilt
5 W% - ()] € 21 ().

]

Beweis des Satzes 2b3: Wir konnen im wesentlichen den Beweis des

Satzes 2a3 iibernehmen, Wir miissen zusdtzlich erreichen, dal

v+ @) X - i
gf’a : = A \\{i h _( Ah+@prn+é & rnt-e) (
n+—® (_'Q_-l :-4-@ ? (W "{I,,) + Cs:.@ Z V )

@ Thn
J n+0 (% n @7 (Lfé W L\{‘i,“)‘kc;‘e Z@ \\/2:")}
> 0% o g
- A, n O £, n+©

wird, Hierfiir reicht hin die Bedingung

(2b14) S,é"*@’) > K (,2 - :f—) fir O < n <N-1
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Statt (2218) nehmen wir hier eine andere Vergleichsfunktion,

namlich
(2b15) \A/in“ = K (J(')% <) 2xp (St w‘(x}, ) Q)
mit ‘

cesh, (ﬁ(xi-:;?i—w)) £« Oé"}‘éfi

| o L) et ue

Dabei sei ed eine beliebig wiéhlbare, nach der Wahl aber feste Zahl mit

@16)  w (x,, )

den Eigenschaften

_,?-w<$'<$?+oa<L

lian beachte, daB w—'(xﬂ f Q) = casL (.Q u)) eindeutig definiert ist.

(9

Bei den Indices j-—' 0 und j-‘—‘} verfahren wir genau wie

beim Beweis des Satzes 2a3; es ergibt sich die Forderung nach hinreichend

groBem Q

= £ beachten wir die Beziehungen

A\,/ijh: K(S + O) (£7) wxp (ST, o) cosh (L),

1'226(1,/,-“1)“- L))-—-—{<(j+— (//1- Clz )bxr(g A2 anb(Bo )+
O'(rf +t)

LPZ (M =W ) ==K e ) (e C6T) erp(585 )2 b B2
1 DA Fee).

Mit Beriicksichtigung der Ungleichungen (1b5) und (2b3) ergibt sich nun

(n+@)> KU+E) 1 OEY) - 2 &« D sih (L) + O(£%4),

und man sieht, da8 (2b14) erfiillt ist, wenn man Q hinreichend groB8
(eventuell noch groBer als bei Betrachtung der Indices J =0 und
j = -} schon gefordert) wihlt und A und T als geniigend klein vor-
aussetzt,
Me jorisierung fiir 7 €J‘ < h-1 und -g.+'/éJ' éj_f

erreicht man nun durch Wehl einer hinreichend groBen Konstanten S « In
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jeder dieser Indexmengen erreichen wir dies nach der in § 2a in
i = J < J -1 Qurchgefihrten Methode,

Beweis des Satzes 2b4: Man filhrt den Beweis ganz analog zum

Beweis des Satzes 2a4, Bei j = R packe man dabei den lokalen Abbruch-

fehler und den lokalen Rundungsfehler ganz in die Differenzen
O ~s * ~

7 = e wmd &R
Lne® 4, e @ ﬁ,m—@ konr©

hinein.

£ . Anmer n

Fir einen m -Komponenten-Draht ( v > ) ) mit Ubergangs-

bedingungen
(2b11) u(ff:—o, -ﬂ-)su(}:«-oj f))

P & b-) L 5
en 'Slx" (.f,"oj {'—) - "'g:_" (s(',* 0, i')' B\(s‘v,{')

an den Stellen K, : O(fz<§2<"’<?»,._1<L
gelten analoge Sdtze, wenn man

(2b31) Of)\[ﬁ,z‘)f{/\} v, 2y woe W

und alle ?ﬂ / Z_ als rational voraussetzt. Um den dem Satz 2b3 ent-
sprechenden EinschlieBungssatz zu beweisen, nehme man die Vergleichs-

funktion

\A/J.ln = K(.ﬂ7‘+t) .L)(f)(‘gfn) W_(XJ-JQ)
mit
CML(Q(KJ”'E'“)) s 52; < £ 5_-’38;-;- I~
w(x‘-i.) Q)r. 1 VAR f: s 55 X < S?v-wl 2

: “ ?-— W= x < .
cosh (Q(x,~Fvd)) B £, =8
Dabei ist zusitzlich § = O und f'm.—. L gesetzt, ferner ist <> eine

beliebig widhlbare, nach erfolgter Wahl aber feste Zahl aus dem Intervall

0 =t & I min( £ AT NIRRT
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Isaacson [10] hat das in diesem Paragraphen behandelte Problem
ebenfalls fiir die Falle @ =0 wnd @=1 behandelt, aber mittels
eines diskreten Maximum-Prinzips und unter den zusétzlichen Voraussetzun-

gen

«(0, Tl HE >0, (unt)=0,
(Fuo ) A (RO ) () = 1+ ¢ > 7.

Ersetzt man in seiner Darstellung das diskrete Maximum=Prinzip durch
unsere Monotonie-Methode, so ist wesentlich in seinem Beweis die Verwendung

einer Vergleichsfunktion
W, = W) {S - ap (1)},

in der die Konstanten .S und )Q hinreichend groB zu wihlen sind.

Inm Falle )\ (#) = O  zerfillt das Problem (2b0) und ebenso
das Differenzenschema (I2) in zwei nacheinander lésbare Aufgaben. Zuerst
wird in :B: ein Randwertproblem geldst mit vorgegebener Ableitung -g—l:; =20
bei x=§ . Daraus ergibt sich « (¢, f) als linker Randwert gemiB
(2b1) fiir das in %:'_ zu losende Randwertproblem, bei dem %—E— (; +0, t,)
aus (2b2) wegen V=0 nicht bestimmber ist. Das Differenzenschema (I2)
zerfallt in analoger Weise und entspricht jeweils (fiir jede der beiden
Randwertaufgaben) der in § 2a angegebenen Diskretisierung (1)%

Man iiberlegt sich leicht, wie das Schema (1I2) zu modifizieren

ist, falls anstelle von (2b2) eine Ubergangsbedingung

(@) 2 (g0, ) = O = (-0, 8)

~o
mit 0= 2N < /\  vorliegt. Der Fall eines m -Komponenten-Drahtes

mit (2b2) an manchen Stellen "?v und (2b'5) an den iibrigen Stellen ?y_
(v#0 , Vv # mn ) 148t sich ebenfalls mit der beschriebenen Methode
behandeln, wenn man das Differenzenschema entsprechend modifiziert.

Die Beschrinkung auf die Falle @ = O wnd @= 1 im Falle,

= . + =
NIRRT \  konstant
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sind, ist ein Schinheitsfehler, Man kann von ihr loskommen durch die

Diskretisierung
5 Y
(2&1 ') A u "'0 “{{'? g Uj‘n +L Z (u 1‘C nfC‘Z U +T"“m—6 &“ d ‘#&)
) AU i
(2b7 ) 41'! iH—@) Z g u{ n+ L u R 'H'@Z@U-L »n "'@ ’

(2v8') Auk 'k H-l-Q? g u WfB?g(L ufcin z ('! e,

5 n+o)
29" Zf@ J‘— u‘l,n - \ Nt @ Z@ g-i— U.zln

Die vier Sdétze dieses Paragraphen é&ndern sich dadurch nur unwesentlich,

manche Detail-Rechnungen werden aber noch langwieriger.

§ 2c. Approximation der Randbedingungen nach Batten

ot , Randwertproblem und Differenzenschema

Man kann es als einen Nachteil der Formulierung des Problems
(2a0) ansehen, da8 es keinen stetigen Ubergang zwischen den verschiedenen
'1‘ypenyéler Randbedingungen (1b3) und (1b3') bzw. (1b4) und (1b4') gibt. Auch
das Differenzenschema (I) gestattet nicht einen solchen stetigen {bergang.

Un diesen Mangel zu beheben, betrachten wir jetzt in % das folgende

Randwertproblem
(2¢1) 1 id o (x, t) s + L(x 1) % R e (it e f(x t)
o LL g < axl | B X ) } 4

(2¢2) w (x‘ 0) = %(x))

(263) o (0,t) w = (o) :: = o) vt x=0,
(2¢4) “(L.f)“ 1.7 P(Laf -:—:T ==7l«6.‘) vei k=

Mit geeigneten nichtnegativen Konstanten o't ’ A ’ B C ’ R ’ E ’

s , —rz setzen wir voraus
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2>
A

0 < S al(vt) <A [Lxt)| <R
(2¢5) ’

e =C, 0 el D<= R .

Wenn q&lf)go , 80 sei Fz’(x,'tf)>o
(2¢6)

und -az_ < o (x, f)/F(x, é).
Wenn F(x,f‘): O -+ yhn0ipels—etilsi ) S Ok

Wenn iiberall ex (lxI 1‘)} O y sosei b = ()=

Fir x=O und x=/  gelte: ‘ '
(0<£ - }«(x,f)’-e—f!(x‘ 17 e £ und F(x, f‘) = {0

Man sieht, daB man im Falle Fr O Randbedingungen vom Typ
(1b3) oder (1b4), im Falle ﬁ) O vom Typ (1b3') oder (1b4') hat. !

Es sei Q= oder ©= 1 oder die Funktionen a, b , ¢

0,2
seien Elemente des Funktionenraumes C fy « Stets nehmen wir die

Existenz einer Ldsung « = « (x, (—)é Gﬁ'r 2 {bfv} an, Zur Abkiirzung be=-

zeichnen wir das gestellte Randwertproblem mit (2¢0), es sei also

(260) = { (201), (202), (263), (2c4)} .

Wir diskretisieren nach der wvon Batten [2] angegebenen Methode

und nehmen fiir 7 { J. {J- 1  zunichst wieder (2a1). Am Rande setzen

wir

Sy o= (-3U, j+ ¢, - U, )/ (24)
| SU = (BUy ~¥Uy, + Uy, ) /(22).

]
Diese Approximation ist 0' (& l) -konsistent zu den entsprechenden Ablei=-
dy d
~r

G |
'a)( x=0 ))ﬂ X:L
(2¢4) ersetzen wir durch

(2¢7)

tungen . Die Randbedingungen (2¢3) und
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(2¢8) X4 1 uoln-— O,nguo,n =@,
(2¢9) : i o .
et fa dhatp ety

Wir haben jetzt das (Batten zu Enren so bezeichnete) Differenzen-

schema
(B) = {(231) fiir 1§J < 7_ 7 , (2a2), (2¢8), (2c9) } $

Un wieder auf unsere gewohnte und bewdhrte Matrix-Schreibweise

zu kommen, eliminieren wir uo , und UJ . Aus (2¢8) und (2c9)
erhdlt man :
(2¢81) u p (So,n((f L(,fln-(a{z‘,,) + 2.£ w’?
on Bpa,n -1-2..20‘0’” )
(2¢91) u ca p-j,n (?;¢' q)- I n 5 U3~zlh)+2£yn
:]J" Fgln*z-gc&]’n

und hat jetzt (2a1) fir 7< ) < 7--_7 mit der MaBgabe, daB die fiir
r= 7 und } - 7-— /  auftretenden Differenzenquotienten ) (_(J
4 ! <, n
~ l PRl L
wmd ¢ ([, durch Einsetzen der Ausdricke (2c8') und (2¢9') fir (f,
j »

nn :
und U7 umzudefinieren sind, Fir [ = 1 (wir fihren die noch erfor-
§, )h

derlichen Detail-Rechnungen nur fiir den linken Rand x= 0 vor, da die

Rechnungen bei x= | ganz analog verlaufen) erhd&lt man

(U, =—1 2 )
1 20 (-3000, n+)-£°"o} h) {({Lﬁ’f u ZKQ'OJ ") {/('Lv”-h ('L./!cr" U"t"- ZZY‘” }

(2¢10)
g'l-u i (23, ,+ 24, ) U, =21, .+ ‘Lo, I, + 20
fyn ,E,'L(Fg(zo’” +2'£°’o,n) .
Das Schema (B) erlaubt jetzt (unter den noch aufzustellenden
Auflosungsbedingungen) die direkte Berechnung der UJ 3 fiir
4 ’{J‘ < j— 17 , falls die Uj schon bereckinet sind, Die
GroBen (A und (,( erhdlt ma.: nachtriglich vermittels (2c8')

o6n

! n
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und (2¢9').

Man sieht, daB (B) im Falle ﬂ(O,'é) =0 und (l(é, 't) =0
in den Spezialfall des Schemas (I) (§ 2a) fiir Randbedingungen des Typs
(1b3), (1b4) iibergent (dabei sind 79/« und ),,A durch p wnd ¥
zu ersetzen).

iber den lokalen Abbruchfehler fiir Z < ] < j—- 2 gilt das,
was in § 2a fiir die inneren Indices J (dort fir 7 4.-/ = J-— 7 ) fest-
gestellt wurde, Hier miissen wir noch den lokalen Abbruchfehler fiir J =1
(analog fir )= J- 7 ) ermitteln. Durch Taylor-Entwicklung um die Stelle

x=0 , t=7, und Beachtung von (2¢3) findet man
au\ i
£g (H» S”..,n) (b5: AT 0( 3 2k ) +OF)

(2¢11)

g ﬂl’m—ﬂl + o4 %
qngl“,;h>—6’“.u) e 8.5 24 ) g()

sz 7,»1-@

Die & und P enthaltenden Ausdriicke der rechten Seiten sind gemittelte
Werte (mit den Gewichten @ uwd @ ) der entsprechenden Ausdriicke mit

den Indices (O, n+7 )und ( O, » ). Wegen

&l 1S
A\-{ " r—'(—‘at PO o~ O-éf)
sind die Terme U(C) unwesentlich, Setzt man nun (man beachte (2c6) )

(2¢12) 7 ?_“E < 3
voraus, so ist 2 F + 2420 und

fg*f“‘m <° 3ﬂ+2014£ =
O<3(4+1«£ > S IR 1 REEIs 6 =) O

O< ﬂ"‘l“u\ 7-—%'2 < /f+42_4£

IR+2ek T 3ok prSpen Fe B oy
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) in (2¢11) folgt nun, daB der

Aus dem Term 0—(1(“_2“‘&

lokale Abbruchfehler von (2a1) bei js 1  die Ordnung O{j'f"t:) hat.

In Sonderfall (3 (0,t)= 0  hat man auch dort den lokalen Abbruch-
L
fehler CT( ¥4 'l“'d.

Von Interesse ist noch die Genauigkeit, mit der uo h den
/

Wert w " bei Verwendung von (2¢8') approximiert. Wenn
H)

. = . +0’(.ZK+'-¢'\) fiirj=7 und j'—'z,

dan hn

so folgt durch Taylor-Entwicklung um x = O , ¢ = ¢ _ , bei Beachtung

n

von (2¢3),

uo’n A i 3/14-?.20(] G(K A +t) =\,

L+ O(f A T X).

)

Spater werden wir sehen, daB &K = 2 und A-— 7 ist. Analoges gilt fiir

die Approximation von durch L/ .
- ] n I n

(3 . Umformumg in Matrix-Vektor-Form

Wieder gelten (2a5) und (2a6), hier jedoch mit den ( j- 1 ) -

komponentigen Spaltenvektoren

(ne O)
uq n S."(
) "t @)
n+ @ s
s SUNE
- : ) ;
(n+®)
] :
Jt
und der ( '{ = ’y -reihigen quadratischen Tridiagonal-Matrix
(") (n)
mq‘ 1 * e yV' ‘1' 7_. ?
n 57 L ]

(n) m(")
o JJ._]-”
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Gegeniiber § 2aentfallt der Index J =0 , und die Elemente
) (n+ )
s 5 iy und die Zeilen Nr. 1 und Nr. [~ 7

J=%

der Matrix M n Sind abzudndern, Man findet

N
+
N
EaN

() 2 '
hf' = - (.-. a i ) - 1
1 .3{10‘“-&22::{0“ { N Li,nz po,n ;.Q”nb(o'” o, n )
/! ] :

(n) 9.

= | 2 4
R e vk (ORI RIS DS

9 = Tf1'n+@ -f—r\ Z:-® ol,,'”"

wh /) R
'(_ ﬂq”+2£e(o'” J
Die entsprechenden Ausdriicke fir A ;h} ' n ")
-7 -1 = =
(”{_9) ’ —, J if 7 2
und s_] = erhédlt man, indem man in diesen drei Formeln iiberall die
Indices O, 7, 2 durch |, 1=75% J-2 una l’?. . durch

(-l:]-f,n)’ ?p” durcd Y,"’ ersetzt,

a". Monotone Art des Schemas

Wir brauchen hier nur den Index J =/ zu betrachten (da der
Beweis fiir den Index | = ]--4 analog verlduft und fiir 2 é,)' £ j“ Z
bereits alle erforderlichen Uberlegungen in § 2a durchgefiihrt sind). Die
Bedingung (2c¢12) nehmen wir stets als erfiillt an. Man sieht, daB S:"+9)
isoton von T und 70 abhéngt, wenn (2a9) und (2¢12) erfiillt sind.

Auf die erste Zeile der Matrix a-'-' I— r« ® Mn wenden wir
Satz 1c1 an und suchen zundchst nach einer Bedingu;'tg dafir, daB

(n)

G = 0 ist. Wegen (2c12) mu8 hierfiir
]

_/..@ 4%

(O\ + Lﬁ)(_’s + (‘ + %L) «l > O seine). Wegen (2c6) reicht

8) 4 und b sind hier mit den Indices 4, n , (3 und o¢ mit den Indi-
ces 0 ,h zu versehen, Wir lassen, wenn keine MiBverstindnisse zu befiirch=-

ten sind, diese Indices im folgenden oft weg.
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hierfiir hin, da8
(q+L£\) — (q +%L)»‘Z.—/£. 2 C)

ist, das heiBt, daB

@13)  a, (1-4 &)+l h(1-447)20

gilt, Diese Bedingung ist wegen (2¢5) erfiillt, wenn A geniigend klein

isty z. B, wenn die Ungleichungen
— A el N
(2014) 42 'f\ f 4 ) (B b N ’Z )/K é o

erfiillt sind. Man beachte, daB (2c14) schirfer ist als (2c¢12) und (2a9).

(
Jetzt suchen wir 1 — r @ (m:)d - lmrz ) > O

zu erreichen und finden die dquivalente Bedingung
(3p+2£)(1- 1O L?) *2!“@ (o-4L)ecd >0.

+ +p
Mt Caus (2a7) sei nun [«@C 4 < 1 y ferner sei wieder (2a9)
erfiillt, Ist nun 2 =0 , so ist >0 und die Bedingung ist erfiillt.
Ist F’: >0 y 80 ist sie umsomehr erfiillt, wenn

(2-22,7)(1~ QC*.t’\l)-zF@[/.\ +4B)y £ >0

ist, das heiBt, wenn
(2¢15) OFA {—17- (2A+BR)+ C*2} <« 1
I 3-248 | }

gilt. Es ist lehrreich, (2c15) mit (2a10) zu vergleichen., Man sieht, daB8
4 in § 2a ungeféhr 3 mal so groB sein darf wie hier,

Schlieflich miissen wir noch dafiir sorgen, daB
I-rr@l"l " 2 0 ist. Es geniigt, hier das Element 1+ r @ 'Mf:z

anzuschauen, Aquivalent mit seiner Nichtnegativitdt (man dividiere durch

3(51-2.20: ) ist ,
’1-{-}&@:.& -9_[&@{ 3 gy

o
3R +2e4h i 3(:+zqﬂ.. 2 0.
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Im Falle o« > O ist dies sicher erfiillt, wenn

7—/1@-)C‘-.2‘L-2,.©'(.4+’—§B) = 0

ist, wihrend im Falle e¢ < O

— o g - R
4~r@C£‘~2F@(A+§-_Z%)ZO

hinreicht. C ist in (2a7) definiert. Also reicht hin die Bedingung

(2¢16) —@-—{.. {Q.A'l';-_:j‘z__‘a Bf\ -l-C-,f\l} f/”

die mit (2a11) zu vergleichen sich lohnt.

Als Ergebnis konnen wir zwei Sitze aussprechen.

Satz 2c1 (Existenz der Losung des Schemas)s Unter den Bedingungen
(2¢14), (2¢15) ist das Differenzenschema (B) eindeutig nach den L(“ sy
aufldsbar,.

Satz 2c2 (Monotone Art des Schemas): Im Schema (B) ersetze man
gberalr U, + , q s p ¢ durch i il i g, f*, 'f)* und
betrachte zusdtzlich zu (B) das so entstandene gesternte Schema (B*). Es

seien die Bedingungen (2¢14), (2¢15), (2¢16) erfiillt, Wenn dann

* -
> s ’. ¥
T Gimee fur 1€, €1, 0=w £ V-1,
*
34‘ 2 3‘; fiir O é ". { J)
f '*- 3
o < Py wd ¢ Z¢  pr O £n €N,

so ist uf 2 (,{," fiir ’Ié-JéJ-f) 0 <n __Z/V‘

Anmerkung zu Satz 2c2: Der Satz sagt nichts aus iiber die Art der

Abhingigkeit der Werte ([ wnd ([ v £, G, , ¢ oMo
8, n Tin

einem Beispiel soll demonstriert werden, daB die Ausdehnung der Monotonie-

Aussage auf die Randwerte der Losung U unmdglich ist., Wir nehmen die

T
Fu
Warmeleitungsgleichung 3 % 0 v mit der Anfangsbedingung
T
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d x
<=0, W =0 bei x=3 , Wir haben also a = 1 oSl estioE §

e=0 , o= (‘o,f)_-: 1 , {g(o,é)___-: 1 ., [ = 3 , Wir dis-
kretisieren mit A= 1 ’ ®=0 , und es sei speziell

u"t" - 34”: = € ) u’llﬂ 3 = &

Aus (2¢14), (2¢15), (2c16) folgt M < ¢/2 als MNonotonie-Bedingung

=0 bei

w(x, 0) = 5}(") und den Randbedingungen w —

72,0

fir 7 2] £ 2 ., Man findet
u4. g G‘/;)/‘ G ! ui({_:’l (4 f") J
9 ~
und aus (2c¢8') uor,,-:(?f"'/’)'? « Der Wert u0r1
héngt also nicht isoton von jz 3 ab, wenn r» <\$_/26" iat,

S « Konvergenz und Stabilitat

Satz 2¢3 (EinschlieBung): Wie in Satz 2c¢2 seien die Schemata (B)
und (B¥) gegeben, und es seien die Bedingungen (2¢14), (2¢15), (2¢16) er=-

fiillt, Mit einer Konstanten K sei

> x o g
%:f’n und ¢l =g, fir O < h € N

)
&
Lime” TJ,M@IéK(ﬁ*%) fir j=1 und ,.] 7—'
0. L niok N
[+
Jlﬂ‘l‘@ .J,PH-C

l[KCK +-[:) fir 2 f __J
9% - fl:,I{K['ﬁ %) s 0 S

<

].

Dann gibt es eine Konstante M , mit der

,u - . I < M(f?_-t'r)

Jl h "
e 1€7 £7-1 , 0<n<N g,
Satz 2c4 (Konvergenz und Stabilitét): Das Randwertproblem (2cO0)
&2
habe die ILdsung w = « (x 6) < C {,,(f, } . Die Gitterfunktion

¥
u sei Losung eines gestdrten Schemas (B ), und die Bedingungen
d !
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y
des Satzes 2c3 seien erfiillt. Dann existiert eine Konstante M , Mmit der

auf q(‘{'f) gilt
(2¢17) ,(/(7;"- R(Kd)fn)[égr/\ (*£.2+FC)¢

Beweis des Satzes 2c¢c3: Bin nochmaliges liberlesen des Beweises des

Satzes 2a3 lehrt, daB es geniigt, den Fehler am Rand zu majorisieren. Innen
verliuft hier alles genau wie in § 2a, Aus Symmetriegriinden kdnnen wir uns

auf den linken Rand beschrinken, Es sei wieder

(2a18) \f\/ s N ,< (»&1*"‘6) L}({D (S i’n) CGJL (Q (;('j-—c.)))

H

mit positiven Konstanten .S und Q , liber die wir geeignet verfiigen miissen,
und einer beliebig wihlbaren, nach erfolgter Wahl aber festen Zehl co mit
0 <w <L . Wir konnen, da £ >0 interessiert, gleich
A4 < w <L -4 annehmen,

Ersetzt man in (2¢10) p durch -0 Yundr U duratt W/, so ent-

stehen die Ausdriicke

i k: Q[_Z, \“/lln‘\"/?m e
é \A/":" B 3Fa+2£u 8, /ﬁ +-3|G“'2.£0( 0;". \l{)” 4
S,l\\/ 2(! "'220{} , \A/)Lfn-_\‘\4,n _ 20( IHn
Tin -hf‘ +24 £ 3{34'2[:0( O"l. 4 '
|

Man braucht jetzt nur nachzuweisen, daB
O+ @)

77 = AV = Z {(a,, 8k e )V
> K(4+3%)

erreichbar ist, Nun ist, mit wr' = cosh (Q (x - uo))
(N"L-L-\,_,')/,z '—“"".A-Q Srnl- (Qw)-(- 0’@)
LJ'J: = CasL(_:Qu)‘i- 0‘(&) fiir J.l =71 und J = 93 )

also, wenn stets A und T Dbereits als geniigend klein vorausgesetzt werden,
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wegen et? 1 fir t20

05 KON g () (o, (2222 i

Nhh+ @ 3(1+2Ko( ,f\
2ec 1

& 3{1+22<>z 4 M(‘Qw))q}— L7n"*‘9 (3{“22« D ML(?‘J)
3(2 +2£o¢ wl’('Q“’)) o <ok (520) + 0(’)}

B l< g
((‘ >(g 232.22 Q :4»2((?) ZA_‘ﬁ “"fé?“)

K , = 2a
Cados (/ﬁ“f“z) ‘g—st 45

ey o s K(4+Z)

wenn nur Q geniigend groB gewdhlt und dann A tnd geniigend klein
genommen werden,

Den Beweis des Satzes 2c¢4 erbringt man ganz in Analogie zum

Beweis des Satzes 2a4, Dabei sind die lokalen Abbruchfehler bei j-: /
und ‘j =]-— 1 und die bei der Berechnung von  und ¢ auftretenden
Rundungsfehler ganz in die Differenzen 1 - -r** und T --1'* hinein-
gepackt zu denken. DaB (2¢17) auch noch fiir j=—‘ O und ‘] = J gilt,
folgt aus der am Schlu8 von Unterabschnitt e dieses Paragraphen ange-

stellten Konsistenz-{berlegung.

£ . Anmergg_l_g

Batten hat in [2] nur den voll-impliziten Fall © =1 fiir die
L

nach

o aufgeloste allgemeine lineare parabolische Differentialglei=-
X

chung behandelt, aber unter den zusétzlichen Voraussetzungen




~vAQas
"(?O, M+F?£>O.

Batten arbeitet mit einer maximum-prinzip-artigen Methode. Umschreibung
seines Beweises auf unsere lonotonie-Methode bedeutet Verwendung einer
Vergleichsfunktion

&/ s exp (Sf,,) {K7 (xj—%—)‘l-t-/(:_} (tﬁl%-t)

§ 2d. Approximation der Rendbedingungen nach Rose

X . Randwertproblem und Differenzenschema

Wir betrachten wieder das Randwertproblem (2¢c0) und approximieren
pir 2 €3 = J-2 wie in § 2c, wihrend wir fiir J'='7 wa j=[-1
zwar die Formel (2a1) verwenden, in ihr aber U uwnd U erset-

0} h J; n

zen durch die Ausdriicke

F°:" u‘f,n i iﬂr

ﬂ":"‘ o ‘Ko(o,n

|

(2d1) uo . )

(242) U. = Boun U1 * At
I FJH + 4 “In

die sich aus der o (»&) -konsistenten Diskretisierung

2= Y
(2d1') «, u _ (! u,u 0 n - fn )

n o,n o, n .g‘

U oe: U
242" =_ U L
(2az") e lironseth o 2 T

der Randbedingungen (2c3), (204) ergeben. Fir j=17 und f= J_ 7

hat dann, wie man durch Teylor-Entwicklung findet, (2a1) den lokalen Ab-

bruchfehler Gﬁ) fiir die Idsung “u = uk(x. f) , die wir hier als in
5 &

C ! {£’ } liegend voraussetzen.

Rose hat so in EB] die Rendbedingungen diskretisiert, und zwar
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bl

U
fiir eine nach 3 aufgeldste nichtlineare parabolische Differentialglei-
X

chung mit linearen Randbedingungen. Ihm zu Ehren bezeichnen wir das so gewon-

nene Schema mit (R), es sei also

(R) = {(29.1) rir 1 :-"J‘ < ]- 1 , (2a2), (2d1), (2d2)} .

[ Sitze

Ganz analog zum Vorgehen in § 2c, jedoch mit einer Vergleichs-
funktion

W .= K (J:/\-i-‘t) Lxp (Si_n) cosh CQ(,;._L,,))

A’H

fiir den Beweis des Satzes 2d3, gewinnen wir wieder 4 Siatze. Wir verzichten
auf die Beweise,
Wieder sei ®= 0 oder © =1 oder die Funktionen a, b , ¢

%2
seien Elemente des Funktionenraumes ( { } Es gelte (2¢5) und (2¢6).

Satz 2d1 (Existenz der Idsung des Schemas): Unter den Bedingungen

(23) Br< 22 w <,

}
(244) F@’e{(A+%B)"I-_?77+C+’E}</]
ist das Schema (R) eindeutig nach den UJ.) ,+q  euflésbar.

Satz 2d2 (Monotone Art des Schemas): Im Schema (R) ersetze man
iiberaly U, +, g s .,y durch U*, }"‘, 7’*’ 5;"‘ und betrachte
zuséitzlich zu (R) das so entstandene gesternte Schema (R*). Es seien die
Bedingungen (2d3), (2d4) und
(2d5) f"é-(qzé‘z + 'B'z*, +C'—f\l} <1

o/ 2(1-77%)
erfiillt, Wenn dann die Ungleichungen

ol > 0 . ' <y = /V” 1
1"-““_@— ‘r.-J.,'H-Q fiir 7 4'1 < J" /r o ] E {)
LR . g —
?J' - ?d fir O é.j = ];

P wd 7 Ze  fur 0 ‘LR N




gelten, so ist
U > U, e 1€;€7-1, 0 N,
i i J )

Satz 2d3 (EinschlieBung): Wie in Satz 2d2 seien die Schemata (R)
und (R*) gegeben, und es seien die Bedingungen (2d3), (2d4), (2d5) erfiillt.

Mit einer Konstanten K sei

+*

fo Py e aEen s G- 0 < N

!r:f,’?*‘@-‘ r;',ﬂ+f:'!] {K('If%) fur J=, und J-:Jﬁ,])
Qe n =N =1

)4-;“6- Ti;“el = K("3 *"C) fir 2 ’:'J' _'7_ 25510 Eni SN - 7
* | / / % S

lﬁ'i - ﬂ'il{/&(-é\'(-t) e 0 < <

Dann gibt es eine Konstante MM , mit der gilt

)u-’:n - . )‘_( M(lﬁ+t) fiir "l{'/‘f]-—']) o <n <N,

di”

Satz 2d4 (Konvergenz und Stabilitét)s Das Randwertproblem (2cO)
habe die Wsung w = u(x t) € Cg'z{.ffsv} . Die Gitterfunktion Ufﬂ
sei Idsung eines gestdrten Schemas (R*), und die Bedingungen des Satzes 2d3
seien erfiillt. Dann existiert eine Konstante M , mit der auf q “'T)
gilt

A

lu*t - u(xJ,f,,)l oM (£+e).

J‘. Anmerkungen
Das Schema (R) hat fiir praktische Anwendungen nur beschrénkten
Wert, da es im Gegensatz zu den o (,ﬁ 1+'L’) -konvergenten Verfahren (I)
und (B) i. a. nur O'('ﬁ-l‘t) -konvergent ist. DaB (R) i. a. wirklich so

langsam konvergiert, ergab sich auch bei numerischen Fallstudien.
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Rose fordert in [18] zusdtzlich o¢ > ;t\ >0 und, reduziert
auf unsere lineare Differentialgleichung, ¢ < 0,

Im Sonderfall r;’ =0 stimmt (R) mit dem iiblichen Schema fiir
numerische Losung des Dirichletschen Randwertproblems iiberein (Schema (I) ),

wenn o« auf =1 normiert wird., Die Konvergenz ist dann natiirlich von der

Ordnung O’(-K-lf-'r) , wenn L& C%Z{sg'}

Kapitel 3. Eine lineare parabolische Differentialgleichung in

Divergenzform mit linearen Randbedingungen

o o Randwertproblem und Differenzenschema

In den Anwendungen treten parabolische Differentialgleichungen
oft in Divergenzform auf, und es ist natiirlich, diese Form auch der Diskre-
tisierung zugrundezulegen. Wir betrachten hier in £ das auch von Babuska,
Prager und Vitasek in [1) » Kapitel 6, untersuchte Randwertproblemg)

“ - P W ‘
(3.1) 2{‘ o= X‘((,f)-;x— (Q(x,f)%) -+ C,(xi'f)u - f(x, f))

(3:2)  w(x, 0) =3(),

(33) '« (0, f') = }o(@ oder (3.3') -a(b,f}-i—} o+ o(('o,f) W= ‘)D(LL) bei =0,

(3.4) u(L,LL): 79(&") oder (3.4') a(L,f)-b—:— +K(L,f)u=qr(i‘) bei )(=L.

§) Im Gegensatz zu [1] legen wir die nach au aufgeloste Differential-

gleichung der Diskretisierung zugrunde, Dies dndert nichts an der Konsi-

stenz-0rdnung des Schemas, fiihrt aber zu einer etwas anderen Interpolation
als dort, Wenn © = O oder @ = 1 oder wenn a, ¢ , F X ¥
T von T unabhéngig sind, ist unsere Diskretisierung genau die in [1]
verwendete., Man vergleiche auch die Anmerkung £ am Ende dieses Kapitels.
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An jedem der beiden Randstiicke x = O , x=[ soll durchgehend jeweils
eine der beiden angeschriebenen Randbedingungen gelten.

Es sei &= 0 oder ® =1 oder die Funktionen ywmd € seien
Elemente von Co,z{g'} . Es sei o & C-(L {,ﬁ—'} und, falls 0 < @(’])
s bt "= '@ 4'2{ 5—} . Wir setzen ferner (schwicher als in [1] ) mit geeigne-

ten nichtnegativen Konstanten
= ey T A > *
AJC)C!X)F)'?)?:Q
0<asaft)sA =CE€eft)<Ct 0K <y t)<T,

voraus

(3.5) . |
~y Splt=(n) <y, -y gyl el ) €57, |r(x Y[ <R,

Das hiermit formulierte Randwertproblem bezeichnen wir mit (3.0), es sei

also

(3.0) = {(3.1), (3.2), (3.3) oder (3.3'), (3.4) oder (5.4-)}.

Wir nehmen stets an, es existiere eine lLosung L(:'_M()(I f)e‘C("z{fyg,

Fu.r irgendeine Gitterfunktion \/ filhren wir den Differenzen-
operator S vermittels der Definition
(3.6) S \/ (

N
2
) /%
ein, Dabei ist

bk ) £y &
[+ U = O . = L = X -
J"']i_a" x’l+2_l h/ a /;. Q(J' ]_' ] )

(3.7) = = /
Q.J.]h (a:}_*%’”-l—ﬁd.‘%,"h) 2

9)

Wir diskretisieren nun so” ‘s

¢ , :
(3.8) Aui}“ e((n} S +c.n) u‘j‘n} +?;"+6)4{ & [-1,

"'2?: u +q.% u'
d 3D

inr" J+1,n N 4=

..-" n

q

Anfangswerte sind

Go) U, =49., 0<;= [,

Am Rande nehme man
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(3.10) uo - - im Falle der Randbedingung (3.3),
(3.11) u:f] . \f"-n. im Falle der Randbedingung (3.4),
Gaoy AU, =2 7 { (‘a U= U, _ <, U )‘i
0)‘ n '2. 6 YO," 4/2) n ‘& o.l n 0, n + (Fn j
- ‘ZQ (Co‘h uoln) -+ '1‘0’"+@

im Falle der Randbedingung (3.3'),

(3.111) A (‘l : - : Z@ {a-‘ (Q UJ‘? : uj!" -FO‘J,H(J/.},I)-i_y/h:)}

J)n J"‘g_ln ‘e‘
+
Zo (e U ) v e

im Falle der Randbedingung (3.4').

Durch Taylor=Entwicklung und Beriicksichtigung der Beziehung

) ( du _ _a;ﬁ.' au o al\»(
0 x & 3:() - Ox Ox + s

und der Randbedingungen findet man jetzt, daB das Schema folgende Konsi-
stenz=0rdnungen fiir die ILdsung u hat:
U('fl“"f) fir 7 fJ‘ S’j-ff ,
U (-’K + T) fiir j = D ; f = J , im Falle von Ableitungsrandbe-
dingungen (3.3'), (3.4').

Zur Abkiirzung bezeichnen wir das Differenzenschema nach den

Anfangsbuchstaben von BabuSka, Prager und Vitések mit (BPV), es sei also

(V) = {(3.8), (3.9), (3.10) oder (3.10'), (3.11) oder (5.11')} .

{3 o Umformung in Matrix-Vektor-Form

Wir beschrénken uns in Formeln und Beweisen exemplarisch auf
den Fall, da8 die Randbedingungen (3.3') und (3.4) vorliegen, formulieren
aber die Sitze allgemeingiiltig. Wie in § 2a haben wir wieder die Beziehungen

(2a5) und (2a6) mit '} -komponentigen Spaltenvektoren
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uo f(rH-(-.'))
U (n+ @) 51('” )

(j= ﬁﬂ )‘S " :

I
( | \ (ne0)
‘]—’Iln \ IJ-—:

und der j-reihigen quadratischen Tridiagonal-Matrix

(m) ) (A
“0'0 moﬂ Bxy, & ""oi‘)_.,
h »
m('nﬁ m(n)
110 J=7]-1
Dabei ist
S(in-@) ,
A = L‘f‘oln+9 'l")_rl\ Z@(X\Oh'f"))
(m-@) ="C.0x i < e
j e M 1S5S [0,
(m-e) Z
: + (
-] 1 J-’!,n-\-@ r“ @ r'].../? n Q-Y"/ n ‘fh)
(n) i i - H
mil =0 tir | j- &l 22
(n) _ 2 (n)
™ 0,6 _'—Qtro,n(a'i/a,n +'2°‘o,n)+ L";"/E) '"a,'f=2)§,,°’¢/
(n) (n) J
L2 LG P & G . m, . =~ o "
dyd =1 K:j," r]‘%ﬂ’ 2 4+ ,jil“ QJ.:" * c--.l'.fh +
fiir 1 <& e s A
J J
(n)
m.. =y a, fir 1<; < ]— i)
3§kt L J*j-i_l" J i i

!‘., Monotone Art des Schemas

)

(n+@ :
Man sieht, daB .S isoton von <+ , Yo : V abhdngt.

Zu untersuchen ist noch die Matrix Mh . Anwendung des Satzes 1c1 liefert
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= o
fir Nichtnegativitdt der Matrix ( I - {-\ @ M") die hinreichende

Bedingung
(3.12) f«@,ﬂ {25{-{- C+£} = .,
Durch Inspektion der Diagonalelemente der Matrix [ + r —é)— M o findet

man als hinreichende Bedingung fiir ihre Nichtnegativitat

G.13) M @ {2 Fle-) + 2,74 + C"JE'Z} < 1

mit

(3.14) F(£,7)= max {nmc (QJVE" H"}:'n l jper, 0< g 0, sN)[Ezif/Q}.
Etwas einschneidendere Bedingungen als (3.13) erhilt man, wemn man F (£, )
ersetzt durch
uax - :;T{-)eﬁ— @(ﬂ %,z‘)r(x' 1‘))) :ﬁ;:)é 5_66‘-%' -{')f(x“f))}
oder einfach duren A [,

Die Bedingungen (3.12) und (3.13) entsprechen den Bedingungen

(2210) und (2a11). Wir haben jetzt unsere zwei ersten Sitze.

1 Satz 3.1 (Existenz der Losung des Schemas): Unter der Bedingung
(3.12) ist das Differenzenschema (BFV) eindeutig nach den (/| e o
ldsbar, %

Satz 3.2 (Monotone Art des Schemas)s Im Schema (BPV) ersetze man
u s Y ,2 ,(f) ’ y/ iiberall durch u*,-r* ,}# ,(fﬂ_,tllf und
betrachte zusitzlich zu (BPV) das so entstandene gesternte Schema (BPVY),

Es seien die Bedingungen (3.12), (3.13) erfiillt, Wenn dann

+* ,

T e E{j,n-r@ fiir Oéd--_f}) ot jyieg M1
¥ . .

9 [ 9, Ty IR o SR A

e =i P oM Y"* 2 s fir O <pn < M
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S . Konvergenz und Stabilitdt

Satz 3.3 (EinschlieBung): Wie in Satz 3.2 seien die Schemata
X
(BPV) und (BPV ) gegeben, und es seien die Bedingungen (3.12) und (3.13)
erfiillt, Mit einer Konstanten K sei
¢ = Pn bzw. Y = fur O = n .,N)

falls die Randbedingung (3.3') bzw. (3.4') vorliegt,

ool S K(R5x) von [ g, K (£552) sx 0 5n 2N

falls die Randbedingung (3.3) bzw. (3.4) vorliegt,

I‘_:Me J'H'G,(K(‘e"'_ :[‘urJ 0 bzw.j‘-‘J s U =5 <N-1

A

falls die Randbedingung (3.3') bzw. (3.4') vorliegt,

Ime .x.n+@[('<(£ *‘t) fir 1€ < [-1, 0¢n=N-7,

|97 3] €K (44c) me 0 = <_f(].
Dann gibt es eine Konstante M , mit der auf q@_,r) gilt

Lo Ui st (B,

Satz 3.4 (Konvergenz und Stabilitét): Das Randwertproblem (3.0)
¢ 2
habe die Losung w = w (x, ) & C ' ff,. . Die CGitterfunktion
*
U sei Losung eines gestorten Schemas (BPV ), und die Bedingungen

des Satzes 3.3 seien erfiillt. Dann existiert eine Konstante M , Mit der

auf Ol@’f) gilt
U% = w (g t)) € 2M (254 2).

Beweis des Satzes 3.3: Wie bereits gesagt, beschrinken wir uns

auf die Kombination (3.3'), (3.4) der Randbedingungen, Als Vergleichs-

funktion nehmen wir wieder




|

=Bt =

(2a18) =K (,ﬂ -1-‘(‘) xp (Sf‘ cosh (Q (x -—w))

mit 0 <w < L
Die Majorisierung fiir die Indices n= O und .—] = J verlauft

wie in § 2a. Diesmal definieren wir

(1+0)
(3.15) L 0, { - M 1 }“
%5 A\'\{'” £ Z@ n,n (q'f/z;“ 4 ’ _og'%") ?@(Ca’h\é»);

(. ) N+ E N .
MG =AW (G K gL ) e 1)

Man findet nun leicht _
> K(K+:§—) { ;— o ,(2 sink (Q.«,o)-—'?" eos), (DCO)'*- O('{)} ;

und dies ist = K (£+ -+ ), wenn man nur die Konstante J7 Sinrelthend

(n+®)

©

groB wihlt und dann # geniigend klein nimmt,
Nachdem iiber die Konstante Q verfiigt ist, betrachten wir

_(— J—'f o Fir LJ"}' = cos‘ (Q(J-—u)) findet man mit

' (ac. ) .
T:LJ':" = ox di zundichat
(g:- ""—:"n = c\Jn Q -S'lill\ Q(x-—d))-{—ﬁ. Q u— +J(!£ ))
und, mit R = ([30\(‘.&) Lx.f)éfy},

{we} K@) erp(St,. o) {S ~(rAfR 30 OM+ O (2% -L.-)} )

wobei wie in § 2a

_[\-’\_--_—_ e {‘“:L (,Q(L"t«?))) codh (Qm)}
ist. Man sieht, daB g(_'“'@) = 0 (,£ 2‘+ -c—) , wenn man die Kon-
stante S hinreichend gi'oB wihlt und darn 4 und T geniigend klein nimmt,

Uber den Beweis des Satzes 3.4 brauchen wir nichts zu sagen,

Man erbringt ihn in Analogie zum Beweis des Satzes 2a4.
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£ . Anmerkung
Babu¥ka, Prager und Vitasek behandeln in [ 1] die Fille & = O
und 0 < & <o < £ nmittels einer Energie-Methode. Dabei setzen sie
zusidtzlich ¢ € O voraus. Als Vorteil ergibt sich dabei, daB - fir
® 2 7/2 keiner Beschrinkung unterliegt und daB fiir Q = ’l/ 2 (Crank-
: ; 2. .2 .
Nicholson-Schema) die Konvergenz von der Ordnung U ( P4 + 7T ist, Ihr
Schema weicht von unserem Schema durch die etwas andere Interpolation
ab10). Sie setzen (umgeschrieben auf unsere Bezeichnungsweise)
1 e <
Forie e SRR
R e =@ CY YT ’
d,n A an TR rd‘i”

wobei

2
éﬂ\ uo 3] =

£ Ui

& n
zu nehmen is'i:e

2
4
2
4

Kapitel 4. Aufgaben und Probleme fiir weitergehende Untersuchungen

Aufgabe 1: Man entwickle (analog zu Kapitel 2 und Kapitel 3) eine

O R e A AP M

Meorie der Differenzenschemata monotoner Art fiir die Differentialgleichung |

: Bq a au
(3.1) Y = K(‘.t)“é-;— (ﬂ.(x,f) . ) + C_(x, f)uk + r(xif)
mit der Anfangsbedingung
(3.2) b\(x[ 0) = ) (x)
und den Randbedingungen
(203) e<(0,t)u ~ (0?) % = ¢ (&) vei x= O,

(204) o (L, E)u +[5(L,f)-§-:— = ¢ ©® bei x= L.

Man erweitere diese Theorie auf den Fall des zusdtzlichen Vorliegens einer

1O)lﬂa.n vgl., FuBnote 9), Seite 45.
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inneren Ubergangsbedingung
(2v1) «(Z-0,¢) = «(F+o t),

W ;“ ~
(2v2) :x £-0,t) = \t) 5 (£+9, t)

Es sei natiirlich a> 0 , ¥ > 0 vorausgesetzt.

Aufgabe 2: Man entwickle eine Theorie der Differenzenschemata

monotoner Art fiir die Differentialgleichungﬂ)

2
2; = 3,{1 (a(x,f)ul)+—%:—(l>(x,1f)u)+C(er)“*'f("*t)

mit der Anfangsbedingung (3.2) und Randbedingungen

daw)
? x

3(au : iy 4 R B Lt
+'—a-T +Lb\ +b<([-,f')al-«—(f(f)bi L

Man verwende dabei die natiirliche Diskretisierung

S(bU);, s —— (o).

- bu +b<(0,f')u-u :P&) bei x=0

)

v,

Sl@u)ﬁn L (;““)J,h'

ox?

Es sei natiirlich &> O vorausgesetzt.

VLV ieai dnb witie. PokioseFlanclatlefcme ot Prorii ety L
Quellterm « . Mit ¢ =0 und =0 tritt diese Gleichung auf in der

Theorie der Markoffschen Prozesse und wird dann auch "Vorwidrts-Differential-
gleichung von Kolmogorov" oder "Zweite Kolmogorovsche Gleichung"™ genannt,
Man vergleiche beispielsweise [25] s Kapitel 10, Man kann das hier gestellte
Randwertproblem als Grenzfall (fir 4> 0 , T - 0 ) eines diskreten
Irrfahrt-Modells mit partiell-absorbierenden Winden erhalten, wenn < ,

> <‘o ’ Y« identisch verschwinden und a, b y ©¢ geeigneten
Bedingungen unterliegen. Wegen des einfacheren Sonderfalles, in dem a |,

;; y oo Konstante sind, vergleiche man [8] .
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Problem 13 Man untersuche fiir die in § 2a, § 2b, § 2c, Kapitel 3
behandelten Differenzenschemata die Frage, ob bei Verzicht auf monotone
art fir © aus 7/2 <@ <€ 7 auch dann Stabilitét in der Maximum-Norm
(oder wenigstens in der L?. -Norm) herrscht, wenn man den Schrittweiten-
parameter (« = ‘tt/ »ﬁ?' keiner Beschrinkung unterwirft. Fiir diese Unter-
suchung sind wohl Energie-Methoden zu empfehlen. Da die zitierten Schemata
in Falle @ = 4/2 (Crank-Nicholson-Fall) beziiglich "= in zweiter Ord-
nung konsistent sind, wire fiir konkrete numerische Rechnungen @=1/2
und = = 6 £ mit konstantem & zu empfehlen =- sofern das jeweilige
Schema dann noch stabil ist. Man vergleiche die Anmerkungen £ am
SchluB von §'23, § 2b, § 2c und die Anmerkung £ am SchluB von Kapitel 3
und wegen Methoden und speziellen Teilresultaten [1] , Kapitel 6, und
[15] .

Problem 2: Im AnschluB an Aufgabe 2 untersuche man die Frage, ob
es im Falle ¢=0 , +=0 P’:‘O y ¥ =0 stabile explizite
(® = O ) pifferenzenschemata der Konvergenz-Ordnung o4 (2\ 2) gibt, die
als Beschreibung diskreter Irrfahrten interpretiert werden konnen, Man
vergleiche wieder [B] , wo fiir den Sonderfall, daB a, b , e« Konstante
sind, ein approximierendes Irrfahrt-Schema beschrieben ist, das aber leider

nur die Konvergenz-Ordnung 8 (ﬁ.) hat,



————*

(1]

[10]
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Anhang, Numerische Fallstudien

©o¢ , Zweck der Studien

Un die Brauchbarkeit der dargestellten Methoden und ihre Konvergenz-
geschwindigkeit zu demonstrieren, wurden mehrere Beispiele zu Kapitel 2 auf
der Rechenmaschine IEM 360/91 des Garchinger Instituts fiir Plasmaphysik in
doppelter Genauigkeit (ungefihr 16 signifikante Dezimalziffern) durchgerech-
net ; jedes Beispiel wurde mit einer groben Schrittweite £ = H und einer
feinen f._,-;i gerechnet, dabei war =« = ,ufq- mit festem e Es werden hier
nur Rechnungen mit ©& = O oder ® =1 priasentiert, Bei Verwendung eines
impliziten Schemas (&) = 41 ) wurden die zu lésenden linearen Gleichungs=-
systeme (deren Matrizen tridiagonal sind) nach der in Eﬂ , S. 55 ff beschrie-
benen Methode behandelt. Die Beispiele sind so gewihlt, daB die exakten L5-
sungen bekannt sind., An korrespondierenden Stellen (x} ¢ ) wurden die jeweili-
gen Differenzen zwischen exakter ILdsung und Ndherungslésung berechnet und
durcheinander dividiert., In den Zahler wurde die Differenz fiir die grobe
Schrittweite, in den Nenner die fiir die feine Schrittweite gesetzt., liegt
der Quotient in der Nihe von 4, so hat man einen Hinweis auf quadratische
Konvergenz in 1‘( s liegt er in der Nihe von 2, so hat man einen Hinweis auf
lineare Konvergenz in £ . Es ist ja O,CZZ*PC) = O'(f.l) g Wenn
= rff?' mit festen .

In jedem der Fdlle hat man entsprechend den jeweiligen Sétzen 1, 2,
3, 4 Bedingungen fir A und ]+ die wir der Ubersichtlichkeit halber noch
einmal anschreiben,

In § 2a und § 2b (Approximation nach Isaacson und Zwei-Komponenten-

Draht):
(229") BL < 2a,
(2210) r O 4 {(2A+B£)agq+c+lé~}‘:4;

(2011) »o (2A + 2, 4(Aa+4B)+C8 ) <1,



e I SSnnEEEETELELEEBGEEESSSSSSSSSSSSSSSSSSESSSS———————
= 5O &
In § 2c (Approximation nach Batten):
(014) g A€M, B+ )h<d,
(2¢15) /‘Q‘K {m(lAHSi\) + C .ﬁ}<’]
. = 2R2 ,
(2016) O {2A+—-———:§_27_‘£ r C 4} <1,

In § 24 (Approximation nach Rose):

(2d3) Bh < 9 4 . o A< 1

- .
(2a4) M@a { _{{ [4+§ )+C24§-<1,
(245) [..\@ { 7= (2A+%4B) + } < 1.

(3 . Aufzihlung einiger Beispiele

Das 1. Beispiel behandelt ein Problem (2c0) mit der Approximation

von Batten, und zwar ist wix, t) = 4+ -éz(x h _;'/)3)
a(x,t)=2+x+ T, L(xt)3 xtcat, c(x,t)= -1,
: .\
t-1 ,o0<¢tct 1-+)" o<t <1
o« (0,t)= 2 NACE
%_+7,% (‘L"’) ) 52'7_ f o, tz/,
7+ % s (it), 0€t<2 0, 0£¢<2

o< (L, t)= (3L, t)=

Fir T, f und f erhdlt man lidngliche Ausdriicke, die wir nicht anschreiben,

Sie ergeben sich in einfacher Weise aus den Randbedingungen und asus der Dif-

ferentialgleich r a L
erentla g el ung 50: = e — 5 — 1
ot dx* dx )
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?pzo(u-(z—‘g—:- bei x=0, )}r;-_(xq-p-[&—g:“—- beisz.

Die Anfangsbedingung g(x) ist gegeben durch 3(;( ) = = ( X, O) .
Es wurde genommen L=-" 1, TT=_3 . Man findet

8‘\:4) A=l Bz?—.) C‘-:/’J CT:Q) 2-=7/2)
und aus (2014),.(2615), (2016) . L £ .2/&5" * O.¢ wnd

3-4 3 -4
< k.

O L(e+728-228 ) @F e

Nimnt man von vornherein A < H = '//I[) an, so reichen hin die Bedingungen

-—4 ( B e—
Ok Fimr) T 2 Ds o, B 1808
also jedenfalls Qr\ < 0.61/2 und @}a = 0,12 .

Das bedeutet: p <0.12 fir ©=0, FéO‘GVV‘g fin-@ =21,

Das 2. Beispiel behandelt das gleiche Randwertproblem wie das

erste Beispiel, aber mit der Approximation von Rose gemd8 § 2d. Aus (243),

(2a4), (2a5) folgt A < 1,/2 wnd
Op < T7Fcy2-30 ' ©°F= ¢+ 1%
also, wenn L < ’//10} als hinreichend
19 o~ < X,
Op = 7%7 Op = 16.2
Es ist 19/4.7 > 4 und 1.9/16.2 > 0.117.

Das 3. Beispiel behandelt wieder ein Problem (2¢0) nach der Appro=-

ximation von Batten, und zwar mit A = 7/ 7’5 3)

afot)= (f-2) vemx, b(xD=t, e(xP=t-cox,
: =i
«(0 )= {2 4 ) Bot) = @+) %,

o L, £) = A+t)t, plL)=1-¢,

Wwint) = 14 &% (142,

{]
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Es ist a:m ']} A;Z?S’) _B:g) CHZ‘I)(:.r:B} ?—-_:'1_
e 7

mus (2¢14), (2¢15), (2c16) findet man 4 <
3+ it T

,f\ ‘_{7/f , ferner : J )
- ~ Z - PR
e 4 (58 +39%-2447) ©p € 130,65~ 984 + 278 =24 (*

Nimmt man wieder 4 < 7/70 an, so hat man als hinreichende Bedingungen

@rgo,qu/,é) C:)—/K{O.OGZ

oder, etwas verscharft,

Das 4. Peispiel behandelt ein Problem (2¢0), wieder mit der Appro=-
ximation nach Batten, mit 4 = 7, T=23 s R (x, "L‘) - (7+ X ) ¢-é.-— t)
a = (1+x)(1+€) /12 L=(7+~t)/¢) e =+ Bt x)
o = O B(o%) =1/%, € (£, ¢) &94%

Wnnat & =772, A=273 B=1, C =y =0 C'=¢
und findet als hinreichend iyt AL

Op < 1/(44D , Tp < 3/(4+24).

Die Bedingung fir 4 kann gelockert werden, Bei der Herleitung von (2¢c14)
wird einiges verschenkt, Es geniigt a — “nl‘ﬁ Z (O und nach (2a9') (fiir
die inneren Indices) B ,£ < 2:«: , also ‘E é b»u:u()-b,/l).—_ R (-3(‘}1'!))-" 3
und £ < 2 E\/ﬁ: 7/6 , jedenfalls also A <L 4/6 .
Fir 4 é"f/‘fa findet man @ra < 0,2 g/ .tZ?‘ und '@_r < M‘;—/‘;-:O.?’f... .
als hinreichend,
Das 5. Beispiel behandelt ein Problem (2b0), also einen Zwei-
Komponenten-Draht, mit g?‘-‘ 1; é-—=3 ’ T’:’,
Fir x< & ist afxt) =1, b(x{)=3, e(xit) =1,
fir x> & ist  a(x,t) =2, b(xt)=-1, c(x,t)=-1-
) p A
Ferner ist o (0, t) = 2¢ &~ (L, 'é)=~2'zL) ,\('zL).—,(z“’/))
l 5 —_— —
é].,.-[-) (1._({—,.[) % S/bn(ux)} 3 x £ &
(et = '

(‘;H—%) = —3?‘[: cm(‘ﬁ’x/i)}, x =&,




Man sieht, da8 é:f) A:?., @:3’ Coe Gh= /l) 12-=7+=,1,
ist, und findet aus (2a9'), (2a10), (2a11) die Bedingungen
k< 2/3 1 9.< 1

GO < A(2+78) )" 2 G +8b + 7L

Nimmt man wieder von vornherein [ < 7/40 an, so ergeben sich als hinrei-

chend die Bedingungen @!“ < ‘%,&- 8.7)) 5/‘ < 4/ ¢ 87,

oder, etwas verschirft @r\ < 0-444‘/42 ) @r é 02 2%;
Das bedeutet: m < 0.2 rfir ®=0, r < 0,4”/,@ fir @= 1.

y', Einige numerische Resultate1 2)

Vorbemerkung: Bei impliziter Rechnung ( &) = /1 ) erwies es sich in

manchen Fédllen als zweckmiBig, t« wesentlich kleiner zu nehmen, als die Mono=-
tonie-Bedingungen es erlauben. Dies liegt daran, dad die Schrittweite &

die Werte 1/10, 1/20, 1/40 hatte, also nicht wesentlich kleiner war als 1/10.
Die groBten zuldssigen Werte fiir m wurden jedoch fiir A = 1/10 bestimat.
Nimmt man demgemiB C =O'(f/£) y 80 geht wegen 0’/ ’L+T) = O.&Li-rﬁ?):m)
viel an Genauigkeit verloren., Um genauere Resultate zu erzielen, mii8te man
dann A Kleiner nehmen, In einigen Fillen lieB sich aus den Resultaten kein
SchluB auf die Konvergenzgeschwindigkeit ziehen, wenn man mit {'- in die

Néhe der oberen Crenze des Erlaubten ging., Bei Beachtung dieses Sachverhalts
und dementsprechender Wahl eines geniigend kleinen Wertes fir den Parame ter r\
bestidtigen die numerischen Resultate in allen Beispielen die in Kapitel 2
entwickelte Theorie, Nimmt man jedoch (« nicht klein genug, so ist in einigen
Fillen deutlich eine ungefthr lineare Abhéngigkeit des Fehlers von [\ y Je=

doch quadratische Abhéngigkeit von .& zu erkennen,

12) Fiir das Aufstellen der Computer-Programme und die Durchfihrung der
Rechenléufe bin ich Herrn J, Steuerwald zu Dank verpflichtet.
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In allen Beispielen wurden fir X= J'. 0.2 J' ganzzahlig,
und ausgewiéhlte Werte T Resultate ausgedruckt,

1. Beispiels Dieses Beispiel ist so gewihlt, daB die Randbedingungen
bei x¥=0O fiir 0<¢<] gemischt, fir 7<¢<5 vom Dirichletschen Typ sind,
Bei x=/_  sind sie fiir 0 €4 €2  vom Dirichletschen Typ, fiir 2 <{< ¢
gemischt. Ferner ist o¢(0,¢) << O fiir 0 £¢<7/2. Ein Rechenlauf mit
@=0 e r:o.d : £ - '//40 und £ = 7/20 ergab bei {‘:3 fol-

gende Resultate (gerundet):

X u fir 4= '7/40 u fiir /a-‘-‘- 7/20 exakte Fehlerquotient
Iosung w

0.0 0.859375 0.859375 0.859375 0/0

0,2 1.028367 1.006259 0.998875 34994153

0.4 1.092560 1.045944 1.030375 3.994176

0.6 1.482913 1410170 1.385875 %.994171

0.8 2.630401 2.530680 2.497375 3.994144

1.0 4,966051 4.839232 4.796875 3994097

Ein Rechenlauf mit 9-:/] : {-t=2 : &= 4/20 und ,£=’I/<LO ergab

bei “LL =3 folgende Resultate :

X U rir A= //2 0 U fir 4= 7/40 exakte Fenlerquotient
Losung e
wie oben

0.0 0.859375 0.859375 0.859375 0/0

0.2 1,006305 1,000730 0.998875 4,006386

0.4 1.046038 1.034285 1.030375 4,005850

0.6 1.410309 1.391976 1.385875 4.005145

0.8 2.530854 2,505736 2,497375 4.004293

1.0 4.839420 4,807503 4.796875 4.,005308

Damit ist quadratische Konvergenz in 4 demonstriert,
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2, Beispiel: Es wurde mit & =0 , ¢ = 0.1 und den Schritte
weiten KL =7/20 und K = ’V ¢ (O gerechnet, Resultate wurden ausgedruckt
fir £ =v. 0792, V ganzzahlig, Fir 0 <t < 2 1liegen die Fehlerquo-
tienten (auBer am rechten Rand, an dem eine Dirichletsche Randbedingung
vorliegt und das Verfahren die genauen Werte der Liésung einsetzt) zwischen
1.8489 und 2,0022, womit lineare Konvergenz in K demonstriert ist, Bei

f = 1 (das ist die Stelle, an der auf der linken Seite die Randbedingung
vom gemischten Typ in den Dirichletschen Typ iibergeht, liegen die Fehlerquo-
tienten zwischen =2,0777 und =0,805 « O—'S- . Zwischen £ =1 wd ¢ =2
liegen auf beiden Seiten Dirichletsche Randbedingmgen vor, und das Rosesche
Verfahren (R) stimmt dann mit dem Schems (I) iiberein, Fir 7 < #< 2 ergeben
sich demgemiB Fehlerquotienten zwis;:hen 3,8019 und 4,0061, womit in diesem
Gebiet quadratische Konvergenz in ¢R demonstriert ist. Fir ¥ >2 hat man
am rechten Rand gemischte Randbedingungen, und dementsprechend féllt der
Fehlerquotient wieder in die Niéhe von 2, Fiir DLt 3 liegt er zwischen
1.9737 und 1.,9804. Die erreichte Genauigkeit der Niherungslosung erkennt man
daraus, daB bei t =23 die Losung « zwischen 0,859 und 4.8 liegt, wihrend
l U --u| gerundet maximal 0,96 fir A = 7/20, 0.49 fir 4 =7/40ve-
tréigt., DaB das Verfahren (R) fiir praktische Anwendung nur bedingt empfehlens-
wert ist, ist somit demonstriert.

3, Beispiel: Wir geben Resultate fiir einen Iauf mit @ = 1 ’
¢ = 4.5 , in dem mit A= 7/20 wuna K= ’//4—0 gerechnet wurde.w)
Fiir {'= 1 liegen die Fehlerquotienten, mit Ausnahme eines irreguléren
Wertes A~ 2.17, zwischen 3.75 und 4.6, bei € =72 zwischen 3.5 und 3.97,
bei =73  zwischen 3,827 und 4.194. Damit ist quadratische Konvergenz in
/ﬁ\ demonstriert. Bei t=3 liegt w zwischen 0,979 und 1.027, wihrend

}U- w| gerundet maximal 1.76 107 tir h=17/20, 431410
fir A = /l/ %0 betrigt. --- Ein weiterer Rechenlauf wurde mit & = O,

= 0205 K ='//40 und 4 = 4/9_0 durchgefiinrt, Bei € =3 ergaben

) genau auf t=1, 2, 3  zu kommen, wurde unmittelbar vorher je
einmal r passend kleiner als 1.5 genommen,
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sich Fehlerquotienten zwischen 3.8 und 4.2, wihrend ' u - u‘ gerundet

naximal 7.85 10 © rir 4, = 1/10 , 1.90- 10 % fur f:fﬁa betrigte

4, Beispiel: BEs wurde zuerst mit @= 1 , P o 7/10 und A = 7/20
gerechnet, Zuerst wurde dabei f» =20 genommen., Da dies nicht akzeptable
werte fiir ({ ergab (bei £ =23 liegt der Fehlerguotient zwischen 13.3 und
1345, l u-ul zwischen 229 und 307 fir A= 7/10 , zwischen 16.9 und
23,1 fir A = 7/20 , bei zwischen 0,049 und 0,797 liegender Losung w« )
wurde zundchst r auf 10 verkleinert und noch einmal gerechnet. Das ergab
bei £ =2 Pehlerquotienten zwischen 6.28 und 6,37 und Werte “,(—— ul ZWi=
schen 51 und 69 fiir 4= 4/40 , zwischen 8 und 11 fiir A = ”/20 o Bei
.k = 7/20 sieht man an diesen Werten, daB fu—v\, ungefdhr auf die Hdalfte
verkleinert wird, wenn man [.4:7_0 durch (—«:: 10 ersetzt; dies zeigt lineare
Abhéngigkeit des Fehlers wvon r o« Da die erzielten Resultate aber immer noch
nicht akzeptabel sind, wurde ein weiterer Lauf mit A= 1 ’ Ik= 1 !

A= 7/4‘0 wd L= 7/?0 durchgefiihrt, Dies ergab Werte , U -ul ZWi=
schen 0,46 und 0.63 fiir /f\ = "//¢o , zwischen 0,11 und 0,16 fiir .K:Wo .
und Fehlerquotienten zwischen 3.9906 und 3.9955. Die Abweichungen I u ~ t
sind also immer noch ziemlich groB, immerhin ist jedoch quadratische Konver-
genz in cp\ demonstriert, Die fiir I_L=2 erthaltenen Werte sind einigermaBen
skzeptabel., Die Losung w liegt zwischen 0,135 und 2.17, die Abweichungen

] LE= “l Jiegen zwischen 0.012 wnd 0.015 fir Ja= 4/!0 , die Fehlerquo-
tienten liegen zwischen 3,989 und 3.993. Um bessere Ndaherungslosungen (_(

zu erhalten, braucht man nur noch »K entsprechend zu verkleinern,

, Beispiel: Es wurde ein Rechenlauf mit &= 0 , p=0.1,
/K':: ?//[O und r£= ’VZO durchgefiihrt. Bei {- =1 wurden Resultate
ausgedruckt, und zwar fiir ac:J'- o1, (}. ganzzashlig. tL liegt zwischen
2,00000 und 3.27324, wihrend !U-ql gerundet maximal 0,04891 fiir ALV((),

0,01255 fiir .Z = 7/20 betrdgt und die Fehlerguotienten, abgesehen von einem
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irregulidren Wert ~° =7.455, zwischen 3,52 und 4.54 liegen, Damit ist demon-
striert, daB das Verfahren in & quadratisch konvergiert, Fir die Werte

)(-_-j - . ?f‘:" geben wir die Resultate in folgender Tabelle.

X u_ fiir ‘ﬁ= ’Mo u fiir £=V20 w Fehlerquotient
0.0 2,000883 2,000212 2. 000000 4,159
0.2 2,001135 2,000274 2, 000000 4.146
0.4  2,001257 2.000304 2,000000 4,139
0.6 2,001310 2.000317 2,000000 4,135
0.8  2,001328 2,000%21 2,000000 4,134
1.0  2.001330 2,000322 2,000000 4.133
1.2 2.394676 2.393747 24393453 4,160
1.4 2.749242 2.748590 2.748391 4.274
1.6 3.030117 3.030066 3,030072 =T.455
1.8 3.209536 3.210553 3.210923 3.752
2.0 3.269550 3.272284 3.273240 3.862
8] 3.203719 3.209072 3.210923 3.893
2.4 3.017634 3.026886 3.030072 3.903
2.6 2.728211 2.743224 2.748391 3.905
2.8 2.361779 2,385336 24393453 3.902
3.0 1.951090 1.987449 2. 000000 3.897
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Nachtrag zu § 2b

Die dargestellte Theorie 1l&B8t sich leicht verallgemeinern auf

den Fall einer symmetrisch geschriebenen {Ubergangsbedingung

(2b1) w (F~0,t) = «w (g+0,t),
@F) X I (7-0t) = WO 2= (5+o, t)
mit

@3) 0<\< NW«NW<A N({t)=o0, N®O>o.

Die Formel (2b9) ist dann durch

- i +
2b9 3 = \ S U
(2v9) J g" u&,n n ’z,n
zu ersetzen, In den Formeln (2b10),(2b12), (2b13) und in der Definition
(n+ @) ) . e .
von @ n ersetze man iiberall (mit den jeweiligen Indices)

\ r durch )\ [ . H‘ durch A X‘+ 5
Mit diesen Modifikationen bleiben die Sdtze 2b1, 2b2, 2b3, 2b4 giiltig.

Auch in der ersten Anmerkung auf Seite 29 kann man die Bedingungen

(2b2') und (2b3') ersetzen durch symmetrisch geschriebene Bedingungen

@ X(£,)35 (F-00 = X (5, 8) 3= (£,+0,4),

e 0<h =X, 0+ 0<A | N[5, 020, W&, 920

V-'-'-f 2) o) m-—4.

]




	IPP_6_87 Deckblatt
	IPP_6_87 Text.pdf

