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Abstract

A hydrogen arc with a hollow anode in an axial magnetic field is
subjected to Rayleigh-Taylor instabilities as a result of rotation
due to the radial current components at the anode. These instabi-
lities take the form of periodic fluctuations in the light intensity
emitted from the boundary regions of the arc. The modes m=4 to m=7,
which occur in succession with increasing magnetic field, are iden-
tified by measuring the signal phases in end-on observation of the

arc,

The rotational velocity of the arc plasma is determined spectros-
coplically and comparison is made with the non-dissipative MHD
theory, which yields growth ratesrv qm—1 .

The deviations from this theory that were observed in this experiment
can be ascribed to dissipative effects. A model calculation allow-
ing for electrical conductivity, thermal conductivity, and viscosity
shows in qualitative agreement with the experiment that with in-
creasing magnetic field the highest growth rate passes successively
to the next higher mode.
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I. Einleitung

Die Stabilitit einer Plasmaoberfliiche, die von einem Magnetfeld ge-
gen die Gravitation im Gleichgewicht gehalten wird, wurde 1954% von
Kruskal und Schwarzschild untersucht /1/. Das Gleichgewicht erwies
sich als instabil in Analogie zu dem bekannten Fall einer schweren
Flussigkeit, die Uber einer leichteren geschichtet ist (Rayleigh,
Taylor).

Man kann das Zustandekommen der Instabilit8t auf verschiedene Welse
einfach verstehen:

Man betrachte eine magnetfeldfreie Plasmaschicht, getragen von einem
homogenen Magnetfeld (Abb. 1a), Auf der Plasmaoberfliche fliesst ein
diamagnetischer Strom, dessen Magnetfeld das Feld im Inneren des
Plasmas kompensiert, Wird nun die Oberfliche in der in Abb. 1b
skizzierten Weise gestdrt, so hat sich die magnetische Energie nicht
gedindert - die Feldlinien wurden durch das Plasma nur verschoben =
die potentielle Energie des Plasmas Jjedoch hat sich verringert, da
an manchen Stellen Plasma nach unten gedrungen ist. Insgesamt ist
das System also in einen Zustand niedrigerer Energie Ubergegangen:
der betrachtete Ausgangszustand war instabil.

Diese Betrachtung sagt jedoch nichts Uber den Mechanismus aus, durch
welchen die Instabilitdt hervorgerufen wird. Um diesen zu verstehen,
gehen wir wieder von der ungest8rten Situation in Abb. 1a aus:

Die geladenen Teilchen an der Oberfliche driften mit der Geschwin-

digkeit  V, =”£‘—"‘ 9’;3
r

zeichen in verschiedene Richtungen und erzeugen den oben erwdhnten

entsprechend den verschiedenen Ladungsvor-

diamagnetischen Strom. Wird nun die Oberfl#che wie in Abb., 1b ge-
st8rt, so filhrt die Drift in unterschiedliche Richtungen dazu, dass
die Oberflichen ftr Elektronen und Ionen auseinandergezogen werden
(Abb. 1c¢). Diese Ladungstrigertrennung bewirkt ein elektrisches Feld,
welches senkrecht auf dem Husseren Magnetfeld steht und eine fUr
Elektronen und Ionen gleichgerichtete Drift zur Folge hat, die die
anfingliche Auslenkung noch verstdrkt /2/.
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Abb. 1 Zur Entstehung der Rayleigh-Taylor Instabilitit

Natlirlich sind auch andere Kridfte als die Schwerkraft in der Lage,

- zusammen mit einem Magnetfeld die Rayleigh-Taylor Instabilitdt aus-
zulBsen. Beispiele sind die Zentrifugalkraft oder Trigheitskrifte,
wie sie bei der Implosion von Plasmen auftreten. Teilchen, die sich
in inhomogenen Magnetfeldern bewegen, erfahren ebenfalls Kr&ifte,
die die Instabilitidt auslBsen kdnnen.(Zentrifugal- und grad B-
Krifte). Ob eine Plasmakonfiguration stabil ist, hidngt von der
Richtung der wirkenden Kraft und diese wiederum von der Lage des
Krtimmungsmittelpunktes der Feldlinien ab /2/. Liegt er im Plasma,
ist dieses also von aussen (Vakuum) her gesehen konvex, so ist die
Ausgangssituation instabil. Prinzipiell ist es fUr das Zustande-
kommen der Instabilitidten nur wichtig, dass senkrecht zu einem Mag-
netfeld eine auf positive wie negative Ladungstriger in gleicher
Richtung wirkende Kraft lé vorhanden ist, damit sich dann Uber die
I{xB Drift ein E ~Feld aufbauen kann,

R.T. Instabilitdten wurden in verschiedenen Experimenten beobach-
tet, 1960 fanden Dickinson, Bostick, DiMarco und Koslov /3/ mit
einer Kerrzellen-Kamera "Flutes" (d.h., eine rillenfdrmige Struktur)
an Plasmoiden, die in ein Magnetfeld eingeschossen und darin abge-
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bremst wurden. Die Anwachszeiten lagen bei O,S/usec. Curzon,
Folkierski, Latham und Nation /%/ beobachteten R.T. Instabilitften
an einem linearen Pinch und fanden kleinere Anwachsraten, als nach
der Theorie zu erwarten war. Green und Niblett /5/ konnten in einer
Theta-Pinch Entladung widhrend der Implosionsphase "end-on" Framing-
kameraaufnahmen des Plasmaquerschnitts machen, die direkt die ein-
zelnen "Flutes" zeigen. Gleichzeitig stellten sie Uberlegungen Uber
die mdglichen Ddmpfungsmechanismen an. Bodin, Newton und Peacock
/6/ stellten #hnliche Untersuchungen an einem heisseren Theta-Pinch
Plasma an und fanden, dass die Viskositdt der Ionen die "instabilste
Wellenlénge" bestimmt. Albarez, Krall und Oxley /7/ untersuchten an
einem linearen Pinch mit Kerrzellenaufnahmen "end-on" durch eine
maschenffrmige Anode die Anwachsraten von R.T. Instabilitidten, die
auftraten, wenn sich das Plasma nach einer anf#nglichen Kompression
aufgrund des eingeschlossenen Magnetfeldes wieder expandierte. Ihren
Messungen zufolge sind die Anwachsraten kleiner als erwartet.

Auch in Spiegelmaschinen gibt es experimentelle Anzeichen flr das
Auftreten von Flute-Instabilitdten /8/. Im Experiment von Perkins
und Post /9/ stimmen die beobachteten Anwachsraten gut mit Rosen-
bluths und Logmires /2/ Ergebnissen tberein.

1961 berichteten Bodin et al, /6/ im Zusammenhang mit R.T. Insta-
bilitHiten, wie sie bei der schnellen Kompression eines Theﬁa-Pinch
Plasmas auftraten, auch schon Ulber eine von der Zentrifugalkraft
angetriebene Rotationsinstabilitidt. Rostoker und Kolb /10/ fanden
1961 dieselbe Erscheinung, jedoch deutlicher ausgeprigt. Hier
spaltete sich die Plasmas#iule in zwei Arme auf ("Fission Instabi-
lity") die, wie durch stereoskopische Schmieraufnahmen gezeligt
wurde, umeinander rotieren, Bodin et al. /11/ konnten anhand von
Framingskamera-Aufnahmen den ganzen Ablauf der m=2 Instabilitit in
ihrem Theta-Pinch Plasma vom ersten Auftreten einer Unsymmetrie des
krelsf8rmigen Plasmaquerschnitts bis zum Auseinanderfliegen der
beiden "Bruchstlicke" verfolgen.

Der Grund, weshalb in Abweichung von der idealen MHD-Theorie (el
Kap. II), welche Anwachsraten ~ |{m-1 ergibt, gerade m=2 und keine
h8heren Moden beobachtet werden, besteht nach Rosenbluth, Krall und
Rostoker /12/ darin, dass ftir die heissen Theta-Pinch Plasmen die
Gyroradien der Ionen in die Gr8ssenordnungen der Plasmadimensionen
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kommen. (Im Experiment von Rostoker und Kolb /10/ war der Plasma-
radius ~~ 4 mm; der Ionengyroradius =« 1 mm; die Ionengyrofrequenz
3108 sec-1, die Winkelgeschwindigkeit der Rotation = 10’ sec_1J
Dann ndmlich sind die Ionen (bei gentigend schneller Gyration) Uber
ihre Kreisbahn "verschmiert" und "sehen" im Mittel ein anderes Feld
als die Elektronen. Sie driften daher verschieden von den Elektro-
nen und verursachen durch diese Ladungstrennung ein elektrisches
Feld, das wiederum die Drift beeinflusst und gegebenenfalls sta-
bilisierend wirkt. In /10/ kann dadurch die Stabilisierung der

Moden mit m > 2 erklirt werden.

In der vorliegenden Arbeit wird tlber das Auftreten von Rayleigh-
Taylor Instabilitften an einem rotierenden Wasserstoff-Lichtbogen-
plasma bei Uberlagertem axialem Magnetfeld berichtet. Die beobach-
teten Moden umfassen m=4 bis m=7, Das Bogenplasma ist dabei nicht
im eigentlichen Sinne instabil; vielmehr wird der Vorgang nach
Erreichen einer endlichen Amplitude stationir und bildet eine in
¥ -Richtung laufende Welle, die im Experiment durch Helligkeits-
schwankungen des von den Husseren Bogenbereichen emittierten
Lichtes festgestellt werden kann.




_5_

II. Rotationsinstabilitdt in der N#Zherung der idealen

Magnetohydrodynamik

Die Stabilitidt einer starr rotierenden idealen (dissipationsfreien)

Plasmasiule wurde von Taylor /13/ und Haines /14/ untersucht. Im

wesentlichen werden wir Taylor folgen,

Betrachtet wird eine zylindersymmetrische Plasmasiule im Vakuum

bei Uberlagertem achsenparallelem Magnetfeld. Die Winkelgeschwin-

digkeit der starren Rotation sei Q. Das Plasma gehorche den fol-

genden Gleichungen:

1.) Kontinuit#tsgleichung:

QS +-d&l’9 V =0
ot
2.) Adiabatengleichung:

dp _ » P
de ~ ¢

Mit (1) kann man dafiir schreiben:

P ¢ dirp¥ =~ (3-1) p dinV

3.) Maxwell-Gleichungen:

2 __JdB
YwE = o

vo4B = u.g

4.) Ohmsches Gesetz: (5H=°°)
a2 P
E::.—\/X.B

Daraus wird mit (3a):

——

B = 1ot (PxE)

5.) Bewegungsgleichung:

(1)

(2)

(2a)

(3a)

(3b)

(&)

(%a)

(5)
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Im ungest¥drten Zustand (Index "O") haben wir folgende Gr¥ssen

il

P (o; Je ; 0)
Vo= ( o7 Lhr 0)
(0: o ;Bm)
E _—.(E(ﬂ,- 0 0)
Poi So; af =0 ;N const.

Nach (5) gilt im ungestdrten Fall:

b &
I

0
= (P 2/“0) = 9o 2T (6)
Nach (4) gilt:
E +rNB =0 (7)
ferner nach (3b):
dB = o Fr) (8)

Wir addieren nun zu den Ausgangsgrdssen kleine St¥rkomponenten und
gehen tlber zu folgenden Vektoren:

=4

gf= o+ff =, (7. / 9(7)451}; O)

D - _)*

VEVerv® = (v 1wy 0)

§= -_\o+§* — (6‘1’; ’@,f I'B(T)-f'g.z.)
P = PtP"

9 = f+O"
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Produkte von Stdrgr8ssen werden vernachlissigt (Linearisierung).
Fir die Stbrgrssen wird folgender Ansatz gemacht:

((wt
OZ(T,V,L‘) = CL(T e 1 +'m90) (U:UR_“T) (9)

Die r-Abhingigkeit soll in der (komplexen) Amplitude'ﬁ(r) enthalten
sein,.

Weiter gelte:

div T =0 (10)

Damit wird automatisch die Randbedingung an der Grenze Plasma -
Vakuum erfillt (vgl. /13/).Taylor weist zur Begriindung dieser
Gleichung auf das Energieprinzip hin /15/. Wegen des im Energie-
integral auftretenden positiv definierten Terms (div é )2 ( é
Verschiebung) sind St¥rungen, die die Bedingung (10) erftillen,
"die am wenigsten stabilen".

Anschaulich ist klar, dass eine Instabilitdt, die ohne Kompression
des Plasmas vor sich geht - falls eine solche Stbrung mit den
tibrigen Gleichungen und Randbedingungen vertr&dglich ist - sich eher
ausbilden wird, als eine andere, zu deren Bildung zusdtzlich Kom-
pressionsarbeit aufgebracht werden muss, Im Falle einer starr ro-
tierenden, idealen Plasmasiule ist die Gleichung (10), die eine
Vorabverfilgung Uber die r-Abhingigkeit der StUrgeschwindigkeit dar-
stellt, im Einklang mit den Randbedingungen und fUhrt zu keinem
Widerspruch mit dem Ansatz (9).

In Komponenten lautet (10):

1 3 ¢ i
L Llr —J s =0 (10a)
* ar( v) + 5 MV
Filhrt man zur AbklUrzung die Gr8sse w = w+mQ ein, so erhdlt man
aus (1):

¥ a’?o

= = U, —= 11

§ =0 rdr (11)

und aus (2a):

p%-"'-('—?f,r d—-—-lo" (12)
¥
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Das linearisierte Ohmsche Gesetz schreiben wir zun8chst in Vektor-

form:
il B IS N =5
g{i = rod(ixB*)* ot (V% B,) (13)
Dabei ist:
VoxB' = (_Q'T-Q% H ;= @)
U3, =(v¢B;—mB; 0 )
Ferner: 95

M(\Zxﬁ*)- ( imQ6, ,.Q"f'*—*g i / "'['mﬂe‘z)
A= (o 01 Sp3REnd ind)

] /

Flr die r-Komponente des gestdrten Magnetfeldes erhalten wir also:

(wb =—-imNb, )

oder
why =0 (14a)

mit den Lsungen w’

= 0, woraus w = -mQ folgt oder b, = O.
Dabei ist lediglich die letztere von Interesse, da sich im ersten

Fall eine rein reelle Frequenz ergibt.

Die y-Komponente liefert:

074.-

awgf gl = & g,r_Q und damit: ,@F =0 (15)

Die z-Komponente schliesslich liefert:

avf dB

’ _—. = L
(w &, = L‘mﬂ@2 FB-B3 -V T T’mB"j’o
Mit (10a) folgt:
_ ¢ AB
A =%u (16)
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Die beiden Komponenten der Bewegungsgleichung lauten:

9060'UT~2?0Q%—§45Q1T C) (P**L Zox ) (17)
0 ~19p*_B 0t
Q LWy +20, 0, T 3 T 3y

(P* B@*) (18)

Flr die rechte Seite von (17) erhidlt man

Pl dr. , B dB . 2
3'}" w.r ?'(d.r_ Mo dT)] - &;T;;(VTQa.Q T’)
Ao

= .Q'rv,, S w'ﬂ%a (rvy)

2
- G_Q d?o ..D 2
=—-= 0y tm

ot T'GfT —nib Y
Nun kompensiert der erste Term rechts gerade den auf der linken
Seite von Gl.(17) entstehenden, wenn man den Ausdruck fur Q*'aus
(11) einsetzt. Man findet:

. 2
va.,.+(£—2,—m——2ﬁ)v)o =0 | (19)
| J2 L

Wir multiplizieren (19) mit -i und addieren (20) dazu. Wir defi-
nieren eine neue Geschwindigkeit U = 1a.+~£vy und erhalten:

(21)

2 —
w'— 2L m +2.Q)’U‘ = 0
wl'
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Mit den L¥sungen:

I): (wl—-%;m +2Q) =0
— b=l *V1+m (22)

mit stets reellem mﬁ so dass diese LYsung nicht mehr
weiter von Interesse ist.

1I): U =0

d.nh. U, =Ly (23)

Dies ist Taylors "universal mode", Setzt man (23) in (19) und (20)
ein, so ergeben beide dieselbe Gleichung, nidmlich

/2 / 2
W =2lu+mil =0
mit der LUsung

w’=ﬂféﬂ\}m—’l

(2%)

oder:

W==(m-1)NLEQVm-1 (=5

Taylor, der die Rechnung fiir ein mit dem Plasma rotierendes Bezugs-
system durchgeflhrt hat, findet fUr diesen Fall die Gl. (24) als
Dispersionsbeziehung.




= 41 =

ITI. Experimenteller Teil

a) Die Bogenanordnung

Die experimentelle Anordnung entspricht im wesentlichen derjenigen,
die von Mahn, Ringler und Zankl /16/ beschrieben wurde. Der Bogen
brennt in einer Brennkammer bei etwa 3 - 4 Torr iiber eine L&nge von
12 cm zwischen wassergekilhlten Elektroden. Die Kathode besteht aus
einer thorierten Wolframspitze, die in einer Kupferdilse steckt. Die
Anode wird von einer weiteren KupferdUse gebildet. Das Brenngas wird
entlang der Kathode zugefilhrt und stromt hinter der Anode wieder ab.

Wdhrend der ersten Phase der Experimente waren Aufbau und Halterung
der Anode unveréndert gegentlber der in /16/ beschriebenen Anordnung.
Das bedeutet, dass wie dort ein Teil des Stromes - insbesondere bei
grossen Magnetfeldstdrken - auf dem die Anode tragenden Flansch und
dem dahinterliegenden Rohrstutzen ansetzen konnte, Spiter wurde
dieses Ansetzen durch einen Isolierring aus Stenan und Verwendung
elnes Glasgefdsses fUr den hinter der Anode liegenden Brennkammer-
teil vermieden (Abb. 2),

Magnet -

{-— Spulen T~ Fenster zur

.end-on” Beobachtung
= .

Gu-.l/srohr W
7 U —— Absaugstutzen
V2A-Kessel 5 /
Jsolierring

Gas - - N\ |
zufuhr _..El' 1221 + t ' i

L G M)

Experimentelle Anordnung

Abb, 2
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Der Bogen brannte mit Stromstdrken zwischen 1200 A und 2000 A in
Wasserstoff. Flr manche Messungen wurden kleine Mengen Stickstoff
(2 %) beigefligt, um schmale Linien zur Messung von Linienverschie-

bungen zur Verflgung zu haben,

Die axiale Magnetfeldstirke betrug zwischen 6 kG und 28 kG. Die
Spulen waren so angeordnet, dass durch seitliche, rechteckige Be-
obachtungsfenster der ganze Bereich zwischen Kathode und Anode zu
sehen war, Die dadurch bedingte Inhomogenitdt der z-Feldstidrke war
dennoch nicht grdsser als 2 % Uber die gesamte Bogenlinge. Zur
"end-on" Beobachtung war im Absaugstutzen ebenfalls ein Fenster
eingelassen.

Der Bogen wurde beli einem Druck von einigen Zehntel Torr in einem
Magnetfeld von etwa 4 kG durch Anlegen der vollen Gleichrichter-
spannung von 500 V gezlindet., Eine Steuerungsautomatik steuerte die
Magnetfeldstidrke dann langsam auf den Endwert und liess iUber ein
Magnetventil so viel Wasserstoff durch die Brennkammer strdmen,
dass sich ein konstanter Druck von 3-4 Torr einstellte, Dann wurde
der Bogenstrom flr 2 Zehntelsekunden auf seinen vollen Wert '"ge-
pulst". W8hrend dieser Zeit fanden alle Messungen statt. Anschlies-
send wurde der Bogenstrom abgeschaltet und der Spulenstrom langsam
heruntergeregelt.

Messungen der ZustandsgrUssen des vorliegenden Bogenplasmas wurden
nicht durchgeftihrt. FlUr den Aussenbereich des Bogens =~ und mit die-
sem werden wir es im Folgenden haupts8chlich zu tun haben, weil hier
die Stelle maximaler Rotationsgeschwindigkeit liegt - kann man den
Temperaturverlauf wie er in /16/ angegeben wurde, als gllltig be-
trachten, da wegen des grossen Wertes der (Reaktions-)Widrmeleit-

IR

-20000

Abb, 3
10 000 Aus /16/ Ubernommener Temperatur-
verlauf flr den Bogenrand,

rlcm)
0 T T T =
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fihigkeit im teilionisierten Bereich der Temperaturgradient klein
ist (Abb. 3). Innen kann wegen der ge#dnderten Elektrodengeometrie
der Strom anders fliessen und wird dementsprechend einen anderen

Temperaturverlauf hervorrufen.

Im Anschluss an die vorliegenden Messungen durchgeflhrte spektros-
kopische und Laser-Streu-Untersuchungen von Ringler /17/ an dieser
Bogenapparatur deuten darauf hin, dass der Bogen auf der Achse tat-
stichlich erheblich k#lter ist als die in /16/ untersuchte Version.

Die Strahlung eines Plasmas mit einem derartigen Temperaturverlauf
besteht am Rand hauptsichlich aus Linienstrahlung, wdZhrend das Plas-
ma weiter innen vollionisiert ist und daher fast ausschliesslich
Kontinuumsstrahlung (frei~frei und frei-gebunden) emittiert. Im
Lichte einer Wasserstofflinie, z.B. Hﬁ, erscheint der Bogen daher
als Hohlzylinder.

In /18/ ist gezeigt worden, dass ein Bogen mit Hohlanode aufgrund
der radialen Stromdichtekomponenten rotiert. Die modellmissige
Rechnung unter Einschluss der Zidhigkeit der Ionen fihrte zu einer
befriedigenden Ubereinstimmung der berechneten Rotationsgeschwindig-
keit mit den spektroskopisch und mit Potentialsonden gemessenen
Werten.

FUr die Mitnahme der vor der Anode liegenden Schichten bis hin zur
Kathode - die Messungen wurden in der Mittelebene zwischen den
Elektroden durchgeftthrt - wurde die folgende Erklirung gefunden:
Man stelle sich zwel unmittelbar nebeneinanderliegende Scheibchen
‘vor, eines in Rotation, das andere in Ruhe., In dem rotierenden
Scheibchen herrscht ein radiales E -Feld, das dile v'xIS EMK kompen-
siert. Infolge dieses f -Feldes fliesst in dem ruhenden Scheibchen
ein Strom in radialer Richtung, wodurch dies ebenfalls zu rotieren
beginnt. Der radiale Strom fliesst so lange, bis beide Rotationsge-
schwindigkeiten gleich geworden sind. Auf diese Welse setzt sich die
-Rotation Schicht ftir Schicht bis zur Kathode hin fort.

Die Messung der Rotationsgeschwindigkeit wird im Ubern&dchsten Ab-
schnitt beschrieben,
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b) Regilstrierung der Lichtschwankungen

Emissionsgebiet der Breitband -
Linienstrahlung Interferenzfilter
<
Y T Lichtleiter

Zum
Querschnitt durch den

Photomultiplier
Bogen

Registrierung der Lichtschwankungen

Abb. &4

Zur Untersuchung des zeitlichen Verlaufs der Linienstrahlung wurde
die Plasmasiule in der in Abb. 4 skizzierten Weise auf die Ein-
trittsfliche eines Lichtleiters abgebildet. Dieser endete vor der
Photokathode eines RCA 931 A Photomultipliers.

Abb, 5 zelgt das Gleichspannungs-
signal, woraus hervorgeht, dass
die HBnIntensitat nach steilem
Anstileg einen konstanten Endwert
erreicht, Diesem Gleichspannungs-
signal 1st eine Wechselspannungs-
komponente Uberlagert.

Abb. 5

Zeltlicher Verlauf der H_ -
Intensitdt am Bogenrand B
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Abb. 6a Abb. 6b
Lichtschwankungen bei fester Bo- Lichtschwankungen bei fester
genstirke (1800 A) in Abhingig- Magnetfeldstidrke (10,6 kG) in
keit von der Magnetfeldstlrke Abhingigkeit vom Bogenstrom

Die Oszillogramme in Abb. 6 zeigen den Verlauf der Wechselspannungs-
amplituden bei fester Magnetfeldstdrke in Abhdngigkeit von der Bo-
genstromstirke (a) und umgekehrt (b). Die Amplitude hingt danach
offensichtlich vom Produkt Stromstirke x Magnetfeldstédrke ab. Zu-
nichst unerwartet f4llt das Oszillogramm in Abb. 7a aus: Trotz wei-
ter gesteigerter Magnetfelstirke ist die Lichtschwankung verschwun-
den. Dieses Verhalten machte einen Zusammenhang der Erscheinung mit
der Rotation wahrscheinlich,., Wie frilher beschrieben, wird der Bogen

B = 16 kG
IBogen = 1800 A
Abb, 7 b)

Lichtschwankungen am Bogenrand vor dem Umbau der Anodenhalterung
a) Stromansatz hinter der Anode mdglich.

b) Ein eingeschobenes Isolationsrohr verhindert den Ansatz des
Stromes am Absaugrohr hinter der Anode.
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durch die radialen Stromkomponenten in der Anode in Rotation ver-
setzt. Bei weiterer Steigerung der Magnetfeldstdrke verlagert sich
nun der anodische Stromansatz von der eigentlichen Hohlanode auf
das Ende des die Anode tragenden Rohrstutzens. Dies kann man durch
end-on Beobachtung direkt am Aufgliihen des Rohrrandes erkennen.
Dieser Ansatzpunkt liegt etwa 40 cm hinter der Anode und damit in
einem Gebiet, wo das Magnetfeld schon merklich inhomogen ist. Der
Bogenstrom kann jetzt weitgehend parallel zu den Feldlinien flies-
send ansetzen und es besteht kein Grund zur Rotation. Das erklirt
das Verschwinden der Schwankungsamplitude in Abb. 7a. Um diese
Annahme zu erhirten, wurde ein Aluminiumoxydrohr durch den Absaug-
stutzen bis unmittelbar hinter die Anode geschoben und der Bogen
bei gleichen Bedingungen wie in Abb. 7a betrieben. Es ergab sich
das Oszillogramm der Abb, 7b. Die im Oszillogramm auftretenden
grossen Amplituden beweisen die Richtigkeit dieser Vorstellung.
(Der untere Strahl in den Oszillogrammen entspricht einer um 90o
versetzten Beobachtungsrichtung.)

FUr die weiteren Untersuchungen wurde der oben erwdhnte Umbau der
Anodenhalterung vorgenommen (Abb. 2), so dass kein Stromansatz
hinter der Anode mehr mdglich war.

Die Wechselspannungsamplituden lagen fUur HB bei etwa 10 ¥ des In-

tensititsmittelwertes; fir Kontinuumsstrahlung (etwa 100 R breites
Band im Griinen zwischen Ha und HB) bei etwa % % bis maximal 5 %.

¢) Messung der Rotationsgeschwihdigkeit

Zur Messung der Rotationsgeschwindigkeit wurde ein Querschnitt des
Bogens'in der Mitte zwischen Kathode und Anode auf den Spalt eines
PGS 2 Gitterspektrographen abgebildet. Bei Verwendung eines Gitters
mit 1300 Strichen/mm ergab sich eine Dispersion von 3,85 R/mm fur
den eingestellten Spektralbereidh zwiéchen H6 und HE. Die Messung
wurde an der NII-Linie 3995 R durchgeftihrt, da diese bis welt zum
Bogenrand hin emittiert wird. Infolge der Rotation bewegen sich die
emittierenden Ionen in der oberen Hilfte der Entladung z. B. auf
den Spektrographen zu, in der unteren H4lfte dagegen von diesem weg,
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so dass man eine Blau- bzw. Rotverschiebung des entsprechenden
Linienteils erhdlt. Insgesamt erscheint die Linie geneigt. Polt
man die Stromanschllisse der Magnetfeldspulen um, so &ndert sich
der Umdrehungssinn des Plasmas und damit auch die Neigung der Linie.
Durch Ubereinanderbelichten zweier Aufnahmen erh#lt man "x-f8rmige"

Linien (Abb. 8). Diese kann man in Dispersionsrichtung photometrie-

A
ren und gewinnt Uber Li %g die azimutale Geschwindigkeit.

A

Abb, 8 Durch Doppelbelichtung bei verschiedener Magnet-
feldpolung entstandene Aufnahme der Linie N II 3995 R
(Die breite Linie ist He)

) Ypx 10-[em/sed

r(cm)

Abb. 9 Radiale Verteilung der Rotationsgeschwindigkeit

%
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Durch Ausmessen des Spektrums in verschiedenen Abstiénden von der
Mitte ergibt sich die in Abb. 9 dargestellte Geschwindigkeitsver-
teilung. Dabei bezeichnen Kreuze Messpunkte aus der einen und
Kreise aus der anderen Hilfte des Spektrums.

Dieses Resultat ist mit der Vorstellung einer starren Rotation der
Bogensiule im Einklang, wobei die Geschwindigkeit am Rande in einer
Grenzschicht von etwa 2 mm Dicke auf Null abf&dllt.

Genau genommen darf man die z-Koordinate senkrecht zur Dispersions-
richtung nicht mit dem Radius identifizieren, da in seitlicher
Projektion Licht aus verschiedenen‘radialen Zonen auf eine Stelle
der Photoplatte abgebildet wird. Man erhdlt unabhingig vom radialen
Intensititsverlauf eine durch Null gehende Gerade wie in Abb. 9,
wenn die Plasmasiule starr rotiert. Wenn aber beispielsweise die
Linie nur aus einem sehr schmalen radialen Bereich emittiert wlr-
de, so wlrde sich auch bei nicht-starrer Rotation ebenfalls ein
linearer Verlauf ergeben, da die Geschwindigkeit dieser Schicht
eine sich linear mit z 4ndernde Komponente nach vorn bzw, hinten
hitte. Wird jedoch, wie im vorliegenden Fall, die Linie aus einer
breiten Schicht emittiert und ergibt sich eine Gerade, so spricht
das daflir, dass die weiter innen liegenden Schichten starr mit-
rotieren, denn sonst wlrden sie bel geringerer Rotationsgeschwin-
digkeit einen unterlinearen Verlauf der Abb. 9 bewirken, Drawin
/19/ hat ein Verfahren angegeben, womit man die Geschwindigkeit
nentabeln" kann. Hierzu wiren jedoch recht umfangreiche weitere
Messungen und numerische Rechnungen erforderlich.

Das Linienpaar 3995 R scheint nicht v8llig scharf zu sein, Mit der
Messlupe ist jedoch auf der Platte bereits eine Aufspaltung der
Linien im Magnetfeld - besonders in den Linienschwdnzen - festzu-
stellen. Besonders ausgeprigt ist die Aufspaltung bei der Linie

4630 R. In Abb. 10 erkennt man, dass die Aufspaltung in ein Triplett
sehr vorteilhaft fUr die Geschwindigkeitsmessung ist. Um den Ein-
fluss der Kbrnigkeit des Photomaterials zu unterdricken, wurde
dreimal dicht nebeneinander photometriert. Dass trotz etwa gleicher
Belichtungszeit beide Linien so unterschiedlich geschwdrzt sind,
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liegt vermutlich an der Vorbelichtung,

die die Platte wdhrend der ersten Auf-
AR nahme erfihrt. Zur Bestimmung der
radialen Verteilung war die Linie
4630 R jedoch nicht sehr geeignet.
Sie wurde zur Kontrolle der Magnet-
feldabhingigkeit und der z-Abhdngig-
keit der Rotation verwandt, da sie
aus der Zone mit der maximalen Ro-
tationsgeschwindigkeit mit genligender
Intensitit emittiert wurde. Dabel er-

gab sich, dass sich die Rptationsge-
schwindigkeit in einer Ebene in der

Messung der Rotationsgeschwindigkeit

Abb. 10

Mitte zwischen den Elektroden und
unmittelbar vor der Anode nicht un-
terscheiden, woraus zu schliessen ist, dass der Bogen als starre
zylindrische S#ule rotiert. Die Rotationsmessungen an der im Magnet-
feld aufgespaltenen Linie 4630 R ergeben fUr Magnetfelder zwischen
15 kG und 26 kG Werte von 2,6-106 sec”! Dbis 3,0-106 sec”! fUr die
Winkelgeschwindigkeit, Dieser geringe Unterschied kann nur daher
kommen, dass sich gleichzeitig mit dem Magnetfeld auch der Anteil
der radialen Stromdichte an der Anode, der fUr die Rotation verant-
wortlich ist, #ndert. Bei der vorliegenden Form der Anode kann der
Strom radial und axial eintreten, da der Durchmesser der Bohrung
kleiner ist als der Bogendurchmesser. Dass mit steigender Magnet-
feldstirke der axial eintretende Anteil zunimmt, folgt auch aus der
Tatsache, dass dann die an der Kathode sichtbaren Brennspuren ganz
am Hussersten Rand liegen, Bel welterer Steigerung der Magnetfeld-
stirke bis auf etwa 30 kG geht der Bogen sogar auf die die Kathode

umgebende Kupferduse tiber,
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d) Bestimmung des Umlaufsinnes der Instabilitit

Um den Drehsinn der Instabilitdt festzulegen, wurde der Bogenrand
mit zwel Linsen auf Lichtleiter abgebilildet, wobeli von beiden Strah-
lengéingen ein Winkel von 100 gebildet wurde (Abb. 11),

Ly

) ) zu den
Lichtleiter

Photomultipliern

Querschnitt durch die Bestimmung des Drehsinns
B : A
lasmasdule der Instabilitdt

Abb. 11

LEuft die St¥rung in Pfeilrichtung um, so sollte das Signal, das
dem schraffierten Bereich entspricht, gegeniiber dem anderen Signal
um einen kleinen Betrag vorauseilen. Andernfalls umgekehrt.

| 1ps

Abb., 12 zeigt die Verschiebung der
Signale gegeneinander. Wird die
Richtung des Magnetfeldes umgepolt,
so eilt das andere Signal in seiner
Phase voraus. Der Vergleich mit den
Abb., 12 Rotationsmessungen ergibt, dass die
Zur Bestimmung der Umlauf - St¥rung stets in der gleichen Rich-

richtung der Instabilitdt rung wie das Plasma uml&uft,

Dieses Ergebnis ist in Ubereinstimmung mit der idealen MHD-Theorie
aus Abschnitt I. Dort ergab sich fUr einen mit dem Plasma mitro-
tierenden Beobachter die Dispersionsbeziehung:

w' =N tinYm-1

Ein solcher Beobachter sieht in einer Sekunde Q Wellenperioden an
sich vorbeiziehen; pro Umdrehung also eine Periode. Auf der Plasma-

oberfliche sind aber m (m > 1) Perioden verteilt. Da nur eine pro
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Umlauf an ihm vorbeikommt, bewegt er sich in Richtung der Welle,
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jedoch mit verschiedener Geschwindigkeit,

e) Bestimmung der azimutalen Wellenzahl m

Die in 59—Richtung laufenden St8rungen wurden durch Schmieraufnahmen
mit einer Drehspiegelkamera des in /20/ beschriebenen Typs photo-
graphiert. Als Photomaterial diente der Kodak 2485 High Speed Re-
cording Film, der in Kodak MX 642 entwickelt wurde. Der Spalt der
Drehspiegelkamera schnitt dabei ein Scheibchen von etwa 0,5 mm

Dicke aus der Plasmas&ule aus.

Abb. 13 zeigt das beste Resultat, das
auf diese Weise gewonnen wurde. Das
Bild entspricht einer m=4 Mode, wie
man in diesem Fall durch direktes
Verfolgen der hellen Zonen erkennen
kann, FlUr hhere Moden wurden die
Aufnahmen durchweg unlibersichtlich.
Dies mag einerseits daran liegen,

dass das sehr hart arbeitende Photo-

material kleinste zufidllige Intensi-
Abb., 13 titsschwankungen hervortreten lésst,

Drehspiegelaufnahme eines andererseits auch daran, dass ein
Querschnitts durch den Bo-

gen im Gesamtlicht derart schmales Scheibchen ausge-

blendet wird. Auf allen Aufnahmen
sind deutlich zopfartige Muster zu erkennen; ein direktes Verfolgen
der einzelnen Zonen ist nur bei einigen Aufnahmen mb6glich, die
durchweg m=4 entsprechen,

Da sich durch side-on Aufnahmen m nur unvollkommen bestimmen l&4sst,
wurde versucht, durch end-on Beobachtung und Messung der Signal-
phasen Aufschluss Uber die hdheren Moden zu erhalten. Dazu wurde

das Innere der Hohlanode entsprechend Abb. 14 derart auf eine Loch-
scheibe abgebildet, dass das Bild des Innenrandes der Anode auf

dem Lochkranz lag. In den Strahlengang war ein Blauglasfilter einge-
baut, welches das Licht der hellglUhenden Kathode absorbieren sollte.
Zur Festlegung von m wird nun untersucht, an welchen Stellen am
Anodeninnenumfang das zweite Signal mit dem an einem festen Bezugs-
punkt gemessenen ersten Signal in Phase ist. Ein Lichtleiter bleibt
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Bild des Anoden-

. N
innenumfangs

Beobachtungsfenster Blauglasfilter
/

/ \
Objektiv Linse Objektiv

Lochscheibe

Schema des Strahlenganges bei ,end-on” Beobachtung

Abb, 14

also wHhrend der Messung fest, wogegen der andere reihum durch alle
L¥cher gesteckt und die Phase des entsprechenden Signals mit dem

Referenzsignal verglichen wird.

Die Messung der Phase geschieht auf folgende Weise: Die Photomulti-
pliersignale passieren ein Bandfilter, werden verstdrkt und dann
durch Spannungsbegrenzer bei etwa 1,5 Volt abgeschnitten (Abb, 15).

U:’_\— BAND - ; SPANNUNGS -
VERSTARKER
PHOTO - FILTER BEGRENZER
MULTIPLIER
- . A -
BAND g ] PR SPANNUNGS
FILTER | BEGRENZER

MULTIPLI - INTE - o
KATOR GRATOR

MESSUNG DER PHASENDIFFERENZEN

Abb. 15
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Die so erhaltenen Rechtecksignale werden in die beiden Einginge
eines Multiplikators gegeben. Die dem Produkt entsprechende Spannung
wird einem Kondensator zugefilhrt, der in regelmidssigen Zeitabstin-
den entladen wird. Die Kondensatorspannung wird von einem Speicher-
Oszillographen aufgeschrieben,und die Hthe des so entstehenden
SHgezahns ist ein Mass fiUr den Korrelationsgrad der Signale, Sind
beide Signale in Phase, so ist der Ausschlag maximal positiv, sind
sie gegenphasig, so ist der Ausschlag maximal negativ., Die vorhin
erwdhnte Spannungsbegrenzung ist aus mehreren Grinden notwendig.
Einmal m8chte man die Empfindlichkeit der Messanordnung mdglichst
voll ausnutzen (diese ist proportional dem Amplitudenquadrat der
Eingangssignale), ohne den Multiplikator zu Ubersteuern, zum anderen
soll die Amplitude m8glichst konstant sein, denn eine Amplituden-
inderung bringt ebenfalls eine Anderung des Integratorcsignals mit
sich.

Wihrend der Brennzeit des Bogens von etwa 0,2 sec produziert der
Integrator vier Sigez#hne, d.h. zu jedem S#gezahl tragen bel einer
mittleren Frequenz von 1 MHz 50 000 Schwingungsperioden bei. Dies
macht den Vorteil einer elektronischen Phasenmessung gegenllber dem
rein visuellen Vergleich von Oszillogrammen mit nur wenigen Perioden
deutlich. Die in Abb. 15 vor dem Hauptsignal sichtbaren S#gezédhne
kleinerer Amplitude geh®ren zu dem Zeitraum vor dem Hochschalten

des Entladungsstromes, wo auch schon Lichtintensit&étsschwankungen
registriert werden,

Trigt man die Integratoramplituden in Abhingigkeit vom Winkel zwi-
schen den Lichtleitern in einem Polardiagramm auf, so erhdlt man

die Abbildungen 16 (m=4), 17 (m=5), 18 (m=6) und 19 (m=7). In diesen
Abbildungen ist die Magnetfeldstdrke der Parameter. Der Bogenstrom
betrigt jeweils 1600 A, Jedem Punkt entspricht ein einzelner Brenn-
vorgang. Die verschieden gekennzeichneten Punkte entsprechen ver-
schiedenen "UmlHufen" des Lichtleiters, woraus man erkennt, dass die
Repréduzierbarkeit gut war, Allerdings hingt sie entscheidend von
der einwandfreien Oberfl#chenbeschaffenheit der Anode ab. Es konnte
nimlich vorkommen, dass man nach lingerem Brennen einen Messpunkt
erhielt, der nach den frilheren Ergebnissen ganz und gar aus der
Reihe fiel. Beim Offnen der Brennkammer fand sich dann immer eine

- oft nur sehr kleine - Schmelzperle an der Hinterseite der Hohlanode,
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Nachdem diese entfernt und die Oberfliche ausgeschmirgelt war,
fielen die Messpunkte wieder wie erwartet aus. Die Zeitabstinde,
nach denen die Anodenoberfliche wieder bearbeitet werden musste,
waren fUr die grossen Magnetfeldstidrken kUrzer: Nach etwa 10 bis

15 Messpunkten folgte beispielsweise fUr m=7 eine sprunghafte
Anderung der Schwankungsfrequenz, verbunden mit einem aus der Reihe
fallenden Messpunkt.

Die azimutale Wellenzahl m hingt bei
fester Bogenstromst#irke reproduzierbar
von der Magnetfeldstirke ab. Bei ge-
rade noch erkennbarem periodischem
Signal (Abb. 20) ist die Mode m=4 vor-
handen. Bel weiterem Absenken der

Abb, 20 Magnetlfeld- und Bogenstromstirke
Die Instabilitit ist ge- kommt keine tiefere Mode mehr zum

rade noch zu erkennen ;
Vorschein.

Das Phasendiagramm in Abb. 21
zeigt mit Ausnahme eines klei-
nen Winkelbereichs um OO, WO
die beiden Signale aufgrund <
unperiodischer Schwankungen \\\~*

noch korreliert sind, um die

90

«0LZ

Nullinie verstreute Messpunkte.
Die hbchste beobachtete Mode
ist m=7 bei einem Magnetfeld

von etwa 28 kG. Bei weiterer

Steigerung der Magnetfeld-

stdrke brannte der Bogen nicht o
mehr einwandfrei: Auf der Ka-
thodenseite ging der Bogen auf Abb. 21
die die Kathode umgebende

Kupferdlise Uber.

Im Verlauf der m-Messungen musste die Anode zweimal ausgewechselt
werden, Dabei zeigte sich, dass die Einsatzpunkte der einzelnen
Moden sich nicht unerheblich verschoben hatten. In der ersten
Justierung fand man beispielsweise m=6 bei 26 kG und m=7 bei 28 kG.

Spdter war m=7 schon bei 26 kG ausgebildet. Innerhalb einer Versuchs-

reihe stieg m jedoch stets in reproduzierbarer Weise mit B an.
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Einige der Phasendiagramme sind nicht v8llig symmetrisch, insbe-
sondere dasjenige fir m=5. Maxima und Minima liegen sich nicht
exakt gegenllber. Das liegt daran, dass die optische Achse der Ab-
bildung der Anode auf den L¥cherkranz nicht genau in der Verlinge-
rung der Achse Kathode - Anode liegt.

f) Untersuchung der z-Abhingigkeit der Stdrungen

Es entsteht die Frage, ob fiUur eine feste Mode die Deformation der
Plasmasiule {lber die ganze Linge des Bogens gleich ist, oder ob
eine Verwindung vorliegt. Schon die Bestimmung von m zeigt, dass
eine mbglicherweise vorliegende Verschraubung der Stirung nicht
sehr gross sein kann, sonst h#dtte man in Lingsrichtung blickend
die einzelnen "Biuche" nicht trennen kdnnen.

Zur Untersuchung der z-Abhingigkeit wurde das Gebiet unmittelbar
vor der Kathode und der Anode derart auf zwei spaltftrmige Licht-
leiter-Eintrittsflichen abgebildet, dass die Verbindungslinie der
Spalte exakt parallel zur Bogenachse verlief.

Zur Justierung der Lichtleiter wurde anstelle der Kathode ein ent-
sprechender Messingzylinder verwendet, an dessen Stirnseite ein
gerader Eisendraht mit einer kleinen Kugel frei beweglich wie in
einer Gelenkpfanne befestigt war. Dieser Draht richtete sich in
einem Magnetfeld von etﬁa 5 kG parallel zu den Kraftlinien und
damit in Richtung der Bogenachse aus. Der Draht wurde dann auf die
spaltfrmige Lichtleiter-Eintrittsfléchen abgebildet. Nun wurde
der Messingzylinder mit dem Eisendraht entfernt und die Wolfram-
spitze als Kathode wieder eingesetzt,

Die Messungen ergeben folgendes Bild:

Bei fester Bogenstromsti#rke (1600 A) und kleinem B-Feld setzt die
Instabilitit mit m=4 an der Anodenseite ein. Die Amplitude an der
Kathodenseite ist kleiner und in der Phase unsicher., Die Phasen
scheinen umso besser Ubereinzustimmen, je grdsser die Amplitude
auf der Kathodenseite wird,.d.h. je besser die Instabilit&dt ent-
wickelt ist. Steigert man die Magnetfeldst#rke weiter, so setzt

m=5 ein - wiederum mit grdsserer Amplitude vor der Anode. Beide
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Amplituden werden bei weiterer Ver-
grosserung von B etwa gleich und man
sieht, dass beide Signale nun exakt in
Phase sind (Abb., 22).

Bei weiterer Steigerung der Feldstirke
nimmt nun die Amplitude an der Anode
wieder ab, wi8hrend sie an der Kathoden-
seite etwa gleich bleibt. Schliesslich
setzt eine neue Mode ein - wiederum ist
die anodenseitige Amplitude grdsser.
Besonders gut erkennt man dies beim
Ubergang von m=6 zu m=7 (Abb., 23).

AAA vg"x—r—f‘—f‘r‘\ A
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Abb. 23

Zz-Abh8ngigkeit
St¥rungen
Anodenseite
Kathodenseite
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Mit steigender Magnetfeldstdrke findet man:

1.) Einsetzen der Mode

Die Amplitude ist auf der Anodenseite grdsser.

Die Phase ist auf der Kathodenseite unsicher.

2.) Volle Entwicklung der Mode

Beide Amplituden sind etwa gleich und die Signale
sind streng in Phase. Man hat jetzt das typische
Bild einer "Flute"-Instabilitdt mit parallel zu den
Feldlinien verlaufender Stbrung.

3,) Ubergang zur nichsthBheren Mode

Abnahme der Amplitude an der Anodenseite. Die Phasen-
lage ist unveridndert, solange an der Anodenseite
tiberhaupt noch eine Phase festgestellt werden kann.

4.) Einsetzen der nichsthBheren Mode - - - siehe 1.).

Die zu den jeweiligen Moden geh®rigen Frequenzen und Magnetfeld-
stirken, die sich bei der letzten Justierung der Anode einstellten,
sind nachstehend aufgefihrt:

m Frequenz Magnetfeldstirke ?;j?;_g
b 0.9 MHz 16 kG 0.66
5 1.05 MHz 20 kG 0.58
6 1.2 MHz 22.5 kG 0.53
% 1.45 MHz 26 kG 0.53

Abschliessend sei noch vermerkt, dass das Auftreten der beschrie-
benen Instabilitdt nicht auf Bbgen mit Hohlanode beschrinkt ist.
Zankl /21/ hat an einer dhnlichen Bogenanordnung (Bogenstrom 2000 A,
Magnetfeldstirke 40 kG) mit Vollanode ebenfalls am Bogenrand Inten-
sitdtsschwankungen mit einer Frequenz um 100 kHz beobachtet. Dies
deutet darauf hin, dass hier der Bogen durch die an der Kathode
vorhandenen Stromkomponenten in Rotation versetzt wird. Entsprechend
der geringen Rotationsgeschwindigkeit ist hier auch die beobachtete

Frequenz erheblich kleiner.
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IV. Theorie mit Dissipation

Der Vergleich der Ergebnisse mit der einfachen, im Abschnitt IT
dargelegten Theorie,zeigt neben iibereinstimmenden Resultaten auch
deutliche Diskrepanzen zum Experiment. Insbesondere. die Abhingig-
keit von m von der Magnetfeldstdrke kann nicht erkldrt werden. Zu-
nichst sei erwdhnt, dass Stabilisierung durch endlichen Larmorradius
der Ionen als StabiliSierungsmechanismus der hohen Moden ausscheidet,
weil die Gyroradien sehr klein im Vergleich zu den Plasmadimensionen
sind.

Wenn man sich dagegen die charakteristischen Zeiten fir die ver-
schiedenen dissipativen Mechanismen ansieht, so erkennt man, dass
fUr grosse m mit deren Einfluss zu rechnen ist. Die Zeit fUr Magnet-
felddiffusion beisplielsweise ist gegeben durch I’=/AO€J)Z

(D = charakteristische Linge ~ 1ﬁn). Bei endlichem & ist also
insbesondere flir Moden hoher Ordnung damit zu rechnen, dass das
Magnetfeld Uber die Dimensionen D der Stbrung nicht mehr "einge-
froren" ist. Entsprechendes gilt flr die charakteristischen Zeiten
fir Wirmeleitung und Viskosit#dt. Da einerseits die Transportko-
effizienten und andererseits auch die Bogenparameter selbst, wie
Druck und Dichte, vom Magnetfeld abhéngen, kann man hier einen
magnetfeldabhédngigen Stabilisierungsmechanismus fir hohe Moden ver=-
muten,

a) Erweiterung der Grundgleichungen

Die Kontinuitidtsgleichung fiir das Gesamtplasma (1) bleibt unverdn-
dert. Die Relaxationszeiten fUr neutralen Wasserstoff (im Grundzu-
stand) sind fiur die Temperatur und Dichte der Aussenzone des Bogens,
wo die Instabilit#t auftritt, lang im Vergleich zur Schwingungs-
periode der Instabilit#t (vgl. McWhirter und Hearn /35/). Man kann
daher fir jede Plasmakomponente einzeln elne Kontinuititsgleichung

schreiben:
%%%2+ div nO? =0 (nO = Neutralteilchendichte) (26)
on 3
L+ divn,v =0 (nL = Elektronen- bzw.

ot L

Ionendichte) (27)




- 31 =

Dabei ist angenommen, dass die Neutralteilchen und die Ionen an-
ndhernd dieselbe Geschwindigkeit besitzen,

Die Energlegleichung schreiben wir in der folgenden Form:

R N T 8
ﬁ—qd—t(py) = dwg + L (28)
Dabei ist 3 der Wdrmestrom, Eine &dquivalente Form ist:
- AL
—C%fef-rpa’dm_/\vt(r—?) div g = (y—1) —‘%: - (29)

Der statische Adiabatenexponent y liegt im teilionisierten Bereich
fir Wasserstoff wegen des grossen Wertes der Ionisationsenergie bei
1, d.h. langsam erfolgende Stdrungen verlaufen nahezu isotherm. Bei
schnell verlaufenden St8rungen finden aber praktisch keine JIoni-
sationsprozesse statt, und man kann daher wie bei einem einatomigen
Gas y = 5/3 setzen.

Die Bewegungsgleichung mit Viskositdt lautet:
av >, B Vi
MV 0
s gradp +3xB +uD(V) (30)
Der Differentialoperator D ist dabei:

D(V) = 4/3 grad div V - rot rot v (31)

Das Ohm’sche Gesetz verwenden wir in der Form:
" S N
;=0‘(E+VXB) (32)

Verschiedene Untersuchungen, z.B. /23/ zeigen, dass der Einfluss
der weggelassenen Terme - Druck- und Hallterm - auf die Stabilitit
ohne massgeblichen Einfluss ist.

Wenn man diese Gleichungen linearisiert, so erhilt man nicht mehr
algebraische Gleichungen, sondern Differentialgleichungen, die mit
Randbedingungen zu 1l8sen sind. Die Komplexitidt dieses Problems wird
in der Untersuchung von Tayler deutlich /24%/, der eine #hnliche
Plasmakonfiguration mit Dissipation behandelt.

Die mit der exakten L8sung dieses Problems verbundenen erheblichen
Schwierigkeiten lassen sich vermeiden, wenn es gelingt, das Problem

durch einen geeigneten Ansatz zu algebraisieren.




-.32_

b) Formulierung des zugrunde gelegten Modells und Stdransatz

Beil der Formulierung eines Modells flUr die Stbrungen wollen wir da-
von ausgehen, dass sich die Instabilitdt in einer Zone am Rande des
Bogens, um das Maximum der Rotationsgeschwindigkeit herum, abspielt.
Obwohl die Rotationsgeschwindigkeit nach aussen abfdllt, wollen wir
in den Gleichungen dennoch der Einfachheit halber mit konstantem Q
rechnen. Die Berlcksichtigung des genauen Verlaufs der Rotationsge-
schwindigkeit k&nnte die Magnetfeldabhidngigkeit von m dennoch nicht
erkliren, da, wie das Experiment zeigt, Betrag und radialer Verlauf
der Rotationsgeschwindigkeit praktisch nicht vom Magnetfeld ab-
hingen. Den steilen Abfall der Rotationsgeschwindigkeit wollen wir
lediglich dadurch in Rechnung stellen, dass wir annehmen, dass die
Amplitudenfunktion A(r) (vgl. (9)) nach aussen ebenfalls steil ab-
falltc.

Wir kehren nochmals zurllck zum Fall ohne Dissipation. Dort hatten
wir die Dispersionsbeziehung:

w = -(m-1)Q + iQ Vm—1 (25)

Dazu gehdrte die L8sung fiir die Stbrgeschwindigkeitskomponenten:

Die St&rgeschwindigkeit war divergenzfrei:

19 ¢ g

el — = 0

73y (TU)+5mY =0 (10a)
Daraus folgt: 31& = ani'U; mit der L8sung:

dr &
-1
vy ~ " (33)

Der Rand der Plasmas#ule sei bei r=R. Denjenigen Radius, bel wel-

1

chem die Amplitudenfunktion auf e ' der Maximalamplitude abgefallen

ist, nennen wir rye Es gilt dann:
m-1 ol
m-1
Y. = — bzw. T.=Re

Die Exponentialfunktion entwickeln wir:

% ~(1- 55 )R (34)
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Die charakteristische Breite der an der Instabilitidt beteiligten
Zone ist demnach: (m >>1):

R
de=R-7 = '775'1 = T (35)

Die Instabilitidt ist also fUr grosse m auf den Rand konzentriert,
und die gest¥Brte Plasmazone wird proportional 1/m schmdler. Dieses
Resultat wollen wir fir den Fall mit Dissipation Ubernehmen. Im
Experiment findet man flr die - von weilter innen liegenden Zonen
stammende - Kontinuumsstrahlung (vgl. S. 16) erheblich kleinere re-
lative Amplituden, was diese Annahme stitzt,

Eine Amplitudenfunktion Q(r), die den erwdhnten Bedingungen (Ab-
fallen nach innen und aussen) gentigt, kann man probeweise als eine
Halbperiode einer Sinus (-#Zhnlichen) Funktion ansetzen., Diese wiederum
kann man versuchsweise als Uberlagerung einer in r-Richtung auslau-
fenden und einer einlaufenden Welle darstellen. Solche Verfahren
(WKB-Ansatz /25/) sind mit Erfolg filr andere Instabilititstypen an-
gewandt worden /26/.

Wir machen also den Ansatz:

L'(ofﬁ,drnﬂjofwi)
afrpt) =ae (36)

Die Wellenzahl kr kann dabei wegen der Inhomogenit&dt des Plasmas in
dieser Richtung von r abhéngen und wird deshalb als Integral ge-
schrieben, Fur die vorkommenden r-Ableitungen {g% kann man jetzt
ik&;a schreiben. Auf diese Weise gelingt es, anstelle von Diffe-
rentialgleichungen algebraische Gleichungen zu erhalten, in denen
die - zunidchst noch r-abhingige - Wellenzahl kr enthalten ist. kr
ist proportional 141P (genauer: der Realteil von kr)’ wobei ;Lr die
radiale Wellenl&nge und damit ein Mass fUr die Breite der an der In-
stabilitidt beteiligten Zone ist, Wenn diese klein und damit kr gross
wird, kann man das Plasma Uber diesen Bereich als homogen und damit
kr als konstant ansehen. Die Zustandsgrtssen des Plasmas, sowie die
Transportkoeffizienten werden dabei an der Stelle r = L genommen,
wenn L denjenigen Radius bezeichnet, an welchem die Mode lokalisiert
ist. Durch Elimination kann man aus den Grundgleichungen &hnlich wie
in Abschnitt II eine Dispersionsbeziehung finden, die allerdings

noch von kr abhidngt.
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Im Folgenden wird fir beide Ausbreitungsrichtungen eine solche Dis-
persionsbeziehung hergeleitet werden. Wenn die L&sungen der Dis-
persionsbeziehungen fir ein- bzw. auslaufende Wellen sich nicht,
oder nur wenig unterscheiden, so kann die gesuchte Amplitudenfunk-
g(r) in der Tat als Uberlagerung zweier solcher Wellen gebildet
werden. Es ist nun mdglich, dass man eine bessere Ubereinstimmung
beider LBsungen erhilt, wenn man zusitzlich eine (positive oder ne-
gative) Ddmpfung der Wellen zuldsst, d.h. wenn kr einen imagindren
Anteil besitzt. Wir wollen daher komplexe kr zulassen und spdter den
Imagindrteil so bestimmen, dass die entsprechenden L¥sungen flir die
ein- bzw, auslaufende Welle m8glichst gut Ubereinstimmen.

Entsprechend unserer frilheren Uberlegung setzen wir nun die radiale
Wellenldnge gleich der azimutalen und erhalten mit der AbkUrzung
Lkr = 1

fir die eine Ausbreitungsrichtung: 1 = m(1 - iq) (37)
und fUr die andere: l=-m(1 + iq) (37a)

Dabei ist q ein Parameter, der so gewdhlt wird, dass die L¥sungen
flir beide Wellen m8glichst gut Ubereinstimmen.

¢) Linearisierung und Aufstellen der Dispersionsbeziehung

Unter Berlcksichtigung des StBransatzes (36) bzw. (37) und (37a)
linearisieren wir nun die Grundgleichungen. FUr die Transportko-
effizienten lassen wir keine St8rungen zu. Radiale Anderungen der
Transportkoeffizienten sollen unberticksichtigt bleiben; wir wollen
sie vielmehr als konstant Uber die instabile Zone ansehen,

Wir lassen die Einschrinkung divergenzfreier Stdrungen fallen,
setzen zur AbklUrzung div 3 = U und erhalten dann aus der Kontinui-
tdtsgleichung die gest8rte Dichte:

. 4 g (38)
it A So
P=gthrdrtr U
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Analog flir die einzelnen Komponenten:

¥ 4 ¢ dne [ 8
Ng = Vit 5 n, U (38a)
aE_ L dn. , L

LT w Ty T 7, U e

Die Linearisierung des Ohm’schen Gesetzes liefert

ag*" S5 A Y A* B 4 .A*
g—r-_m’f(v xB,)+ ot (Vox B") /uﬂgovﬁm‘B (39)

Die Vektoren haben folgende Komponenten:

_\.* +)
B = (0; 0; b))
s
Dy > R dB
rot (V X BO) = (O; 0; -Vr ar - BU)
- .B*
rot (v0 x B") = (0; O3 —imeZ)
-
rot rot B¥ = (0; O3 1= mg)

Wenn wir eine "Magnetfelddiffusionsfrequenz" durch
7 T T (40)
¢ = A6, L

einfthren, so folgt mit der Abktrzung €2 + m® = n° fur die z-Kom-

ponente:

_ v  dB , _LBU (41)
2T W-intwe oy | w-lntws

2. Wenn man auch transversale St&rkomponenten von ﬁ beriicksichtigt,
so stellt sich heraus, dass diese nur untereinander und nicht mit
den Ubrigen St¥rgr8ssen verknUpft sind. Fiir das vorliegende Pro-
blem k&nnen wir daher wie frilher schon von ihnen absehen.
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Aus der Energiegleichung (29) bekommt man: mit g = - X grad T:
(wp ey pU-(r1) X AT = 2(3";)_03"'9
_ 2 7)&) Lﬁ dB s, (42)
Mo
FUr den Term AT* gilt:
AT ¥~ - —’l’—_"; T (43)

*
Aus der Beziehung fiir den Gesamtdruck p = (2nL+n0)kT Folgt Ty -T 3

2 73
T T ¥ 2470 % _ AT ., *

Pyl s Tpgen e 15 ap, ke (44)

Mit den Ausdriicken fir die Dichtestdrungen der Einzelkomponenten
(38a) und (38b) erh¥lt man:

T=Ep Pa{"’f(a'% = if Pu} 2l

Schliesslich gewinnt man fir die Druckstdrung die Beziehung:

= Ly dPe 1
P w’ Urdy W) (WE ans){ _K U ] B

Dabei ist w)<jdie charakteristische Frequenz fir WHrmeleitung, ge-
geben durch:

Wy = (¥~ 4)—_’;_ _E: (47)
Die Koeffizienten K1 und K2 lauten:
pA
K1:nzw,<(w'_t'nza) )7@‘ ‘j{T Zif")w w f’/_( ) (48a)
7. . 5 /
K, = p (0=in's) (crosn’s,) + 2‘%:] Wil LB —j—f (48b)
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¥

Nachdem nun b und p” durch Vs und U ausgedrlickt sind, werden sie

in die Bewegungsglelchung eingesetzt. Der Operator D(v ) lautet:

D(V ) = 4/3 grad U - rot rot v  (31a)

Die r-Komponente der Bewegungsgleichung lautet:

(8 0V-26,Qp- 9L =~ .@%* - L2 38) +

or Mo dr
2 (49)
by U (M ey
* 3497 /M(L"wl_’-%
Wenn man VP nach der Gleichung ﬂp = ~i L-U- % Ve durch Vi und U

ausdrilckt und fiir die r-Ableitungen vom Stﬁransatz Gebrauch macht,
findet man folgende Gleichung fir die Unbekannten .2 und U:

¢ J’l ¢ K4
Ur {U nt) Zz—fl+c€ T Lo W (whin*we)(w-in'wy)

¢B n?Ws dB} +

Lo, to ' (W=n>ws) dr

Lo 4L 3 K>
+ u {Zm-n- U/A er'{_ L?UU’(wicnzws)(wL‘:nsz) +

(¢B
Loy (=170 )
(50)

Dabei ist

We =—L{% (51)

die charakteristische Frequenz fUr Viskosit#t. Bel der ¢ -Komponente
gehen wir analog vor., Zundchst lautet sie:

. : y .
(00,20, v, = - (B~ BB 4+ LZulU + (52
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Nach den entsprechenden Umformungen erhdlt man:

0 m Ky
V{,m(u S )+2zIZ me, +L9° W{w-nwg)(w*(n'w,) "

i3 7”-871605'.(iB
L py9e W' (w=in*ws) d

+U{i%wl-iw#(ﬁ_£m)_ m K

Loy W™ nws)(w in%wy ) —

_f._

(m B* 0
T Lo, (wiintwg) (53)

Fur L und U existieren nichttriviale LBsungen, wenn die Koeffizien-

!

tendeterminante verschwindet. Nach Beseitigung von w aus den Nennern

und einigen weiteren Umformungen lautet diese

A11 A12
= 0 (54)
AE‘] A22
mit:
Ay, = W wff-c'w/,_(ffmz}]-nl (5ka)
f 2 . f, 2 1
A, = wa'—tf’a),uw(f—mz)—mzfz (.(Z-,)g'-ﬂ aJ) (54b)
Ay, = (wizhzws)(w'-t'nzwk){u'{wlzhzw/u)nm(JZ-—,,—% a)')} ~
et 2 B dB C Ka
(@ m‘*’“)L’wﬂ'/uas'o &L 3o (5%

=
|

p /
o =~ R0 (20 20)+ Lo | 4+

4

+L'/—_§(w’—c'n2c.Jx) ‘B £ K

EANEREY i
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Zum Unterschied zur MHD-Theorie ohne Dissipation, wo die Frequenzen
und Anwachsraten unabhiingig von Druck- und Dichteverteilungen des
Gleichgewichtszustandes sind, ist dies hier nicht mehr der Fall.

Der Ausgangszustand geht Uber die Grdssen %% (Uber die Gleichge-
wichtsbeziehung (6) mit dem Druck verknipft) und die Koeffizienten
K1 und K2 in die Dispersionsbeziehung ein. Da die Druck- und Dichte-
verteilungen von der Magnetfeldstdrke abhidngen, werden auch die

Frequenzen und Anwachsraten magnetfeldabhiingig sein.

Zur Illustration betrachten wir den schon in Abschnitt II behandel-
ten inkompressiblen Fall ohne Dissipation. Die charakteristischen
Frequenzen w

w und w, verschwinden dann., Wegen der Inkompressi-

&’ K
bilitdt (U=0) reduziert sich das Gleichungssystem dann auf

Aus der ersten Bedingung folgt nach (54a) sofort n2 = o0 und damit
12 - -m° mit den Lésungen 1 = +im und 1 = -im, Dies entspricht dem
monotonen Anstieg (bzw. Abfallen, je nach Vorzeichen) der Amplitu-
denfunktion, die in der Diskussion des St8ransatzes auf Seite 32 ge-

funden worden war, Setzt man 1 = +im in A21 ein, so erh#dlt man

/
w & -mQ(Q-%wl)

]

o mit der L8sung w' = -Q + Q {m+1
Setzt man dagegen 1 = -im ein, so ergibt sich
e a . Fa .o r_ :
W + mQ(Q- oY ) = o mit der LYsung w = Q + iQl/m-1

Diese L8sung ist mit (24) identisch.

d) Modell des ungestdrten Bogens

zur L8sung der Dispersionsbeziehung (54) ist die Kenntnis der
Temperatur-, Dichte- und Druckverteilung sowie der charakteristi-
schen Frequenzen w

w und W in der ungestbrten Plasmasiule

§ ° Tx
notwendig. Wir legen dabei die Temperaturverteilung der Abb, 3

zugrunde,

Zur L8sung der Dispersionsgleichung (54) missen wir einige ver-
einfachende Annahmen machen: Die Temperaturverteilung sei fUr alle
Magnetfeldstidrken dieselbe und der Radius L, an welchem die In-

stabilitdt sich zeigt, sei flir alle Magnetfeldstdrken und Moden
gleich. (Letzteres ist naheliegend, da sich die Rotationsgeschwin-
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digkeit und die Lage ihres Maximums mit B kaum dndern.)

Bel gegebener Temperaturverteilung, festen Werten flr Umgebungs -
druck P und Feldstirke B ist, bei GUltigkeit einer bestimmten
Ionisationsformel, die Druck- und Dichteverteilung in einer ruhen-
den, zylindersymmetrischen Plasmas&ule festgelegt. Aufgrund azimu-~
taler Ringstrtme, die infolge von ambipolarer Diffusion und von
Thermokrédften fliessen, wird das Magnetfeld im Innern der Plasma-
sdule geschwldcht, was ein Ansteigen des Druckes zur Folge hat /27/.
Der Druckanstieg li#sst sich dabei als Funktion der Temperatur allein
- unabh&ngig von der speziellen Geometrie - angeben. Detaillierte
Rechnungen fUr ein Wasserstoffplasma wurden von Raeder und Wirtz
/28/ unter Verwendung der Sahagleichung und neuester Ergebnisse

fur die Wirkungsquerschnitte durchgeftthrt. Mit Hilfe dieses Ma-
schinenprogramms und des vorliegenden Temperaturverlaufs wurden
die Teilchendichteverteilungen fiUr die verschiedenen Magnetfeld-
stdrken berechnet (Abb. 24).

Dabei blieb der Einfluss der
Rotation auf die Druckverteilung

3 Teilchenkonzentration [cm-3]

30

Parameter B [kG]

; \ im Gleichgewicht ausser Acht. Wenn
P, =5-10” dyn/ecm

108
man aus der so gewonnenen Dichte-
verteilung die Zentrifugalkraft
I = a0~ berechnet, so erkennt man, -dass
n_ =Ladungstréger- man den Einfluss der Rotation
konzentration
auch im Gleichgewicht berticksich-
tigen mUsste. Wegen der Komplika-
tionen, die sich dadurch ergeben
wlirden - Abhéngigkeit von der
speziellen Geometrie u.,a. - sowie

—ﬂvA PEUELN SIS SN PNV L . wegen der ohnehin gemachten An-
10 15

Abb. 24

Teilchenkonzentrationen in
Abhdngigkeit vom Radius

nahmen Uber Temperaturverteilung,
Zylindersymmetrie, Sahagleichung
usw, erscheint eine genaue Berflick-
sichtigung wenig sinnvoll,
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e) Die Transportkoeffizienten

Wir wollen nun die zur Ldsung der Dispersionsgleichung (5%4) notwen-
digen charakteristischen Frequenzen berechnen. Wir beginnen mit Wg
Dazu ist die Kenntnis der elektrischen Leitf#higkeit notwendig. Aus

den Komponentengleichungen flUr ein Plasma mit Neutralgas findet man

fur die Leitfidhigkeit folgenden Ausdruck /22/:

Ees ez’n;_ (Eio +Eeo)
U (&o'geo +5eo'€i.e) + Mo &0 feo

(55)

Dabei ist np die Elektronen- bzw. Ionendichte, n, die Neutralteil-
chendichte und e die Ublichen Reibungskoeffizienten. Wegen

€ o L4 €46 gilt:

ik

(A
6= S (56)
MNoéeo + WLgie

Setzt man den Zusammenhang zwischen den Reibungskoeffizienten und
den Stossquerschnitten

MM
£ C
(57)
Ge = S| RAT A0 M+ e (ge

ein, so ergibt sich schliesslich:

2
6§ = —& T B I o (58)
Mo Beo+ M, Qie 8 V2ATMe

Fur Qeo erschien in dem interessierenden Bereich der Wert von 20.10
sinnvoll (vgl. dazu auch /28/). Qe ist der Coulombquerschnitt

(2“3 =='(2?F7—-g»1/q

Dabei ist &n/l , der Coulomblogarithmus,bestimmt durch /29/:

(59)

A = 31/ (&T)° 60),

2e3 Y maw

-16
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Damit, und mit den berechneten Dichtewerten, kann man die Leitf&hig-
keit aus Gl. (58) berechnen., In unserem Fall spielt sich die Stdrung
des Plasmas immer senkrecht zur Richtung des Magnetfeldes ab, In
dieser Richtung ist die Leitfidhigkeit nach Spitzer /29/ etwa um
einen Faktor 2 gegenliber der Formel (58) reduziert. Wir haben daher
fir wg 2zu setzen:

U()":/“ 67:'7 LJ. (61)
° %05

wobei Gh die aus (58) resultierende Leitf&hgikeit ist,

Die Wdrmeleitfdhigkeit, die zur Berechnung von w, nach (47) not-
wendig ist, setzt sich in dem betrachteten Gebiet teilweiser
Ionisation zusammen aus der reinen Kontaktwirmeleitf&higkelt des
Neutralgases, der Widrmeleitf&higkeit der Elektronen und Ionen, so-
wie der sogenannten Reaktionswdrmeleitfd&higkeit. Diese Reaktions-
wirmeleitfihigkeit berlicksichtigt den Energietransport, der dadurch
entsteht, dass Elektronen und Ionen in k#ltere Gebiete diffundieren
und dort durch Rekombination ihre Ionisationsenergie abgeben, widh-
rend andererseits Neutralgas in die heissere Zone diffundiert und
dieser durch Ionisation die entsprechende Energie entzieht. Es
handelt sich also um einen Diffusionsvorgang, der demzufolge fUr
Richtungen senkrecht zum Magnetfeld von dessen Stdrke abhidngt. Die
Reaktionswirmeleitfihigkeit wurde von Wienecke /30/ fiir ein Wasser-
stoffplasma im Magnetfeld berechnet. Fir die Gesamtwdrmeleitfdhig-
keit wurde die Arbeit von Raeder und Wirtz /28/, die fUr ein ruhendes,
zylindersymmetrisches Wasserstoffplasma im lokalen thermischen Gleich-
gewicht glUltig ist, herangezogen. Das Maschinenprogramm wurde fur

das vorliegende Problem direkt Ubernommen.

Zur Berechnung der charakteristischen Frequenz der Z&higkelt wpu
(vgl. Gl. (51)) benBtigen wir die Viskositdt u . Wir wollen an-
nehmen, dass zwischen den Ionen und dem Neutralgas kein Geschwin-
digkeitsunterschied vorliegt. (Die Elektronen sind auf die Vis-
kositHt praktisch ohne Einfluss.) Dann kann man flir die gesamte
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Viskosit8t der Mischung nach Fay /31/ schreiben:

My

/LL B il N 2my Qv
Y 7 ,\Z#,'n" my +m, QA vy

(62)

Dabei sind My die Einzelviskosit&dten der Komponenten, n, , n,
die Teilchendichten der Sorte vy bzw. A , Qv,1 die entsprechen-

den Stossquerschnitte,

Im Fall einer Mischung aus Ionen und Neutralen haben wir also:

- M p MM (63)
a f+ B B — 4, M Qio
M Qit Mo Roo

Die Viskositdt des Neutralgases ist nach Chapman und Cowling /32/:

= o VT me &I (64)
/u'“- 76 GOO

Die Ionenviskositidt parallel zum Magnetfeld ist nach Kaufmann /33/:

. _ & DT
/u!! ig VT e tn /]

(65)

Fir die Impulsaustauschquerschnitte wurden fiir den betrachteten
Bereich (um 10 000 OK) folgende Werte verwendet (vgl. dazu /28/):

-16 2
c

96.10 m

Il

Qy

(o]

Qoo = 8.10 cm

Der Querschnitt Qii ist im wesentlichen der Coulombquerschnitt (59).
Er wird hier jedoch so korrigiert, dass der Ausdruck fiir die Flug-
zeit T; bel verschwindender Neutralgasdichte n  zum richtigen Wert
tlbergeht. Es ist (vgl. /31/):

—7‘=V- — . 0 V#ﬁf(’ﬁ?d—'ﬂ’?k) ' 2 Mg (66)
;o £ ey, M+ TG,
£
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Daraus folgt:

7 M _
[ 6
¢ No Qg + e O SAT . oL

Wenn wir dies fir n = O mit dem Ausdruck von Brakinskii /34/ fUr
ein vollionisiertes Plasma vergleichen:

%
- _ 3Vm (RT)”
‘ W e*n: In

so findet man:

(68)

0"
L. = 14F—=—n (69)

In Gl. (63) mlUssen wir die senkrecht zur Richtung des Magnetfeldes
wirksame Ionenviskositdt einsetzen. Nach Kaufmann /33/ reduziert
sich dadurch die Parallelviskosit#dt (65) um den Faktor (1+4(m1ri)2)
Die beiden zum Magnetfeld senkrechten Richtungen (die r- und die

Y -Richtung) werden dabei streng genommen in verschiedener Weise be-
einflusst. Von einer derartigen Korrektur wollen wir aber absehen,
zumal der ausschlaggebende Anteil der Zihigkeit vom Neutralgas ver-

ursacht wird., Die Abbildungen 25, 26 und 27 zeigen die charakte-
ristischen Frequenzen wg , w

-1

w und wn entsprechend den Gleichungen
(61), (47) und (51) fur einige Magnetfeldstidrken als Funktion des
Radius.

1'(06 x1078 [sec'q
g
8 - Abb. 25
7 Verlauf der Gr¥sse w

: 5 Ulber dem Radius fiur

6 10 verschiedene Magnet-
. 30 felder
[._
3- P,=5-10% dyn/cm?
2-

14

r [cm]
L\/ T T T T T T T T T >

1 1,5

4
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f) Ltsung der Dispersionsbeziehung

Die L¥sung der Dispersionsbeziehung (54) wurde auf folgende Weise
durchgefthrt: :

Der in Abb. 3 dargestellte Temperaturverlauf wurde stlickweise durch
Parabelziige angenahert. Dann wurde ein L im Gebiet maximaler Rota-
tionsgeschwindigkeit gew#dhlt, Damit ist die Temperatur T(L) festge-
legt. Mit dem Rechenprogramm /28/ ergeben sich nach Wahl einer Aus-
gangsfeldstdrke B = B

A
Teilchenkonzentrationen sowie deren Ableitungen nach der Temperatur,

fiir diese Temperatur die Partialdrucke, die

Uber den Temperaturgradienten erh#lt man die Druck- und Dichtegra-
dienten, die zur L8sung benbtigt werden. Nun werden die Transport-

koeffizienten und charakteristischen Frequenzen fUr B = BA ausge-

rechnet. Flir Q wird entsprechend dem experimentellen Ergebnis ein

Wert von 2,8 x 10° sec™ eingesetzt.

Das Aufsuchen der Nullstellen geschieht nach dem Newton’schen Ver-
fahren. In der komplexen Ebene wird ein geeignetes Netz ausgewdhlt.
Jeder Gitterpunkt dient als Ausgangspunkt fUr das Newton’sche Ver-
fahren. Nach 30 Schritten wird abgebrochen und die Koordinaten des
Endpunktes sowie der Betrag der Determinante (54%) an dieser Stelle
ausgedruckt. Man gewinnt rasch ein Bild Uber die Lage der mSglichen
Nullstellen. Man wiederholt das Verfahren mit allen "nullstellenver-
ddchtigen" Endpunkten und erh#lt schliesslich alle Nullstellen, falls
der untersuchte Netzbereich gross genug war,

Zu Beginn der Rechnungen ist in der Dispersionsbeziehung m=2 und

g=o0 gesetzt worden. Nun wird m leicht abge&dndert, z.B. auf 2.1, und
die vorherigen Nullstellen werden als Startwerte verwendet. So er-
h#lt man auch die Nullstellen fiir die h8heren m-Werte, Natirlich sind
davon nur Resultate fUr ganzzahlige m sinnvoll., Die Rechnungen werden
fir die ein- und auslaufende Welle parallel durchgefilhrt. Bel fest-
gehaltenem (ganzzahligem) m wird nun q im Bereich -2<q 42 variiert
und durch eine Abfrage derjenige Wert von q ermittelt, bei welchem
die Anwachsraten der ein- bzw. auslaufenden Welle Ubereinstimmen.

Zur Bestimmung der Magnetfeldabhiingigkeit der Lsungen wurde die
Feldstidrke ausgehend von der Anfangsfeldst&rke BA ebenfalls um kleine
Betrige gedndert und die frilheren Werte als Startwerte benlitzt. Da
die Enderung der Magnetfeldstdrke den gr¥sseren Rechenaufwand be-
deutet (Integration einer Differentialgleichung zur Berechnung des
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Druckes und Neuberechnung der Transportkoeffizienten), wird bei
festem B zun8chst m und q variiert.

Die Auswertung der Resultate ergab, dass sowohl fUr 1l=m(1-igq) als
auch ftr l=-m(1+ig) von den sechs Nullstellen je zwel einen negati-
ven Imaginirteil besitzen. Die (im mitrotierenden System gemessene)
Frequenz ist im einen Fall positiv, im anderen Fall negativ. Diese
L8sungen stellen eine in r-Richtung aus- und eine einlaufende Welle
dar, die jedoch in ¥ -Richtung entgegengesetzt laufen, so dass man
nicht schon fir eine einzige Wahl von 1 eine stehende Welle auf-
bauen kann. Die zu den negativen Frequenzen gehtrigen Anwachsraten
sind jédoch erheblich kleiner, so dass diese L8sungen nicht weiter
berlicksichtigt wurde.

Die Rechnungen ergaben ferner, dass sich Ubereinstimmung der An-
wachsraten fUr negatives q ergibt. Dabeli nimmt der Betrag von q mit
m ab, und bei festem m mit B ab. FlUr die niedrigen Moden (m=4 und 5)
ist ein Wert von q@=-0.60 typisch, fUr die hBheren Moden (m=7 und 8)
ein Wert von g=-0.30).

Die Frequenzen, die sich nach Festlegung von q ergeben, sind posi-
tiv und fir die interessierenden Moden < Q. Dabei nimmt die Fre-
quenz mit wachsendem m zu. Sie beschreiben Wellen, die sich (bei
festem Radius) gegen das rotierende Plasma ausbreiten, jedoch mit
einer Geschwindigkeit, die sehr klein ist, verglichen mit der Ro-
tationsgeschwindigkeit des Plasmas,., Der Unterschied in den Aus-
breitungsgeschwindigkeiten beider Wellen betridgt bis zu einem Faktor
zwel., Dies ist unerheblich, solange nur die Wellen wHdhrend der An-
wachszeit der Instabilitdt nicht merklich auseinanderlaufen, d.h.
solange die durch die verschiedenen Ausbreitungsgeschwindigkeiten
wihrend der Anwachszelt erfolgende Verschiebung der Wellenzlige
gegeneinander klein ist gegen die Wellenlidnge. Die Anwachsraten be-
ftragen etwa 3 X 105 sec-1. Das heisst, die St&ramplituden wachsen
wihrend der Zeit t, = 3 x 12;§
lautet dann ,Va - Vel.tA‘& = "
und entsprechend e die einlaufende Welle bedeutet. Daraus ergibt
sich

sec auf das e-fache an. Die Bedingung
wobel der Index a die auslaufende

le1 = wp,| K 2ny (70)

wobel wp, und wgp dle beiden Frequenzen und y die Anwachsrate ist.
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4 A Die Pfeile geben an, bei welchen
Magnetfeldstdrken im Experiment
die jeweiligen Moden beobachtet

@ werden

54 L=117cm

{ B [kG]__

10 20 30 40

Abb. 28
Verlauf der Anwachsraten in Abh#ingigkeit von der Magnetfeldstirke

s ]
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In Abb. 28 ist der Verlauf der Anwachsraten in Abhingigkeit von der
Magnetfeldstdrke fUr die Moden 4+9 dargestellt, Dabei wurden die An-
wachsraten lediglich in den Bereichen gezeichnet, in welchen die
Bedingung (70) erfilllt ist. (FUr kleine Anwachsraten ist dies nicht
mehr der Fall,) Der zur Abbildung geh®rige Radius, L = 1.17 cm, wurde
so gewdhlt, dass flir die h¥chste im Experiment beobachtete Mode m=T7
Ubereinstimmung mit der Rechnung besteht, Dieser Wert liegt nur etwa
10 % von der Stelle maximaler Rotation entfernt., Anderungen von L
haben auf die Frequenzen wenig Einfluss - in jedem Falle bewegt sich
die Stdrung langsam gegen das rotierende Plasma; die Anwachsraten
dagegen nehmen bei Vergrdsserung von L insgesamt ab, wobei sich
gleichzeitlg das gesamte Kurvenbild etwas nach rechts verschiebt,
d.h. man trifft jetzt bei gleicher Magnetfeldstirke u. U. eine
niedrigere Mode an.

In der Abb. 29 ist der Verlauf der Anwachsrate der Mode m=6 bei der
Magnetfeldstidrke 30 kG und L = 1,17 em fir verschiedene Rotations-
geschwindigkeiten dargestellt. Man erkennt, dass die Anwachsrate
ungefdhr linear mit Q zunimmt und ausserdem im Rahmen der numerischen
Genauigkeit durch Null geht.
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V. Schluss

Die Resultate der erweiterten Theorie, die die dissipativen Mecha-
nismen mit einschliesst, zeigen, dass eine erhebliche Reduktion der
Anwachsraten fiir Moden mit grosser azimutaler Wellenzahl m gegen-
iber dem Fall ohne Dissipation auftritt, Man findet fiir die h8chste
beobachtete Mode - m=7 -~ Ubereinstimmung mit dem Experiment, wenn
man als "Radius der Instabilitidt" einen Wert einsetzt, der um etwa
10 % neben dem Radius maximaler Rotationsgeschwindigkelt liegt.
Vergleicht man in Abb. 28 die durch Pfeile gekennzeichneten Magnet-
feldstidrken, bei welchen die zugehdrigen Moden im Experiment beob-
achtet werden, mit den Bereichen, in welchen sie aufgrund der Rech-
nung gegenilber den Ubrigen Moden die h8chsten Anwachsraten haben, so
erkennt man, dass diese Bereiche bei etwas zu niedrigen Werten der
Magnetfeldstirke liegen. Dies ist sicher dadurch bedingt, dass die
Annahmen Uber die Stdrungen einerseits (gleiches L fir alle m-Werte,
Unabhiingigkeit von L vom Magnetfeld) sowie Uber den ungestdrten Zu-
stand des Bogens andererseits (Unabhingigkeit der Temperaturver-
teilung vom Magnetfeld, Zylindersymmetrie, Druckverlauf usw.) im
Experiment nur unvollkommen erfiillt sind.

Man k®nnte durch eine geeignete Wahl verschiedener Radien L fir die
verschiedenen Moden oder Annahme einer bestimmten Magnetfeldab-
hdngigkeit der Temperaturverteilung eine bessere Ubereinstimmung
der Thebrie mit dem Experiment erreichen - dies wlrde Jjedoch keine
neuen Gesichtspunkte ergeben und scheint daher wegen des ausser-
ordentlichen Aufwandes wenig sinnvoll zu sein.

Beim Vergleich zwischen Theorie und Experiment muss man bedenken,
dass die dargelegte Theorie auf recht groben Annahmen basiert. Die
Rechnung tridgt in doppelter Weise Modellcharakter, da sowohl die
StBrungen als auch der ungest®rte Zustand der Plasmas#ule ldeali-
siert wurden. Wenn man sich die ausserordentlichen Schwierigkeiten
einer exakten L8sung vor Augen h#lt (vgl. Tayler /24/) - insbesondere
auch das dann auftretende Problem der Randbedingungen beim Uber-
gang Plasma/Neutralgas - so beschreibt die einfache Theorie das Ex-
periment Uberraschend gut.
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zusammenfassend knnen wir eine Ubereinstimmung in dem Sinne fest-
stellen, dass die dargelegte Theorie mit Dissipation das Resultat
liefert, dass bei kleinen Magnetfeldstdrken Moden mit kleinem m die
gréssten Anwachsraten besitzen, und dass mit steigender Magnetfeld-
stiirke jeweils hthere Moden am schnellsten anwachsen. Dies kann das
im Experiment beobachtete sukzessive Auftreten htherer Moden mit
wachsender Magnetfeldstédrke erkldren.
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