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Abstract

The first part of this work deals with a model steady-
state plasma in the toroidal magnetic field of Tokamak geometry
(f3ﬁbl) in which a temperature gradient forms as a result of the
input energy being transported to the wall by thermal conduction.
There is a region where the thermal conductivity parallel to the
field lines is sufficiently high to keep the temperature constant
in zeroth order on a magnetic surface. In this region the energy
equation can be expanded and the temperature profile can be ob-
tained from an ordinary second-order differential equation, just
in a linear discharge. In the toroidal case,zhowever, the thermal
conductivity is increased by the amount f%gl (E%Z is the rota-
tional transform) compared with the linear case. The density
profile can be derived from a solubility condition that has to
be imposed on the equation of continuity. The thermal diffusion
coefficient thereby plays an important part in Ohm's law because
it establishes a relation between the density and temperature
gradients.
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Zusammenfassung

Im ersten Tell dieser Arbeit werden die dissipativen Eigen-
schaffen elnes toroidalen Plasmas behandelt, welches sich

in einem Magnetfeld mit der Geometrie des Tokamak-Feldes be-
findet (B <<1). Das Plasma besitzt so hohe Dichte, daB es
durch eine Neutralgasschicht von der Wand isoliert ist und
sich aufgrund der Wirmeleitung ein Temperaturgradient auf-
bauen kann. Es gibt einen Temperaturbereich, so,daB die Wir-
meleitféhigkeit parallel zu den Feldlinien geniigend groB ist,
um in nullter N&herung eine Konstanz der Temperatur auf den
magnetischen Fl&dchen zu bewirken. In diesem Bereich kann die
Energiegleichung entwickelt werden und man kann das Tempera-
turprofil aus einer gewShnlichen Differentialgleichung zwei-
fer Ordnung herleiten entsprechend dem Fall einer linearen
Plasmasdule im homogenen Magnetfeld. Im toroidalen Fall je-
doch ist die Wadrmeleitung um —z%? ( %%Z ist die Rotations-
transformation) gegeniiber dem geraden Fall erhdht.

Das Dichteprofil ergibt sich aus einer Ldsbarkeitsbedingung,
welche der Kontinuitdtsgleichung auferlegt werden muB. Dabei
splelt der Thermodiffusionskoeffizient im Ohm'schen Gesetz
eine wichtige Rolle, well er eine Beziehung zwischen den Dich-
fe- und Temperaturgradienten herstellt.




Einleitung

Im Unterschied zum Stellarator-Konzept, das gekennzeichnet
ist durch eine am Rand verschwindende Dichte und eine iiber
den ganzen Bereich konstante Temperatur, werden hier die
Eigenschaften einer toroidalen Entladung behandelt mit einer
Teilchenzahl (Dichte n ~ 1012 - 1016 cm'j), die so hoch ist,
daB sich eine Neutralgasschicht am Rand aufbauen kann. Diese
Neutralgasschicht isoliert das Plasma von der Wand und ver-
hindert sowohl, daB Wand-Verunreinigungen in den Bereich hoher
Temperatur diffundieren konnen als auch, da Teilchen hoher
Energie die Wand treffen kdnnen. Ein weiterer Vorteil liegt
darin, daB keine Energieverluste durch Umladungsst&Be auftre-
ten kdnnen, weil die freie Weglinge der Neutralatome gegen
Ionisation viel kleiner ist als der Plasmadurchmesser.

Ein entscheldender Nachteil einer solchen Neutralgasschicht

kann in anomalen Energieverlusten liegen, die von Ionen-Tempe-
ratur getriebenen Drift-Instabilitidten erzeugt werden kiinnen1 .
Allerdings sind deren Verluste bisher weder theoretisch exakt
bestimmt noch experimentell gemessen worden, so daf man zukiinfti-
ge Resultate liber die GrdBe dieser Verluste abwarten muB, um

genaue Vorhersagen machen zu konnen.

Das Plasma wird dhnlich wie im Tokamak durch eine Entladung
in einem starken &uBeren Magnetfeld erzeugt, in dem ein elektri-
sches Feld induziert wird. Das Eigenmagnetfeld des Stromes gibt
zusammen mit dem duBeren Msgnetfeld magnetische Fldchen, auf
denen sich konstanter Druck und konstante Temperatur einstellen
soll in Zeiten, die klein sind gegenliber der Entladungszeit.

In der vorliegenden Arbeit werden endliche elektrische Leitfdhig-
keit und endliche Wadrmeleitf&dhigkelt beriicksichtigt, aber die
Effekte des Trighelitsterms in der magnetohydrodynamischen Be-
wegungsgleichung vernachl&dssigt. Die Effekte der erhdhten 2l
und der Effekt der erhdhten Wiarmeleitung zuerst von Shafranovj)
berechnet. Hier wird die Arbeit von Shafranov fortgefiihrt, indem
Gleichungen filir das Temperaturprofil im Grenzfall hoher Wa&rme-

elektrischen Leitfdhigkeit wurden zuerst von Pfirsch-Schlilter
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leitung parallel zu den Feldlinien aufgestellt werden.

1. Die Torusdrift bei fehlendem toroideslen Gleichgewicht

Um eine Vorstellung zu bekommen, wie groBl die Beschleunigung
ist, die bel fehlendem Gleichgewicht wirkt, wird zuerst der
Fall einer Plasmasdule in einem starken duBeren toroidalen
Magnetfeld behandelt, wenn die meridionalen Magnetfelder feh-
len. Dieser Fall tritt dann auf, wenn das Plasma statt durch
einen liber die Entladungszeit konstanten Strom mit elner
Hochfrequenz-Entladung gehelzt wird, deren Entladungsstrom
widhrend der Entladungszeit Nulldurchgidnge besitzt.

Zu Anfang 1ist es notwendig, die Koordinatensysteme, die Dbe-

nutzt werden, zu erliutern.

7
)

=

e R - r,

Fig. 1 Benilitzte Koordinatensysteme
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Neben den Zylinderkoordinaten p, ©, z benutzen wir Polar-
koordinaten mit dem Mittelpunkt bei z = 0 und p= R durch
die Transformation

r sin4?

=T cos 1}

Z

(1.1)

p-R

Die Meridionalebene ist die z, p-Ebene. Wir betrachten nur
eln rotationssymmetrisches Gleichgewicht, d.h. alle GroBen
sollen unabhingig von @ sein.

Ein Vektor in der Meridionalebene mit den Komponenten Vs und
vy transformiert sich in Zylinderkoordinaten durch

v.=v. sin¢ - v, cos vV

P

= 7 int”
V,= Vg cos¥ + v, sin

ferner (1.2)

Wir betrachten nun ein Plasma in einem starken longitudinalen

Magnetfeld, das nur die Komponente B, besitzt und durch kreis-

e
férmige Spulen erzeugt sein soll.

Dann ist es gegeben durch

_gle) R
By =B

In der magnetohydrodynamischen Bewegungsgleichung

oL3 > 2
S’D_(——E- + V,o:._c/.i_[q,xﬁ_]) (1.3_)

nehmen wir an, dafBl zu dem Zeitpunkt,'wo der Entladungsstrom ver-
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schwindet, der Plasmaquerschnitt kreisférmig ist (p = p(r)).

Zur Bestimmung der Trégheitskrifte wird angenommen, daB die
Drift langsamer erfolgt als der Ausgleich von Raumladungen,

also

=y
vi=10 . ' (1.4)

Diese Gleichung lautet in Polarkoordinaten (fiir i. = o)

£ g ge b+ (1- 5 ) 2% o (1.5)

Aus der Bewegungsgleichung (1.3) folgt nun mit dem Magnetfeld
B9 der Strom

> m (-——cooﬁ)[(Vp+§ f)x é;] (1.6)

(mit eg dem Einheltsvektor in ©-Richtung)

Wir suchen nun eine Losung von (1.6)und (1.5)durch den Ansatz
ol 3 =
§ IT =« Vp
Entwickelt man nﬁmlich.i%pin eine Fourierreihe
/L;,z-..O(o-}-OS.‘SM'Jfé’Cmﬁ*’”“)

dann erhdlt man aus (1.5)

- : o d ' Q o +
?O{O&MJ-}- 5 é:SAMZJ—r ;

\ _ _ o+
é’&,..a)-ﬁog‘%: 52 +---- =0, »4=0 éf.?qo

(Die Gleichung (1.5) 1#Bt sich direkt 18sen, wenn man nach
dem Aspektverhdltnis %« 1 entwickelt). (&1(‘6 j’f' 2.4)
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Es ergibt sich also a = g~ und man erhdlt flir die Torus-
drift

51 of
§(——v) =T U _xoop opyng
b R + g
1.

5t
Wéhrend sich die periodischen Terme in (1.6) bei Mittelung liber
den Querschnitt wegheben, bleibt eine resultierende Beschleu-
nigung nach auBen (mit p = 2nkT) von

_?_g) __ 2tRT odb.p
R ol+

Dieser Wert der Torusdrift stimmt mit dem liberein, der aus
dem Einzelteilchenbild hergeleitet wird.

()

2. Magnetfeld mit kreisformigen meridionalen Feldlinien (Z)

Das Eigenmagnetfeld des Entladungsstromes‘ig soll durch
kreisformige Feldlinien angendhert werden. Es wird dabei voraus-
gesetzt, daB die genaue Form der Feldlinien filir die Eigenschaf-
ten des Gleichgewichts (d.h. klassische Diffusion, klassische
Wdrmeleitung) keine groBe Rolle spielt. Der. EinfluB eines
Magnetfeldes in z-Richtung, welches durch die Wechselwirkung
der um 180 einander gegeniiberliegenden Stromelemente entsteht,

wird +.behandelt werden. Aus

->
VB=20
folgt als Differentialgleichung flir die Komponente Bt}(Br =0

gesetzt)

yMJBﬂ (__Rj:mﬁ) _.9_342 (2.1)
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Die allgemeine Losung dieser Differentialgleichung heift

(o)

= B (v 1
BA? U R 1 cond (2.2)

widhrend das longitudinale Magnetfeld gegeben ist durch

B _ Bto) R
A =
&  R-Fwnd
Unter der Rotatlonstransformation versteht man den Winkel,
um den die Feldlinie nach einem Umlauf auf der magnetischen
Fldche (d.h. in unserem Fall auf der Fliche r = const) ver-
schoben 1ist.

Dieser Winkel ist

B(o)
PeZi (2.3)
B(o)
e

Der Betrag des gesamtem Magnetfeldes

B= (B + BS y1/2 |26

kann durch das longitudinale Magnetfeld allein geniligend gut
angendhert werden. ,

(Bei einer homogenen Stromverteilung von i = IOBA/E, wird
in einem Abstand von r = 2 cm von der magnetischen?ﬂohse

B =1,2 - 103 G, wdhrend das longitudinale Feld B
GroBenordnung BQ > 50 . 103 G liegen soll)

o in der




5. Ausgangsgleichungen

Als Ausgangsgleichungen dienen

a) die magneto-hydrodynamische Bewegungsgleichung ohne
heitsterme

Ve=2l+~8
b) die Kontinuititsgleichung

-?-Si + V§"13==0

‘ot

-
(8§ = Massendichte, v = Schwerpunktsgeschwindigkeit)

c¢) das Ohm'sche Gesetz

+
2elt B ne

Trig-

(3.1)

(3.2)

(3.3)

(m = Elektronmasse, n = Teilchendichte, € = Elektron-Ion
>

StoBzeit, 4, = A B 1ist die Stromkomponente parallel an

den Feldlinien, w = Elektron Gyrofrequenz, e = Elektron

Ladung, k = Boltzmannkonstante, P, = Elektrondruck)

d) die Energiegleichung fiir Elektronen
o -2
éa’ -t--'iwéfzg 7T) + m €T VU +

. 4.Zh eZZ'

(T )= —

(T = Elektrontemperatur, T; = Ionentemperatur, M

3h1w&

-
+t7$e+

masse)

(3.4)

= Jonen-
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e) die Energiegleichung fiir Ionen

3 4oL g - 3mnk _
3 et + VS - R (T-T)=0 (5.5)

f) der Wdrmestrom fiir Elektronen

2 _ Sklc 25 ﬁeT 34Te

S = Jegr (Upx8)- 5> <L 28+ FZears T
{ B

wch nk Tt g / *Te
47 BT VT—-?'S m B2 lVI%)+:e"'% [vT~&]
g) der Wiarmestrom fiir Ionen

> nk e ss Wk Tt R -

& = -gvs TS VT, - no o (7T 8)+
(3.7)

2
Suk Tc —_ >
I3 7 z
2¢ B2 L ILXBJ

(wi = Gyrofrequenz der Ionen, ?i = Ion-Ion StoBzeit)

Die Transportgleichungen sind in der Ndherung w®T, wi i>>1
benutzt wordea und kdnnen z.B. aus Braginski4 entnommen werden.
(Fiir T = 105 °K, und n = 1015 cm'j, betridgt z.B. beil elnem

Frad

Magnetfeld von B = 10° G, w& = 10° und w, €, =25).

Im Warmestrom der Elg&tronen 1st der Anteil des Stromes senk-
recht zum Magnetfeld ?L aus 3.1 durch den Druckgradienten er-
setzt worden. Wdhrend in der Energlegleichung der Elektronen
der Beitrag der Schwerpunktsstrﬁmung‘?'zum Warmetransport be-
riicksichtigt worden ist, wurde dieser Anteil in der Energie-
gleichung der Ionen vernachldssigt. Wie spdter in 4. gezeigt
werden wird, ist dieser Anteil von der GrdBenordnung der
Elektron-Warmeleitfdhigkeit senkrecht zum Magnetfeld und da-
rum gegeniiber der Ionen-Wiarmeleitfidhigkeit zu vernachlissigen.

Im Ohm'schen Gesetz ist neben dem elektrostatischen Anteil
des elektrischen Feldes in der Meridionalebene auch der Wir-
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belanteil des durch Induktion erzeugten Feldes E. beriicksich-

(¢}
tigt worden.

Der Unterschied der elektrischen Leitf#dhigkeit parallel und senk-
recht zu den Feldlinien ist durch einen Faktor 2 angendhert wor-

den. Der drittletzte Term in (3.3) bedeutet den Thermodiffusions-

koeffizienten parallel zum Magnetfeld.

4. Das Gleichgewicht (klassische Diffusion)

Wadhrend im Fall einer linearen unendlich langen Plasmasidule

in einem homogenen Magnetfeld ein Gleichgewicht existiert

ohne daB dabel eine Schwerpunktsstrdmung auftritt, ist bei
einer toroidalen Entladung eine Schwerpunktsstrdmung durch ein
elektrisches Feld verursacht, das durch die diamagnetischen
Strome in Gang gesetzt wird.

Die Gleichgewichtsbedingung aus 3.1

(B -vp) =0 (4.1)

besagt, daBl der Druck konstant auf den magnetischen Flichen ist.
Also ist im Falle kreisf@rmiger Feldlinien p = p (r). In die-

sem und in folgenden Punkten sollen die Gleichungen hergeleitet
werden, durch die p (r) und T (r) bei Vorgabe der Randwerte fest-
gelegt sind.

Die diamagnetischen Strome

= c - b g
=“B"££VP"B]+J-B (4.2)
>
miissen im Gleichgewicht divergenzfrei sein, V14 = 0, woraus

fiir den Strom parallel zu den Feldlinien folgt:
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(VL,%)#%%([VP@J, VB) (4.3)
oder

it G 3(4-— s mﬁ) D{r

94?' Blc

Aus der LoOsung fir /L

3 2-( ) %HC OQ’ (uns R C532£0

(4.4)

(BQ(O) = B )

sieht man, daB in toroidaler Geometrie durch den Druckgradient
eln diamagnetischer Strom erzeugt wird, der um den Faktor j%[
groBer ist als im linearen Fall.

Zur Berechnung von %iC1J bendtigt man das Ohm'sche Gesetz
(3.3). Dessen Komponente in Richtung -©- lautet in Verbindung
mit (4.4):

= - — -+

0 Zr R g™ m_ [ ¢ op
c tr8 e ne*r R v

(4.5)

(+ L1

R ¢re ofp
+ (,1 (r)+ 5 07;:( - — mzﬁ)))
_ Kk °T 3R 9T

14eB+ P9 | 2ewtB O+

Hierbei ist filir das induzierte elektrische Feld dieselbe Ab-
hangigkeit angenommen worden wie fiir das longitudinale Magnet-

feld By, nimlich E, = Eg(o) R
R-1Cond
Die Komponente in Richtung Larz lautet, wenn man den Aus-

druck filir die Radialgeschwindigkeit (4.5) und fiir den Parallel-
strom (4.4) dazu einsetzt:
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LR & R
+ 9 (- Zend) B

" mr B, R (4__1:@45)(}_ Gre iE'w_,}) . (4.6)
ne*z L R 1T B aH( 'G?F{mm))"‘

B 9T _ 4 2R
T44e DO ner 99

Diese Gleichung besitzt eine LoOsbarkeitsbedingung, ndmlich daB
das Potential eine eindeutige Funktion des Ortes ist,

F28,5= ( 2T uy- jpf)eoiﬁ 0
0 0 >

aus der sich der in (4.4) noch freie Wert fﬁr,%ff) &5 eindeu-
tig bestimmen 1&Bt:

2we2t‘Eef°)_ 2recy olp
m B, RLB* oly

A(1)= (4.7)

Der gesamte Strom in Richtung - 6 -

i =T g 2Met ylp  wmc 0"”( 3--—(:03243)

" wm © TRUB ot LB oAt (4.8)

setzt sich alsc zusammen aus dem Entladungsstrom und einem
diamagnetischen Strom, der bei der Ohm'schen Heizung vernach-
lédssigt werden kann, solange er klein gegeniiber dem Entladungs-

Szp*

strom ist. Durch den diamagnetischen Strom wird [@= B
begrenzt, welil sonst die Kruskal-Shafranov Bedingung fiir Stabi-

litdt verletzt wiirde, wenn das Eigenmagnetfeld des Stromes
L

eine feste Grenz
€ ¢ Ir

= 1 libersteigt.




- 14 =

Um den Effekt des diamagnetischen Stromes auf die Diffusions-
geschwindigkeit v untersuchen zu konnen, muB man erst etwas
iber den Temperaturgradienten in der magnetischen Fl&che
wissen. Im ndchsten Abschnitt (5.) wird gezeigt, daB dieser
Temperaturgradient den Wert hat

oT
55 T(mA cood

mit

oA T,
N 2072 ( R dP _ R o (4.9)

2'3&%,(:;('2 q'nok‘{; OLT' T 0"?"

Im folgenden wird der Index Null bel n0 und To weggelassen,
in der Annahme, daBl n und T nahezu konstant auf der magne-
tischen Fl&dche sind.

Mit diesen Ausdrilicken fiir é;?’ und l.(vd kénnen wir nun
die Diffusionsgeschwindigkeit senkrecht zu den magnetischen
Fldchen (4.5) berechnen: (in der Nahorung-z->?l und 5i >>1)

2
4rc olp oAT
Y = ~067t— +07¥6nk —
L e@;wu‘m T d nédr 103

+4a‘18——coa4?-;'-455'2—-“°‘7 &o(r

Im klassischen Bild des Stellarators ist dieser Verlustmecha-
nismus der einzige, wdhrend im Plasma mit Temperaturgradienten
noch der Verlustmechanismus durch Wadrmeleitung hinzutritt.

Die ilibrigen Komponenten der Stromungsgeschwindigkeit erhidlt
man aus der Radialkomponente des Ohm'schen Gesetzes,

T 8L ""(e o «7
4 op: 3k Q9T 3k °T i)
e O+ T Zewttror | Zewrt 99

und aus der Kontinuititsgleichung

LY
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Die Kontinuitdtsgleichung liefert nicht nur die Geschwindig-
kelt v,#, sondern auch einen Ausdruck fiir die zeitliche Ent-
wicklung des Dichteprofils, indem man iiber ein Volumen inte-
griert, das von der magnetischen Fliche r = const begrenzt
wird. Dann ist nach dem GauB'schen Integralsatz:

é(%)m:;(m)o{?

Das ergibt:
+ 2 27 {g
ot+jo{3jo(9( ")-r'R-—r'm«? =
§ 0 0 g:? ( )

¥ ar
or R %_Zli’.)fr'o[fffz -&m;r r(R-1029) oA d

0

(4.12)

(n0 ist der Anteil der Dichte der auf der magnetischen Fli-
che konstant ist). Der Kleinheitsparameter flir die Dichte-
schwankung auf der Fldche ist derselbe wie fiir die Schwankung

der Temperatur

P=p(r) wybt 3 __ (T 973) (4.13)
20~ elay T 57,

und wird im nZchsten Abschnitt berechnet.

Aus (4.12) erhalten wir mit (4.10) nach Differenziation nach r:

(QV\O 7 ol S’frzcﬁ an
Y T T dr TeBw;c'f ("té?‘*ac“?(f*ﬂﬂ)*

AT, AT, (4.14)
PG, =t = 008B %, df)}

Diese Beziehung bestimmt zusammen mit der Energiegleichung
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die zeitliche Anderung des Dichteprofils und auch den
stationdren Endzustand, der entsprechend dem Zusammen-
hang zwischen Dichte und Temperaturgradient im linearen
Fall lautet:

(4.15)

Die Geschwindigkeitskomponente q& soll hier nur fir den
stationdren Endzustand (gé?=0) angegeben werden,gkann aber
ebenso flir die instationiren Zwischenzustédnde ( 3?’# 0 )
ausgerechnet werden, wenn man (4.13) benilitzt und ebenso
noch die Energiegleichung aus dem ndchsten Abschnitt.

Im stationidren Endzustand}

-
=0
nv="=,) (4.16)
1 3 p|g}5d«3-n146033)-y%%ﬂléTﬁ.
R—-ct o H
1 ‘onvy A v =0
My 2 . A

erhdlt man durch Weglassen von Termen j% 441 fir v 5 die
Beziehung:

477 Rwme? oAp
rba' {(4‘—&”3)% 47} 0(1“58 TBl : ol j LDOJ (4.17)

(der Einfachheit halber sind die Beitrige des Temperatur-

gradienten weggelassen).

Nach der Kontinuititsgleichung ist aber

oAy
0&*‘)’ (4.18)

r-ﬁ\g

ol [nt d”) 0= oln o
‘JG-"(LZ olt o T

woraus man nach Integration der Gl.(4.13) erhdlt




2 2
%___‘hr Rme OfP&Wa_{___' O(-"')

(" *ne CBZ ol v (4.19)

Die freie Funktion in (4.16), welche eine Rotation des ge-
samten Plasmas in der Meridionalebene bedeuten wlirde, ist
hier zu null gesetzt worden. Damit lautet nun das Geschwin-
digkeitsprofil filir den Stellarator (T = const) in der Meri-
dionalebene:

P Ree ey 0(2)

L‘ rmne? B” o+

48

(4.20)

P r
4 R?"‘C —’E
— SW’D
2?13 Grvetr 50"’ oA+ +0( )

Die mit diesem Geschwindigkeitsfeld verbundenen Mingel, welche
aus der Vernachldssigung des Tridgheitsterms herriihren, sind
folgende:

1.) Auf der magnetischen Achse ( p= R, z = 0) wird die Geschwin-
digkeit mehrdeutig. Das ist nicht verwunderlich, well auf der
Achse eine Quelle zur Aufrechterhaltung der Diffusion angenom-
men werden muB3, weshalb man die Achse selbst als singuléren

Punkt ausschlieBen mul.

2.) Schreibt man das Geschwindigkeitsfeld in Zylinderkoordina-

ten,

¢r"Rme’ P

o, == -
8 i (4.21)
sk

2 b .
; = ‘fzrr R:" ; %waﬂ’
I%rnett BO olr
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dann sieht man, daB durch die Fldche p= R, -r € Z ¢ér, d.h.
éﬁ:—% bzw. {f=-%¥ , ein dauernder Massentransport von
der AuBenseite des Torus auf die Innenseite stattfindet, wel-
cher nicht durch eine Riickstromung kompensiert wird. Die AuBen-
wand miiBte also dauernd Plasma nachliefern, welches auf der
Innenwand absorblert wird. Deshalb muB man annehmen, dafl bel
Beriicksichtigung der Tragheitsterme entweder das Geschwindig-
keitsfeld in der Umgebung der Achse so gedndert wird, daf ein
aus 2 Walzen bestehendes Profil entsteht, die in einer endli-
chen Umgebung der Achse eine Riickstrémung ermdglichen, oder
daB eine Riickstrdmunz in einer der Wand vorgelagerten Rand-
schicht geschieht.

5. Erhdhte Warmeleitung (Energieglelchung)

Wlrden die Linien konstanter Temperatur exakt mit den magnet i-
schen Flachen zusammenfallen, dann wdre der WaArmestrom senk-
recht zum Magnetfeld derselbe wie im linearen Fall. Durch die
Kriimmung der Feldlinien wird jedoch im toroidalen Fall ein Gra-
dient in der magnetischen Fliche erzeugt, welcher bewirkt, daB
der WArmestrom durch den Term proportional

>
EVT X BJ
BE

verursacht wird. Gliicklicherwelse verhindert die Wa&rmeleitung
parallel zu den Feldlinien, daB ein starker Temperaturgradient
sich ausbildet. Zur Berechnunzg des Graqienten in der Fléche

=

braucht man die Werte filir WV Se und V¥ Si’ welche lauten:

AT AT 4T @) o7 swd QT

‘a_f—i+?9f 1? ot 7 R-Td Dt +’T(R*T’ma) PR

(5.1)
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2¢Bwt
é Te
— 467 ;Bw‘t AT -4674C éc( (B‘Jf) ) (5-2)
+ob 2T (r1.8)(on 3) - m2Le (73)"
n T

-3 S (0(078),8)+ ————BI—"-(VB rorg3)+

, SE€Tc (p,,.lL‘VTxBj)

2 eB?
2 __ wb T ¢ m ~
VS =-74s Bt AT, —14s85 ms L.)+
Vlé /¢ fi = =
+”77§3—°—[‘7ﬁ, B)N 78, 8)+
23 né‘r _wkTE {22
2 = (7T, B) sS MHB" (V( 7T,8 )B)+
S.H,f TC B T 3
e3> (7BLOT > 1)+

sk Tic o
ZB;‘ (VM}EVZ‘XBJ)

Welterhin brauchen wir die Umrechnung folgender GrdB8en in Polar-
koordinaten
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v, CoTxB]= G aye
B, LVPxB] | s olp

B* B R-y YR
VW‘L‘VTxgl__ 1/ °m T  u DI
3 Ty (v so T 09 Or (5.5)

2 R0 G By gy ;\FBT 42T
VB; 3 _—(R—ch’ba)z ‘F'

In den Ausdriicken fur v ge und © Si gibt es Terme verschie-
dener GriBenordnungen. Solche, welche proportional 57
sind, solche welche unabhdngig von w? sind, und solche wel-
che mit der StoBzeit T anwachsen (Wiarmeleitung parallel

zum Feld) und flir T - o2 divergieren. Darum liegt es nahe,
fiir die Temperaturverteilung folgende asymptotische Entwilck-
lung zu machen:

T=Tew[1+ wr,o)), |t o)] << 1 (5.4)

Das bedeutet, daB die Temperatur in nullter N&herung konstant
auf der magnetischen Flidche 1ist und die Abwelchung davon
klein ist. Fiir ‘1" wollen wir den Ansatz machen:

- S ~ -4
t= 2 (%) o)

(5.5)

Mit diesem Ansatz geht man nun in die Gleichungen fiir U’S
und Vv S und sucht die Terme zusammen, welche Beltrige zu
den verschiedenen Ordnungen geben. In niedrigster Ordnung
(1 = 0) erhalten wir nur Terme durch die Warmeleitung parallel

r )"'0 (5.6)

zu den Feldlinien:

St
o(T
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Diese Gleichung hat nur eine Ldsung v T,B = 0, denn
sonst miiBte geboten:

%72 5’ > > >
7 EE—(VTB)-—' constgE A

oder

a TJ'——--——*——(W- B)° (U7, 13) 0?32 _ By T

B 7° Y+ 9F nach (5.5)
S T 4y
Das Umlaufintegral kann nur verschwinden, wenn
a =0, also T = const auf der magnetischen Fl&che ist.

In der nidchsten Ordnung Jf’ erhdlt man:
.f

?.%— 5(4-%—w>49)(;‘;£§ A, (r)(&mj 23) (5.7)

flir Elektronen:

20t [/ R op _ R o,
= — —_— 5.8)
A, 2,3.° (414,,&1; ot T o(~r~) (

fiir Ionen:

A =—5 Zabe (5.9)

Die Losung fiir A* lautet:
4
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Als Resultat erhalten wir flir die Temperaturverteilung der
Elektronen

2

-’-r

) odp R AR .
7-—70—(")4 23 u)’[’(‘t"h-r ol+ 1: )&lml? (5.11)

und fiir die Temperaturvertellung der Ionen

2 —

& oll; %
T, = 7,;—’0(1%) A= — N R ollgoces 8 . (5.12)
11t wi,o ¢d 1:',0 ol+

Die Voraussetzung, die beli der Herlelitung der Gleichung fiir 4:
gemacht wurde war die, daB die Schwankung der Temperatur auf
der magnetischen Flidche klein ist. Also muB fiir die Elektronen

gelten:

> —
t .3¢ / (5.13)

AT -
Fiir £ = 3, R = 50 cm, 71.-/&7/:: 1 em™!, mus
T 10° sein, damit die Entwicklung anwendbar ist.

Dieser Wert wird fir n = 102, B, = 10° G und T = 10° °K er-
reicht. Flir kleinere Werte von w ¥ kann die Temperaturschwan-
kung in der magnetischen Fldche groBer sein und zu hdheren Ener-
gieverlusten filihren, als im Falle hoher Temperaturen. Das 1st
eine Frage, welche durch numerische Integration der Energleglei-
chungen fiir Elektronen und Ionen gepriift wird und im Teil II
behandelt werden wird.
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Nun sieht es zundchst so aus, als ob es einen Bereich gibt,

in welchem zwar die Schwankung der Elektron-Temperatur in

der magnetischen Fl&dche klein ist, dafiir aber die Ionen-
Temperaturschwankung noch grof sein kdnnte, weil dafiir die
asymptotische Entwicklung noch nicht gilt. Dann miiBte aber
lokal ein grofBler Unterschied zwischen Elektron-und Ionentempe-
ratur auftreten,der andererseits durch den Temperaturaus-
gleich durch StdBe zwischen den beiden Teilchensorten im dich-
fen Plasma verboten ist. Darum kann man annehmen, dafB die
Schwankung der Temperatur in der magnetischen Fl&che durch

die Elektronen bestimmt ist und schon dann filir beide Teil-
chensorten klein ist, wenn (5.13) erfiillt ist.

Zum SchlufBl soll noch die Energiegleichung fir Ionen in dem
Bereich angegeben werden, wo auch die Entwicklung (5.12)
gilt. Das wdre bel einer Dichte n = 101° em™ und B = 10° ¢
immerhin eine Temperatur T > 106 °K. Dann kann man die Ent-
wicklung (5.12) in die Ionen-Energiegleichung einsetzen und
die quadratischen Terme in A; » Welche nicht vom Winkel ab-
h@ngen, zusammensuchen. Dann erh&dlt man folgende Energlieglei-
chung fiir %z-»l:

3,k 0% L nk Tcr® ol’T . i nk ¢ 4n’ _0_{_7; b
9t 7 eBwet® drr T eBwrn ()t

2 2
L3y Kic 'fz (ﬂ)(d@),za;m olTy)
e BwW.T, Av I\ oAy U eBw i oy ) T (5.1

L'

() T T "
%(Z:(;)egwf(: adr : Q[T— -)-;

Diese Energiegleichung entspricht der im geraden Fall, nur
dafB die Warmeleitfﬁhigkeit gegeniber dem geraden Fall um den

Faktor ,_‘SL_"_ erhdht wird. Es ist allerdings anzunehmen,

daB im Zwischenbereich, d.h. wenn (5.11) gilt, aber noch nicht




= 2l =

(5.12), diese ErhBhung der Wirmeleltf#higkelit noch nicht
vorhanden ist und der Energieverlust noch durch die Ionen-

widrmeleitféhigkeit im geraden Fall charakterisiert wird.

6. Zeltskalen

In diesem Abschnitt werden einige Zeitskalen angegeben, welche
fiir die Diffusionsvorgidnge charakteristisch sind.

1.) Zeitskala fiir die Einstellung des Dichteprofils (klas-
sische Diffusion) (nach 4.1%4)

A &ri_él(.f_ oiw_)z s

T T CGeBwr v ooly
Nehmen wir ein Beispiel: n = 102, T ~10® %k, B = 10° g,
A odwj. ~ ‘-hrr =10, dann ist J= 2-10 -2 sec
h oy L

2.) Zeltskala fiir die Einstellung des Temperaturprofils durch
Wdrmeleitung senkrecht zum Magnetfeld

1 AT AT st R AT
tﬁ,- epw. T T oy e (2 T 't

Sowmst !

I

3.) Zeltskala fiir die Einstellung des Temperaturprofils durch
Wdrmeleitung parallel zum Magnetfeld (siehe 5.2).

4 sleyl ey L2
2""5 4r*m R? T 99
T 2
15 o _ .60 1:_,)_ am”
1077, T = 10 K, - 5= = 10 und
= 50 em erhdlt man

74 =
w' = 5-10 6 sec
|

-

fiir n =
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7. Abschdtzungen zur Ohm'schen Aufheizung

Um eine Vorstellung zu bekommen, welche Maximaltemperatur sich in
elner toroidalen Entladung erreichen 1dB8t, kann man die Effekti-
vitdt der Ohm'schen Heizung an einer linearen Entladung mit Neu-
tralgasschicht unter der Voraussetzung klassischer Widrmeleitung
untersuchen, wenn man die Begrenzung des Entladungsstroms in toroi-
daler Geometrle durch die Kruskal Grenze beriicksichtigt. Die Wirme-
leitungsgleichung im zylindersymmetrischen Fall

A d =_c?15'2~ 3l
TO_&.fsf (7-1)

1d48t sich ndmlich in einem weliten Temperaturgebiet exakt 15sent.

Wir beschrénken uns zunidchst auf das Temperaturgebiet

ot Se Z <
7#3:4 = /0 K} =Yz i;)

wo die Warmeleitung der Ionen liberwiegt.

nk i AT
S =-44¢S5 07:" (siehe 3.7) (7.2)

T >

Der Wadrmestrom hidngt quadratisch von der Dichte ab, welche auf
Grund des Nernst-Effekts filir ein Wasserstoffplasma zur Achse hin
nach dem Gesetz abnimmt:

:L:(gf”
‘144 T (7-3)

Das induzierte elektrische Feld ist ndherungsweise konstant {liber
dem Querschnitt und wird durch die Stromdichte io und die Tempera-

+ o : 8
H. Raeder danke ich herzlich fiir den Hinwels auf diese LOsung.
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tur T0 auf der Achse charakterisiert.

5k
E.‘_—éc-": -—;‘—;—3—/)_ (G, = 1,4 . 107 C.g-S.)

Damit erhdlt man nun fiir die Energiegleichung(T.E)die Differen-
tialgleichung

4 2 3/
é 2
SN e AT N
T\ T ol i ) (7.4)
14 ‘o
welche die Losung beslitzt
TR
T:—. 7‘; ,37':_-8'.5_9"/05— L; \B;f (*f=.5)
£ M3 n 2
("*Y—T—z‘ LT,
1

Mit Hilfe dieser Losung erhdlt man filir die Rotationstransforma-
tion (2.3) den Wert,

. (7.6)
Vg Be 4+ 1‘:
(147 =)

'r
also in der Umgebung der Achse T 4.1, :

2 7
_Ji_ = —:Zli—i- (R ist der groBe Radius)

2r lsc

Nach der Kruskal-Grenze darf die Rotationstransformation an
keiner Stelle den Wert 1 libersteigen. Die Tokamak Experimente

zeligen sogar, daB die Stabilitdtsgrenze schon beil Eﬁﬁ:zfg
/T

erreicht wird.
Im folgenden soll io so festegelegt werden:

L 7 . B¢

o L 1, = -

r 3 ! ° érR (7.7)




Flir die im Bereich 0 £ +% 1, dem Plasma zugefiihrte Energie
ergibt sich aus (7.5)

T1 2
2, o2 600" N (1—- -~ -
&:Zﬂf@f POl = 5 Bz a+) (7.8)

]

Flir den Fall y »>» 1, das ist die Voraussetzung dafiir, daB die
Temperatur auf der Achse den Wert von 105 °K wesentlich ﬁbe{—
stelgt, ist die zugefiihrte Energie nur eine Funktion von JLE

B

und unabhidngig von io’ TO und r .
Mit Hilfe von 7.8 kdnnen wir nun eine Abschidtzung flir die Rand-
schicht erhalten. Diese besteht einmal aus dem Temperaturabfall
von 105 9K auf die Temperatur von 101+ OK, wo die Tonisationsgrenze
liegt und aus der Neutralgasschicht, welche die Energie an die

Wand transportiert.

In dem ganzen Gebiet T < 105 °K wird im folgenden die Energile-
zufuhr vernachldssigt, d.h. die Energiegleichung(?.l)ohne den
Quellterm betrachtet mit den Wdrmestrodmen

e —_9,64—————-—”& Te _‘_’.(.I

= (7.9)
T eBwt ot
im Bereich Terety 7:.37"—?-7; , 7;:: 0 °K
and, 34

S = —p 662 — (7.10)
A

3
=510 °K

5 =
im Bereich 1, £1+= 73 | L27T= 73, T

wobe143 der gaskinetische Durchmesser flir die Gasatome ist.

(6)

Dieser hat fiir Wasserstoff den Wert

8

3 107" ecm.

il
Mo
+=
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Daraus ergeben sich nun die Randschichten:

- 7
1.1_1;=,;;.616'/0 (4—1*‘;;) C i)
und
o 22 [31
£Z47§ = 4}6f-ﬂ9 *:;37— /h-f jé ) (7.12)

A

In der Abschidtzung liber die Neutralgasschichtdicke fehlt noch der
Anteil der Dissoziationswdrmeleitfdhigkeit, durch welche diese
Schicht noch erheblich (etwa Faktor 3) vergroBert werden diirfte.

Damit sich eine Neutralgasschicht ausbilden kann, muBl die freile
Weglidnge fiir Atom-Atom StéBe klein gegen die Schichtdicke sein.
Wiahlt man eine frele Weglénge A = 10 cm, dann fiihrt das beil
einer Temperatur von T = 6° 103 %K zu einem AuBendruck von PA =
T-led%“ﬁh}} Mit diesem AuBendruck sollen im folgenden die Ab-
schidtzungen durchgefiihrt werden. Leider passiert an der Grenz-
schicht Plasma-Neutralgas eine sehr starke Druckerhdhung durch

ambipolare Diffusiogf)die zu folgenden Elektronendichten fiihrt:

T = '6-10° °K, Py =7 - 10°
2.10% %%, B =5-10" g, - 2,5.10%0 em™?

oy 5+ 100 em™2

I

—
Il
o
|

T = 2-10 , B =103, -

Wir wollen nun zundchst ein Experiment betrachten mit den Parame-

tern
Béo) - 5-10" G, R = 35 cm, r =2cm n = 1,4-10%0 em™?
i =2,5-10"° 150 = =i
5 = 245 c.g.s., also zz -
Zr‘?.(og )
dann wird T = 102 (1 + 3 )*/5 und T = 5-105 °k.

0
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Das dazugehdrige elektrische Feld betridgt EQ = 0,33
die Randschichten sind

ol<

ro, - 1y 0,2 cm

r 0,6 cm

3 - T2

Um zu sehen, wie weit man mit der Ohm'schen Heizung gelangen
kann, sollen folgende Daten flir ein groBes Experiment gewdhlt
werden:

Béo) -10°G, R =10 em, r, = 10 em, n, = 2,2 +,10'° cm™

1 1 s
12 &
10 = 5.10 c.g.s., also E;; = 1, dann wird
%2 -10"° &
- 102 B o4 2 : o
TO =107 (1 + 372 ), also TO-— 2,5 10 K

Bel diesen Werten fiir die Maximaltemperatur dilirfte die Grenze

fiir das Neutralgaskonzept erreicht sein, will man nicht noch
zusdtzliche Heizmechanismen heranziehen. Wenn man den Kontakt

mit der Wand durch das Neutralgas aufrechterhalten will, dann
wird durch die Druckerhdhung die Plasmadichte so groB, daBl es
unmdglich erscheint, selbst bel klassischen Verlusten hdhere
Temperaturen als etwas oberhalb 106 °K zu erreichen.

Es erscheint darum notwendlig, die Plasmadichte wenigstens um eine
Zehnerpotenz abzusenken, wenn man ein Plasma studieren will, bel
dem ein groBer Unterschied (lO3 - 104) zwischen normalen und anor-

malen Verlusten vorhanden ist.
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