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ABSTRACT

A class of linear and toroidal equilibria is investigated
which is characterized as follows: B is of order one; the
current density is determined so as to satisfy the secondary
condition that the longitudinal current through each magnetic
surface vanish; the only expansion parameter used in the
approximate sclution of the equilibrium problem is the
quantity ”“i = £ , where @,,,x 1s the largest radius

of the discharge tube and R, the radius of curvature of the
magnetic axis, which 1s constant in lowest order; moreover,

the periodicity length L and the torsion in lowest order é%

of the magnetic axis obey the relations éﬁ%fﬂﬂ#- A,,4J émeN,1
(1.e. %% ~ £ ). Under these conditions the equilibria areT—

of the fi= 1 stellarator type, configurations of the L= 2 De e
types not being included.

The independent variables used in the problem are the surfaces

of constant flux (the magnetic surfaces) as coordinate

surfaces, on which the magnetic field lines and the current
density lines serve as coordinate lines; therefore, the

integral condition of vanishing longitudinal current through

each magnetic surface can readily be taken into consideration.

The quantities @ y?, S of Mercier's coordinate system [1],
which describe the equilibrium geometrically, are treated as
dependent variables. This method 1s appropriate for

investigating other integral secondary conditions or the

choice of orders of magnitude in the expansion, too, insofar

as the zeroth order, 1in which the pressure balance of the

linear ©-pinch is valid, is retained. This 1is because the
equilibrium problem is then reduced to solving a finite

system of ordinary differential equations in each order.

Preliminary investigations of stability show that this class
of equilibria contains configurations which are stable according
to the necessary condition of Mercier [1] and Greene & Johnson [2].

[1] Nucl. Fus. 4, 1964, 213
(2] Phys. Fluids 5, 1962, 510




Zusammenfassung

Es wird eine Klasse linearer und toroidaler Gleichgewichte
untersucht, die folgendermaRen charakterisiert werden kann:

ﬁ ist von der Gr&Renordnung Eins; die Stromdichte wird so be-
stimmt, daf die integrale Nebenbedingung verschwindenden Léngs-
stroms durch jede magnetische Fl#che erfilillt ist; der einzige
Entwicklungsparameter in der NiherungslOsung des Gleichgewlchts-
problems ist die Grofe Ehﬂf—-a (4) , worin P der griofte
Radius des Entladunpsvefaﬁes und K, der Kriimmungsradius der mag-
netischen Achse 1in niedrigster Ordnung im Entwicklungsparameter
£ 1st; dariiber hinaus erfiillen die Periodizit&tslénge L und
der Torsionsradius in niedrigster Ordnung 7— der magnetischen
Achse die Beziehungen: 2rlfmx 4; fﬂ% 4 (2)Xd.nh. FE ~ £ ). Un-
ter diesen Bedingungen sind die Gleichgewichte vom Typ des A=A
Stellarators [15]; Konfigurationen vom Typ des ,f-Zgi..Stella-
rators werden nicht betrachtet.

Als unabhingige Variable werden bei der LOsung des Problems die
magnetischen Flichen als Koordinatenfl&chen, auf ihnen die Feld-
und die Stromlinien als Koordinatenlinien benutzt, so daf sich

die intepgrale MNebenbedingung verschwindenden L&ngsstroms ange-
messen berilcksichtigen 148t. Die das Gleichgewicht geometrisch
beschrelbenden Grifien ¢, ¥, S des Mercier'schen Koordinaten-
systems [7] werden als abhi#ngige Variable behandelt. Das Ver-
fahren ist geeignet auch zur Untersuchung anderer integraler Ne-
benbedingungen oder Wahl der Grdfenordnungen (2), sofern die null-
te Ndherung, in der die Druckbilanz des linearen © -Pinches gilt,
beibehalten wird, da dies dazu fithrt, daf zur LSsung des Gleich-
gewichtsproblems in jeder Ordnung des Entwicklungsparameters ein
endliches System gewShnlicher Differentialgleichungen zu l&sen
ist.

Mit der oben skizzierten Methode ist es mdglich, im ganzen Plas-
mabereich giilltige Aussagen iUlber alle das Plasma beschreibenden




Grdfen zu pewinnen. Solche GrdRen sind z.B. dle Rotationstrans-
formation und ein die Stabilitit des Gleichgewichtes beschrel-
bendes Kriterium [7], [8], dessen Untersuchung ergibt, dap die
beschriebene Klasse von Gleichgewichten solche enth&lt, die
nach diesem Kriterium stabil sind.
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T Einleitung

Es werden zweifach zusammenhingende magnetohydrostatische Gleich-

gewichte, also die L&sungen von

(pxB)x& = »p

B8
7. B - O

(T.1)

in toroidaler Geometrie ohne Innenleiter untersucht, fir die ﬁ

in der Gréfenordnung von 1 liegt, so daR also weder eine klein-
Entwicklung (s.z.B. [1}) noch ein Modell mit reinen Oberfl&chen-
strémen (s.z.B. [2]) als vereinfachende zus&ftzliche Annahmen in
Frage kommen. Die einfachsten solcher toroidalen Gleichgewlchte
sind die rotationssymmetrischen (s.z.B. [BJ,Ih]), die jedoch

nicht betrachtet werden sollen. Denn die auBer dem Druck noch

freie zweite Funktion des Flusses durch die magnetischen Fl&chen
{8.%.B. [5]) soll so gew®hlt werden, daR der Lingsstrom durch

jede magnetische Fliche verschwindet, und diese Bedinpgung ist fir
rotationssymmetrische Gleichgewichte nicht erfiillbar (s.z.B. [ﬁl[ﬁ}).
Filr diese Wahl der zwelten freien Funktion sprechen mehrere Grin-
de. Einmal verschwindet in allen linearen Anordnungen, die als Vor-
studie fiir toroidale onfigurationen untersucht werden, z.B. den
helikalen Gleichgewichten, der Gesamtlingsstrom: zum anderen 1HRt
sich zeipen, daB diese Bedingung notwendig fiir die Existenz eines
beil pgroper aber endlicher Leitfihigkeit bei zeltlich konstantem
Magnetfeld langsam diffundierenden Gleichgewichts 1st {5.%:Bs [5]).
Die Erfiillung dieser Nebenbedingung wird méglich durch die Benutzung
von Koordinaten, die durch das Gleichgewicht definiert sind und die
deshalb im weiteren auch fiir das Studium der allgemeinen Eigen-
schaften, z.B. Stabilitits- und Diffusionsverhalten, geelignet sind.

“Hierin sind B und p dimensionslose Gr&fen, die durch B*= BB,
P*= Pop und Bl=u,p, mit dem Magnetfeld B™ und dem Druck p* zu-
sammenh&ingen. Es sel B = ggﬂﬂﬂg , worln Q,, . den maximalen Vert
des Plasmadruckes bezelchne ugg Bvuk ein fiilr die Feldstirke im das

Plasma umgebenden Vakuum charakteristischer Vert sel,




Im folgenden werden die magnetischen Fléchen als Koordinaten-
flichen, die Feld- und die Stromlinien als Koordinatenlinien

auf diesen Fl#chen benutzt.

Das Problem der Berechnung der Gleichgewichtsertfen wird durch
die sog. Schlankheitsn#herung (s.z.B. [13]) vereinfacht: das
Plasma sei in elnem schlauchartigen Gebilet des Radius Prax UM

eine geschlossene Kurve enthalten, die seine magnetische Achse
sei, wobel f%;f = £ << - gelten soll. Hierin ist &£ der kleil-
ne Parameter, Sach dem alle Glelchpewichtsgr8fen entwickelt wer-
den sollen und R, der Krimmungsradius der magnetischen Achse in
nullter Ordnung in ¢ . Weiter seien 7, ihr Torsionsradius null-
ter Ordnung und [ ihre Periodizit#isliinge, dle noch folgenden
Annahmen geniligen mdgen

QJTﬁﬂu S Iz = €
b / °

Hiermit ist die Wahl eines Gleichgewlchts vertrfglich, dessen
Grdfen nullter Ordnung nur vom Fluf durch die magnetischen
Fl#chen abhingen. Wird schlieflich angenommen, daf 4,,,\ und %
nach & entwickelbar sind und in jeder Ordnung nur endlich viele
Fourlerkoeffizienten enthalten, so reduziert sich unter diesen
Annahmen die Berechnung des Gleichgewichts auf die L&sung eines
Systems gewdhnlicher Differentialgleichungen filr jede Ordnung in
€. Im wesentlichen werden die Abweichungen von der L&sung null-
ter Ordnung durch die Gleichungen bis zur zwelten Ordnung in €
beschrieben - z.B. sind die Rotationstransformation und der das
Stabilititsverhalten beschreibende Ausdruck von der Ordnung 62-,
so daB es genilgt, das Gleichgewicht bis zu dleser Ordnung zu be-

rechnen.

Herrn Prof. Dr. A. Schlilter danke ich fir die Anregung zu dieser
Arbeit und sein f8rderndes Interesse. Den Herren Dr. W. K8ppen-

dérfer, Dr. D. Lortz, Dr. P. Merkel, Dr. H. Tasso, Dr. H. Wobig

und H.P. Zehrfeld vom Institut fiir Plasmaphysik in Garching bel

Miinchen danke ich filr viele kl8rende Diskussionen.
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1[_ Die Gleichgewichtsgleichungen in einem durch das Gleich-

gewicht gegebenen Koordinatensystem und der Zusammenhang

mit der Geometrie der Konfiguration

Um die Diverpgenzfreiheit von Marnetfeld und Stromdichte zu
sichern, werden folgende Ans&tze gemacht

(Z[4} 5 = 7)( X P Y/
#

worin der Lingsfluf durch die magnetischen Fl&chen und‘x bzw.

P K x 4%

K zwel mehrdeutige Funktionen selen, die l&ngs der Feld- bzw.
Stromlinien konstant sind. Fiir die Basisvektoren zu den kovarian-

ten Vektorkomponenten selen noch die Bezelchnungen

(I2) " =py , a’t=vy  a: pK
eingefilhrt. Es wird dann
B: 2 4-:-‘-{[-0 :—-_._4_-.61;
e R A
j=a'xa" = L a,
fg’

worin @, die Baslsvektoren zu den kontravarilanten Vektorkompo-
nenten sind und gilt

(I[f) r? = 94'(92K9~3)=:Y-—, ; ?EK =gz

Da der Druck Funktion des Lingsflusses alleln ist, folgt mit
(IL.1)

. _ A 4 _ o 4 t A
(I .5) jxB s-fFal = Ll =ipla
und somit
(T ¢) —% = p

In diesem Koordinatensystem ist /' also Funktion von W allein.




AuRer dieser Gleichung ist zur Loésung des Gleichgewichtsproblems

noch zu befriedigen

(1.%) j = zxB
Wegen (.3 ) und (I 6) wird
R N I
T T

(Ir.§)
+ (%}(%{3‘3-) - -l’i“ 3;3—)23:{

so dap sich aus (Ir."+) folpendes Gleichungssystem ergibt:

%%(33— = %%‘}\23- = O
(1.9 a—c) P' %%;3_ os %(P’%}) -

r _ oa g
KRGS

Die vier Gleichungen (I /) gehen also in den Koordinaten y,X'K'
in die vier Gleichungen (I[. 6,9 ) Uber, die damit (L .4) &qui-
valent sind. Hat man (I .9 ) peldst, so kennt man 93, 923+ 933 °
zur Bestimmung der ilbrigen 9”< verpleiche man S. 7.

Der Zusammenhang mit der Geometrie des Gleichgewichts wird nun
auf folpgende Weilse hergestellt. Die magnetische Achse des Gleich-
gewichts werde durch die in der Bogenlénge S periodischen Funk-
%%) gegeben. MiRt o den Abstand von dieser See-
le in der zu ihr senkrechten Fbene und den von der Hauptnor-

A
tionen ) und

malen aus gezihlten VWinkel, so dap fiir die Binormale ¢==§ ist,
so bilden s s s ein rechtshéndiges Yoordinatensystem mit dem

metrischen Tensor

~

(T 10) Gar = A, Gay 79, Gy3 7 (/f-z%@*%)z*?%lz

542: 543 = 0 ,g:.s“;;‘- ,@j:f(ﬁ_‘%mﬁ
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Betrachtet man ? " ? s § als Funktionen von {f’,X’ kﬁ SO er-
gibt sich (wenn die partiellen Ableitungen nach diesen GréRen
durch Indizes angegeben werden)

[ - ?(// - % C‘”T)[f’y(‘;ﬁ/fx S y:,&xsk “fxfx) +5‘f’(fr%’('ﬂr ‘fxﬂ
(E.’M) J13 7 Fvde * ?250VLFK ¥ ((4 - %m‘f))z+ gz)fvsk B 397:1(‘??%*59"10«)

2

dn = fxfw ” ?1%( P ™ (- %{&m’o)l ! fFll)SXSK N %(‘fxsk ! ‘SX‘FK)

753~ gk v 9hp (1 -fegf £) 5k -2,

Fir ¥ und s werden nun folgende Ansitze gemacht

7R s
a1
. L, @

5 = f,K f(y/,uf,s)

worin ' die Ableitung der Funktionen ¢(y) und I(y) nach v be-
deutet und G ;& doppeltperiodische Funktionen von ¢ und §
mit der Periode Jw bzw. L, der Periodizitétsl®nge der mag-
netischen Achse, sind. Die Stromlinien K =4ons? schliefRen sich
also bei einem kleinen Umlauf um die magnetische Achse. Nach
(7. A41) 1st das FluRelement zwischen je zwel infinitesimal be-

nachbarten Flichen X = konst X + dy = kons? und p = konsT
\!/ +0(LV = lfonsf

(T13) APy = dydy

und analog filr das Stromelement

(T 14) df; = dKdy

* Dies sind implizite Ansftze filr ¢ und 5 , die deshalb praktisch
sind, weil sie nach‘X und K aufgeldst sind, so daR bei Kenntnis
von ?ﬁnggﬂ und $(yys) Feld- und Stromlinien in Abh#ngigkeit von
den geometrischen Koordinaten p und § bekannt sind. Man kdnnte
auch G und $ in den Variablen (I7./?) schreiben, was zun¥chst n¥her
liegen wiirde, da Ja ¥ und 5 als Funktionen von gy, x K hetrachtet
werden:; dann sind die Ans®tze ( IL./2 ) aber nicht nach X und K
aufeeldst.




o B =

Damit folgt fiir den Lingsfluf und den Linpsstrom zwischen zwel
Fliichen = konsT, 9/+a(cy - kons? durch Integration léngs der

pgeschlossenen Stromlinien

R =
Vla’hgs i j dqfdx ST "(‘f;_{"(‘f i’
(H/_f) K = konst hms
O(I(En s - Jo/t{ = O
j i(—'kahsf'

so daf also durch den Ansatz ( L.12 ) die Eigenschaft verschwin-
denden Lingsstroms gesichert wird. VWelter ergibt sich fir den
Querfluf und den Querstrom pro Periode zwischen zwei Flichen

v = konst und y+dy = konst , die durch Integration léngs einer
Linie %?:'konsf iilber eine Periode definiert werden sollen

dy’?uer - fO(Y'dX = O(V% [dK = 0{‘//%‘ ds = 0{51/ {;j}j

(ﬂ' /é) P= konst lP:‘&onsf'
dT, = dyp Jak = dy I’
?uer lf/&f;([(ohsf ‘IV

gﬂ und T’ sind also die Ableitungen des Querflusses bzw. -stro-
mes nach dem Lingsflup. Die Seelennormale mache n Uml#ufe um die
Seele beim Fortschreiten um eine Periode léngs der Seele. Dann
enthdlt y den n -fachen Lingsfluf, so daf sich fir den Zusammen-
hang zwischen Rotationstransformation pro Periode und Ableitung
des Querflusses ergibt

(.17 ( = 2md¥ - Jwn
Ay
(In Kapitel I¥ wird stets n=-/ sein.)

Setzt man nun die Ans#tze (I.12) in (I .47 ) ein, so ergeben
(T ¢) und (T.9) ein Gleichungssystem fiir die finf Funktionen

(T 45) oly, g 5), Plops). Srs). 7. T

Wie dieses System im einzelnen geldst wird, soll im Augenblick
nicht diskutiert werden, da in Kapitel IV ein N&herungsverfahren
filr die Ldsung entwickelt wird, an dem sich dle Bestimmung der




Funktionen ( 7./8 ) einfacher diskutieren 14Rt.

Mit % und § kennt man nach (II./2) y,s als Funktionen von

v, X, K . Da die in (I .47) nicht vorkommenden Koeffizienten
des metrischen Tensors ebenso wie die dort aufgefithrten 1in

ihrer funktionalen Gestalt in Abh#ngigkelt von ¢ 4,5 und deren
ersten Ableitungen bekannt sind, ist also mit bekannten Funktio-
nen (IT.718 ) der metrische Tensor vollstindig bestimmbar.
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TI. Stabilit#Xts- und Diffusionseipenschaften

a) Von Mercler (s.z.B. [7]) und Greene & Johnson (s.z.B. [1] und
[8]) wurde ein notwendipes Stabilit#tskriterium fir toroidale
Gleichgewichte hergeleitet, das filr die Stabilitit bzgl. Sto-
rungen, dle in der Umgebung einer peschlossenen Magnetfeldlinle
lokalisiert sind, auch hinreichend ist. Aus diesem Kriterium
erhilt man filr Gleichpewichte mit verschwindendem Lingsstrom als
notwendige Bedinpung filr Stabllitét

A it - B - BXotS [ 1y §2
(1) 137 ,%;;,3“5} t i APV “f,ij,sdjj > 2

worin dle Oberflicheninteprale {lber elne Wldche 1 = lonsT  zu
erstrecken sind und \/ das innerhalb dieser Fldche liegende
Volumen ist. In der im folgenden Kapitel durchgefilhrten Miherungs-
theorie wird sich ergeben, daf die eckige Klammer elnen Beltrag
zwelter Ordnung, das Quadrat der geschweiften Klammer nur einen
Beitrag vierter Ordnung im Entwicklungsparameter liefert. Fir

die betrachtete Klasse von Gleichpewlchten ist also fir die Sta-
bilitst notwendig

(1.2) PV - j;%jd; > ©
Vegen
(I .3) V' o= jwo(xa//«' = o ;’—,fo//mw = %—I
und (nach (IL.3) )
L,Vi;.ﬂdg :j%o(xdi/( - p*[% dy o K
' 4 dydi _ A [ _KydK
% e P'f?aj*%

erpibt sich fir (II.2)



F.lIl--':T________________________________________4444f4*”

b)

—9_.
und mit P'(yd < O

1 ] L d
(I+) -pL +Lp f%):__@ #
Wenn also das Gleichgewichtsprobiem, wgizin I[ beschrieben, so
behandelt wird, daB sich als Losung die Funktionen (IL.18) er-
geben, ist die Auswertung des Kriteriums ( III. 4 ) einfach, wenn
die Naherungslosung zugrunde gelegt wird.
Fir ein fast statisches, jedoch auf Grund groBer aber endlicher
Leitfiahigkeit bei zeitlich konstantem Nagnetfeld langsam dif-
fundierendes Gleichgewicht gilt nach [Qf * fir die Diffusionsge-
schwindigkeit v, wenn die fir die Existenz eines solchen Gleich-
gewichts notwendige Eedingung verschwindenden Lingsstroms erfiillt
ist und im Plasma eine durch die Gleichgewichtskonfiguration be-

stimmte ilateriequelldichte angenommen wird,
. A o4

worin 6 die Leitfiahigkeit, a die durch den Detrag der Feldstarke
dividierte, dem Feld parallele Geschwindigkeit und ¢ das Potential.
des elektrischen Feldes ist, das der Gleichung

o) 8. v¢ - LBy

=

genigt. Damit ergibt sich fir den Materiestrom P?aus einem durch
die Y¥liache ¥/= konst begrenzten Volumen heraus, wenn n die Ma-

teriedichte ist und die Zustandsgleichung

(%) n = n(p)
angenommen wird (nach [5] und (1. 3))
. on(2dS . n
(I ¢) M = nfz-a/"g : O'fji}?l b_f?uofxo[/(
Fir die Auswertbarkeit von ([[.§) gilt das unter a) Gesagte. Ein

Vergleich mit einer in [9] anregebenen Diffusionsformel findet
Sich in Anhang 3.

% Hier wird von thermo-elektrischen Effekten abgesehen und eine
isotrope Leitfahigkeit vorausgestzt. Die th.-el. Effekte kdnnen
durch die Annahme riumlich konstanter Temperatur ausceschlossen
werden, die zumindest bei einiren Experimenten eserechtfertigt
erscheint. Dann folgt aber, dad die Leitfihigkeit parallel zum
Magnetfeld etwa um den Faktor 2 groBer ist als senkrecht zum.
Magnetfeld. Die hieraus folrende Korrektur an (II.8#) ist leicht
bestimmbar und ohne grolle praktische Iedeutung.
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z:i Das NHherungsverfahren

IV. A Die allpgemeine Entwicklung

- ——— o e B o e e e e e e e e S

7unfichst soll das Vorgehen bei der N&herungsldsung des Gleichge-
wichtsproblems noch einmal kurz zusammengefaft werden: die Glel-
chungen (T 6,9 ) werden durch Einsetzen der Formeln (42 ) (in
die zuvor (I[./2) einzutragen ist) zu einem Gleichungssystem, das
den Entwicklungsparameter

(1) four - ¢

an den Stellen ﬁ% explizit enth#lt: denn wenn man £ = #%Ax

als dimensionslose Koordinate einfilhrt, steht an dlesen Stellen
in niedrigster Niherung - = § %gf! = Ef . Unter Annahme,
dap alle Gleichgewichtsgrtfen in noch ndher anzugebender Welse
nach & entwickelbar sind, entsteht so aus ( IL.6, 9 ) fir Jede
Ordnung in € ein zu dieser Ordnung gehdrlges Gleichungssystem.

Zur L8sung des Glelchgewichtsproblems sind also diese Glelchungs-
systeme sukzessiv zu 1l8sen.

(17 4 ) ist die sog. Schlankheitsniherung (s T ). Zur Abgrenzung
gegenilber anderen Entwicklungsmethoden, die auch ( ¥ 1) genlgen,
werden nun weitere dimensionslose GrdBen eingefilhrt. Nach (T.1)
sind B und P dimensionslos, so daf die Annahme J3~/1 zur Folpe
hat

z

(Iv.2) (8] ~ 1 p o~ 4

Um zu einem Niherungsverfahren zu kommen, fir das in jJeder Ordnung
nur eine endliche Zahl von Gleichungen zu l&sen 1st, wird ferner

in nullter Ordnung vorausgesetzt

o ol
(Ix.3) p = oly)
Bezeichnet weiter [ die Periodizititslinge der Seele, so genigt
es, das Intervall G §< L zu betrachten, so daB

5
(. +) 7 1
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Ist schlieflich 7; der Torsionsradius der Seele in niedrigster
Ordnung, so bleiben bei festgehaltenen Annahmen ( IV.4 2 ) noch
die beiden Verh#ltnisse

5 max ; Emax

s L

festzulegen., Es soll im folgenden

(.5) 27 frer A

betrachtet werden; in (/Y. B ) wird gezeigt, daf dann als L&sbar-
keitsbedingung der ersten Ordnung des Entwicklungsverfahrens

( 6) Lo o (aa 2 o~e)

(o]

folgt, womlit alle dimensionslosen Parameter festgelegt sind. Das
Verfahren 1ist natiirlich auch geeignet, eine andere Gr&fenordnungs-
wahl als ( 7¥. § ) zu untersuchen, insbesondere die F#lle

270, 27 4
) e g d

dies soll jedoch ebenso wie das Studium anderer integraler Ne-
benbedingungen als derjenigen verschwinderden Lingsstroms durch

Jede magnetische Fl#che einer getrennten Untersuchung vorbehalten
bleiben.

Die Wahl der GrdRenordnung (Tv. &) legt den Typ der betrachteten
toroidalen Anordnung in folgender Weise fest: in der Folge der
Konfigurationen filr £->0 bleiben die Abmessungen eines Perio-
dizitlitssegmentes fest im Gegensatz zu der Skalierung ( ),
fiir die der Grenzilbergang in anderer Veise durchgefihrt werden
muB. An Hand einer Klassifizierung der Gleichgewichte nach der
Gestalt ihrer Seele soll noch erlfutert werden, in welchem Sin-
ne (7V.¢) eine notwendlige Bedingung i1st. Man kann die m8glichen
Seelen folgendermafRen beschreiben:




w 4P =

1. Ebene Seele

In diesem Falle kann man zelgen, dap die Gleichungen erster
Ordnung mit einer Krimmung, die in niedrigster Ordnung konstant
ist, nicht l&sbar sind: der Beweis findet sich im Abschnitt iUber
helikale Gleichgewichte. TIst die ¥rimmung in erster Ordnung va-
riabel, so sind zwar die Gleichungen erster Ordnung, nicht Jjedoch
die Gleichungen zwelter Ordnung 18sbar, weil die Integrabllitédts-
bedingung fiir die Glelchung (I 9« ) nicht erfiillt ist. Tm Rahmen
dieses Niherungsverfahrens lassen sich also keine Gleichgewichte

mit verschwindendem L&ngsstrom und ebener Seele konstruieren.

5. Niecht-ebene Seele

a) Ist die FKrimmung in niedrigster Ordnung konstant, so
lassen sich die Gleichungen erster Ordnung nur mit einer
in nullter Ordnung konstanten Torsion 1l8sen; es ist also

{
'f v 180 Ve

b) Istodie Vriimmung in niedrigster Ordnung nicht konstant,
so gilbt es zwel Mdglichkelten:
entweder gibt es eilne Torsion nullter Ordnung - dleser
Fall ist komplizierter als 2a und braucht nicht behan-
delt zu werden, solange nicht festrestellt ist, dab nicht
in 2a Gleichpgewichte mit ginstigen Fipenschaften enthalten
sind,
oder die Torsion ist von hdherer Ordnung - dann kann man
wieder zeipen, daf die Tntepgrabilititsbedingung fiir die

sueite Ordnung von (I 9a ) nicht epfillt ist.

In folgenden werden also ( [7.1-6) zugrunde gelert. Filr dle Ent-
wicklungen der Funktionen (r. /¢ ) werden folpende Bezelchnungen

eingefihrt:
@ = EV% S = é(y)
ol , S
(W?) ~ - vV ~ v Vv
‘ 7 vz ‘ f / < = EY £

{

P
3|
h
N
3
SIISL
e 3
QA
JF
™
™
<
QS
X
1
AN
T
2%
+
M
™
<
2

N

g
i

e
L
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pamit erh&lt man
s = Z g v V.
(T_&ﬂ) Fin vzo Zin
7 = Vé eV’
und aus (T.4 ) und (.9 ) fiir die y -te Ordnung folgendes
Gleichungssystem '
¥ = '
0
- _ A4
I b
o 0 - 0
(7 10a-o) 933x - Gasx
P’ G "(Pfﬁosa)y i 1
(p'gasdy = Py = 0
y>0
Vv
V’ = 0
§33X - 5:2.31& = 0
(W 41 a- ol )y v _
ae Bl P' Gasc ~(P'daa)y 0
(Plgll)y h Pliﬂx - O

Fllr die nullte Ordnung ergibt sich also mit (I .77 ) und (Z./2 )

o]
T/ - i oo/ — _.__-["‘ = —_ _/_{—
(LV.’IOQ) : 7= P9 (*2# fo') o'
(W 104) - liefert keine Gleichung
" _ fLZ v L2} & . _{ .f_é,_z‘ ! -
(/__ff} 40() : P *fZ}Io (Pl__z.;,,_) Io:(P Z 7

e ) 122 I / / B
(w.104) (% (27 @5 - 7-;)) =@
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Setzt man ( Z.40& ) in ([¥70c¢ ) ein, so wird

zrrgsga') 2rgg’p
also mit (II.3)
92
(—U—/42) 4]:) + B—-z_ = 1(0*151—

so daf in nullter Ordnung dile Druckbilanz des linearen Theta-
Pinches erfilllt ist. Die letzte Glelchung ( Y104 ) ergibt wegen
der Beschrinktheit des Querflusses fiir y > o

— L
i g - £
([L?,/IS) 27 Wo 7.
In niedrigster N&herung ist also
° L
p = - ZHX #* 7;1,; K

(. 1+)

g
I

L
L;K

Mit ( Z.#7 ) und ( Z.72 ) erhdlt man fiilr v>0¢0 filr die Entwicklun-
gen (I¥.9)

P - on ), 25l K B ik - ) BT

"

o= $etEh +_(1;'/K (I‘ (3 I’G—)K + Lo Tevme

Z23 = —2:1? (SPK+—— 7:’)+~—»5 +__?_.( +,,@*) + Lk Terme

20
w
w

1

g = 2%;(§K+—é:,é) + M 7;’0‘7&

Hiermit ergibt sich aus (Vv #7a-¢) nach einigen Umformungen das
folgende Gleichungssystem (mit symbolischen Abkilrzungen fir die
inhomogenen Terme)




- A

e G cne

“2m £ (B), + (£ 5.k + Fi L - 2E - om3 - B 8y ) T, - o

i 02, 0y v _
(IlMé ZiSX*ZF%SK +2‘J|'532&f>K]K + Ib = 0
Q‘C) I v v 2 v
P8 S+ p2(E) Sk - (£, -(p7ES), * I - O

Die L&sung von ( ]V A414) ergibt sich, nachdem (I¥.47a-c) geldst
sind, folgendermafen: ( IV .741L ¢) liefern

( P'§13K)y - (Plészx)w =0

P‘?”MX - (p'duxly =0
Somit folgt

[(P'g\:zz)ay - Pléﬂ)(]K =0
(P'§ashy = Pgux = £lv.x)
Aus (IL.4/7) und (I +2) 18Rt sich leicht zelgen, daB in den Zer-

legungen
v _ v 5 v K
943 - 0343 45;43
v v o
Qa3y ~ of23 T AFn K

die vier mit den Indizes , und , gekennzeichneten Funktionen
einwertige Ortsfunktionen sind. Also folgt

P‘ ’ 4;'13 B Pl ’ 1543)( = g
Pn ?\”13 i P', 05.2-3 _ PI' 05/'3)( = {(ij)

Da die linke Seite der letzten Gleichung einwertige Ortsfunktion
ist, folgt

v v ! v J v =
P 923 £ P.Oﬁj - P 0343)(‘ '£(‘f’)
Hierin ist P"§I5+ Pl‘oiig der elnwertige Antell von (Pfizghu,
so daf (V. 47«) geldst ist, wenn der nur  -abh&ngige Anteil von

(Pfﬂvza)?/ - PI' oé:/:ax




Null pesetzt wird. Sei dieser Anteill mit 4 rekennzeichnet. Die
Lésung von (Iv. 410 ) ist also

b i
PV hd v Y ' ! = »
(p 313) - f(aa,ﬂx) p'ly) Ay beonst
Q
Setzt man hier noch die aus (Iy.8 ) folgenden Entwicklungen ein,

so wird

(VA6 o) 2mp ? 2(&-1) + I: = 0

v v

p— 3 v v v -
Das Gleichungssystem ( V.46 ) fir o, ¢, 35, 6, T 1#At sich
noch umschreiben: wegen ( I 42 ) kdnnen doppeltperiodische Funktio-

nen 1in ¥, s auch in den Varilablen
—
- 2wy + y—"——,‘u—' K und —/ K
I

mit der Periode J7 bzw. | als doppeltperiodische Funktionen pe-

schrieben werden, z.B.

(0. 17%) 5 = oy -2r LT EKEK 57(/123
’ ? ? Wf X I" d ]:JI

Fs ist also fiir eine solche Funktion o

a, = @, + 4, (2_’__;;‘?’”K +a,3(—Lf,)IK

Schreibt man in (I¥ 46 ) die Ableltungen nach hiermit um, so
wird

,QTr_L_'(éé)M +§§I(L,¢X_21r!_§_2ﬂ; SL ¥ )T, -0

L, T T ¥ RL A
v 92 v
(b4, - 2 T 7 O

(VA% a-A)
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pus ( Iv.17¢) peht hervor, daB mit der Zerlegung

L, =* If + LY

worin Ij’den nur y -abhdnpipen Antell von IL bezeichne, gilt

[Puélék —_I;(£§¥i§14]K + TS =0
(EZA?a,b) °
~(prLab), + LY =0

Hat man die pew8hnliche Differentialgleichung (I 7954) fir &
geldst, so folpt T durch Ouadratur, so daf fiir ¢s ¢, 5

das partielle Differentialpgleichungssystem (.18 o6 ; 79a ) zu
l6sen bleibt. Hieraus erkennt man als notwendige und hinreichende
Lﬁsbarkeitsbedingung:fIb und I: milssen partielle Ableitungen nach
K einwertiger Ortsfunktionen sein, d.h. ihre Integrale bzgl. K
bel festem v und X Uber eine Periode miissen verschwinden. Diese
Bedingung ist auch hinreichend, denn ist sie erfiillt, so 14At sich
in ([y. 284,194 ) elne Integration ausfilhren. é@ und $« konnen
also in die nach K differenzierte Gleichung ( Iv. 7/8a) eingesetzt
werden, was folgende lineare inhomogene partielle Differential-

gleichung fiir s ergibt:

@20 5L ($ ;fj(p_s)) #88'(~(E Sy - 27 E) = Tk

T Lot 277 <$1

(hier sind die Variablensysteme Voo X , K und 1, 2,3 vermischt,
um die Gleichung kurz zu schreiben: mit (Ix.4?) erkennt man, daB
€s sich um eine nicht-uniform elliptische Gleichung fiir .; in den
Variablen 4, 2, 3 handelt); hat man (¥ 20) geldst, so bestim-
men sich % tnuij; durch triviale Integration aus (v 794 7§4). Die
Lésung von (¥ 20) wird direh folgende fiir das N&herungsverfahren
charakteristische Tatsache erleichtert: die Annahme (% 3 ) hat zur
FOlFE, daB in Jjeder Ordnung die L8sungen so widhlbar sind, daR sie
nur eine endliche Anzahl von Fourierkomponenten bzgl. der Variab-
lent 2 3 (bzw. ¢, s ) enthalten, da die Inhomogenit#ften der y-ten
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diese Eipenschaft haben, sofern die L&sungen bis zur (v-A)-ten

Ordnung diese Eipenschaft besitzen und fiir Z  und A Fntwick-
Rl(s) 7(s)
lungen der Form
Er&gx = QV\V/(S) : }9(5) =8 F(S) =1
(¥.24)
(V]
1 . L, to=A
T o

angenommen werden, worin ¥ und ¥ endliche Fourierreihen in S
sind. Also zerfi#llt (I¥.20) in ein endliches System gewdhnlicher
Differentialgleichungen zwelter Ordnung in y fiir die Fourier-
komponenten von ; . Anhand dieses Differentialgleichungssystems
1assen sich unter Benutzung von ( 7 49a) die méglichen Randbe-
dingungen fiUr die Funktionen g‘ diskutieren, die dadurch elnge-
schrinkt sind, daf an der Stelle y=0 die Seele liegt. Wihlt man
die in dem Sinne einfachsten Randbedingungen aus, daB das Auf-
treten h&herer Fourierkomponenten an hdhere Ordnungen im Ent-
wicklungsparameter gekoppelt ist, so ergibt sich filr die Form des
Randes an einer ftelle ¢'> @ 3

(& 22) e(y) = g‘s(@)+5m¢(§(~|‘z)+g4£”f(2—’f—f))

Die oben aufgestellten L8sbarkeitsbedingungen werden im folgenden
Abschnitt ilber spezielle L8sungen noch diskutiert.




a. Helikale Gleichgewichte

Filr diese sind Kriimmung und Torsion der Seele konstant (vpgl.
Anhang 1) und die Gleichgewichtsgrdfen héingen in den Koordina-
ten ¢ , ¥, S (vgl. S. 4) nur von ¢ und y ab. Mit den fir
diesen Fall spezialisierten Ansitzen (Iv.&), die bis zur zweiten

Ordnung lauten

§

o

?(\{/) + Eé(ty)mk? -+ Ez(éo(w)*-él(y)mhp)

il

(v23) Yy = —2TI’X + —]—:, ’1+£112:')K +£(;)[yf)/u)m)o +£"-sf>(yz)/u;>125p

= I,(4+£ G)K + ES{L,V)A«M()D + £ S(p)/:«mzt)o

bekommt man zunfichst als Gleichungssystem filr die erste Ordnung

12 o4 I AN 12 o) ,;_ o !

2EE (Bl - &5 (09
L R (O L A
a-c

92, 4 o4 oz ol

= LT C%fs_) R

das unter den Annahmen (v 4-¢) aus (. /¢) folgt. Man sieht
hier, daf die Voraussetzung fbﬁ! @ notwendip ist, denn
wﬁge %i von kleinerer Grbﬁenordnung so wilrde aus (Iz 2% b)

%; = 2?§ und damit aus (V2% a ) éz‘: konst folgen, was
(aufer fiir eine klein—}% Entwicklung ) im Widerspruch zu (v 72)
steht. Bei zuprunde gelegter Annahme (1 § ) 1st die Bedingung

tg ~ & elne Folge der Forderung verschwindenden Léngsstroms,
denn 148t man einen sorhen zu, so existieren auch fir ?-0 L&-

sungen (s.z.B. [3]).

Mit den dimensionslosen Koordinaten & und @ (s. Anhang 1)
wird also fir ([v.24)




(IV25)

(5 -

Entwiclkelt man die LOsung von (v

- 20 -

o
4
(BES
h

v 25 ) in einer Umgebung der

Seele nach Potenzen von y , SO erhi1lt man flir die niedrigsten

Ordnungen mit

(v 26)

folpende Ausdriicke

(2% &

n

R

ol Bedy (vrlty)
L=k + 2] 4
(2-3%)(%):

2g)t - (4-38)(L)

Als Gleichunpssystem fiir die zwelte Ordnung ergibt sich mit

dem Ansatz (I¢.23) und den daraus berechneten %;K

(s.

(die Gleichungen werden in der Reihenfolge anfepgeben, in der

sie gelist werden)

1z ]

(258

PR 2

O =T

(L 28a-e

?(E?o)' N é{lgl
12 92 12 2/
T Z(IO”-O)

"

- E (B(Eep) + (62005
R ST
w%r%f (%5 (-39 £ 8 1aty |
ARG G A R ),

Anhang 2)

2_(’7* 1)0 (’”fJ |
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241508 = s (a1 - 400 y)
(EZZP{L) c 4 p A
£y = ERPT A(14§)00- 40 - 2556 4 -2 +20G
?(SV) N _ f/g i ?L¢;¢ ‘}‘(/ff-f‘)’)é,é—l?é' B g)_(\;bé)l
- Fig - 63 - (6-28)¢'

Entwickelt man wieder die LOsung in einer Umgebung der Seele,
so erhdlt man

2 &
& ~ AL ] )+(-”+'4%)gi
2 = Sn
ol.
2 2
~ -5k (y\3
(¥ 29) g zv (3]
Z
I b (5)%
2
& = (-F di * 1‘-}_;_}0 - gl.ﬂ)kf/o
% = - §zn

Hierin sind éh dle frele Konstante der homopenen L&sung der
ersten Gleichung und %lh die frele Konstante der homogenen L&-

, » die beim Einsetzen von (I 2fe ) in
(Iv.29 ) entsteht. Fir die Rotationstransformation (pro Periode)
folgt in der Umgebung der Seele (M 1%+ ), (v 43 ), Anhang 1)

sung der Gleichung fir

2

R

(v.30) ( = w2 (-4 +2(E-F) = -Te

Mercier stellt in [T] die Behauptung auf, fiir ((0o) =0 existier-

ten keine analytischen Gleichpewichte. Diese Aussape 14Rt sich

nach seiner SchluBRweise auf alle rationalen Verte L{gf verall-

gemeinern. Da in dieser Arbeit keine Auszeichnung solcher Verte
von 9%%? zu erkennen ist, wird die Mercier'sche Arbeit im An-
hang U diskutiert.




Die vollstindige L&sung der Gleichungen (v 25 ) und ( ¥28 )

ist nur numerisch moglich und wird in v durchgefiihrt. Da es

aber ein Ziel der Untersuchung ist, gem#p @I stabile Konfigu-

rationen zu finden, 1st es sinnvoll, zunichst zu untersuchen, ob
die Ldsung in einer Umgebung der Seele stabill ist, was schon mit

den Entwicklungen ( 727 ) und (V.29 ) méplich ist. Die Entwicl-
lung von (i 4 ) bis zur zweiten Ordnung in £ ergibt

13 - A
- -IL—Ui (1-528) +p'T, 6" - %ﬂ [-Li(1-¢2§) - Ef% ol K

(lv.34)
A 2 s A
+£2J(3$;% _ %33 + 3133 )O(XO{K‘} > O
$r2333 §3 %331

und mit Anhang 2

gt & 4 - B (615 - (P B-pef 4(Fep)-2(6-17] >0

Vie man leicht sieht, hebt sich hier der homogene Anteil von
2

& heraus, so daB sich als Stabilititskriterium fiir helikale
Gleichgewichte ergibt

"Z%ééMk*éﬁL+%%“é’

(v.32)

D ¢ g1+ 6- P8P -4(( iy 2060 > @

In der Umpebung der Seele folpgt mit ( ¥2%) und (ar 29) (mit der
sich aus (V12 ) und ( ¥ 26) erpebenden Entwicklung p=rPU—2%?§?)
LS ?max

(7 33) Aoy e

so daf die durch ( [7.23) beschriebenen helikalen Gleichpewichte
also pemif I stabil in einer Umgebung der Seele sind, sofern
nur (I 33 ) erfilllt ist.

7um Schluf dieses Abschnitts soll noch darauf hinpewlesen werden,
dap die in YA aufgestellten Liosbarkeltsbedingungen in Jeder
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~

Ordnung erfilllt sind: da fiir helikale Gleichgewichte ¢, ¢, 3
Funktionen von v und ¢ allein sind, folgt aus der Definition
der in [V A eingefilhrten Grifen ]:5 und I; , dahB diese eben-
solche Funktionen sind, die zudem keinen von allein abh&ngi-
gen Anteil haben, so daR sle partielle Ableitungen einwertiger
Ortsfunktionen nach \» und damit auch nach K sind.

b. Torolidale Gleichgewichte

FMir diese werden Kriimmung und Torsion geméf Anhang 1 1in der Form

4 = : r4
) 2 7 £ (4= femmt v 0l
(v.34) i
L - %(4+§Mm&+szf+om))

und die dimensionlosen Variablen ¥, ¥ > ©@ 1in der Form

2 2

o 4 2 2
2§+ efang + X foot haolp + buy tap sn i + fop 00 2m )

"2y gy (4B K e (fuming - oo orm)

=)
(928 ]
oy
S——

)

1]

* El(&zomz? "’"‘;44’54';"‘5"4(/""’”“} + (7.‘)502.)

2
o ;T14M+£5ﬂ<+59mm¢+s( @@@+QMMyMMﬁ+égwlmﬁ

angesetzt. Die sich damit erpebenden ﬁ:m sind im Anhang 2b
aufpefihrt. Wegen ( V47 b ) mup g13 Ableitune nach x sein; also
folpt

4

(T 36) Por = - %

Dann sind aber die é;x die gleichen fir das helikale und dilese
toroidalen Gleichgewichte, so daf die Glelchungen erster Ordnung
( ¥.25) auch hier gelten. Ferner muf (wieder wegen (L!445) %Q%X
Ableitung nach K sein, was

o

2 P €2 4 2°2,1 9 5 B8 9) 4 2 /f +2) = O
2628, L6 -2 g = L+ 2(6001)- ) - =)
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zur Folge hat. Durch geeignete Wahl der GrdRen d una ' im
Anhang 2b ist diese L&sbarkeitsbedingung erfiillbar. Man sieht
also, dah die magnetische Achse nicht frel vorgebbar ist: viel-
mehr werden die einzelnen Ordnungen in den Entwicklungen fﬁri%
und 2% durch die L&sbarkeitsbedingungen der Gleichgewichts-
gleichungen entsprechender Ordnung zum Tell festgelegt. Dieses
Erpebnis ist also ecanz analog dem des Anhangs 4. Damit die in

VA aufgestellten Losbarkeitsbedingungen befriedigt sind, diir-
fen bestimmte Fourierkomponenten in den Inhomopgenitéten Iy

und QI:‘ nicht auftreten. Wie man hier in erster und zweiter
Ordnung explizit sieht, 1&/t sich das Verschwinden dieser Fourier-
komponenten nicht einfach erreichen, sondern h#ngt sowohl von den
Eirenschaften der Losungsfunktionen als auch der Freiheit in der
Wahl der Seele ab. Deshalb ist es bisher nicht gelungen, die Er-

filllbarkeit der Ldsbarkeitsbedingungen fir jede Ordnung zu bewel-
sen.

Fir 7 ~%f ergibt sich folgendes Gleichunpssystem in zwelter
Ordnung, dessen erste sechs Glelichungen natiirlich fast identisch
sind mit den entsprechenden des helikalen Gleichpgewichts

(e28) - - (L) - HlS 20
tacBy = A[F TGP o100 18 (18
e 4508 4 [ [ (P9 o &y
ARSI T4 C08 OV IR 2 SC U T I
el a2B8) - Faaw £ (8- 9)
i) + 2808, = PP -F56-405,+ Tig, « 4142 -4165, +§- 41
PAT) 4B - )
2§78, +(h) = % x (£+8%) - 4§(102 +§%.0)



= 25 .
12 g 12 1 2 14 1, Ay
-2%—3? 244 +(%3_9M) = o f}.l(‘{ § o+ f)'((-) "fw))
v,02 1 o 2 20 4 )
S5 -£(302800, = 3T (-40+20)
zgl‘ﬂm*’(/"rg )644 - —iégl
o et 2 22 |l : 12yl
gl - -HEL)
w3? () ~2i{6,, = 0
g-L) . 3 i
Bz - j(%)elw‘ # D8 condimd
(Hierin ist <:?3> der Mittelwert von Lo 3s

T,

Entwickelt man die Losung in einer Umgebung der Seele, so er-

h&lt man

Qe

o~

(7 33) $0

&

u

R

I

1Es

2

14

I

I

&

Wby« CF- ey
3 -
%ﬁ; + < %it’
_ b (3; ;|
2y %)
2 1
§')_ol-\. (_\k.gl/a)g
P
(—%. + 2% - fzok) W,
fron
LB -1y,
3
20 -+ 8)(%)°
L% -3
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Wieder ist es ohne numerische Rechnung méglich, die Stabilitit
gem#B @i in einer Umgebung der Seele zu entscheiden. Setzt man
in (¥ 31 ) ein, so folgt

~ 245 S+ B+ B [(6-Dfu (P 8- POP-4(epe L) r26-87] 0
(7.39)

Zum Verpgleich mit &m Stabilit&tsausdruck filr das helikale Gleich-
gewicht wird dieser mit Sﬁ\Lﬁﬁ bezeichnet; fir ([x.39) er-

€
h&lt man damit

(10 40) Sty + A 03 ) >0

pe

was fiir >0 ergibt

oy 25 A
(E{f/f) %70 7 24 Tt

also fir o 1in der Grdpenordnung von Eins nur eine geringfliglige
inderung der StabilitXtsbedingung in der Umgebung der Seele.
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V. Numerische Rechnungen

Das Ziel dieses Abschnittes soll nur sein, an einem Beispiel
zu zelpgen, welcher Art etwa eine L8sung fiir den helikalen und
den toroidalen Fall ist, dle Modellcharakter besitzen k&nnte
fiir ein vom Theta-Pinch ausgehendes helikales oder toroidales
Experiment; ein Uberblick iiber die Mannigfaltigkeit der L&-
sungen, dle bestimmt wird durch die freie Wihlbarkeit von ﬁ 3
des Druckprofils und zum Teil der Randbedingungen, soll hier
nicht gepeben werden.

Im folgenden wird also eine Funktion ¥ﬂw) fest gewdhlt, nim-
lich

(

<|

1) ply) = pooep(- oy - (55,2)7\)

mit X > 1 , worin a p'(0) und y, den Plasmarand charak-
terisieren. Damit die Abweichungen von der L&sung nullter Ord-
nung in den Abbildungen deutlich werden, wird fiir den verh#lt-

*

nisméRig grofen Wert 5::% ein helikales und das zugehdrige

toroldale Gleichgewicht zu den Randbedingungen

(T.2) (§) = ) + ef3) g

fiir das helikale und

A

(z.3) () = £3) + £(15) aog + € §ar ($)emngp simm?)

fir das toroidale Gleichgewicht (vegl. ([¥.22) ) beschrieben. Da-
zZu dienen die nach S. 30 zu findenden Abbildungen, die hier all-
gemein erl8utert werden sollen; Zahlenwerte sind in der Legende
angegeben.

——

* Damit insbesondere die Aussagen iiber die Rotationstransformation
und die Stabilit#t quantitativ richtig sind, muR ¢ sicher klei-
ner gewihlt werden.
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In Abb. 1 sind zur Beschreibung der Lésung nullter Ordnung
P(E) 5 %3(%) und y (§) dargestellt. Es handelt sich also
3

um ein Gleichpgewicht mit ﬁ =z , fir das der Plasmaradius

ungefihr %gm“ ist.

Abb. 2 zeigt die Losungsfunktionen des helikalen Gleichgewichts
f , f 3 fo, fz . Fir §o und §1 wurde das halbhomogene Rand-
wertproblem an der Stelle ¢ ( v =3, §(¥J-a3) geldst, so daB

(v.2) gilt.

In Abb. 3 finden sich mit den Funktionen der Abb. 2 berechnete
Yquidistante Schichtlinien P==kans? , die beim Schnitt der mag-
netischen Flichen mit der Ebene senkrecht zur Seele entstehen.

Die obere Figur zeigt den innersten Bereich, in dem der Druck

nur wenig f#llt, die untere Filgur den Bereich, in dem der Druck-
abfall liept; fir dle HZuperste Linie gilt p = . Man kann

zwel Effekte unterscheiden: die aufgrund des Verlaufes von §

in diesem Bereich nach aufen zunehmende Verschiebung der Flédchen
bzgl. der Seele und die Verformung der Flichen durch den Einfluf
der Funktion §1 , die im Bereich des Plasmarandes am gréften ist.

Abb. U zeigt Hquidistante Fluflinien im Vakuumfeldbereich, deren
innerste ungefihr mit der &Hufersten der Abb. 3 zusammenf#llt. In
der Umgebung der Stelle @ , an der eine Metalloberfliche gedacht
werden kann, sind die Schnitte mit den magnetischen Flichen in
guter N#herung Kreilse, die wegen des Verlaufes von g auch fast
konzentrisch zur Seele liegen.

In Abb. 5 sieht man den Verlauf der Rotationstransformation

( 30 ) und des die Stabllit#t beschreibenden Ausdrucks (Iv.32)
im Vergleich zum Druckprofil. Die Rotationstransformation weicht
also vom Vakuumwert haupts#&chlich im Bereich des Druckabfalls ab
und das Stabilititskriterium zeigt, daR es méglich ist, die Plas-
mamasse im gem&® I stabilen Berelch einzuschliefen.
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In Abb. 6 sind die Ldsungsfunktionen § , § , §oo s glo 3 §aa 3

§01 des toroldalen Glelchgewichts dargestellt. Fiir ?oo i ?zo 5
§Ol wurde das halbhomogene Randwertproblem an der gleichen Stel-
le wie fiir das helikale Gleichpgewicht geldst, so daB (V.3 ) gilt.

Die Abbildungen 7 - 10 entsprechen der Abb. 3 fiir das helikale
Gleichgewicht. Dem Verlauf der toroidalen Ldsungskurven ent-
sprechend sind die Abweichungen in der Form der magnetischen
Flichen vom helikalen Gleichgewicht klein. Der Haupteffekt be-
steht in der ungleichmdfigen Rotation der Schnittkurven der Ebene
senkrecht zur Seele mit den magnetischen Fl&chen beim Fortschrei-
ten léngs s dle Steigung der Seele 1st auf der Innenseite des
Torus kleiner als auf der AuRenseite. Dies ist eine Folge der

auf S.2% gefundenen L&sbarkeitsbedingung.

Die Abbildungen 11 - 14 entsprechen der Abb. 4. Auch hier sind
die Schnittlinien mit den magnetischen Fl&chen in der Umgebung
vep @ In guter NEherung Kreise, die aber unter dem Einfluf von
§,+ , nicht mehr ganz konzentrisch liegen, sondern im Mittel
etwas zur Hauptachse des Torus hin verschoben sind; fiir mJ= O , W
verschwindet dieser Effekt, flir m+ = g, %?- ist er am groften.
Abb. 15 zeipgt, dap die Rotationstransformation (bis auf eine ad-
ditive Konstante) gleich derjenipen des helikalen Gleichgewichts i
ist und daR das Stabilititskriterium ( Iv. #0) fiir das toroidale :
Gleichgewicht qualitativ gleich dem flr das hellkale Gleichge-

wicht 1ist.
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Abbildungen

Filr die numerischen Rechnungen wurde gesetzt

22
- ks B =
p=obep(-22¢-(£)) . pr T =
?mv«x = 1 J £ = 02
Es ist dann vy, = 2.8 ; y, = 65¢5 .
° 23 ;g o
abb. 1: pl§), Bi), $v(i)
o 4 2 2
Abb. 2: g(‘f’) ) g(‘l") ) go(‘P) i §1 (‘V)
2 2 _
$ox 34 Se = -SHESHT  Ey = 430089
Abb. 3: Ob. Figur: Schnittlinien von Flichen p =konsT mit ap=0.02%(= 52
mit einer Ebene senkrecht zur Seele. Das eingezeichnete
Achsenkreuz zelgt die Lage des Mittelpunkts des Zylinders,
auf dem die Seele 1l#uft und den MaRstab: (0, %Xmax) = (0,0.4)
Das kleine Kreuz gibt die Lage der Seele an.
Unt. Figur: Wie ob. Figur, nur Ap=:042.( = %? ) . Die
suRerste Linie der ob. Figur f#llt zusammen mit der in-
nersten der unteren Fig.
Abb. U: Schnittlinien von Flichen i = konst mit ay =035 mit elner
*  Ebene senkrecht zur Seele. Sonst wie Abb. 3.
o o 2 3! 2
Abb. 5: P(&) ,'%SfML(§) , £ = £ (-1 +2(< -5))
o A 2 2 2 z
Abb. 6: ¢t , §F , §00 5 f20 » 8$a4 > §o als Funktlonen von y
filr «= -4 (s. (]37_3’43-L)). )
Z - i
G = 34 foon = 667355 faon = 430085 foun =4.0861%
Abb. 7 - 10: Wie die untere Figur der Abb. 3 fir die Winkel
wad = @ , €. %, ‘%’7.
Abb. 11-1k : Wie Abb. U fir die Winkel mid = 0 ¥, 7, %
20, —
° oy . A f? iy o I
abb. 15: p(§) L[Sk (D) + £at z(—3+%l)], £ -<BY (ve1. (WIFH).




Anhang 1

Es werden zwei Klassen von Kurven angepeben, fir die die Annahme
(D24 ) muteiress,

a. Schraubenlinien

Bezeichnet man den Radius des Zylinders, auf dem die Schrauben-

linie l&uft, mit  und die Ganghthe mit ( , so folgt mit der

Bezelchnung %f'::t fiir Krimmungsradius und Torsion (fiir Links-
schrauben) :
_/_f_ _ rkz
o P R A+ pr il
(A1.1)
L/ S k
T o +rk*
also
T ko=
—_— s I” = . E
R

Aus der Forderung gﬁﬂ = € ergibt sich demnach Crmax =

™|y

und mit den durch ¢ = {Cuax und O = %: eingefiihrten dimen-
sionslosen Variablen t wund © é% = ¢ . Fir die Linge L der
Seele pro Periode folgt

(A1.7) L = %fﬁﬁ??

und somit (vegl. ( 717 ))

(NS
3
T
\s\\
|
2K
h

(A1.3) £ -2y - - €

T e i e e i e e B e e e e T . ms e e e ae

Betrachtet man die auf Yrelstoren liependen geschlossenen Kurven

(7 = Fstnm®)m$ | 7 wosms)

—
<o

(A1) B = ( ( ¥y = Fy A ',‘-5‘/ o
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und wird die Ableitung nach % mit einem Punkt bezeichnet, so

ergeben sich fir dle in den Formeln

) . (xxx)

R (x2)°
1 o [xexd
¥ (xxx)*

bendtigten Ausdrilcke

X2 = m2El o+ (R -F ammmd)

v oY = b -4 - —
(éx_&(_/ m° ¥, +%M%C4MLM1}+M“&2(E—EMM#)Z

I m* B3 -7 sonmI sgnmsd + > Z (1 - 7, st V) sl it

- 2m2F, (e i m ) i+ et B e (- T, 2 m 3)?

<

e =y . —af= = . [ z
b im r:,3/ummn9‘ W md + m351(ko—r44wmn?)+m3|:(;f°-cmm3“) A in

= mi, (- T, siama? s mat

Hieraus sieht man, daf die einzige Wahl der Gr&Renordnungen, die
gleichzeitip die Konstanz des Vorzeichens des Spatprodukts und

J;i ~ ¢ gewhhrleistet, in

4 4
AAS = L by~ m v ~ 4
( ) m ) ] m

hesteht. Statt der demnach zu betrachtenden Kurven

X = rp| (m- me}nm})mJ,(M"%f@nmﬁ:}M&} —r%fmma}j

J = MSEZ( 2 —EM;HM#)"BWJ;E3MM& ‘3!’?\3‘;;2(6—1’: ’)tmm’l})(—m 2m S

3

/!
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wird die etwas allgemeinere Klasse

X =y [(m- Ly sm flmd ), (- g oom flnB) s S, o T e el
(A.6) "

mi b L(md) = mO + m E P (m0)

gewdhlt, damit die hbheren Ordnungen von Krimmung und Torsion

mittels der Funktionen vahjj noch beeinfluBfbar sind. Bei der
Berechnung der zweiten Ordnung des Gleichgewichts tritt nimlich
elne LiUsbarkeitsbedingung auf, die nur durch geeignete Wahl der
Seele erfiillbar ist. Weiter zeigt sich, daR diese zweite Ordnung

im wesentlichen berechenbar ist, wenn von der obigen Entwicklung
fiir .f nur

%VMJ) 7 omd o+ %5&

mitgenommen wird, wobei die L&sbarkeitsbedingung mit

f@ - § oy

erfiillbar ist. Fir dlese Wahl von {’ ergeben sich folgende nach

il entwickelten Ausdriicke
fio!

= wtet (4 o 0(m7E))
(x3)* = T (4 - B (4l +%) snmd + O(n))
[x5%] = =g whs® [ - (64 +4) smmd + 0(7)

so dapk folgt

% = {:?;\—:,(4" Y—%—;(.ZJ-:—?-)%M’\Q + O(mf”))
(A1.7})
I o= L ( A+ G258t + T O(m72))

In niedrigster Ordnung gilt (’Q%f = £, ¢= §?Wm,)

7o £ = g

3 = TE , Fmx = o

b
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Fiir die Bogenliinpge erhdlt man

s = vmd (Va2 + o(w2)

so dabB

L = Zﬁ'r‘,m ( mg + O(mﬁ%-))

und

=0 = m (e + 0(m-3)

S
T
Weiter folgt noch

L - 2mm - T O(m“‘?.)

o




Anhang 2

Filr dle Aufstellung der Gleichgewichtsgleichungen, die Untersuchung
der Stabilitdt und der Diffusion genilgt es, f% 5 i}B s 513 5 §33

und éll zu berechnen. Es ergibt sich mit den Ans#tzen ( 23 ),
wenn dile dimensionslosen Variablen aus Anhang 1 eingefiihrt werden:

g% = “?K$k gg‘

E o= ot [ (8« ' (5- )]

‘g B Fx P [( ?EO) + (?Ez)‘a’sch + (fo:mlwré‘“)i%)'
(BP0 1) - B (52 5]

72 = Py '«

92 oy (<£108) « $f ey 2(5-)

: o . £rd ) w3l D 94,4

9;_31 - me:mlﬁo(—zggl é+% €8+ 8550 +(1+ )00

82428+ 480+ 28%0))
%3 = ¢
T.!.
9_7.—2—3)_: fx o np ( f2G+E-§26)
i_;il - L;X &K[foz(é ~§-+2«};ng9)+25(/1— ?2)6032_()0{- é’).
| 258G+ 205230256+ (10 BIG- 2010286 - .07 )y |
[¢] ) B 2
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lk,%xl( é’g’)m‘f?
2 ¥ 924 A4 Q) 1 4 A
32 [22 +4Bundyp + 124 ( P22+ 208-28%05-26 + 1"
+(A+ £2)0* - 2 4 80) wsty |
o 8

2§ 2wy (§f + P26 - P20)

S%XZ [2?( ;20 + ?f-lﬂngo) * Lf‘“cfﬁ §0La732<,a * §2+( ?ﬂ}% (4+?L)(—32
C 48 -4 810 - w250 + 283 @ty ]

In den dimensionslosen Variablen aus Anhang 1 ergibt sich mit den
Ansitzen ( ¥.35)

b fuc £ 1

Fx g [(£7) + £8' (4.0 - §/]

Px P [ (£50d'+ (Fholendp + (§bi)frinm T corp

+(§oflo:_),an2¢mf+ ((5%,,,-627;4)744»?«}1@50+2(5,;,2w;2m,ﬂ“

o

L renly+6)ff + (E(EB2+4.,)- _i,,_(ga?ffy/@@
+ (—3?5?,530,,94 * %E’//)h.qm}@f

Q [2]
Py Pu

(f;.(’)(;i’l(f (—glf"f'é// "L'\ﬁ,u?‘;p{ C(D‘f(é’;)

Gurinlp (=28 %10+, + (=55 + Fitfspry «(1-8) 00
5 Eol(é}gmo),"' ;0’;‘;—10 + ét};f;/ - §§y
b3 e 2 A 4 > R o, 4
= %) $0p,0+4(F2 1 BG4+ 57)6°
“ et Oy o A £
f‘fa*Z? ‘Zl"fg _g—fz\lp‘lﬁg * ’L))

TLsg}"?gk(
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’ ‘?W;““”Z‘P(‘*ézo* Ou ~ 3(1*- § £ en (1480 - P 12¢
+4§6 « 2§4,6))

* g e (<PE + Ef g, - B (g1 n)

P g omd (ff+ 0

* by nypainnd (<28, -2 8., +28(8-5.) + &)

T ey ond 26, < g g s

- 7"K ""“2*"‘}(25 b # éoz) ¥ 525,,5?;&(6032»\# 4 d,,

0

"f’x‘?k G\ntf’( }q'x;,,, p —?lé) - (L;,M + é)é’zuﬁxn}gu PIRPY

Q

Bt [POE-5 « Zhaoly + G lang i - painnd) + )
+28, o (M- 2y - 6, (1-F) siny o
{*4,, D Ao - 280, wlad + ’;'1

j0-216 - 0oty

(- 080y = 2§10, + 12650, 0§ £(5,+29) -2 )“”‘F”“"’“J

.
§ T

<wa«o #2§252 3,6 +(1-§4)6%-25
3

-Go
p

255 (5-F) wnp
KZ [2(;1 + Af'éloQbZLF “29144 (-’);;-nf Cd)m‘l} -f‘c‘b‘]oo(,'-,‘mq})
” i{“éu W 2maF gl +( oz;’% *Zéff;ﬂ —2,32('-3&?,,0
'2?1— ??‘+(/I+?‘)‘)é ?Z—Lf-g@) \e
a A 2 4 v 7z
+( 2.‘[‘??: -"Z.l)OCMQ + %5_ ‘Z:(L 40)(ﬂ)\f’)f/‘m.h‘\} + 9%17MZM‘?‘J
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Anhang 3

Zur Diffusionsformel (I 8 )
In Verallgemeinerung von [9] wird in [10] folgende Formel fir
den Materlestrom angegeben

Moo= =5 P [ fgudxas -pT(57°- 179, - 2(4-7)[223x]

+ 4 (5 g0l ) » 2L (3 -7 ]

die eine Entwicklung des Ausdrucks filr kleine ¢ darstellt und
also ein Divergieren des Materiestromes fiir ( » 0 mbglich er-
schelinen 14Rt. Fir die in dieser Arbeit betrachteten Gleichge-
wichte ist dies jedoch sichermnicht der Fall wegen der Entwickel-
barkeit von ( [I. ¢ ). Obipe Formel 1%Rt sich folgendermaBen in
(I s ) umformen: fir lhre Herleitung werden die Koordinaten ¥ o

X » 0 mit r%é = B benutzt und es ist

q - fds - %

worin das Integral l&ngs einer Feldlinie erstreckt wird bis diese
dle Linie 6 = 0 , die elne beliebige geschlossene Kurve ohne gro-
Ren Umlauf auf der betrachteten Fl&che \y=:konsf sein darf, wieder
schneidet. Im Falle verschwindenden L&ngsstroms kann eine Strom-
linie als Linie 6 = O genommen werden; dann 1st nach [1{] 9

Fl&dchenfunktion. Nach S. 3 folgt dies direkt aus %f = = %5 , al-
so ist q = 1¥ = V' . Damit reduziert sich obige Diffusions- i

formel auf (g, = {g3dx = Mo ) (7 1ist der Lingsstrom)

M

"

& [ gaa oy AK

also ( M. %2 ).
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Anhang, 4

In [7] werden fiir eine beliebige durch fé) und %%) gegebene
magnetische Achse um diese Achse analytische Gleichgewichte be-
rechnet und es wird der Schluf gezogen, daf solche Gleichge-
wichte fiir auf der Seele verschwindende Rotationstransformation
nicht existieren. Der dazu filhrende Gedankengang soll hier ver-
allgemeinert, der Schluf selbst aber in Frage gestellt werden.
Hierbei wird nur zur Vereinfachung der Schrelbweise eine ebene
Seele vorausgesetzt.

Aus der Gleichpewichtsgleichung folgt

vy B = P'-giégf + h B

mit einem Skalar h , flir den sich aus dem Verschwinden der Di-
vergenz der Stromdichte ergibt

B.vh = -p(Bxry) vk

Zusammen mit

{es]

'17Lf_/= Q

reduziert sich damit die L&sung des Gleichgewichtsproblems auf
die L3sung zweier "magnetlscher Differentialgleichungen” (s.z.B.
14]) (natérlich mus noch g8 = O befriedigt werden). VERL®
man das {ibliche toroidale Koordinatensystem ¢ , v » s und
setzt fiir die Feldkomponenten und den Lings fluf an

B? = avgv ve4 . Bo =b,¢ vz A

Be = g’ , vxO0 , y T w.p , V72

so erh¥1lt man filr dle Stromdichte auf der Seele

264 = ?-?9:‘;’ = Jo{s)
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b, . odc,(s)
262 = ?x]o Tds

5 g = 0O in niedrigster Ordnung

?z P _ 94 PDL
°%+Aﬂ’3§? +a,4 = O o —f}*‘r"zﬁ"‘ﬁﬂaﬁzo
mit
. Y :éﬁ
‘}0?,"2: 54 Co

Um den Vergleich mit [7} zu erleichtern, wird die L&sung in
der dort angegebenen Form geschrieben

2. F *Cﬂz’ + o Racnhy sn2u = co—?’—é Coslu

b, = J§+cl€wfzmzu—ca-@2{%zu

R - Ztnﬁq (2 +a') = konst | w - p+%
¢, = anﬁi; * 4éu47 s 2w

mit zwei willkilrlichen periodischen Funktionen «7s/ und n(s)
Fir die Rotationstransformation auf der Seele folgt mit

5 . B - k-2

Vo [ He el (7 famw)

ﬁé”o{‘? = éﬁo(s

Wird nun die gesuchte Funktion in einer magnetischen Differential-
gleichung mit « bezelchnet und gesetzt

50 ergibt sich fiir die m-te Ordnung

Ok m

- m 28, ol 1 =
v = & :a% " %(‘f i ana—m%;.




_ 42 -

Die allgemeine Lisung der homorenen Gleichung findet man mit

MR

oL, = Pt
was fir _f ergibt

/‘if‘*p)fig—gic

LY ’ka;
deren allgemeine L&sung durch

{ ( f R (s)ols — arfon (e7? +Dwuu_)) = : ?9(\,\,)

f o
muf man nun so w&hlen, dap in ihr die gleichen

gegeben ist..f
auftreten wie in der Tnheomogenitit.

Fourierkoeffizienten bzgl.

Wegen
- .,
cos m(@ 7#4,.,1(,,,) = _é___..zﬂf
o
= e-f-/.w,'«:gg
on avttan (7 famu) = 4
0
kann man iberlegen, daf dies mit ( psm )
‘fw = e P ; £c? = By e
= m m-—l )

’ /

erreicht wird, denn man bekommt ( ¢
m-9 _ D oo ('?"(2V1' )}

dsym = ¢, F é(—)‘/(zim) wnf e (w)m;nz T(w) e - I
v_v\__: —21/ . v ('9' —2,1/>

digm * @B Z O () 05T (W) T (W) e &«

fiir den Spezialfall 7 = © also z.B.

0<S€W1 = /)1”\.?\/1/ X O{(?M = W?W
Damit hat man die bendtigte Zahl linear unabhéngiger Ldsungen
fiilr das homogene System, das durch Fourierzerlegung bzgl.
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aus der Gleichung fiir die m-te Ordnung entsteht. Die allgemeine
Bedingung flir die Existenz einer periodischen L&sung des zuge-
h8rigen inhomogenen Systems ist: Die Determinante der Differenz
der L8sungsvektoren fiir s=¢0 und s= L darf nicht verschwin-
den. Durch eine etwas milhsame {iberlegung, die hier nicht durch-
gefilhrt werden soll, stellt man fest, daf

ﬁf{ofj = L oy {Vg—f’_- V:O---JMJ

27 Lo R !

fir die m-te Ordnung gelten muR. Dieses ist die Verallgemelnerung
des Mercier'schen Ergebnisses: fiir Vakuumfelder wird es in etwas
wenlger allgemeiner Form auch in [13] gefunden. Zu dlesem Ergeb-
nis sollen noch zwel Bemerkungen gemacht werden:
1. Wenn die analytische L&sung filir ein rationales Ea_nicht

existiert, wird die Relhe fiir w nicht konvergieren, sobald

ein reelles, nicht-rationales é%_ "zu nahe" an obigem rationa-

len liegt (in Analogie [12], Appendix A), so daB rationalem

Lo
I

2. Eine analytische L&sung fiir rationales %%_ existiert nur dann

nicht, wenn diejenigen inhomogenen L&sungen, bei denen die all-

nur bedingt eine Sonderstellung zukommt.

gemeine Existenzbedingung fiir eine periodische L&sung nicht er-
fii1lt ist, nicht periodisch sind. Nun hat man aber bel der Kon-
struktion der L&sung die Funktionen 5%), cols) , dls) , 7ﬂd
willkilrlich vorgegeben (statt mathematisch korrekter ein Rand-
wertproblem zu formulieren); es bleibt also zu untersuchen, ob
man nicht einen (unendlichen) Satz von Bedingungen filr diese
Funktionen bekommt, der die Periodizitit der inhomogenen LOsun-
gen sicherstellt. Z.B. bekommt man aus den beiden oben angege-
benen magnetischen Differentialgleichungen in dem einfachen
Fall der MyS-Konfiguration [2] mit Volumenstromen (n = o =
jw = Lg® O ) als einzige Bedingung bei einer Rechnung bis zur
zweiten Ordnung in g fiir A und bis zur dritten Ordnung in %
fir Y

P’{O) gSR/c/%’ ods = O
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die (fur P "lto) # O ) natilrlich erfiillbar ist, sobald nur
R—(—) keine Funktion festen Vorzeichens ist. Es besteht die
Vermutung, daf auch in h8herer Ordnung in @ keine weitere
Lésbarkeltsbedingung obiger Form (die also nur c,(s) und ms)
enthalten wilrde) auftaucht, sofern in jeder Ordnung geelgnet
{iber die jeweils freien Konstanten verfilgt wird.
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