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ABSTRACT

The magnetohydrostatic boundary value problem is investigated

for a toroidal boundary surface T which is symmetric with respect
to a plane, but which need not be continuously symmetric. The
existence of an equilibrium solution is proved for the boundary
condition that the magnetic field B be tangential at T. The
pressure as a sufficiently smooth function of q = éifél_q 994

and the azimuthal magnetic flux can be chosen arbitrarily.




Einfiihrung

Ein magnetohydrostatisches Gleichgewicht wird durch die Glei-
chungen

(1) 4 x B = vp

ll
<
X

(1b) 4 8

{1¢) V'E = O

beschrieben. P ist der hydrostatische Druck,‘ﬁ_das Magnetfeld
und gr die Stromdichte.

e

Fir die Anwendungen sind solche L&sungen der Gleichungen (1) in-
teressant, deren Magnetfeldlinien nicht ins Unendliche laufen.

Der einfachste Fall ist ein "toroidales” Magnetfeld, das auf einer
dreifach zusammenhiingenden toroidalen Fl&iche T tangential ist und
im Inneren des von der Flidche T umschlossenen (zweifach zusammen-
héngenden) toroidalen Volumens V nirgends verschwindet oder un-
endlich wird. Eine Fliche, auf der B nirgends tangential ist und
die das zweifach zusammenhingende Volumen V so teilt, daB ein
einfach zusammenhingendes Volumen entsteht, heift Meridional-
fliche M . I.a. wird eine Feldlinie, die in einem Punkt Pl von

" beginnt, nach einem Umlauf die Fli#che in einem anderen Punkt
P2 treffen. Die Zuordnung aller solcher Punktepaare P1 e P2
wird als magnetische Abbildung bezeichnet, die Abweichung der
entsprechenden Transformation von der Identitst als Rotations-
transformation. Die Menge der Punkte von ™M ist beschrinkt, und

es existiert eln Fixpunkt der magnetischen Abbildung, d.h. mindestens
eine Feldlinie schlieft sich nach einem Umlauf. Eine solche besonde-
re Feldlinie heiBt magnetische Achse. Andere Feldlinien umschlin-
gen 1l.a. eine magnetische Achse unendlich oft, wenn man sie un-
endlich weit verfolgt. Ist m die Zahl der Feldlinienuml#ufe um
dle magnetische Achse und m die Zahl der Torusumliufe, dann heift
der Grenzwert

L= 2T —




der Winkel der Rotationstransformation.

Fir eine Ldsung der Gleichgewichtsgleichungen (1) missen B und vp

senkrecht zuelnander sein.

(2) B.vp =0

Dies bedeutet, der Druck muBf in allen Punkten einer Feldlinie
denselben Wert besitzen. Da fiir die Anwendungen toroidale inein-
ander geschachtelte Druckflédchen erforderlich sind, milssen die
Feldlinien auf solchen toroidalen Flichen, den sog. magnetischen
Flédchen, verlaufen. Das heift, daB die magnetische Abbildung von
M auf sich geschlossene Kurven als Invarianten besitzt. Diese
Elngenschaft 1st fir ein beliebiges toroidales Magnetfeld ohne
kontinuierliche Symmetrien i.a. nicht vorhanden, was eine der
typischen Schwierigkeiten bel toroidalen Gleichgewichten ist.

Spiegelsymmetrie

Die Problematik des toroidalen Zusammenhangs 148t sich dadurch
umgehen, daR man Vektorfelder betrachtet, die zu einer Ebene
splegelsymmetrisch sind. Die Symmetrieebene teilt dabei das toroida-
le Gebiet V in zwei einfach zusammenhidngende Teile mit den Schnitt-
fl&chen Ph und P&f Es sel X der Ortsvektor und 71 der Normalenein-
heltsvektor der Symmetrieebene bei %=FZ§‘§': O . Dann soll die durch
eine Gleichung der Form

f(z,2xX) =0

beschriebene toroidale Randfliche T die Symmetrieeligenschaften
(das zweilte Argument -’_I_’Zx?ﬁ ist weggelassen)

£ER) = + ﬁ(—r%)
(3) m v f(-2)=-m vfG?)

Mx v f(-2) =+m x v £@2)




e
besitzen. Als entsprechende Spiegelsymmetrien fiir die Gleich-

gewichtsfelder werden die Relationen

wm - BEE) = £ - BEY
(4a) <. BEt) = - M ox B(+?)

ﬂl’ié%) = —f}féG?)
(4p) T :
mx g er) =+ =23

() plz) = + phz)

angesetzt, welche, wie sich zeigen wird, mit den Gleichungen (1)

vertriiglich sind. Daraus ist zu ersehen, daf alle Magnetfeldlinien
geschlossen sind und daf die magnetische Abbildung die Identitét

liefert mit L = O .

Das Gleichgewichtsproblem 148t sich dadurch auf ein Randwertprob-

lem in dem einfach zusammenhingenden Teil von V reduzieren, in
dem Z ein Vorzeichen hat. Bei #=C pelten dann die Randbedingun-

gen

(5a) m x B = O
(5b) -’rs-_;_}';o
(5e) gty P =9

die allerdings wegen des Bestehens der Grundgleichungen (1) nicht

alle unabhéngipg voneinander sind.



Ein Variationsprinzip ohne Nebenbedingungen

Sind alle Magnetfeldlinien innerhalb eines toroidalen Volumens V_
geschlossen, dann 18Rt sich die Gleichung (1c) allpemein in der

Form

6) B =3y¥xv%

integrieren. Eine Feldlinie wird also implizit durch die Gleichun-
gen Y (X)=zwwit  X®)=wnsl peschrieben. Daraus folgt nach
Gleichung (2), dak der Druck nur itber Y und X vom Ort abhingen
kann. Die Gleichungen (1a) und (1b) liefern dann

2%(2¥x %) - (f-2%) 0¥ -(399) 9% = P OY+ POX

Diese Vektorgleichung ist erfiillt, wenn die bei-den skalaren Glei-

chungen
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gelten. Die linken Seiten lassen sich wie folgt umschreiben
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In der Form
g [(@¥xzx)xox] - P, = O
@)

v.zg*x(f*xf%)]"ﬁt‘

(7)
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sind diese Gleichunpen fiir ¥ und X die Euler-Lagrange-Glei-
chungen eines Variationsprinzips ohne Nebenbedingungen, falls
die Funktion fD(V’,li) pepeben ist. Es wird behauptet, daf
das Integral

T =35 +(v¥>xgx)

fiilr L8sungen der Gleichungen (7) einen stationiren Wert besitzt,
wenn die zu variierenden Funktionen WY (X) , X (X ) an der
Oberfliche T des betrachteten toroidalen Volumens Y/ festge-
halten werden. Es ist n&mlich

L S(y_‘#xv_%)tz 9§ - sxl e¥x(g¥xon]-S¥LE¥xv)xox]+

FSX U] p¥x(V¥xoR)] b S z'[(@kxzﬂ,ﬁ)xz'x}

SP-.: Pw‘s\*'PPxéX

und damit
3 .
ST=S( sy§ g LEY<gr)xgx]-Py f T +
¥ 3 5
S 2§ gl aveloyrxem] -Px§ b T - |
v ‘ }
_ i)z § sy [@yxen)xaufesx [ TFX 0¥x )] §
v

Da das dritte ein Volumenintegral iliber eine Divergenz ist, 1&8/t
es sich nach dem GauRschen Satz in ein Oberfl&chenintegral iber
T umformen. Dessen Integrand verschwindet, weil S . 5 1 4

an der Oberfliche Null sind. Da andererseits die Variationen S‘P)

§:Z im Inneren von V beliebip sind, miilssen die Ausdriicke in



den geschwungenen Klammern iiberall in V' verschwinden. Das
sind aber gerade die Euler-Lagrange'schen Differentialgleichun-
gen (7) fir ¥ una %

Die B-Iteration

Es sel eine geschlossene toroidale Randfliche 'T’ gegeben, die
durch eine analytische Funktion F(Z) mit der Spiegelsymmetrie (3)
beschrieben vird. Dadurch wird bis auf einen konstanten Faktor
ein Vakuummagnetfeld, auch harmonisches Vektorfeld genannt,

jﬁﬁﬂ = V d> | ) 4 47 =

bestimmt, das auf T tangential ist und in dem von T umschlos-

senen toroidalen Volumen V ilberall repul#r analytisch ist. Den
frelen konstanten Faktor kann man z.B. durch Vorgabe des magne-

tischen Flusses

F- §§ 8% dg
™

durch eine Meridionalfliche M festlegen. Wihrend flir den MNachweis
der Existenz eines solchen Potentialfeldes potentialtheoretische
Sétze erforderlich sind (siehe Martensen 1968), ist die Eindeutig-
keit sehr elementar einzusehen. Die Differenz iiﬁ' Zweler LOsun-
gen der Laplace-Gleichung mit demselben Fluf [ hat den FluR
Null und verschwindende Normalableitung auf T . Es gilt also

o= {5 ¢"ag - - 535 (v4) e + g(cb;ab_) 0" olf

wobel (b+ bzw. CP_ die Werte von (#* auf den beiden Seiten
der Meridionalfléiche M sind. Wie man mit Hilfe des Stokes'schen

Satzes elnsieht, hat der Potentialsprung kpf-\ﬁ_ in allen Punkten
von fﬂ denselben VYert. Also kann man q% -(ﬁ_ vor das Integral liber




M =ziehen, welches demnach wegen der Fluffreiheit verschwindet.
Also mus V@ tberall in V' Null sein. Man sieht hier, daf
die Eindeutigkeit auch durch Vorgabe des Potentialsprungs er-
reicht werden kann.

Da die toroidale Randfl#che die Symmetrierelationen (3) erfiillt,
folgt aus der Eindeutigkeit des Feldesvgfbh daR :Q?)die Symmetrie-
eigenschaften (lla) besitzt. Die Symmetrieebene teilt n#mlich das
toroidale Gebiet V 1in zwei einfach zusammenhdngende Teile mit

den beiden Meridionalebenen Ph und P41. Hat nun d) auf Pﬁ den
Wert Null, auf Mj’einen von Null verschiedenen Wert und gilt auf
T die Randbedingung %}%% = O , dann ist dies ein inhomogenes
Potentialproblem mit gemischten Randbedingungen, filr das eine
eindeutige LOsung existiert. Die Spiegelung des entsprechenden
harmonischen Vektorfeldes liefert dann ein in ganz "V harmo-

nisches Vektorfeld, das die Relationen (lda) erfiillt.

. ()
Zusdtzlich wird nun vorausgesetzt, daR _@_ nirgens in V ver-
schwindet. (Es kann sein, da® diese Voraussetzung {iberflilssig
ist, well sie wombglich immer erfiillt ist.) Es sei

A = max |B®)]

I'
a = MmAL YEggﬁ

Hierbei ist das Maximum in Bezug auf alle Punkte X in V' zu

nehmen.

Die hier betrachteten harmonischen Vektorfelder haben endliche
©)
Feldlinienlé&nge .Z( , denn es ist das Integral Uber eine ge-

schlossene Feldlinie

o ¢, |
@ Gur- (4o Sab o asg)

4 |27

Die l&ngste Feldlinie habe die Linge

) (©)
[ = Mmax b



Die Grundgleichungen (1) liefern eine notwendige Bedingung an
die Fl&chen konstanten Druckes. Die Divergenzfreiheit der Strom-
dichte E& und die Tatsache, daB Ei senkrecht zu Vf) 1st, 1l&AtL
sich durch den Ansatz

(8) ;}.—.vftxvp

beriicksichtigen. Die Vektorgleichung (1a) ergibt damit die beiden
skalaren Gleichungen

(9) Brvp=20

(10) BrvT =1

Es muf also die Funktion ‘t'cﬁ) beil einem Torusumlauf zunehmen,
allerdings so, daR gemif dem Ansatz (8) dile Stromdichte nach
einem Umlauf (d.h. am selben Punkt X ) denselben Wert hat. Wird
die Gleichung (10) iliber eine geschlossene Feldlinle integriert,
dann ergibt sich filr die Zunahme § der Funktion ot

4
(11) C{ = /—_B_T

Damit 4 elnwertig ist (d.h. nach einem Umlauf denselben Wert
hat) ﬁ:ﬁ die Komponente von y¢ , die senkrecht zu VP ist, eben-
falls einwertig sein. Diese Forderung fiihrt auf dile bekannte Be-
dingung (Kadomtsev 1960)

(12) vgx vp =0

die auch hinreichend filir die Einwertigkeit des Stromes 1st.




e

Nach diesen Vorbereitunsen kann das folgende Randwertproblem
formuliert werden: Gegeben sei eine hinreichend glatte positive
Funktion Jiﬁu) und eine analytische toroidale Fl&che T , die
den Symmetrierelationen (3) geniigt und auf der das Magnetfeld
tangential ist. Ferner sei der magnetische FluR F durch eine
Merldionalfléche gegeben. Die Behauptung ist dann, daB die
Gleichgewichtsgleichungen (1) unter diesen Bedingungen eine
Losung besitzen, falls die durch

1 pE) = LA A (T q9x)

definierte positive Zahl R nicht zu propR ist.

Fir den Bewels wird die sog. R-Iteration

B(M) _-> q(m = {[\: / Bem)l :> PQM) = ;B IL\L ‘;7. ('I%_' ?("’t?

' (om) (o)
| B . T _ I 5 ,.._/(-‘m)
| Z TT=0 uwuf M, |
) ) ’ (’W‘l + 1 ) (___'(mﬂ (m)
T, P = 3 = VT XVp
v x B s
(15) P
B\'m-‘kr} O

,..- e 4 1) .
m BT 0w T, BT e

™~

benutzt mit dem durch T und F gegebenen harmonischen Vektorfeld

F&dals Iterationsanfang.

Um die Klarheit der lotation zu erhthen, wird im folgenden teil-

weise die Indexschreibweise mit Summenkonvention benutzt (Selbst-
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verstédndlich gilt keine Summenkonvention fiir die Iterations-
nummer am) .

Zur Bestimmung des skalaren Feldes qhdwird die Feldlinien-

gleichung

(fm)

OLX}_ () o

ol T

)
herangezogen. Deren L&sungen hingen von er?und den Anfangswerten
(=]

X ab.

e

(17) X - X;(M)('t(mi _’%-)

(9

mit

k ¢

sy x (o £) = X,

[=

Durch Differentiation der Feldliniengleichung (16) nach den
(=]
Anfangswerten X gewinnt man die sog. Variationspgleichung

—

() 3 BL’M) e ) () ")X(M)
b elct™ i« T xb rgex g K 9 >°(L
d X, ) K

mit den Anfangsbedingungen

(20) {5 ©) = SLK

Die Tatsache, daB die L8supen von (16) die Periode {Tm”(;?)
haben, wird durch

il
@

¢ 53 X;(m)(q(m)(g)) i) B ;

“
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Y]

ausgedriickt. Differentiation von (21) nach X, filhrt auf
die Gleichung

) i =
(22) Eix (C)l'm)) . B;f )2__0., —;, =0

(m)
aus welcher die Ableitungen von C?m'berechnet werden kdnnen.

()
(fvn)

om) . _ - 7 .
o A A LT ]

Den Gleichungen (16) und (19) ist das partielle Differential-
gleichungssystem

) B('m)
m) Y O DhL O
(24) Bg gxe <gC.,< 5 X£ %.ex = O

fqulvalent, das gerade (16) und (19) als Charakteristikenglei-
chungen hat. Dies ist ein lineares symmetrisches hyperbolisches
System erster Ordnung (Courant-Hilbert II, 652 ff). Interpretlert
man die Bedingungen (20) als Anfangswerte auf einer Meridional- .
fliche M , dann hat man zusammen mit dem Differentialgleichungs-
system (24) ein richtig gestelltes Cauchy'sches Anfangswertprob-
lem, aus dem im Prinzip die Werte von %zj)nach einem Torusumlauf
auf derselben Meridionalfliche bestimmt werden kdénnen. Die sich
daraus ergebende Zunahme von %;:”iﬁt dann in dem Ausdruck (23)

in der eckigen Klammer elnzusetzen.

(.
Filr die riumliche Bestimmung der Funktion < &6nnen direkt die
Gleichungen (14) dienen, die ebenfalls ein richtig gestelltes

Cauchy'sches Anfangswertproblem darstellen.

Die vorausgesetzte hinreichende Glattheit der Funktion ji(ﬁz)
wird nun so spezifiziert, daf ihre zweiten Ableitungen beschrénkt
und H(8lder)-stetipg sind.




/,%.”Ié._ H I%f} L HI

(25) , )
{,ﬂléu)-—ﬁ(’ff)[é H | aw-v | , 0 &L

Die Eigenschaft, daB eilne skalare, Vektor- oder Tensorfunktion
des Ortsvektorsig H-stetige Ableitungen k-ter Ordnung zum Ex-
ponenten o besitzt, wird durch C:“*'&' bezeichnet. Als ent-
sprechende Banachraumnorm wird z.B. fiir ein skalares Feld q € C‘{+2

die folgende benutzt

”q II,(+_1= mAX /q { L ’M;f(!ﬂxm.j + L man H%H L max ___:,.—-—:-7/—.1-

x X X x x! X -X
2 X, %
Dabei ist ’
2 _/q. 3
2= (5) - (2F) i-(ﬂu«%—g—;f%x,{) ,
und

Il - (‘i i) :

ist die Erhard-Schmidt-sche Matrixnorm der Matrix i . Diese
Matrixnorm ist bekanntlich passend zum Fuklidischen Betrag elnes
Vektors. Entsprechend wird z.B. die Norm eines zweimal H-stetilg

IR
differenzierbaren Vektorfeldes P € & “t

—

(3]
N,
™

1

e
[
N

_

\

.E/}Ml'—' ma B +Lmian:/}_f’;ff +le£z/,r}) | + L“*’-,,z/aﬁ I

e
I
]
Ix.
—
&
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mit
. 278
p-(2%), &- (5], 2l

Wie sich leicht verifizieren 14Rt, gilt filir diese Normen

(26) || T xg_H < [l4 ], Il Jai

ot Y <+ )

(’Jl@:‘/ "JLBL‘ 2

IX, X, IX X,

[ kws!

< ¢ C:¢+J
_)_‘,L
und

o Il < WI KL lgI, kT gec”

L%

Unter der Voraussetzung von (25) wird durch vollstindige Induktion
fiir die Iterationsfelder ffm)die Gilltigkelt der Schranken

(28a) U@(‘M// < K,

«+ 1

m)
(28b) £ ¢ 2L

—
() (o) .
(28¢c) (5 ) § { 4a

und der Symmetrierelationen (la) gezeigt. Diese sind so einge-
richtet, daB sie jedenfalls filr das analytische Anfangsfeld _gyb)
gelten. Dazu ist lediglich die Konstante K; grof genug zu wihlen.
Nach dem SchluB von sm auf m +1 wird vorausgesetzt, daB die Be-
dingungen (28) und die Symmetrierelationen (4a) filr die Nummer m
gelten, und gezeigt, daf sie dann auch flir m +i erfiillt sind.
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)
Da _ji voraussetzungsgemip die Spiegelsymmetrie (l4a) hat,

sind mit dem Anfangswertproblem (14) flir thﬂ)die Symmetrie-

eigenschaften
) - {m)
(29) TT=2) = - T Ew)
und
m) | ),
m.9T () = +m- 9T (&)
) am)
m xvT (_g)=__4__f_1xv’CL (+2)

vertriglich, wobel 21 wieder normal zur Ebene der Splegelsymmetrile

gerichtet ist. Da auBerdem gilt

q(‘m.)(_%) R Cf(m)@})

o), Ll
m-vq £2) = -m V] ¢

m v = v mxv96r)

folgen fir gtawwi%) die Spiegelungseigenschaften (4b). Es
gentigt daher, dle Berechnung der skalaren Ortsfunktionen ?@n)

und ‘tkﬁ}auf den zwischen ?4‘ und ﬁﬂi liegenden, einfach zusam-
menhingenden Teil Tﬁ von  zu beschrinken. Mit der Anfangs-

)
bedingung T""= O auf Pﬂ und der Spiepelsymmetrie (29) erleidet
be“)und damit V“tb“)dann auf P4L einen Sprung, der aber pge-
) i
rade so ist, daB v v 7Q”# und damit 1}(”‘+') stetig 1st.

——

Aus dem Cauchy'schen Anfangswertproblem (14) folet, daR die LO6-

sung wan)in "V, dieselben Glattheitseigenschaften hat, wie

)
die Koeffizienten derDifferentialgleichung. Da e C””i)ist
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: () L+ o) Y
also auch T € C , VT € 4 und mit (28a) gilt die

Abschétzung (siehe Anhang),

(30) l/v't(,m}//dﬂ < K‘ = V:

L4 (m) oL+
Die Koeffizienten von (24) sind €& C . Daher ist EIWI € (:
mit d&r Abschidtzung =

1€ < % auv

L !

und nach (23)

(31) [/\7 q™ | < K,

oL+

Weil ferner -}L(ﬂ,) gemidB der Voraussetzung (25) beschrénkte und

/ -1 pmlm) ot
und H-stetige zweite Ableitungen hat, ist AT(AL q (5)) € C .
Die («+!) -Norm des Stromes kann also wegen (13) und (26) durch
eine Konstante abgeschitzt werden, die proportional zu B 1st
und unabhingig von m .

(32) //4'("“*"// < 3K,

— o4

Das inhomogene Potentialproblem (15) wird folgendermafen zerlegt

(v +1)

©) ol I
— _B_o i B( i

—

[SS)

(33)

A(fmu)
Dann erfiillt B ebenfalls die Gleichungen (15), aller-

dings mit F =0 . Der verschwindende FluB ermdglicht fir _fj(m”)
die Einfiihrung eines Vektorpotentials ﬁ , das bei einem Torus-
umlauf nicht zunimmt, sondern die Randbedingung
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~<+3 . (a4 1) P ol
A€ i € G

Y +a)// L K ﬂ 1 Wn+r”
(582 /{“-B- of + 1 - & 3 oL+ |
mit einer Konstanten 145, die nur vom Gebiet und von o abhéngt.

S (v + 1

Aus (38) 1ist ersichtlich, daf BO~#) ¢ o= ist und
proportional)zu 8. Demnach lassen sich die Bedingungen (28) auch

+
fir jé&”t ‘ dadurch erfiillen, daf # klein genug gewdhlt wird,

womit der Induktionsbeweis filr die Schranken (28) abgeschlossen
ist.

Wwir d die Ldsung des Potentialproblems (34), (36), (37) auf “V}
beschrinkt mit der zusltzlichen Randbedineung

5 m A = O

(39) auf M M
; [ L
1 ﬂ‘\’/('n_x__A)=O

dann ist A eindeutig in V, bestimmt, und die Spiegelung pemif

den Symmetrierelationen (4b) des Stromes liefert ein 1n ganz V
definiertes Feld A € C:w*a. Damit ist wegen der Eindeutigkeit

des Problems (34), (36), (37) fir A die Giiltigkeit der Symmetrile-
relationen (Ub) gezeipgt. Durch Rotationsbildung folgen daraus dile

A
BGM*U und damit fiir Bpm*d.

Symmetrieeigenschaften (4a) fir
Fiir den Konvergenzbeweis der B-Iteration 18Rt sich die Tatsache
ausnutzen, dap die Differenz zweier aufeinanderfolgender Ite-

B(‘h’t +i)

—~ )
rationsfelder ji und ebenfalls verschwindenden Fluf F

besitzt. Analog zu (38) gilt

) /l__B_(%H)-—- B(’MJ// 4 KG //?PIMH.'_.} ’/i(/m'//

= oL 4| -

|

[~ &

5 K?_ //}LIH(M:)I) (gw) J-(w) 4 (c] )( () rw '))
AR LA -R ) e Jz@‘"ﬂf‘"'>xe:'”’+f““‘f<(¢“-’ I
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w_ g [l 4
SchlieRflich sind noch die Normen Mﬂ =2 ? / /l ﬁ- qpnd
(l '_t_’&m)- E('m") [/% durch f/__!}f""’ B“""") I, abzuschétzen.

Das geschieht mit Hilfe der Gleichungen, aus denen qbﬂ]) ng%)
(—-_l
C

——

e« K, [B7- B"""’//M iV,

(41) // Q—C‘m!‘ g/_(w-l} //OL Z Kc’ H_ﬁ(m} \ena =) //D(_+,
g™ =g, & K 2737

Die Ungleichungen (41) bringen fiir die L8sungen der entsprechen-

und berechnet werden und wird im Anhang durchgefihrt.

den Cauchy'schen Anfanpgswertprobleme die stetige Abh&ngigkeit
von den Koeffizienten der Differentialgleichung zum Ausdruck.
(40) und (41) ergeben

(m) b -1)
+ £ p{//é"’“_ QM //o(w )m: by By Yy

K= K AL (HK K Ky+H K Ky +H K Ky )

(h2) (/ EGMH)‘ Bm}//,

c—— ol

Da aus (42) folgt |
[ s, (p)7 ™ 20,

cieht man, da® die Folge der (o +1) )-Normen sich durch eine geo-
metrische Folge majorisieren 1%Rt, wenn B nicht zu groff gewihlt
wird. Damit ist gezeigt, daR unter der Voraussetzung (25) fdr
die Funktion A () die R-Iteration pleichm#pig gegen ein Vektor-
feld E (- q‘“" konvergiert.



19

Zusammenfassung

Es wurde die Existenz von L&sungen der Gleichungen des magneto-
hydrostatischen Gleichgewichts unter folgenden Bedingungen unter-
sucht. Das Magnetfeld ji ist auf einer dreifach zusammenhingen-
den analytischen toroidalen Fliche T tangential, die zu einer
Meridionalebene spiegelsymmetrisch liegt. Der Druck als hinreichend
glatte Funktion von C?=(§i§}-ai und der azimutale magnetische
FlufR F sind vorgegeben. Es zeigte sich, daR ein Gleichgewicht
existiert, fall der Druckgradient nicht zu groft ist. Diese Gleich-
gewichtskonfiguration liegt symmetrisch zur Ebene der Splegelsym-
metrie und besitzt nur geschlossene Magnetfeldlinien. Flr diesen
Fall 14Rt sich ein Variationsproblem ohne Nebenbedingungen formu-
lieren. Die aus physikalischen Grinden auferdem erwinschte Forde-
rung, dap die Fl&chen q = const dreifachen toroidalen Zusammen-
hang haben, ist erfiillbar, indem die Fliche T so gewihlt wird,
dap das durch T und [ bestimmte Vakuummagnetfeld diese Eigen-
schaft hat.
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] ! 3 <, C...
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(r ) l" “r( +1 !

[ = >
(h2) (8- 80N < 4f

: 9 i ; .4 ,
wobel B™ = ¥V ¢ das auf T tangentiale toroidale Vakuummagnetfeld
ist. Dann wird behauptet, dal aus

f Z S ?T z X o 2 -
(A 3) By 3%, = | in V}, T = 0O uuflﬂl,

die oschranke
aw) fI<ll,,  <C, in Vv,
folgt.

Ist ¢+ ~ ¢_ dic Zunahme von ¢ bel einem Torusumlaui, dann gilt
mit (A 2) in V,

1e 49, 9=5 5 :5*50_{%‘" ¢ 4a’.-2.)

Sel
(& 5) Cy —‘gé?ququ
(A ©) Cy = max fg[
ET) Cy = max EE2]
(A 8) Cg = max ”é” »
(h9) [|B () -8&)] £ ¢ [x - x| ; G .
Mit (A 2):
(31" [2°" ¢ (s < et
¢ g sl
(L 10) Cy = max Y

Differentiation von (A 3) nach x; erglbt

(h11) B,35%x,TL+B,,T,=0

-E'z(B“)ﬁ(%%)/

mit der Anfangsbedingung
o L
(.": 12) Z = auf M
|1 ’

l
I
)
v
OO~
1A
e et
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Dabei ist M der Normaleneinheitsvektor aul Pﬂ.

Multiplikation von (A 11) mit T,:

i
18 5% 2" + BT = O
> 1 _
+B. 2, [Tt 2 RIIE]
(An) ] 2 C [2]
Wegen (A 10) und (A 12):
(n14)  JTe)| £ Cq
Integration von (A 13) mit (A 14):
S'ﬁ’ CS'C?'

/fE'/.f C'g L ” . C:y £,
seil
(A 15)  Cg = e < |

Nochmalige Dﬂleﬂcn‘uu‘uo'x von (A 11) nach x

k* S .
(A 16) B, :>,< W #Be  Tei +8,:Tew +Bige Te = O / {’Cm’
(ar3) 3. %Jfé/i ¢ LBllfch +[B)If) ¢ 2 <ol +c,c,
Aus (A 12) durch Differentiation auf M,:
2 m Do e
8‘:.}"""0"1 S-Z (t —8 J% ]:;_l? = ’ﬂtg‘:\;x’nul 318/3
Aus (A 11) aul M,: ~ 2
m EL..t' = BaL €
e e e /.&1"
Mit (A 6), (A 7), (A 10), (A 15):

(A 18) Hg/l:’:,o aul M’

(& 17) ist Houivalent zu

(n19) &L IT] = iC_;J/’gf/ + 056

4% =
Inuegrrtlor von (4 19) mit (& 18):
& Cr .LC C
Al 3 53 .
Also existiert
(A 20) C,, = max {(g//

xeV,




Man betrachte dic Funkvion
T 0
(h21) x = x (T, X)
) i R TR s, 10 ' < e g
der zu B gehOrigen keldlinie mit X aul Pﬂ . Dann gilt dic
Variationsgleichung .
g & ‘D)(L

, 2 : . = S / .
()L‘. aa) Be -5‘)2'2 g._,p(_-B\:Z (ge‘() g;,,“ é;_,,(ﬂ«_;M') gg,“ D)o(

Ebenso wice fir die Gleichung (A 11) 1dBL sich fir (A 22) die

|

Bxistenz von

(A 23) Cin = f(l‘cgv_ Hc%___”

zeigen. Nach dem Mittelwertsatz derDifferentialrechnung ist
2 ; o 0 % 56 —
fiir zwci Punkte X, X’ auf M' mit (A 23)

(how) | X(T, %) - x (T, %) | & ¢, |5-R"]

n—

Werden in (A 16) dic Ortskoordinaten zemdB (A 21) ersetzt
\ / o

/

und die fir denselben Wert € zu X cehorigen Funktionen mit
s 5 &

einem Strich gekennzeichnet, aann ergeben sich M [OShe
0 o ' _
z{- 2 _)Sl dle G.L('flChUl‘;g.;.;‘n

S T, #Boy Tei +Bei Tew +BiweTe = ©

/
/ / / / /
EELT: (C/c.i B Tor +Be T + Biuce Te =0

’ / ! / —~
(A 25) EOL}% C’C/‘:K'TCJ)J- (BeK#Bex )/Ceé *Bex (fcc..'_tc; )“'(B-ei-a?-c’ )L€K+

/ _ ' / /
. . 7d ) - ~—
+ BCL (’C'LK‘-‘Lﬁk) +(B{,K.Q B\-K-C) L-(, -:O
Wegen (A 8), (A 20) und (A 24) gelten dic HOlderbedingungen

8 -8 £ ¢, [x-%"]"

’E;fcfj = Cw /X-x

(heo) ool &//___B:.////__’qj-’g’// cfB -7l Tl +
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Da die Anrangsbedlngungeri[ih"Z; sogar stetig dii'f'erenzierbar
sind, erfillen sie auch eine Holderbeaingung
(L 27) )’C_’g’(lz_ (_w}g-—g’/d’ auic M
Durch Integration [(olgt au5 (A pog und (A 27) . o /|
ey lT-Tl e [ o5 (cig -f)+C,é,]/3£-2<-/

Bekanntlich folgt aus (n da) zusammen mit der Divergenzirel-

!

heit von B
und daher existiert

\ ; = max g‘”
(A 29) G 2 ’ ”

Betrachtet man dic Umkehrung
o (=)
X = )( (’J) X )

der Funktion X \ , x) pei festem T , dann sieht man, dald
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nach dem Mittelwertsatz der Differentialrechnung mit (A 29)
gilt
[y o/ ; ]
L )-x
(R-%"] 2 ¢ylx-)
Das liefert mit (4 28) eline Abschatzung

(A 50) /”__C__(ﬁ)—g(_":'/)” = C.a}g"—(’/

In (A 0) gehoren x und x’ zum sclben wert € . Andererseits

el

istfg nach (i 106} als Kunktion von T sogar stelig differenzier-
par. Daher gilt (A 3C) auch fUr beliebige x, X’ € V',
(n 5), (A 15), (A 20) und (#i %0) liefern die Behauptung Ul 4%,

Der Beweis dafir, daf3 aus (A 22) die Schranke
o .
\A j1) ”i”.c_,., 4 Clq

folgt, verlduft vollig analog und wird weggelassen.

: ; - L= _ . 53 .

II. s selen gm und B Magnetfelder, fUr die dic Vvoraussetzungaen
und Folgerungecn von [ gelten sollen. Dann wird behauptet, dal
es cine Abschatzung

NE— — Mo . ] 4ﬂ-t”
w32y NT™-<™,,, & CaolB7- B

‘ -
gibt.

s

3ei

™ -]

P~
i\
&
I
&>
h
(s3]
3
\
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ius A
gt N
B, 5-)22/(:/ =1 , T'=o . M,
= ¥ = -1
B;W1 5%%; ™ := ) y 7TM1 = O au ﬁ4’
folgt D ’3 .
(A 33) BC, 1 ? + 'e—e X, T =, ?:Oaui' M
Das HnldﬂikWGPLpTUU]ﬁm (A 33) ilUhrt aul dic Abschidtzung

T 7] £ ) )T e ¢y maxel g@)] < o
was durch Integration

(A 34) 112/ = C? C 5 max {i&-[ in 7V,
ergibt.

Differentiation von (A %3) nach Ky

- “"l’; " o " -
(h35) By 3x, it B v, + e, ﬂjc'”",Lg,fc' —

(A 36) 'rzt.' = e _ .ﬁ.‘-_.- g / B""" GB”" M) aufl M‘

Wegen

18] -3 = [87- 877 - J&|

und (A 10) liefert (A 50 ) rﬁr die Anfangsbedingung die libschi3tzung.
(A 37) (?{ < C;' max [a_(f_v-( aufl M

Mul:;iplimt,mu von (i 3%) mit B, // I
(A 33) cu_- 70 = [ZUUB™N « & jTm1 + 1&) ™"l <

& CS/Z{ + C7 ma X //é_'// + C” me X /é—/

F'rmy #yvep . Wela ¥ : £ Y 1 i 277y o
Integration von (i j0) mit (A 57 ):

(1' j‘_})/‘ZIéE{;(qrs.;m /_;'// + C” max }é_/) (€C§C3— /) g C; max /g_‘/ -

11 12 =
in V' .
Um die HOlderkonstanit von ’Z dudrch é_‘ DZuschat I 1 ))
(A j‘i) zu Zwel Anlangswerioen X, X7 aurl M, betrachiet und dic
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zZu X7 2 hor 11 Funk it ic

X i mit einem strich gekennzeichnet.
J =5y mr -/
o M : r) Fby Ty +4,.T,. = 0
/ Fm / / _tm-i j o me—
i’im 7: + B +62- ! +fr€ T =0

& (’? ? (Beb B, B,7(7.-0.) + (& -8 )ty

(A #0) oi%’“/?’zf/ |13 j'”///_ZH/F__I’“N_‘Z o'+ o4 //Em"/ #

Auder frihercn Abschatzur

1&-8'] < Cu/i—i’/"‘Mﬂf/!@//

benutzt. Flir dic Anfangsbedingung nach (A %0) bekommt man
M -1
(A 41) /'_?(o}_:p'(o]} _ | 8T8 m. B B p
- _.B‘M/ L.BfmaJ/ /B %//B"’h i*'/ E

) L)
)/(ﬁﬂ"/ 3™ /E’”f/ﬁ“‘}'\
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