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ABSTRACT

In connection with the project of the electron ring accelerator
(ERA), plasma rings are considered which consist of electrons
with a relativistic mean velocity and fewer ions with a low
mean velocity. The purpose of this report is to derive some

necessary conditions for such systems to be in equilibrium.

From the relativistic Vlasov equation in cylindrical coordi-
nates moment equations are derived. From these it follows that
the electrons are restricted to a finite volume, 1if one assumes
that all macroscopic quantities of the ring vanish at infinity. -
Separate radial and axial virial theorems for ions and
electrons are derived from the moment equations. They relate
the average pressure with the integrals over the spatial
moments of the electric and magnetic forces. These relations
show that in general the ion pressure is anisotropic. -
Approximate expressions are derived for the virial integrals

on the assumption of a low aspect ratio rO/R. In the case of a
homogeneous external field one then obtains relations between
the average pressure and the line densities (densities
integrated over the cross-section) of the electrons and ions.
One further obtains an expression, which shows how the major
radius R of the ring is increased by the electromagnetic self-
interaction of the ring. Finally it is shown that for the case
that the external field is not homogeneous, but a mirror field,
the pressure of the electrons in the axial direction is
increased appreciably.




1. Einleitung

Das Projekt des Elektronenringbeschleunigers (siehe z.B.
SESSLER 1968, SCHOPPER 19¢8 und Physics Today 21, 51 (1968))
hat das Interesse an relativistischen Plasmaringen geweckt.
Dabei denkt man an einen Strahl relativistischer Elektronen,
der durch ein duBeres Magnetfeld zu einem Ring zusammenge-
bogen ist. In dem Potential dieses Elektronenringes soll
dann eine kleinere Zahl von Ionen (vielleicht einige Prozent
der Zahl der Elektronen) gefangen sein, deren mittlere Ge-
schwindigkeit klein gegen die der Elektronen ist. Die wesent-
1ichsten Unterschiede einer solchen Konfiguration zu den her-
kommlichen toroidalen Plasmakonfigurationen sind: a) Das
Plasma ist nicht quasineutral. Es bestehen daher starke
elektrische Felder. b) Die Elektronen haben eine grofBe
(relativistische) mittlere Geschwindigkeit gegeniiber den
Tonen. c¢) Der groBe Radius des Ringes ist vergleichbar mit
dem Gyroradius der Elektronen.

Tm Hinblick auf den Elektronenringbeschleuniger interessiert
man sich besonders fiir Konfigurationen, in denen das HuBere
Magnetfeld homogen ist, denn die Ringe sollen ja in einem im
wesentlichen homogenen Magnetfeld entlang der Feldlinien mit
elektrischen Feldern beschleunigt werden. Ist das duBere ma-
gnetische Feld homogen, so 1ist es evident, daB die Eigen-
felder des Ringes fiir das Gleichgewicht wesentlich sind. Der
durch das Eigenmagnetfeld bedingte Pincheffekt muB die
elektrostatischen AbstoBungskrifte kompensieren. Bisher hat
man nur fiir den Fall eines geraden Strahles eine spezielle
Losung des Gleichgewichtsproblems gefunden (BENNETT 1934 u.
1955, KEGEL u. MERKEL 1968). Es stellt sich die Frage, inwie-
weit Aussagen, die sich fiir den geraden Strahl ergeben, auch
filr den Ring Gililtigkeit haben, evtl. unter einschriankenden
Bedingungen, wie der Annahme kleinen Aspektverhédltnisses.

Im folgenden soll das Problem des Ringgleichgewichtes nicht
explizit geldst werden, sondern es sollen aus der Annahme der
Existenz eines solchen Gleichgewichtes Aussagen iiber dieses
Gleichgewicht gewonnen werden. So hat z.B. P. MERKEL (1968)




aus dem Virialsatz eine Beziehung hergeleitet, die den gro-
Ben Radius des Ringes mit der Gesamtenergie des Ringes (d.h.
Feldenergie plus Energie der Teilchen) und der Spur des
Energie-Impuls-Tensors der Materie verknipft. Wie im folgen-
den gezeigt wird, erhdlt man weitere Aussagen, wenn man
detailliertere Virialbeziehungen betrachtet.

Flir die interessierenden Parameter (siehe z.B. SESSLER 1968)
ist die Annahme der StoBfreiheit weitgehend gerechtfertigt,

so daBB die Wlassow-Gleichung eine gute Ndherung ist. Insbe-

sondere ist evident, daB ein Gleichgewicht der gesuchten Art
nur flir Zeiten bestehen kann,die klein sind gegen die mitt-

lere StofBzeit filir Elektron-Ionen-StoBe.

2. Grundgleichungen und einige Folgerungen

Wir betrachten das mikroskopische Gleichgewicht filir rotations-
symmetrische Plasmaringe unter Vernachlidssigung von StdBen.
Dazu filihren wir zundchst Zylinderkoordinaten ein, wobel die
z-Achse der Symmetrieachse entspricht, und machen die folgen-
den Annahmen: a) Die Konfiguration ist stationdr, d.h. wir
verlangen, daB alle Zeitableitungen verschwinden (2/9¢t = 0).
b) Die Konfiguration ist rotationssymmetrisch, d.h. alle Ab-
leitungen nach ¢ verschwinden ( ¥%¢ = 0). c) Der Strom habe
nur eine ¢ -Komponente (Ringstruktur!) und das magnetische
Feld nur eine r- und eine z-Komponente (fiir das elektrische
Feld folgt dies schon aus der Rotationssymmetrie und der
Stationaritidt). Dann ist filir das Vektorpotential nur die p-—
Komponente wesentlich (A, =4, =0 ), d.h. es gilt:

rh 94y , o 9frAy) (1a,b)
B, =" %2 A T
d) Alle Skalare sowie B, und £, seien symmetrisch in z,

B,und E, selen antisymmetrisch. e) Mit Ausnahme des &duBeren
Magnetfeldes sollen alle makroskopischen GroBen wie Dichte,
Druck, EU 5. ebe. Tur grosen Abstand vom Koordinaten-




ursprung gegen Null gehen. f) Da wir uns besonders fir den

Fall eines homogenen &ufBeren B-Feldes interessieren, wollen
wir zundchst auch annehmen, dafB das &ullere g;Feld keine 7»r-
Komponente hat und daB B, = O ist.

Flr ein solches Gleichgewicht gilt dann die relativistische
w1assow-Gleichung*(WEIBEL 1967) in der folgenden Form **:

Uy Ofe Uy 2 _e w L Uy 7 9
% e T F 5% +[m(E"+7£BZ)+*z-“£]"L&—

(2)

™ 5 U il 2)' E
’l:f%(lir'gy,‘-%%—fi;)+'7#?57’ th¥ —-Q%-(Eé -'%%L'Bv)-guf =0
2

Dabei ist f; die Verteilungsfunktion der Elektronen, m deren
Ruhemasse, die Komponenten des Vektors «w sind die Raum-
komponenten der Vierergeschwindigkeit(Ti=fd?)) e udst die
Zeitkomponente. Zwischen y und &4 besteht die Beziehung

ri=1 + u? (3)

Elektronendichte und Elektronenstrom sind gegeben durch

ne=JSpeu  ; fo=cefy kA (4a,b)

In der angenommenen Symmetrie ist nur j, von Null ver-
schieden, wir werden daher im folgenden <ﬁf mit fe bezelch-
nen. - Die der Gleichung (2) entsprechende Gleichung fiir die
Verteilungsfunktion ji der Ionen erhdlt man, indem man in

(2) ¢ durch -e¢ und m durch M@ , die Masse der Ionen, ersetzt. -

AuBerdem gelten die Maxwellschen Gleichungen:

div E =‘r7Té(’n;»—7ze))- Tot§=9ff(fe+ja) (5)
)

divB = 0 3 vot E=aB

¥ Die Einheiten fiir die Linge und die Zeit sind so gewdhlt,
daB sich fiir die Lichtgeschwindigkeit 1 ergibt.

¥%X3iehe Anhang C




Wenn man annimmt, daB die Verteilungsfunktion symmetrisch
in «, oder «, oder =z ist, d.h. daB

£ -a) = folu,)  oder ]5(’“;) = f(«) oder £(-Z)=j; (z) " (Ba,b,c)

gilt, folgt, daB die Gleichung (2) in zwei Gleichungen auf-
spaltet *.

Uy Ofe _ 2 Us 3 Ve _ 2 - 4y e = (72)
F °z m B""dee; M(El 7 B-r) DU o

Ur 2L _ [ U _usy 1o Uy _ tglhy )\ Ofe _
'fzﬁfl ./.—m(Er'*Tf‘v'Bz) ?‘#"i&;".%a‘rBz #)5‘5’;"0 (7b)
DaB die Annahmen (6) verniinftig sind, sieht man aus folgendem:
Bei der angenommenen Symmetrie gibt es fiir die Bewegung der
einzelnen Tellchen genau zwel Konstanten der Bewegung, die die
Zelt nicht explizit enthalten:

-
Cj-_—'my-e§ = m VI+ur+uy+u; —ecﬁ (8a)

Ca= mrup — erAy (8b)

Man erhdlt diese Konstanten der Bewegung direkt aus den Bewe-
gungsgleichungen. Die erste entspricht der Energieerhaltung,
die zweite der Erh&ltung des verallgemeinerten Drehimpulses.
Verlangt man, daBl die Verteilungsfunktion;ﬁ verhdltnismidBig
glatt von den Raumkoordinaten abhingt, so folgt i.a., daB sie
nur von diesen Konstanten der Bewegung abhdngt. Ist dies aber
der Fall, so sind die Bedingungen (6) erfiillt.

Wir wollen jetzt von den Gleichungen (7) Momentengleichungen

bilden. Dazu multiplizieren wir (7a) mit %z und (7b) mit WU,

XX
und integrieren dann iiber den Impulsraum. Wir erhalten dann " :

¥ Man sieht dies, wenn man z.B. in (2) «, durch -u«. ersetzt
und dann die urspriingliche Gleichung (2) addiert oder
subtrahiert.
*%Man erhdlt die Gl1.(9) auch direkt aus (2), wenn man
(—E§¥$)Q = © annimmt, was eine schwdchere Bedingung

1st als -(6).




. :

A 2
2 (<4=> n)+£E + o Bome < e + %/G:’zz% ""%‘fee):o(%)

or
L (<425 n)+ & Eme — mBom, <Hey =0 (9b)

Dabel sind die Mittelwerte folgendermaBen definiert:

<Az n, = [AL du (10)

wenn A irgendeine Funktion von & ist.

Wenn wir annehmen, dafB fe nur von C, und €, abhingt, so
folgt:

Hn = <4 &

Entsprechendes gilt fir die Ionen.

Nach Voraussetzung gehen alle makroskopischen GroBen
fiir =z —> e= gegen Null, also auch die positive GroBe

% M . Daraus folgt, daB fiir positive z die

Uz
<-7—>
Ableitung dieser GroBe nicht liberall positiv sein kann.
Aus (9b) folgt, daB die Ableitung negativ ist, wenn

w :
B, <425 —n,E, <0 (12)
ist. Aus (12) folgt filir z>0 die schwidchere Bedingung

I8, [ "> ey ; (12a)

denn es ist |uWy/y| = /Vp/c [< 2 . - Auf der Achse
(r=0) 1ist B,=0 . Daraus ersieht man, daB die Bedingung
(12a) nirgendwo auf der Achse erfiillt ist. Das bedeutet,
daB mn, 1liberall auf der Achse verschwinden muB, Wenn

4%’.:7‘5 Ne fir z —> o= gegen Null gehen soll. Filr ein

gegebenes r# 0 ergibt sich, daB m, schon flir ein end-
liches z auf Null gehen muB. Denn, wenn wir annehmen,
daB das HuBere Feld homogen ist, geht 8, flir groBle =
schneller gegen Null als E, (i.a. entspricht B. in gro-
Ber Entfernung dem Magnetfeld eines-Dipols, g5 oaper dem
elektrischen Feld eines Monopols). Das bedeutet aber,




daB es fir ein gegebenes r ein endliches z,3>0 gibt, so
daB fir Izl > Z, die Bedingung (12a) nicht erfiillt ist.
D.h. ng muBl schon bei einem z mit I=[/< Z, auf Null ge-
gangen sein. Entsprechend gibt es zu einem vorgegebenen
Zoelnifiy Soldag=fipr*ratiyy=und Yz/52,"'dle-"Bedingung
(12a) nicht erfiillt ist. Es folgt also, daB die Vertei-
lungsfunktion der Elektronen nur in einem endlichen Raum-
bereich von Null verschieden ist.

Flir die Ionen kann man keinen entsprechenden SchluB3 ziehen,
da sie - im Gegensatz zu den Elektronen - durch das elektri-
sche Feld angezogen werden. Wenn wir annehmen, daB die
Elektronendichte zum Rand hin stetig gegen Null geht, so

A
folgt aus (9), daB auch <_‘;=27e und <%= Je zum Rand

=
hin gegen Null gehen mlissen. Andernfalls widre die Ableitung

von mn, zum Rand hin beschrdnkt, was mit der Annahme
Mm,~>0 nicht vereinbar ist.

3. Die Virialsdtze

Wir wollen jetzt aus den Gleichungen (9) einige Integral-
beziehungen (Virialsdtze) herleiten. Diese verkniipfen die
Komponenten des kinetischen Drucktensors mit dem Strom,

der Dichte und Komponenten des elektrischen und magnetischen
Feldes. Es erweist sich als niitzlich, diese Virialsdtze ein-
zeln fir die Elektronen und die Ionen und die r- und die z-
Komponente der Kridfte herzuleiten. Man erhdlt so vier
Relationen, deren Summe dann den i{iblichen Virialsatz ergibt.

Wir multiplizieren (9a) mit r und (9b) mit z und integrieren
beide Gleichungen iliber den ganzen Ortsraum. Dann ergibt sich

durch partielle Integration:
X A -
m/k—%L)C 4 <~‘;—;L)e)ne T =“//‘(e’rza /3. =y Byg) ruled (13a)

ea /7']; Boz de
4




m (—gi) Ne dT =/(€71,,E:/‘J; B - d +-/Z/e B olr (1on)

Dabei wurde das magnetische Feldl3 aufgeteilt 1n das &duBere
Magnetfeld B und das durch den Ring erzeugte B¢ o AUSLGL..
(13b) sieht man, daB der mittlere Druck der Elektronen in
z-Richtung wesentlich davon abhdngt, ob das ZduBere magneti-
sche Feld homogeﬂ (d.h. B,, = 0 ) ist oder nicht. - Die
linke Seite von (13b) ist positiv. Daraus ersieht man, daB
im Falle B,,=0 Gl. (13b) besagt, daB die Ungleichung

(12) im rdumlichen Mittel erfilillt sein muB.

Entsprechend den Gleichungen (13) erhilt man fiir die Ionen:
2 u :
Myf(<%~")z # (‘;é):)”: de = ﬂyf/en: E, +7B,)rdt (14a)
——yf'r/; Boz dT
> L ! . 14b
M{ U2y ool = V//J;B,, —en;E, )z dv + [z fi B dr  (14P)

Wenn wir jetzt annehmen, daB die mittlere Geschwindigkeit
der Ionen verschwindet (d.h. ]}==0 ), so folgt aus (14b)

M4 ne dt = ~e [z, E, dr (15a)
14 4

Mit (15a) und der zu (11) analogen Beziehung filir die Ionen
folgt dann aus (1l4a):

X
M[@‘%ﬁ»"?c N dr = e‘[{z E.=rE. ) n: dT (15b)

Setzt man die Feld- und die Dichteverteilung als bekannt
voraus, so ergeben sich aus (15) die rdumlichen Mittel-
werte der Diagonalelemente des Drucktensors fir die Ionen.
Wir sehen, daB der Druck der Ionen i.a. anisotrop ist.

s sieht man auch, wenn man die (9a) entsprechende Glei-
ie Tonen (mit ;‘« = (0 ) direkt integrie

chung

M7 [ - () (1g0)
14

Der Druck der Io st dann und nur dann dumlichen
op, wenn die rechte Seite von (15¢c) gle

isth




Wir wollen Jjetzt die sich entsprechenden Gleichungen fir
die Elektronen und Ionen addieren, d.h. die Gleichungen
(13a) und (1%a) sowie (13b) und (14b). Dann steht auf der
rechten Seite als Koeffizient bei dem E‘—Feld die Ladungs-
dichte und beim E -Feld die Dichte des Gesamtstroms. Mit
den Beziehungen dEV§= O und 7rot£ =0 folgt dann durch
partielle Integration (siehe Anhang A):

J{<4s, + <~°7‘§>e)m No + ({4, + (48 ) Mn:} de (16a)
14
= —-;f—r;/(EZ’w-B,;‘) ol -.V/'Y/'BM AT

Sy mn, + Ay Mng)de = 57 JIE 62 +B2 =B} )de (16b)
4 +.fz;'8m,db

Man sieht, daB der Integrand im ersten Term auf der rech-
ten Seite von (16a) die Summe der r- und der yp— Komponente
des Maxwell'schen Spannungstensors ist. Der entsprechende
Term in (16b) ist die zz-Komponente. Aus (16b) sieht man,
daB bei homogenem HuBeren Feld ( By 20 ) das Integral iiber
die zz-Komponente des Drucktensors immer kleiner ist als
die Energie der Eigenfelder des Ringes. - Setzt man (16b)
in (16a) ein, so erhdlt man mit (11) und der analogen Be-
ziehung flir die Ionen:

f(< 2>, 'mm+<—?—r >: Mn;) v
(17)
:f(E:-f-Bj‘:. -SE:" 38,2 )dr —;/(an +zB,,,.!'d’t'

Die Summe von (16a) und (16Db) ergibt'den {iblichen Virial-
satz, wie er z.B. fiir einen ganz allgemeinen Energie-
Impuls-Tensor von P. MERKEL (1968) hergeleitet wurde:

l./f[PM+;’,;‘(E*+B:)Jdr=-—ayf/f-80 dr (18)

Dabei 1ist Bwi die Spur des (3-dim) kinetischen Druck-

tensors

u&
By = nem<—=5 4 ;M i (19)

7




und
i dndn o, (20)
ist die magnetische Dipoldichte. Ist das HuBere Magnet-
feld homogen, so ist die rechte Seite von (18) gleich
*Av’r‘LB‘o , wobei v das magnetische Moment des Ringes
ist: )
m -’-‘fﬁ dr (21)
14
Das magnetische Moment kann man durch den groflen Radius
R des Ringes und den Gesamtstrom charakteresieren.
Setzt man den Strom, die Felder und den Drucktensor als
bekannt voraus, so kann man aus (18) R bestimmen
(MERKEL 1968). Insbesondere sieht man, daB R durch die
Eigenfelder und die thermische Bewegung der Teilchen ver-
grof3ert wird.

4, Approximationen filir den Fall eines kleinen Aspekt-

verhdltnisses

Wenn wir fir den Plasmaring ein kleines Aspektverh&ltnis
v,/R annehmen ( 7, = kleiner Radius, R = groBer Radius),
lassen sich Ndherungsausdriicke flir die Felder und insbe-
sondere fir die auf den rechten Seiten‘'der Gleichungen

(13 - 17 ) auftretenden Integrale angeben (siehe Anhang B).
Mit diesen N&dherungsausdriicken ergeben sich dann aus den
Virialsdtzen Beziehungen zwischen den rdumlichen Mittel-
werten flir die Komponenten des Drucktensors und dem Gesamt-
strom und den Liniendichten (iliber den Querschnitt inte-
grierten Dichten) der Teilchen. Die letzteren GroBen sind
experimentell vorgebbar.

Fiir das Weitere sollen zundchst noch einige GroBen definiert
werden:
- 1

q = TRy _Vfa, Ne, ¢ T (22)
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wobei a fiir eine beliebige ortsabhidngige Funktion steht,
die die Elektronen bzw. Ionen charakteresiert, und die
Liniendichte A, durch (B8) definiert ist. Weiter sei:

U = (L¢ 2 2
= = (), mit rr=U"+1 (23)
U
und = — e 24
7 r | (&%)
Wir wollen annehmen, daB die mittlere Geschwindigkeit der
Elektronen relativistisch ist, d.h.

A .—-—j—.
=i und damit BT (2ka)
Aus Gl. (4b) und (B36) folgt mit (23) und (24) filir den

gesamten Elektronen-Ringstrom:

Je =—elel(i=7) (25)

Fiir das Weitere wollen wir Jetzt noch annehmen, daB die
mittlere Geschwindigkeit der Ionen verschwindet, d.h.

J; =0 bzw. J: ie (26)

Wir betrachten jetzt zunidchst die axialen Virials&tze

und berechnen daraus die Mittelwerte der zz-Komponenten
des kinetischen Drucktensors der Ionen und der Elektronen.
Mit (B2L4) und (B44) ergibt sich aus Gl. (13b):

Ty _ 2N _ g .
m <), -—-—i—-‘(é 2m)+ YT sz i By 00 (27)

Dabei ist &= N[//Ve . AuBerdem wurde ein Term ~773 ver-
nachldssigt. Entsprechend erhdlt man aus Gl. (15a):

M-y, = e Ne (7€) veay

Gl. (28) ist eine Beziehung, die flir den geraden Strahl
exakt gilt. - Nimmt man an, daB das duBere Magnetfeld

homogen ist, d.h.
B, =0 (29)
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so folgt aus der Bedingung, daB die linken Seiten der
Gleichungen (27) und (28) positiv sind, mit (24%a) die
Ungleichung

1> €>7m (20)
Dabei besagt die linke Ungleichung, daB die Ionen nur
gebunden sind, wenn der Ring negativ geladen ist und die
rechte Ungleichung, daB die Lorentzkrédfte, die auf die
Elektronen wirken, groBer sein miissen als die elektro-
statische AbstoBung. Die Selbstfokussierungsbedingung
(30) ist wiederum eine Beziehung, die filir den geraden
Strahl exakt gilt. Es sel darauf hingewiesen, daB in (27)
und (28) Terme der Ordnung &'/, %ln-% vernachlidssigt
wurden. In wirklichen Experimenten (SESSLER 1968) k&nnen
diese Terme vergleichbar werden mit- &%% . -
Die Korrekturterme erster Ordnung zu den Gleichungen (27)
und (28) verindern die Ungleichung (30) nicht. Denn, wie
man aus (B60) und (B71) sieht, ergeben die Terme erster
Ordnung nur einen Korrekturfaktor fiir die rechte Seite
von (28) und den ersten Term der rechten Seite von (27),
wenn man annimmt, daB Jy =-2/Ma(7-7) . - Mit der An-
nahme (29) erhdlt man weiterhin aus (27) und (28):

uz‘
C MEES, 7-¢
In dem Bereich, in dem
1>¢€ > 7) 7 (32)
ist, gilt dann n&herungsweise:
2
. = eM<E); (31a)

Im Prinzip 14Bt sich aus dem radialen Virialsatz fiir die
Ionen (15b) ein Ausdruck fiir die GroBe ﬁ7(“¢[f); her-
leiten. Das Integral auf der rechten Seite von (15b)
hingt aber sehr empfindlich von der genauen Dichtever-
teilung der Ionen ab. Weicht die Dichteverteilung in
erster Ordnung im Aspektverhdltnis von elner angenommenen
Verteilung ab, so kann das zu Korrekturtermen nullter
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Ordnung filir das Integral fiihren (siehe Nachtrag zu An-
hang B).

Aus der Gleichung (17) ergibt sich (unter Beriicksichti-
gung der Relationen aus Anhang A):

LA X
Gtk E gl ln s 2B=RU , T

1 . >
mit I = A————-——R_R”em ﬂzgfz "TgEr'—r] B,,"'ZJB”_]C/?_'

Nimmt man ein parabolisches Dichte- und Stromprofil an,
so ist in niedrigster Ordnung (B21, B27b, B43%, B46b):

I—-—~Ne[(1 €)'+ F3 J(€n8+€n—3~—%

In (33) wurde B,, als konstant iiber den Plasmaquer-
schnitt angenommen. Aus dieser Gleichung kann man eine
Abschidtzung fiir den groBen Radius R des Ringes bekommen
(MERKEL 1968). Wir fragen insbesondere danach wie R
durch die kollektiven Effekte beeinfluBSt wird, d.h. wir
wollen R mit dem Gyroradius eines einzelnen Elektrons
vergleichen. Filir diesen gilt:

= Uy m
eB,:

Entsprechend definieren wir R, als den Gyroradius eines

einzelnen Elektrons mit dem mittleren Impuls m< WUy,

upem — Um Uy
¢ eBoz e Boz ( U - )
mit Ly =up—U

(Falls f, symmetrisch in dp ist, ist < Uple )

Wir wollen jetzt noch den ersten Term auf der linken

Seite von (33) genauer betrachten. Mit der Definition

(37) erhalten wir:

(Ub_y :<u*+x(/&}+c7$) e
e 7 & T 4

(33)

(34)

(3ha)

()2

(36)

(37)

(38)
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Wir schreiben

N Ve
6{%%% K (44—d)

wobei sich 4 aus (38) ergibt. Wenn man annimmt, daB die

Impulsstreuung der Elektronen klein ist gegen den makro-

skopischen Impuls *, d.h.

U > <l | (115, <zl (40)

und entwickelt d nach dem Verhdltnis Impulsstreuung zu
mittlerem Impuls, so erhdlt man

J__(,_‘ZL) L (C/Zr{uj‘fd;)) fobe (&'i(u;‘uéi“})
=UA FWV PRV
(41)
_EFT“
< 4 >e + . - e
Falls die Verteilungsfunktion der Elektronen symmetrisch
in Up ist, sind die ersten beiden Terme in (41) Null
und 4 ist von vierter Ordnung im Entwicklungsparameter.

Mit (3%6) und (39) ergibt sich aus Gleichung (33) fiir den
Ringradius:

Ei1e )= 1 b0 o1 e o) o

Der zweite Term in der Klammer auf der rechten Seite der
Gleichung (42) hingt, wie schon gesagt, empfindlich von
der genauen Dichteverteilung der Ionen ab. GréBenordrungs-
maBig ist er aber um einen Faktor & kleiner als -1 . Die-
ser Term wire nicht aufgetreten, wenn wir statt von (17)
von der Beziehung (13a) ausgegangen wdren. Die Unsicher-
heit hitte sich dann aber in das Virialintegral (34) ver-

N Nur mit dieser Annahme bekommt man einen wohldefinierten
Ring, d.h. diese Annahme ist konsistent mit der Annahme
eines kleinen Aspektverhdltnisses.
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lagert, in dem in diesem Fall ¢ durch -¢€7 zu ersetzen
wire. (Vgl. die Diskussion im Nachtrag zu Anhang B). -
Wenn wir €<<7 , ['>>7 und die Gliltigkeit von (40) an-
nehmen und nur die Terme niedrigster Ordnung berilicksich-
tigen, erhalten wir aus Gleichung (42) (mit r,, = klas-
sischer Elektronenradius):

Rz gv 2l f2itagr i) - 2 701- 0L 2
Dabei wird das Aspektverhdltnis 7, /R als gegeben betrach-

tet. Man sieht, daB eine wesentliche Ringaufweitung nur

durch die Energie der Eigenfelder verursacht werden kann,

aber solange (39) gilt nicht durch die gaskinetischen

Terme. So erhdlt man z.B. fiir R/ = 50 und /7 =40 bei

N, = Y10 em™? eine Ringaufweitung von 50 %.

Der Term (-13/12) in (42a) riihrt von der Annahme eines
parabolischen Dichteprofils her. Mit einer bis zum Rand
homogenen Verteilung ergibt sich (-3/2).

Eine weitere interessante GroBe ist die elektrische
Potentialtiefe des Ringes bzw. die Potentialdifferenz
zwischen dem Rand des Ringes und der Seele. Nach (Bl16)
erhalten wir dafiir bei einer parabolischen Dichtevertei-
lung:

AP =3 (1-€)e le (43)

Bei den detaillierten Diskussionen hatten wir bisher
immer die Annahme (29) gemacht, daB das duBere Feld
homogen ist. Wir wollen jetzt noch den axialen Virialsatz
fiir die Elektronen (27) diskutieren filir den Fall, daB das
juBere Feld ein Spiegelfeld ist. In niedrigster Ordnung

ist dann By, linear in z:

B e : (44)
mite o A :%‘@Z—L <0 ()




15

Wir erhalten dann niherungsweise (vgl. Anhang B Gl.(B5),
(B35) und (B36))

7%
[z 7, Br dT = RAL -2 Jis) s ds, ] (46)

Um das verbleibende Integral auf der rechten Seite von
(46) auszuwerten, muB man eine Annahme liber die Vertei-
lung der Stromdichte machen. Wenn wir annehmen, daB die
Stromdichte parabolisch iliber dem Querschnitt verteilt
ist (analog Bl4), so erhdlt man

. _ I 2
[z je Boy dr = 5 AR JL (1)
und mit (B44) erhalten wir:

[27eBor T A% e
[z Bpde 7
4

Nimmt man andererseits eine bis zum Rand homogene Strom-

dichte an (analog zu Bll), so multiplizieren sich die
rechten Seiten von (47) und (48) mit einem Faktor 3/2.

Mit (46) und der Beziehung (25) filir den Strom ergibt sich
aus (27):

- i 2
mese) = (e ay)—eA-F(1-7) (49)

Es sei bemerkt, daf fir é:v*yr das Verhdltnis der beiden
Terme auf der rechten Seite gerade 7/ mal dem Ausdruck
(48) ist. Wir wollen noch ein 7ahlenbeispiel betrachten:
Wihlt man ¥, & 0.1 om, A= 10"cm " und *A = 50 e
so ist der zweite Term in (49) ungefdhr um einen Faktor 3
groBer als der erste, obgleich das Verhdltnis (48) nur

0,07 betrdgt. D.h. der Druck der Elektronen in z-Richtung

X Dies entspricht dem geplanten Experiment in Garching
(private Mitteilung U. SCHUMACHER)
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ist sehr viel groBer als in dem entsprechenden Gleich-
gewicht mit einem homogenen &duBeren Magnetfeld. DafB eine
kleine Stdrung des B, -Feldes durch ein HuBeres B, ~
Feld zu relativ groBen Anderungen des mittleren kineti-
schen Druckes der Elektronen in z-Richtung fihrt, kommt
daher, daB bei einem homogenen &duBeren Feld der "Druck"
der Elektronen nur durch die Differenz zwischen elektro-
statischer AbstoBung und magnetischer Anziehung bedingt
ist. Dieser Effekt konnte es schwierig machen, einen
Ring aus einem Spiegelfeld (in dem er notwendigerweise
gemacht wird) in ein homogenes Feld (in dem er beschleu-
nigt werden soll) zu bringen. Die Bedeutung dieses
Effektes nimmt aber mit der Teilchenzahl ab.

5. Diskussion

In den vorhergehenden Abschnitten wurde gezeigt, daf man,
ohne das Gleichgewichtsproblem selbst zu ldsen, allein
schon aus Symmetriebetrachtungen und den Virialsdtzen

fir die verschiedenen Teilchensorten und Druckkomponenten
wichtige Aussagen iiber das Ringgleichgewicht erh&lt.
Macht man die Annahme, daB das duBlere Magnetfeld homogen
und das Aspektverhdltnis 7 /R << 7 1ist, so erhdlt man
ndherungsweise einige Beziehungen, die auch aus den
exakten Losungen fiir den geraden Strahl folgen. Zu dieser
Gruppe von Aussagen gehdrt Gl. (28), die die Druck-
komponente der Ionen senkrecht zur mittleren Bewegung der
Elektronen mit der iiber den Querschnitt integrierten La-
dungsdichte verkniipft. Weiterhin gehdren zu dieser Gruppe
die Selbstfokussierungsbedingung (30) und - wenn wir fur
den geraden Strahl ['>» 7;/T, >> 1/I" annehmen und be-
riicksichtigen, daB die Komponente des Elektronendrucks
senkrecht zur mittleren Bewegung dér Elektronen um einen
Faktor 1/ kleiner ist als im Ruhesystem der Elektronen -
die Beziehung (27), die den Elektronendruck senkrecht zur
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mittleren Bewegung angibt, sowie die Gleichung (31a), die
das Verhidltnis dieser Druckkomponente zu der entsprechen-
den der Ionen angibt. - Anders als bei der von BENNETT
(1934, 1955) angegebenen Losung fir den geraden Strahl
ist das Ergebnis, daB beim Ring die Elektronen auf ein
endliches Volumen beschriankt sind. - Weiter wurde gezeigt,

daB der TIonendruck i.a. anisotrop ist.

Wihrend sich fiir den Fall eines homogenen dulleren Magnet-
feldes (und 71,/R << 7 ) Bedingungen ergeben, die denen
im geraden Strahl entsprechen, ergibt sich filir den Fall,
daB das duBere Feld ein Spiegelfeld ist, daB der mittlere
kinetische Druck der Elektronen in z-Richtung (und damit
wegen (11) auch in r-Richtung) hdher ist als im homogenen
duBeren Feld.

SchlieBlich wurde mit (42) eine Relation angegében, die
die Ringaufweitung durch die Eigenfelder der Ringe be-
schreibt. Dieser Effekt .wird aber erst bel relativ hohen
Dichten wesentlich (fiir R* 3.5 cm und R/7 =~ 50 bei
einer Gesamtteilchenzahl von 101%).

AbschlieBend sei noch einmal darauf hingewiesen, dafB die
Existenz von Gleichgewichtsldsungen nicht bewiesen wurde.
Das bedeutet, daB die angegebenen Relationen notwendige,
nicht aber hinreichende Bedingungen flir ein Ringgleich-
gewicht sind.

Prof. A. Schliiter, Dr. P. Meqkel und Dr. H.K. Wimmel

danke ich fiir zahlreiche Diskussionen.
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Anhang

A. Umformung der Integrale in Gl. (13)

Wenn wir zu den Gleichungen (13) die entsprechenden Glei-

chungen filir die Ionen addieren, erhalten wir auf der rech-

ten Seite Integrale der Art yfzg E dt und /2(/'81,. 04
Vv
Dabei ist
g=el(n:-n,) i ATt (A1)
Diese Integrale wollen wir umformen. Aus (5) folgt:
G gy 1z I(rE,) })Ez]
g ly s+ 5=/ (A 2)

Aus dieser Beziehung folgt:

Jz3Esde _”/z——E oL +W/z g, 2ot oz (A 3)

Es ist

JE2E206)de = 2T [z E. & (76)dr o2
g (A 4)

Yor

7+ o
=J‘W/[[E’~TE7‘],:‘,V’/TE 2 £, Adr } zdz

Da wir annehmen, daBl das E-Feld im Unendlichen wie ein
Monopolfeld abfdllt, gibt der erste Term auf der rechten
Seite von (A 4) keinen Beitrag. Im zweiten Term ersetzen
wir 9& /oo durch 9£,/9z (Gl. 5) und erhalten dann

Sz cle =% [z 52 (EI-6))dv= 2 J(E2- £ ote (A 5)

1 4

Ganz analog erhdlt man
ard A
.{Tj:Erc{f . Vsz dz (A 6)

In Zhnlicher Weise lassen sich die Integrale, diecf'und
é; enthalten umformen: Es ist

Z aBjL___ 3512)81
>

(7- Bir = 47 (52 o7 VA 10)
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Weiterhin gilt:

toe P
fz » ———i—a‘r dt =.1~7/'°‘[[[r3" B’lj’::”_é/&z_%(rBh)dr}zaé(A 8)

Der erste Term auf der rechten Seite von (19) ist wieder
Null. Aus divB =0 folgt

P) _ a34
6‘;’,(731) - 32_1 (A 9)
Diese Beziehung setzen wir in (A 8) ein und erhalten dann
Sz 78, dt =3 22 (B ~B2 )l =5= [[B2 - B2 )dte (h 10)
. v
Entsprechend gilt
" - A N
Vfr; Byt =47 V/B’Z o T (A 11)
A
Die Integrale in (13), die das duBere Magnetfeld B, ent-
halten, lassen sich nicht in analoger Weise umformen, da
das duBere Feld im Unendlichen nicht auf Null geht, so

daB8 der Term, der dem ersten auf der rechten Selte von
(A 8) entspricht, nicht verschwindet.

B. Nidherungsausdriicke filir die Potentiale, die Felder und
die Virialintegrale

Das skalare Potential einer stationdren Konfiguration ist
gegeben durch

¢(?)=——e 'n..w')—-n(ud., (B 1)
A Ir - ¥

wobei # der Ortsvektor ist. Bel der angenommenen Rotations-

symmetrie fiihrt man zweckmédBigerweise Zylinderkoordinaten

ein. Die Winkelintegration 148t sich dann ausfihren und man

erhdlt:
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» (P . ,r.' ’
¢(T, z)e-He LS 3 'Z)Z Kex) r'dr dz’ (B 2)
Viz-z' N+ (r+7)3 ,
Dabei ist K(x) das vollstdndige elliptische Integral
erster Gattung und
X i 7’

oA = B
(z-2)2 + (r+r")? e

Wir wollen Jjetzt annehmen, daB das Aspektverhdltnis
r, /R %Xlein ist, und fragen nur nach dem Potential
innerhalb des Plasmaringes (bzw. in dessen N&he).
diesem Gebiet ist ® nahe bei eins und K&x) 148t sich
entwickeln (s. z.B. GRADSTEYN u. RYZHIK 1965):

Kiw) = tn ¥ - nVi-om +E(brh = bu Vel = 2)(1-Yr (B 1)

Um die Integrationen in (B 2) auszufihren, ist es
zweckmdBig, in der »-z-Ebene auf ein System von Polar-
koordinaten iiberzugehen, dessen Mittelpunkt bei »r=R
und z = 0 liegt. Wir haben dann

r-R =5, sen ¥, TR =S, s Yy
, (3 5)
z=5,wY 4 z'= S, oYy
Wenn wir den Integranden von (B 2) nach dem Aspektver-
hdltnis entwickeln und Terme bis zur ersten Ordnung

mitnehmen, erhalten wir als Niherungsausdruck fiir (B 2):

G(r,2)=-2efimels, b)) - n: (s, 1)) {18+ @R =L bals #5725 5 3¢y -3,
(B 6)

N b Y4 ? 52 Si 7[:. S Sl-)’ &. .SI')‘I ;
+ 2 Rn 2 " 3(1 —f———hu +'L—Zéa/e )o/Tfa £l

Um das Integral (B 6) explizite berechnen zu konnen,
machen wir die weitere Annahme (die in Strenge in einem
Experiment sicher nicht erfiillt ist), daB ne und n;

und damit auch die Ladungsdichte ¢ nur von dem Abstand
von der Ringseele, d.h. von der Koordinate s abhéngen




Ne(M2) =N (8) 5 N (72) =27:(8) ;3 S(7,z2) = g(s.) (B:7)

Wir definieren jetzt noch folgende GroBen:

XY S S,
N, (9 = AT SN, ()sds, A AT [ ma05)s, 45 ; Pes,)= AT [es)s.ds,
0 & 0

(B 8)
Ne =WMel%) 5 N: =WNe() ;3 P=P(m)
é.—.—.-%—? = P-“-—Q(i"&)NQ (B 9)

Die GroBen M” ﬂG) P sind die Liniendichten, d.h. die
Zahl der Teilchen (Ladungen) pro cm Strahl.

Mit der Annahme (B 7) 148t sich die Integration in (B 6)
ausfilhren. Mit (B 8) und (B 9) ergibt sich dann fir das
Potential:

%

dsa
)Sf P(s,) —é—-

7

‘ ¢>(T,Z)=JP(@M’+€,1_§: }(1-_1:7{/1’.) +2(1- Z_RR

- (B 10)
+3 PR 22 [ ysds + O(PEx n k)
x' R R J F727 R %
D.h. in nullter Ndherung haben wir
R & d.
15
¢(nz)=&P(@n8+@n7:—‘)+£/P(5%)‘Ef (B 10a)
8y ‘
Das verbleibende Integral in (B 10a) 1d8t sich nur be-
rechnen, wenn man die Funktion ¢(¢s) vorgibt. Wir wollen
zwei verschiedene Modelle betrachten:
3 - -
Modell A: 9(5):{ et T o1 TR (B 11)
0 Tur : § 2%
Damit ergibt sich:
, R g oo L
4946,}:3(‘3»17:4- O0°8 + ks T il (B 12)

oder mit (B 9):
. $4A

Jsi-del1-E)N, (s v adt o 8 (B 12a)
Vs .
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Flr die Potentialdifferenz zwischen Ringseele und Rand
ergibt sich dann

A = byn) - Qulo) == P =(1-€) el (B 13)
oy fel1-5%2) fir sz,
Modell B: ) 'z' . Pl s 5 (B 14)
Dann folgt
- 4
5’%181)=2/%*%+5n5+$“'%+;2y)/° (B 15)
bzw.
-2 4

¢B(%)=‘Reﬂé(7‘é)(@n-,%+£45+£-—-%4—;’1%) (B 15a)
und 4Py =-2Pp=2(1-€)e) (B 16)

Da wir nur stationdre Konfigurationen betrachten, ergibt
sich das elektrische Feld allein aus dem Gradienten des

skalaren Potentials. Aus dem exakten Ausdruck (B 2) er-

gibt sich flr die Komponenten des elektrischen Feldes:

Y Inetriz)—mor2)J(z=z) E@&) ., , ., 5,
E2(1:2) = 6‘e‘/"l/(z-z')"* F (7T E7)R " of —o(? ridy de (B 17)

und

- Ne(7,2) = Ng (71 27) L Arery E(x)
Er(r;z)_‘le,/rmﬁ’ {1 Gz trm) ot~ K f ritrleel (R

Dabei ist Efe) das vollstdndige elliptische Integral
zwelter Gattung. - Entsprechend ergibt sich aus dem Né-
herungsausdruck (B 10):

A
S’f

und
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E(12) = MP( )+ Lot r b -2)+ %

LS;%—/P(S )§cls, + O(—;ii J—;-,; én%)

Nachdem wir Nidherungsausdriicke flr die Komponenten des

elektrischen Feldes gefunden haben, lassen sich die
elektrischen Anteile der Virialintegrale bestimmen. Fir
den Ausdruck (A 5) ergibt sich mit (B 19):

J2gE, dr = ATR{IP + O(P* %5 4, £ )} (B 21)
v °

Ersetzt man in (B 21) ¢ durch 7., so ergibt sich

%
/Z”et:_ C{f = Lf”deP(&) "ne(sly)sf U/S.,
(B 22)
=2TR{ PN ~ .177/ £(S,) @(s,) s, ¢els, }

Nimmt man an, daB die Elektronendichte proportional zu
der Ionendichte ist, d.h.

9(s) = - e(1-€) n, (s) (B 23)
so folgt
Szn E,dt =g RN, P=-m Re(1-e) N> (B 24)
14

Ebenso erhdlt man mit (B 23)
fznE,de = T RPN, =-Reel1-€)Ne (B 25)
%

Entsprechend ergibt sich fir die r-Komponente:

JrsE, de = 2B R{P(tn 8+ tnd - ) ks

+fP tsode 4 0(P% 6,8)}

Das Integral in (B 26) 148t sich wieder nur auswerten,
wenn man etwas iiber die Verteilung der Ladungsdichte
g (s) annimmt. Mit der Verteilung (B 11) ergibt sich:



{rgETclt'=ZTrRP"(£q¢?+ bal-1) (B 26a)

und mit (B 14) folgt:

{ry[rdt=ln'RP*{&8+&4%——f-) (B 26b)

2%

Analog zu (B 22) erhalten wir

Jrnebr dt = AT R{PY, (tn8+ tok +£)
%

%
~ 4 [ It 90 s, dls, + J Mis) Pes,) dse }
o] 7

Mit der Annahme (B 23) und der Verteilung (B 11) folgt:

(B 27)

VfrneE,dr=,anP/ve(&,g+@,,7§.-.g.) (B 27a)

und mit (B 14):

{rmE,clrzliTR P/Velﬂnc?+ﬂn<-%-21‘7—) (B 27b)

Entsprechend gilt mit (B 11):

Jrn B de = A0RP N (bn 8+ ball - ) (B 28a)

und mit (B 14):

Srn £ dv =20 RPN (b1 8+ b = 57 ) (B 28b)

Mit (A 5) und (A 6) erhalten wir aus (B 21) und (B 26)
einen Ausdruck flir die elektrische Feldenergie:

4
§%j?£}*+~5£);{z— :_/(réi.+2:£})§zi¢~
v v

(5 29)
¥ ] 2
=AW REPA b6+ b5 ) +JPE) L2 +O(° % 6:8 )}

Mit (B 11) folgt dann

g%,yf(ff+fz*)dr QTR P (b g+ n 5 + ) (B 29a)
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und mit (B 14):

jFV/ fs.lﬁﬁpl(@ngf-@m%f%} (B 29b)

Den Ausdruck (B 29) kann man einfacher gewinnen, wenn man
von der Beziehung

4 AL A SO
w J(Er+ENdr = ¢ [o ¢ dr (B 30)
und dem Ausdruck (B 10) Gebrauch macht.

Es sel bemerkt, daB sich in den Ausdriicken (B 21 - B 29)
die Terme, die Korrekturen erster Ordnung im Aspektver-
hdltnis ergdben, bel der Integration herausmitteln. Das
ist durch die Annahme (B 7) bedingt.

Fir das Vektorpotential und das Magnetfeld ergeben sich
ganz dhnliche N&herungsausdriicke. In der angenommenen
Geometrie hat das Vektorpotential nur eine ¢ -Komponente
und es gilt

/qya (r,z) = Aoyﬁ";z) +/41.p(7",2) (B 31

wobel A,y (7,2) das Vektorpotential des HuBeren Magnet-
feldes ist und

Asplriz) = ’/

~2r' K ()
EY Y
(z- Z) +(7’i—7‘) { (B 32)

+ %[(z--z‘)“+ (r+r)3 [ Kix) = Etou]} dr' dz'

Wir suchen jetzt wieder einen Ndherungsausdruck unter der
Annahme 7, /R <« 7 ., Damit ist x nahe bei eins und es
gilt fir E(x) (siehe z.B. GRADSTEYN u. RYZHIK):

E@)=2+3 (w4 -GV -5 )(1-x?) +... (B13%)

Wir gehen jetzt wieder zu dem Koordinatensystem (B 5)
{iber. Entwickelt man dan Integranden von (B 32) nach dem
Aspektverhdltnis und nimmt Terme bis zur ersten Ordnung

mit, so ergibt sich
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&&n% 4 ﬁy%h)‘
2R

Aptrz)= 2 [5ts, %) (1
(B 34)
[+ R~~~ % bnls}+s>-2cos(t-%)])d % $3 by

Entsprechend der Annahme (B 7) wollen wir im weilteren
annehmen, daB die Stromdichte (filir jede Plasmakomponente)
nur von der Koordinate s abhingt:

Jum2) = Js) 5 genz) = filS0 ‘7'(’72)‘,]1[5) Sojel)

Analog zu (B 8) definieren wir:

Je )
Je= ) G o= Joa 5 g = e

7 ist der Gesamtstrom, der im Ring flieBt. Mit (B 35)
folgt dann aus (B 34):

Aupi2) = 2(1-FE) ] (4n 8-2 4 n %) +5/gzsa)f§-§-]

by S. S
olnoj Je 50 s,0ls; Jt-zs)f— 372/ Je ()85, /(s} = 20 J'{;) S, sy
o
(B 36)

(B2
+ LR - sm‘“/dmz ss, + O(7% 44 )
D.h. in nullter N&herung haben wir
B} i s 1.
Apylr2) = 3 (8 -2+ tn ) * 2{//54)-3% (B 37a)

Nehmen wir (analog zu (B 11)) eine bis zum Rand homogene
Stromdichteverteilung an, so ergibt sich aus (B 37a):

2

Arpalsi= 23] (8- 3 + R -2%, ) (B 38a)

Nimmt man andererseits (analog zu (B 14)) eine parabolische

Stromdichteverteilung an, so erhdlt man:

[}

P haas
hosi= 2] 3= § 1 6 - 5 ) @ 5
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Der Zusammenhang von Ay mit dem Magnetfeld ist durch

Gl. (1) gegeben. Aus dem exakten Ausdruck (B 32) folgt:

o (z-2') ,1'(""2' - 1= gz /
B”’(T,Z) * Viz- z)**r(rfr)’" [K[d) 1 E(O()]d’r o=’

x* v
B, 7= 2 ) = EE s [ K k) - LE7) ) [dydz:

2Rt T TP

Entsprechend folgt aus dem N&herungsausdruck (B 37)¢

“:I
z 2207-R) [ .. 4%y R
B, m2)= A 5x J(5) = g o /][42)52615; + 0(72 il ;j)
Y]

%
By (r2) =2 'rs—f Jou + -Z'm‘g_ y +Z"%)+ %-5 ;(54)2/3‘;
1

e / Jrsasids, + 0% ail)

Mit den Ausdriicken (B 41) und (B 42) lassen sich jetzt

die magnetischen Anteile der Virialintegrale bestimmen.

Aus (B 41) folgt:

fza»fB" dz = &ﬁR{,‘%Jl + O/JR-/;;‘{ @1% )J2

Nimmt man an, daB J} und J; proportional zuk/'sind, SO

gilt entsprechend:
y/z ]( Bw dr = //tkjie

und

/2 B,y cle =T R J:

Entsprechend erhdlt man flr die r-Komponente:

(B

(B

(B

(B

(B

(B

39)

40)

41)

42)

L)

44 )

o)




[ry B e =2nR{J a8+ Ga — )

(B 46)
ds 2 gt
+fj/s, L O % g ) S

Unter Annahme einer bis zum Rand homogenen Stromdichte
folgt aus (B 46):

Sr 1By oe = ;,LR[](&,%»&,’——) (B 46a)

%
und im Falle einer parabolischen Stromdichteverteilung
gilt:

’ . A ; R 28

Jrf B dr = 2R [ b8+ tn g - 3% ) (B 46b)
Ersetzt man auf der linken Seite in (B 46a,b)/ durch ;e

W. J} so bleibt die Beziehung richtig, wenn man auf
der rechten Seite ;‘1 durch (7]2 bzw.;/’;; ersetzt, vor-
ausgesetzt Z"vg; ~/; .
Aus (B 43) und (B 46) ergibt sich mit (A 11) und (A 12)
flir die magnetische Energie des Eigenfeldes:

L fr >+ BA =

L +BX )dr =J(78,. -z B, )dr

gff{ i 72 ) Y 1z 77 (B 47)

= AT R{JH &+ R -2)+ [ J )L+ O 4R

D.h. fiir die bis zum Rand homogene Verteilung der Strom-
dichte gilt:

f(B +By)de = 2T JH (la 8+ b - 1) (B 47a)

und flr die parabolische Verteilung:

8%

A :
gj Ab By) o= Am Y bbby~ 3 (B 47b)
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Den Ausdruck (B 47) flir die Energie des magnetischen Eigen-
feldes des Ringes kann man einfacher direkt aus dem Vektor-
potential (B 37) erhalten iiber die Beziehung

3’%:/\(81: = qu) ot = %/JA)O dz (B 48)

Bel der Herleitung der in diesem Abschnitt gewonnenen N&-
herungsausdriicken wurden mehrere Annahmen gemacht. Die
einschneidendste davon war (B 7) bzw. (B 35). Bel dieser
Dichteverteilung f&llt das Dichtemaximum bei s=0 nicht
mit dem Potentialminimum zusammen. Der Abstand dieser bei-
den Punkte hdngt vom Aspektverhdltnis ab und geht mit
(W*/R) én(R/7,) gegen Null. - Weiter sei bemerkt,
daB in die Ausdriicke (B 21 - B 25) und (B 43 - B 45) in
der benutzten Ndherung die genaue Dichte- bzw. Stromver-
teilung nicht eingeht (abgesehen von der Annahme (B 7) und
(B 35)), im Gegensatz zu den entsprechenden Ausdriicken der

r-Komponente.

Nachtrag zu Anhang B.

Die Virialintegrale wurden bis jetzt unter Annahme der
strengen Gililtigkeit von (B 7) und (B 35) berechnet. An-
dererseits ist eine solche Symmetrie bei einem Ring in
Strenge nicht zu erwarten. Weiter sieht man, daB bei den
radialen Virialintegralen sich die Terme niedrigster Ord-
nung bei der Integration herausheben. Man wird also er-
warten, daB kleine Abweichungen von der in (B 7) und (B 35)
geforderten Symmetrie die Ausdriicke (B 26 - B 29) und

(B 46 - B 47) wesentlich #ndern kdnnen.

Wir wollen jetzt annehmen, daB8 (B 7) und (B 35) nur in
nullter Ordnung in Aspektverhdltnis gilt. Fiir die Ladungs-

dichte machen wir den Ansatz:

?(5’/1“ = §. (%) * §(51; %) (B 49)
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mit (s, ) = 9,u0sinY + §(5)cesdY, + ¢ (s.)Sm3% +... (B 50)

Im weiteren werden wir nur die beiden ersten Terme in (B 50)
beriicksichtigen. Der erste Term entspricht einer Asymmetrie
in (r - R), der zweite Term ist symmetrisch in (r - R) und

z und beschreibt eine elliptische Verformung des Dichte-
profils. Analog zu (B 8) definieren wir

~S/
Riso=amfgusysclsy ; P =hon)  mit (=72 (B 51)

Fir die Elektronen- und Ionendichte machen wir den analogen
Ansatz und definieren die entsprechenden GroBen. - Wir
wollen annehmen, daB die Abweichung von der Kreissymmetrie
klein ist. Dementsprechend fordern wir

b = O(h g éni) (B 52)

<

Wenn man (B 50) in (B 6) einsetzt und nur Terme 1. Ordnung
(unter Berilicksichtigung von B 52) mitnimmt, so erhilt man
fir das durch‘§' verursachte Potential

[ ‘,/1 2f
(;)(s.,l?f) . é‘Sﬂ = ’Lh ‘/Prsk)c/sJl + s, 85m%, fP(&).Q./éa.
(B 55)
S5O CoSAY¥ 2%
¥ S’;i;a““ = /P(S,‘)s ds, +5cos¥, ‘/P(s,‘ —-:g’~
I
Das zugehOrige elektrische Feld hat die Komponenten:
% 5
E t5,%) =~ ’2 r 2L0 cinry, ¢ CO’”-*'/P(sl)ds J//;(sa)—;;jaf“
“q r
(B 54)
%
R" e Sin U —lz'slniﬁ cas ¥ t+ AS; 51 ¥, / (52) %
1 2

1

5 _____1.«26;}’1 Y (1+3cos2 3‘1)0/61(51)540/5,1
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und

S

'l Putsd indY, [ s.cos ¥,

52(54’}41) = S( )Sln.l’/,“ﬂ-";—,r}‘“/ﬂfsl) ds, — = cos‘f /)
1 1 )

%
+ _1_.%.[.5...'_) COS 7f1 COSlV, = 151 C(')S'lf,-;/lg(sg) %? (B 55)

1 4

+ ~———1—°1C°5 L (1-2cosay,) [R(s)s, s,
o

Mit diesen Ausdriicken lassen sich jetzt Korrekturterme
fiir die elektrischen Anteile der Virialintegrale angeben.

Fliir die axialen Komponenten erhalten wir:

IVENY

fZ(g;,E; rSE ) de = ANt R D(g,)[s (1- 5') -2 fs;)"-cz/.i}]ds; (B 56)
v 2

e

Dieser Ausdruck ist verglichen mit (B 21) -~ aufgrund der
Annahme (B 52) - klein von erster Ordnung. Um das Integral
auf der rechten Seite von (B 56) berechnen zu k&nnen, muB
man wieder detailiertere Annahmen liber die Dichtevertei-
lung machen. Wenn wir annehmen, daB

?1{5) = o(% ?DC;} (B 57)
und daB g (s) durch (B 14) gegeben ist (parabolisches
Dichteprofil), so erhalten wir an Stelle von (B 21):

/zyE dr = RP [7r—--‘*“ +0(--A3. )] (B 58)
Fur die Elektronen alleine gilt:

%
J2 7, EL cle = .l?t“Ro/n“_ (s,) P (s,) S, ds, (B 59a)
174
f2 1., dr~lft‘/(’/ netsll Py i5) - 52 A ass//’rsa) s Jols, (B 59b)

Fiir die Ionen gelten entsprechende Beziehungen.
Nimmt man die Giiltigkeit von (B 23) nicht nur fir ¢ ()
sondern auch flir g (s) an, so folgt mit (B 57) und (B 14)




fon b = mRel-eW: (10 4 Jo )
und

Jen: € dv=-nRec(1-c) N (1+ 2 22 )

Nimmt man statt (B 14) fiir ¢ (s) eine bis zum Rand
homogene Verteilung (B 11) an, so ist in (B 58) und
(B 60) der Faktor 2/21 durch 1/30 zu ersetzen.

Bei den radialen Virialintegralen wird durch die
Multiplikation mit r die Ordnung der einzelnen Terme
um eins erhoht. D.h.,daB die Korrekturterme von
nullter Ordnung, bzw. logarithmisch divergent sind.
In niedrigster Ordnung erhalten wir:

SreErde = /A’l’k’)fm(s, Bis) ds,

(B 60a)

(B 60Db)

(B 61a)

%
{rgﬂﬁdfr = (&ﬂ'k)%om)[ﬂls,) ~ £ ‘31[/3/5:) SA]QIS(B 61b)

Nach partieller Integration ergibt sich, daB die Summe
der beiden Ausdriicke genau Null ergibt. D.h. die
Korrekturterme niedrigster Ordnung heben sich genau
auf und die Beziehung (B 26) ist mit der Annahme

(B 52) bis auf Terme erster Ordnung korrekt. Analog

zu (B 61) gilt fiir die Elektronen und Ionen alleine

To
SrieEr v = (an R n (50 Bs, s,

frm,, E dr =(on%’)/nec(s,)[P(s,) =l //1(54)5[3—3 ] ds,

2
52

(B 62a)

(B 62b)
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%
,V/rﬁ; Eydt = (J’fTR)l/n;, (s,) Ps,) ds, (B 62¢)

%
- i %
{r n. E, dT =/ol7tR)ofm(sq)[B(&) —%E —s,s{ /}(sx)%]dsf (B 624d)

Diese Ausdriicke sind von derselben GréBenordnung wie
(B 27) bzw. (B 28). Die Summe von (B 62a) und (B 62b)
bzw. (B 62c¢c) und (B 62d) ist nur dann Null, wenn man
fordert, daB3

Nes ($) ™ §4(5) und damit 7, ($) ~ Q.(S) (B 63)

exakt erfilillt ist. Diese Annahme kann man aber i.A.
nicht machen. Denn wir hatten gesehen, daB das Dichte-
maximum und das Minimum des elektrostatischen Potentials
i.A. nicht zusammenfallen (der Abstand ist klein von
erster Ordnung im Aspektverhidltnis). Wir interessieren
uns aber besonders fir den Fall, daB die Dichtevertei-
lung der Elektronen durch die magnetischen und die
elektrischen Kriafte bestimmt ist, die Ionen aber nicht
zum Strom beitragen und deswegen die Ionendichte nur
durch die elektrischen Krdfte bestimmt ist. Dann sollte
man aber in den Termen erster Ordnung Ladungstrennungs-
effekte, d.h. eine Verletzung von (B 63), erwarten. Da
die Terme (B 62c) und (B 62d) von derselben Ordnung sind
wie (B 28) bedeutet dies, daB man das radiale Virial-
integral fiir die Ionen nur auswerten kann, wenn man eine
genauere Kenntnis der Dichteverteilung der Ionen hat. -
Die Ausdriicke (B 62a) und (B 62b) sind zwar bezogen auf
das Aspektverhdltnis von derselben Ordnung wie (B 27),
andererseits haben wir aber gesehen, daB die Summe von
(B 61a) und (B 61b) Null ist. Fir €< 7 ist die Ladungs-
dichte im wesentlichen durch die Elektronen bestimmt.
Man wird daher erwarten, daB die Summe von (B 62a) und
(B 62b) um einen Faktor ¢ kleiner ist als (B 27).
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Berechnet man die Energie des elektrischen Feldes aus
(B 30), so sieht man, daB sich die Korrekturterme nicht
nur in nullter sondern auch in erster Ordnung bei der
Integration herausheben. D.h. der Ausdruck (B 29) ist

korrekt bis auf Terme zweiter Ordnung.

Analog zu (B 49) machen wir fiir den Strom den Ansatz

]ﬂ({,, &)= /c'(&) +/'/s,/ Y¥,) (B 64)
mit et ’ A
J (s, 6 )= fprsasin¥ F fuis) COSAY, (B 65)

Entsprechend (B 51) definieren wir

S ‘
[7[(51) = lﬁﬂ/ﬂ;(-&) erigdlung apsslilyy  mit Lo 2 (B 66)

und entsprechend (B 52) nehmen wir an, daB

b ZOlLFos) (B 67)

Dann ergibt sich filir das durch j verursachte Vektor-
potential:

I 7
AW (s, %) = sin ‘f,[*f;’c' 7, - g%/%(ﬁ) Q/Sz +51/Z(52 fi& ]
7
(B 68)

37 %
s, il - 52
+C0$11f,, [j{f,‘.}‘ ZZ Sfc/Z‘ (53) S Q/Sz * 515/2(52) '9[5—? ]
4
Das zugehdrige magnetische Feld hat die Komponenten:

~ 105, . Y scos Yy
B, (1) = 4115—517124, e -il—n—‘)‘—“’—/](s Jelor . A Z

(B 69a)
+ 3452 cos ¥, cosay, - A5 cosY, /27(%)2&L

7

51
a _AL;;S_L(7~-,’(cOSolV,)/Z (5.8, dls,
% 0
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~ . 'l (51) , o’ly’
Bea (W) = %~ %’75’”1% “ //(a)c/s +/J,$) dls
B 69b
+-4Z—5 an ¥, — 2;(»).5/),? cosd Y, ~28 5’”3’/](51) c/s( )

+ 23’”’ [1+2cosY, )//(s,,)s ofs,
Analog zu (B 56) erhalten wir:

Q- S Re — 2 ’é e 5t 3 (/54
{2_ /]r Bﬁ‘ +/ 19”,)6'/2" = R{/Z/Sf)[f/7 V;‘)Z /7( 5.) ]q{f(B 70)

Nimmt man analog zu (B 57) an, daB ];ﬂ) proportional
ist zu f£(3)s/7 , so erhdlt man, wenn man fiir £(s)
eine parabolische Verteilung ansetzt:

V/z]’B,,c/f=7L‘/Q]f[7+~§;% + 02 fnw)] (B 71)
Fiir das radiale Virialintegral .V/T/BQ dt  ergibt sich
wieder, daB sich die Korrekturterme nullter Ordnung ge-
nau herausheben, so daB (B 46) bis auf Terme erster
Ordnung richtig bleibt. Die Korrekturterme erster Ord-
nung lassen sich nicht direkt angeben, da durch die
Multiplikation mit r die Ordnung der einzelnen Terme um
eins erhdht wurde, die Felder aber nur bis zur ersten
Ordnung angegeben wurden. Man sieht aber aus (B 48),

da3 der Ausdruck fiir die Energie des magnetischen Eigen-
feldes (B 47) trotz der Annahme (B 64) bis auf Terme
zweiter Ordnung korrekt bleibt (unter Beriicksichtigung
von B 67). Das bedeutet aber - aufgrund der Beziehung

(B 47) - daB der lineare Term (B 70) im axialen Virial-
integral gleich dem linearen Term im radialen Virial-

integral sein muB3.
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C. Die Wlassow-Gleichung fir das Ringgleichgewicht

In cartesischen Koordinaten lautet nach WEIBEL (1967)
die relativistische Wlassow-Gleichung fiir die Elek-
tronen:

X
[ (€, 4B, - 4 8,) ;‘f;—]a%; (e, + 40~ Yo ) Ohe
[5(E, + 2B, ~%28,) 1 4 ] G2 = 0
Mit
, dE -
()€ ~— e- = —_ i

folgt dann Gleichung (2).

(¢ 1)

(c 2)

(C 3)
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