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ABSTRACT

The first part of thils study develops the theory of adiabatic
invariants of charged particles in general electromagnetic fields.
The starting point 1s a theory of nearly periodic, autonomous,
canonical systems derived by M. Kruskal (1962). His theory is
generallzed here so that it can be applied to the time-dependent
problem of the motion of a charged particle 1in an electromagnetic
field. By introducing suitable canonical variables, it 1s then

a simple matter to obtaln the well-known results and, what is
more 1mportant, the condltions for the existence of adiabatic
invariants of charged particles. It is proved that 1in a static
magnetic fileld it is generally a necessary condition for con-
stancy of the longitudinal invariant that the zeroth-order
electric fleld vanish.

In the second part, the stability behaviour of general, singly
connected equilibrium confipurations of collisionless plasmas
1s Investipated. Llectromagnetic disturbances are considered'
which develop with time so slowly that all three adiabatic in-
variants of the particles can be regarded as constant. An energy
principle in which the electrostatic disturbing potential is
the only test function 1s derived. A sufficient stability
criterion 1s given 1n the form of monotony conditions on the
equilibrium distribution functions. This criterion 1s also suf-
ficient for stablility with respect to faster electrostatic
disturbances which already violate the third adiabatic in-

variant.




zusammenfassung,

Im ersten Tell dieser Arbeit wird die Theorie der
adiabatlischen Invarianten peladener Teilchen 1n all-
gemelinen elektromagnetischen Feldern entwickelt. Aus-
gangspunkt 1st elne Theorie der nahezu periodischen
autonomen kanonischen Systeme von M.Kruskal (1962).
Diese wird so verallgemeinert, daR sie auch auf das
zeltabhiinglpe Problem der Bewegung eines geladenen
Teilchens 1n einem elektromagnetischen Feld angewendet
werden kann. Durch die Einfillhrung von angepaften
kanonischen Variablen gelangt man dann auf besonders
einfache Welse zu den schon bekannten Ergebnissen und,
worauf besonders VWert gelegt wird, zu den Bedingungen
fiilr die Existenz der adlabatischen Invarianten geladener
Teilchen. Unter anderem wird bewiesen, daB in einem
statischen Magnetfeld das Verschwinden des elektrischen
Feldes nullter Ordnung i.A. eine notwendige Bedingung
filr die Konstanz der longitudinalen Invarianten ist.

Im zweiten Teill wird das Stabilititsverhalten allge-
meiner einfach zusammenhfngender Gleichgewichtskonfigu-
rationen stoffreier Plasmen untersucht. Es werden elektro-
statische St8rungen betrachtet, die sich zeitlich so lang-
sam entwickeln, daf alle drel adiabatischen Invarianten
der Teilchen als konstant angesehen werden kdnnen. Filr
diese Stdrungen wird ein Energieprinzip hergeleitet,
welches als einzipge Testfunktion das elektrostatische
Stdrpotential enth#lt. Ein hinreichendes Stabilitlts-
kriterium wird in Form von Monotoniebedingungen an die
Gleichgewichts-Verteilungsfunktionen angegeben. Dieses
erwelst sich als etenfalls hinreichend filr Stabilitit
gegenllber schnelleren elektrostatischen St&rungen, die

nur die ersten beiden adiabatischen Invarianten konstant
lassen.
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Einleltung

Da eine exakte L&sung des mikroskoplischen Stabilithits-
problems filr stofRfreie Plasmen nur in sehr speziellen
Fillen gelingt, bedient man sich bel der Untersuchung
allgemeiner inhomogener Gleichgewichtskonfigurationen
geelgneter Niherungsverfahren. Ein solches 1ist die
Verwendung der adiabatischen Invarianten geladener
Teilchen. Dies sind Gr&fen, die bei einer hinreichend
schwachen Orts- und Zeltabhingigkeit der Felder als
Konstanter. der Tellchenbewegung angesehen werden k&nnen
und mit deren Hilfe man deshalb asymptotische L&sungen
der Vlasov-Gleichungen konstruleren kann. Dementsprechend
flhrt dieses Verfahren auf eine asymptotische Be-
schreibung langsamer Bewegungen von stoRffreien Plasmen

in starken Magnetfeldern. Je nachdem, ob man nur die
erste oder dle ersten beiden oder alle drel adiabatischen
Invarianten als konstant annimmt, hat man schwlchere oder
schidrfere Einschrénkungen an dle Bewegungen zu beachten,
dle man sinnvoll beschreiben will.

Die bekannteste und einfachste dieser Invarianten ist

das magnetische Moment M, welches in vielen Problemen
der Plasmaphysik eine wichtige Rolle splelt und auch

in zahlreichen Stabilitdtsuntersuchungen verwendet

wurde, von denen wir nur die neuesten und wichtigsten
erwihnen [1 - 8] . Dle Vorgénge, die man mit diesen
Theorien beschreiben kann, spielen sich in Zeitriumen

ab, dle groB gepen die Gyrationszeiten der Teilchen sind.
Dies 1ist keine starke Einschr#nkung. Die Bewegungs-
gleichungen sind denen der Magnetohydrodynamik sehr #hnlich,
well alle Teilchen, die sich am selben Ort befinden,

mit fast der gleichen Geschwindigkeit quer zum Magnet-
feld driften.




Die Bewegungen elnes Plasmas, die auch die longitudinale
Invariante J der Teilchen nicht verletzen, sind um noch
eine Ordnung langsamer. Damlt héngt es zusammen,

daf die allen Tellchen gemelnsame Drift nullter Ordnung
verschwindet und nur noch dle rein mikroskopischen
Effekte hBherer Ordnunp {ibrigbleiben. Infolpedessen

geht der qualitative Zusammenhang mit der Magneto-
hydrodynamik hier v&llig verloren. Wohl aus diesen
Grinden haben diese Bewepgungen bisher weniper Interesse
gefunden. Das volle Stabilititsproblem wurde hierfilr
noch nicht behandelt. Man beschrinkte sich auf die
relativ einfach zu behandelnden elektrostatischen
St8rungen, von denen man glaubt, daf sie fiir kleines [
(niedrige Plasmadriicke) zu den einzip wichtigen Instabilit#ten
flhren. Abgesehen von Untersuchungen, die entweder

ein nicht konsistentes Einflilssigkeits-Modell benutzen [19)
oder in denen J nicht als Konstante der Bewegung,
sondern nur als Koordinate im Geschwindigkeitsraum
fungiert [1,2,4] , wurde eine solche Stabilit#tstheorie
erst in JiUngster Zeit 1n konsisten ter Welse entwickelt
EWO,QJ . Das Erpgebnis von (48] ist ein Energieprinzip,
sowle ein hinreichendes Stabilititskriterium. Dieses
Energleprinzip hat allerdings den Nachteil, daB mehrere
Funktionen variiert werden milssen, die zusammen

einer schwieripg zu llbersehenden Finschrinkung unter-
liegen. Aus diesem Grunde 1st es zur Herleitung not-
wendiger Stabllitétskriterien nicht sehr geeignet.

Dap die Flufinvariante @ bisher in keiner StabilitHts-
theorle zur Anwendung kam, mag daran liepen, daR man
sich erstens nicht viel von einer solchen Theorie ver-
sprach, well 1In ihr nur extrem kleine Frequenzen auf-
treten dirfen und daf man zweltens die Schwierigkeiten
{lberschlitzte, die sich dadurch ergeten, daR diese In-
variante nur in sehr impliziter Weilse definiert ist.




In der vorliepgenden Arbeit werden elelitrostatische
Stérungen untersucht, die alle drel adiabatischen In-
varianten der Teilchen konstant lassen. Hierbei wird
4hnlich wie in EB] vorgegangen. Durch stlirkere Aus-
nutzung der allgemelnen Eipenschaften der adiabatischen
Invarianten werden dle eben erwihnten Schwierigkeiten
ﬂberwunden+)
mit Hilfe aller drei adiabatischen Invarianten voll-

. Dadurch, daB man die Vlasov-Gleichungen

st&ndip integrieren kann, kommt man einen Schritt welter

als in @8] . Man kann nimlich das Variationsprinzip

auf eiln solches mit einer einzigen Testfunktion redu—
zleren, die kelner besonderen Einschrinkung mehr unter-
liegt. Ein sich daraus ergebendes hinreichendes Stabilitits-
kriterium erweist sich {iberraschenderweise als schrifer

als das in [0] hergeleitete Kriterium, ist also auch
hinreichend fiir Stabilitit gegenilber schnelleren als

den urspringlich betrachteten Bewegungen.

In einem ersten Teil entwickeln wir die Theorie der
adlabatischen Invarianten geladener Teilchen in voller
Allgemeinheit, obwohl wir anschliefend nur den elektro-
statischen Fall betrachten werden. Vir tun dies, weil

es unseres Wissens btisher keine in jeder Hinsicht zu-
friedenstellende umfassende Darstellung dieses Themas
gibt. Frihere dlesbeziligliche Arbeiten behandeln entweder
nur dle erste oder dle ersten bteilden adiabatischen
Invarianten oder bteschrénken sich auf Spezialfille,

wle z.B. verschwindende elektrische Felder oder Vakuum-
Magnetfelder oder sie machen keinen Gebrauch von den
universellen Eigenschaften der Wirkungs- unéd Winkel-
varlablen. Vor allem fehlte bisher eine sorgfiltige
Diskussion der B edingungen, die man an ein elektro-
magnetisches Feld zu stellen hat, damit die adiabatischen

+) -
Auch die in UB] entwickelte Theorie wilrde sich
dadurch vereinfachen.




Invarianten elnes sich darin bewegenden geladenen Teilchens
{lberhaupt exlstieren. Ebensowenig wurde dle Frage nach

der Einfithrung elnes dimensionslosen Galilei-invarianten
Entwicklungsparameters beachtet. Meistens wurde einfach
nach dem Verh&ltnis von Masse und Ladung des betrachteten
Teilchens entwickelt. Diese Prozedur filhrt zwar zu
richtigen Ergebnissen, 18Rt aber ohne weitere Uberlegungen
keine physikalischen Riickschlilsse zu.

Herrn Prof. Dr. A. Schliiter, der diese Arbeit anregte,

bin 1ch fir sein Interesse und seine fruchtbare Kritik

sehr zu Dank verpflichtet. Den Herren Dr. K. U. von Hagenow,
Dr. H. Tasso, Dr. H.K. Wimmel und H.P. Zehrfeld vom

Institut fiir Plasmaphysik in Garching bei Miinchen danke

ich fir viele nlitzliche Diskussionen.




I. DAS EINZELTEILCHENBILD

§ 1) Die allgemeine Theorie der adiabatischen Invarianten [11].

Hier handelt es sich um eine i.A. nicht konvergierende, da-
fir aber sdkularitétenfreie Stdrungsentwicklung gewisser
kanonischer Systeme von gewthnlichen Differentialgleichungen+).
Sie ist durchfilhrbar, wenn die Bewepung in verschiedenen
Zeitskalen abliuft, und in der schnellsten dieser Skalen
periodisch ist. Mit dieser periodischen Bewegung ist eine
approximative Konstante, die "adiabatische Invariante" ver-
knipft, mit deren Hilfe man die schnelle Zeitskala elimi-
nieren, und das Gleichungssystem um einen Freiheitsgrad re-
duzleren kann. In diesem Abschnitt zitieren wir die Tat-
sachen, die wir spliter verwenden werden, méglichst kurz und
ohne Beweise.

Gegeben sei ein autonomes System von kanonischen Bewegungs -
gleichungen

-

%)"qu . %zH’P - il

pund q sind m -Tupel. Die Hamilton-Funktion H(p,q,€)
soll nach dem Parameter g entwickelbar sein. Zugelassen

sind auch formale Potenzreihen in g , die nicht zu konver-
gleren brauchen. Im Folgenden wird dies fir alle von & ab-
hingenden Funktionen stillschweigend erlaubt. Dementsprechend
gelten die Ergebnisse 1.A. nur in einem asymptotischen Sinn.

Die Voraussetzung filir die Durchfilhrbarkeit des Verfahrens ist
die, daB es eine zeltunabhingige (i.A. aber von & abhlngende)

+)Das hier beschriebene Verfahren wurcde in seinen ersten
Ans&tzen erstmals in [12] eingefithrt. Dort wird es "Mit-
telungsverfahren" genannt.
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Transformation

Piqd =—> X (1.2)

der dynamischen Variablen, und eine Skalentransformation

x “— T e N (1.3)
der unabhiingigen Variablen gibt, die dem transformierten
System

Ax p[x, ) (1.4)
A

die folpenden beiden Eigenschaften verlelhen:

1) P.ist eine Potenzreihe in ¢ , beginnend mit einem Term
nullter Ordnung poCx),

2) Das System nullter Ordnung ié}i =-pofx) hat nur periodische

, AN
L&sungen.

Die periodischen Teilchenbahnen nullter Ordnung nennen wir
“Schleifen"+). Die Bewegung l&ngs der Schleifen ist schnell
verglichen mit derjenigen quer zu den Schleifen. Das System
(1.1) hat also zwel Zeitskalen, die sich um einen Faktor €

unterscheiden.

Die Stdrungsentwicklung des Gleichungssystems (1.1) besteht

nun darin, elne weitere Transformation

PRS- Th (145)

zu konstruleren, die die folgenden Eigenschaften hat:
1) \p ist eine auf Eins normierte Winkelvariable,

><(2,~(>M,£):><(‘2,xp,a)_ (1.6)

-
+) In Englisch: "loops".




Dementsprechend ist = ein ( 2/ — A )-Tupel, da X ein
2.7 -Tupel 1ist.

2) Die rechten Seiten der transformierten Gleichungen

A2 - oz ) (1.7)
A

4y _ :
v wi(=z, ) (1.8)

hingen nicht von N2 ab. Die schnelle Bewegung der "Phase"
wird also absepariert. Die Gleichung filr == helBft "reduziertes
System".

In [11] wurde bewiesen, daf solche Transformationen asympto-
tisch existieren, d.h. daB man dle Transformationsgleichungen
sukzesslve als formale Potenzreihen in ¢ konstruileren kann,
und daf sle alle im Welteren bendtigten Eigenschaften be-
sitzen.

Der erste Schritt zur Bestimmung von 2:,\F,ptund > Dbesteht
darin, daB man ( 27— ) zeitunabh#ngipe Konstanten %k der
Bewegung nullter Ordnung, die man als Koordinaten der Schleifen
auffassen kann, sowle elne auf Fins normierte Winkelvariable
U~ , die man als Koordinate lings der Schleifen auffasst,
konstruiert.

o > %,U (1.9)

ist dann eine Transformation des Phasenraums, und die Be-

wegungsgleichunmen bekommen die Form

dy _ (
Ttk_i#%_? g(g((,&,kr, ¢) (1.10)

%: W((ﬂfu’g) . (1.11)




"--.-:::~*——————————————————————————————————————————————————_________‘

9

Ausgehend von den Funktionen % und 1( kann man die Trans-
formation Lé,ue—ﬁz,kp und die Funktionen /. und O
mit Hilfe von Rekursionsformeln, die wir hier nicht angeben

wollen, simultan konstruleren. Man erh#lt so in niedripgster

Ordnung

Z('L‘SILT,E):(/ATO(Q) (1.12)

und A

jdu A +Ole)

PL(%, £)=

jo{U/’%(Lb,O') (. 15
filr das reduzierte System, und
AU/ o, )
Py, €) é [y, + Ote) (1.14)
[ do/rgety, o
¢
i
wly,e) . _ + O(s) (1.15)
jdu/qo(%,u)
fiir die Phase \F . Der hier auftretende Operator
EG(U -//V'O(%JU)
< > (1.16)

J}{o/hhﬂ%,u)

ist in niedrigster Ordnunv eine Integration ilber die Phase

< D= Sa(kp-” + Ocey . (1.17)
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Gleichzeitig ist diles eine zeitliche Mittelung liber die
Bewegung ldngs der Schleifen. Das reduzierte System beschreibt
in dieser Ordnung also gerade die ilber die schnellste Zeit-

skala gemittelte Bewegung. Die adiabatische Invariante M
ist durch

v

definliert. Sle 1st elne kanonische Invariante und erfilllt
die formale Beziehung

M(z,e)-= § p-dq :—"Jd\p p(Z,\p,S)-M) (1.18)

— = Caunt

Al
= 0 (1.19)
A A ‘

Driickt man JU durch die urspringlichen Koordinaten und Impulse
als Potenzreihe in & aus,

K(Pfq.rQ):: M(Z(P,Qf5);2):%5\)}\(\,({),(?)/ (1.20)

so ist (1.19) als

b=
S v, =0 R )

Zu verstehen. In dlesem Sinn ist FL eine Konstante der Be-
wegung.

Es 148t sich nun weiter zeigen, daB man M dazu benutzen

kann, das reduzierte System wieder 1n kanonische Form zu bringen.
Genauer: Es gibt Funktionen Pi(zji),q2(2}€), i.:'4,—-~,41—«4 R
mit denen die Transformation

P.q <> pia, My (1.22)



-«
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kanonisch. und M und %r ein Paar von kanonisch konjugler-
ten Variablen ist. Da diese Transformation nicht von - ab-
hingt, ist die neue Hamilton-Funktion K’ gleich der alten
Hamilton-Funktion fﬁ , ausgedrickt durch die neuen Variablen.

H' kann nicht von \P abhfingen, weil M konstant ist. Es
gilt also

H(ijr E_): H/(p'(P,q,£),QTP,Q,E),N(P,Q, E)) 8)/ (1.23)

und das reduzierte System

) ! ) H
%:*H}q"%:HW’ L:O/ (1.24)

hat eilnen Freiheitsgrad weniger als das urspriingliche, da M
nur noch als Parameter vorkommt. Die abseparierte Gleichung
fir dle Phase ist

%(—%‘—' H}h. (1.25)

Sle ist durch eine Quadratur 18sbar, falls man das reduZerte
System integriert hat.

Wenn das reduzierte System die entsprechenden Voraussetzungen
erfillt, 1&At sich das Mittelungsverfahren erneut anwenden.

Ist dies <41 mal der Fall, so hat man das Problem der In-
tegration der Bewegungsgleichungen (1.1) auf Quadraturen zu-
riuckpgefiihrt. Dieser Prozess erfordert jedoch eine betrichtliche
Anzahl von komplizierten Transformationen, die wir hier der
Ubersichtlichkeit halber nochmals schematisch angeben:

Pfq —F X ﬁ%rup_‘}szpﬂ %Prfq’f M;\P}x
Pla'—> %' —yU' 52 ¢ —>p19" T, (1.26)
l:)f:qr‘__% ><H_>%f: U_'?—-.;- ,", k€¢ EH:C{“; @ \{;q)

o = e o




Nach jeder Reduktion bekommt man eine neue, langsamere Zeit-
skala. Die Transformationen der unabhingigen Variablen sind

also

{—> = £ T—> A=En —%6"-—- £’>’ﬁ - - (1.27)

In konkreten F8llen wird man versuchen, das Problem von
vornherein so zu formulieren, daf m&glichst viele der Trans-
formationen (1.2€) iiberfliissig werden. In § U4) werden wir

sehen, daft dies im Fall der Bewepung elines geladenen Teilchens
in einem elektromagnetischen Feld in niedrigster Ordnung
fast vollstédndipg méglich ist.
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§ 2) Zeltabhingipe Systeme

Die Theorie von § 1) gilt nur filr autonome Systeme. In die-
sem § wollen wir zeipen, wle man zeitabhingige Systeme des
Typs, wie sle uns splter begegnen werden, behandeln kann, und
die allgemeline Theorie der adiabatischen Invarianten in
niedrigster Ordnung darauf anwenden.

Wie wir splter sehen werden, kann man die Bewegungsglelichung
elnes geladenen Teilchens auf die Form

%‘"“E&MHMLI %: e Hyp, A=1203 (2.1)

bringen, wo die Hamilton—Funktion+) F{(F&,‘-',Q3,I}EZ> die
folgenden belden Eigenschaften hat:

1) Die auf den rechten Seiten von (2.1) vorkommenden Ab-
leitungen von H bleiben alle endlich im Limes &£—>O.

2) Die Projektionen der Hyperflichen ?}::COWLAI_ in die
(P“Jqd) -Ebene sind in diesem Limes geschlossene Kurven.

Wiirde die Hamilton-Funktion nicht von der Zeit % abh#ngen,
so wlren also die Voraussetzungen fiir die Anwendbarkeit

des Mittelungsverfahrens erfiillt. Die spezielle Form der
Gleichungen (2.1), nimlich die Tatsache, daR die Bewegungen
der verschiedenen Freiheitsgrade in verschiedenen Zeitskalen
ablaufen, wirde dann auch die Art und Welse vorzeichnen, 1n
der man die zwelte und die dritte adiabatische Invariante

zu konstruleren h#dtte. Aus diesem Grunde beschrinken wir uns
im Weiteren auf den Fall, daf die Zeitabhéngigkeit von FI nur
eine kleine Stdrung 1st, dle die Struktur der weiteren Rechnun-
gen nicht wesentlich &ndert.

Wir nehmen also an, da® H nur Uber die Grdpe £l von T
abhéngt. Um méglichst allgemein zu bleiben, setzen wir

"‘r age—
Vir nennen H eine Hamilton-Funktion, obwohl das System
(2.1) streng genommen nicht kanonisch ist.
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Hpar19a,%, €)= H{Par 43,4, T, £) (2.2)
mit
’t‘;;=£“.t (2.5%)
und denken uns die Funktion l% nach Potenzen von § ent-
wickelt®),

H(Pn"',‘isfﬁ :’CI,"'/Q):ZQVHV(PT,"";CFSJTM )l‘") . (2.4)

V=0

Die Bewegungsgleichungen

4 —A1 A L - 6{'-(‘,‘\_ «'.
%‘%z" 7 e, - e, 5= € (2.5)

sind nun autonom. Um sie auch noch kanonisch zu machen, defi-
nieren wir

-~ = A A A A :
PT:(P"JP":PBJT’:;(L‘“), Qi-(%g‘?h?qz;/g o1 !'(:12".'6))

als kanonische Variablen, und

K(PQ, €)= H(po g, T Ty £)=2 eYE

V2@ (2.7)

=S H,-E,) =2 VKU (PG)

Ve O V20

als Hamilton-Funktion. Wenn wir noch die Anfangsbedinpungen

K,=0 (2.8)

—-—

Durch die Einfilhrung von Zeitskalen erreichen wir, daf auch
die niedrigeren Ordnungen von Funktionen, deren 7eitab-

leitungen von héherer Ordnung sind, zeitabhlinglg sein kdnnen.
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hinzunehmen, so ist das durch (2.7) definierte autonome
System den urspriinglichen Glelchungen &Hquivalent.

Nach diesen Vorbereitunpen 1&8t sich das Mittelungsverfahren
Schritt fir Schritt auf besonders einfache Weise anwenden.
Wir beschrénken uns dabel auf die niedrigste Ordnung. In der
Notation von § 1) setzen wir

X=(P"lq4lplfq21 P‘b,q‘!»,t,Eo, 2,E‘l,—-">) 6::‘{ - (2°9)

:Q;Die rechte Seite von (1.4) ist dann

:(*HI 1/ HI l!j—-ngqz'EHj :J"SIHI JIQZHIPB]EIEFI’T4f£7£Hh:I),(2-10)
; g Mip P 7

Qﬂieraus folgt, daR alle Komponenten von X} mit Ausnahme der
~ ersten beiden, Konstanten der Bewegung nullter Ordnung sind.
Eine welitere Konstante ist die Hamilton-Funktion K . Dem-
_entsprechend setzen wir

:I%=(K'P"qz:"") =Z+O(€). {2«11)

‘@ce Schleifen liegen also ganz in der ( Py, 9. )-Ebene, wes-
Wwegen nur der erste Term des Integranden in

fh EE)EPAQ @ZPJQ +O(e) (2.12)

Z=covl Yo= cout

Ubrigbleibt. Wir haben also

'E-*I“lc: @ PaKo, P2,9:, P3,43, T, = O -.-.,qd)Aq.,/ (2.13)




wo der Integrand aus den verschiedenen Zweligen der Umkehr-
funktion von F:o besteht, und die Integrationsgrenzen so

zu wihlen sind, daB das Integral einem Umlauf-Integral lings
der Schleifen entspricht. Da p, nur iber die Summe k.1Es =He
von den Grdpen K, und [E, abhingt, und fiir <> dartiber
hinaus unabh#nglg von [E. 1st, kann man

Mo(Ho, P>, 42  P2,43, T Ta, -+ )
(2.14)
’—"¢ Pﬂ(HofPIf?ZJPBIq}(T’TITl 1T q") 2 qa

schreiben. Der Integrand ist nun die Umkehrfunktion von P{o.
Setzt man nach der Integration H, als Funktion seiner Ar-
gumente eln, so erh#dlt man dle adiabatische Invariante nullter
Ordnung als Funktlon der urspringlichen dynamischen Variablen,

Falprs @57t Ta Y= Ro(Holpo 14T i Par s 95T ) (2.15)

Die zu f[ gehdrige Phase Ph wird in dieser Arbelt nie ex-
plizit benutzt werden. Wir werden lediglich den Mittelungs-
operator (1.16) bendtigen. Dieser ist

- ’>,.L - jdxph.—- = @dfh"‘/Ho/p,

.16)
& A 4./ Hotp 2.

wobel der Integrationsweg derselbe ist wie in (2.14).

Jetzt k¥nnen wir alle vorhergehenden Manipulationen wieder ver-
gessen, und es genillgt, wenn wir uns folgendes merken: Hat man
Bewegungsgleichunpen des Typs (2.5) vorliegen, und besitzt

die Funktion fﬁ die genannten Eigenschaften, so ist die durch
(2.14) definierte Grtke [1, der erste Term einer adiabatischen
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Invarianten. Wir bemerken noch, daR die Geschlossenheit

der Kurven f%o = const elne Bedingung dafir ist, daB die
Groge M, definiert ist, wihrend man OH/0Ts = 0 fordern
muf, damit M eine adiabatische Invariante ist. Ersteres
nennen wir kilnftig die Bedingung fir die Konstruierbarkeit,
letzteres die Bedingung filir die Konstanz der adiabatischen
Invarianten.

Wir wenden uns nun dem reduzierten System zu. Hierzu be-
trachten wir die Funktion [Hg(H, ps,9a,P3 ¢ T T, - - = ),
die man durch Auflésen von (2.14) nach H, gewinnt, und fir
die natirlich die Identitit

Ho(Molpar 1 @7t )P ) 42T ) = Folpu185T) (2017

gllt. Wir wollen beweisen, daR® fur das reduzierte System wie-
der die Gln (2.5) (diesmal allerdings filr £ = 2,3) gelten,
wobel nur H durch H' zu ersetzen ist, und H! die nied-
rigste Ordnung von F“ 1st. Wegen der Mittelungselgenschaft
des reduzierten Systems genlgt es zu zelgen, daf die Ab-
leitungen von 140’ gleich den Mittelwerten der Ableitungen von
f4° sind. Dies geschieht wie folgt nach den Regeln der Dif-
ferentiation von impliziten Funktionen:

Rl — . Mo _ @d?* Pare Qf)fifh HOA(/HO/Pq ’
i Mo = SHow . (2.18)
o/Ho &AQ" P‘I/Ho @dCi" /hIOIP‘v

ol steht hier fir irgendein Argument der Funktion lﬂ’ .

Als Nebenprodukt erhalten wir eine Aussage lber die zeitliche
Anderung von M, . Nach (1.21) gilt

AAiM - Ole) (2.19)
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Aus den Glelchungen des reduzierten Systems folgt dariiber-
hinaus, daf sich TTO im Mittel um eine Ordnung langsamer
indert:

(AR = g A0+ Mg 8B+ Mo e + Mo AT+ 00>
= ha/q1< S+ Mop. (AR + € Mo, Lo > 4 € More, 4 O(2)

- J ”
— E(H(:Hi) {Ho’/ql <H(3/P2>'_ HOIIP2<HOMZ> 1’440/1-4> - Hoffqg 1'6({ )-
Aus (2.18) folgt das Verschwinden der Klammer, und damit

<Ad§°>:®(€a) . (2.20)

Diese Eigenschaft der adiabatischen Invarianten niledrigster
Ordnung, von der wir in dieser Arbeit keinen Gebrauch machen,
wird in der 4lteren Literatur [13, 14] als "adiabatische
Invarianz" bezelchnet.

Da das reduzierte System wiederum in der Form (2.5) vorliegt,
geschieht die zweite bzw. die dritte Reduktion in analoger
Weise. Die Voraussetzungen filr die Konstruierbarkeit und die
Konstanz der zweiten bzw. dritten adiabatischen Invarianten
Sind dann die Geschlossenheit der Kurven Fhf = const bzw.
P{J' = const, und fﬁ111= 0 bzw. F47T1A= 0. BRei der
Anwendung auf die Bewepung eines peladenen Teilchens werden
vir nur die sich in niedrigster Ordnung ergebenden Bedingun-
gen

Hor, =0 / (2.21)
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Hgml:<H;’t‘>ﬁ=<<H°/T‘>h>"3 =0 (2.23)

verifizieren.Wir werden jedoch davon Gebrauch machen, daB
aus

H/frof-' Hrr,, = H/-pl‘: O (2.24h)

~ die Konstanz aller drei adiabatischen Invarianten in allen
Ordnungen folgt.
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;.§ 3) Die dimenslonslose Form der Bewegungsgleichungen eines ge-
; ladenen Teilchens.

Die Gleichungen fiir die Bewegung elnes geladenen Tellchens
in einem vorpgegebenen elektromagnetischen Feld sind

A ~“e—( (1) 110 x ,{}(}ri)), (3.1)
A A
%(—W Wed (3.2)

Das elektrische Feld ‘6 und das Magnetfeld Z; sind durch
die Induktionsgleichung

%%‘f’mt‘é = 0 (3.3)

miteinander verknilpft, und das Magnetfeld genlgt auBerdem
der FluBerhaltungsbedingung

Ao =0 . (3.4)

Durch Einfilhrung von charakteristischen Gr&fen machen wir die
Gleichungen (3.1 - 4) dimensionslos. Hierbel wird eine di-
menslonslose Kombination dieser charakteristischen Gr&fen
auftreten, die wir dann & nennen. Da unsere Gleichungen
Galilei-covariant sind, wird es niitzlich sein, den Parameter &
Galilei-invariant zu machen. Dies geschieht am besten dadurch,
daf wir von vornherein alle charakteristischen Gr&Ren so de-
finieren, daR sie ebenfalls Galilei-invariant sind. Eine
Galilei-Transformation ist der Ubergang von einem Bezugs-
system ( W ,fl ) zu einem dazu mit einer beliebigen konstanten
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Geschwindigkeit i bewegten anderen Bezugssystem ( u'ﬂ t/):

(3.6)

Geschwindigkeit und Felder transformleren sich hierbei nach

den Regeln
o' = ‘0‘%, (3.7)
'+ = }(n-,‘t)/ (3.8)
S CAOER AR R 2, Bt ). (3.9)

Wir filhren nun die folgenden charakteristischen GrdfRen ein:

B3s filr den Betrag der magnetischen Feldst&rke.

| fir die Linge, iiber welche sich das Magnetfeld wesentlich
&ndert.

T fiir die Gyrationszeit.

Us flir die Geschwindigkeit des Tellchens.
2, flir dle Elementarladung,

m, flir die Masse eines Elektrons.

Von dem Magnetfeld nehmen wir an, daB es in einem endlichen
raum-zeitlichen Gebiet vorgegeben seil, und dort keine Singu-
larititen und keine Nullstellen hat. Dann lassen sich die
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- (trivialerwelse Galilei-invarianten ) GroBen B,und L auf
verniinftige Welse definieren. Der Einfachheit halber setzen
wir noch voraus, daB das betrachtete Geblet einfach zusammen-

hingt, daR seine rdumlichen Abmessungen In allen Richtungen

von der Gr&Renordnung L sind, und daf die Feldlinlen von £r
sich weder schliefen noch iiber eine Linge, die grof gegen L

ist, im Geblet bleilben. Auferdem nehmen wir an, daf wir es

mit einem allgemeinen Magnetfeld zu tun haben. Damit meinen

wir, daf es kelne Symmetrien aufwelst. Hierdurch beschrinken

wir uns auf die F#lle, 1n denen es keilne exakten Konstanten

der Tellchenbewegung gibt, und in denen deshalb die adiabatischen
Invarianten besonders wichtig sind.

Filr die charakteristische Gyrationszelt setzen wir

T= o ) (3.10)
eolgo

Dies ist die einzige charakteristische Zeit, die sich Galileil-
invariant definieren 14Rt. Aus diesem Grunde vermeiden wir

die Einfihrung von charakteristischen Zelten filr die' Feld-
dnderungen und machen dafilir spiter gewisse Annahmen ilber die
Abhéingigkeit der dimensionslosen Felder von der mit Hilfe von
T dimensionslos gemachten Zeit.

Um eine Galilel-invariante Definition von U, zu finden, be-
nutzen wir das Geschwindigkeitsfeld

T§><:713 1‘(45-"r6ff§)‘15'
5NR '

J3 ist der Betrag von i% s @r der Einheltsvektor in Richtung
von 2& . Man verifiziert lelicht, daR sich \CL wie eine Ge-
schwindigkelt transformiert. Falls ‘f und fr Uberall senk-
recht zueinander sind, gilt -{*f M),%;JB' = 0. Dann kann

(3.11)

lOo(p":"O ==




- .,

also htchstens die zu fy parallele Komponente von ujh
singuldr werden. Wir werden spéter, als Bedingung fiir die
Konstanz der ersten adlabatischen Invarianten, fordern milssen,
daf dieser Fall in niedrigster Ordnung vorliegt. Aus der
Bedingung fir die Konstanz der zweiten adiabatischen Invarian-
ten wird dann folgen, daf auch die Parallelkomponente von M%
reguldr ist+). Us soll nun ein charakteristischer Wert des
Betrages von K)-Ml, sein. Hier im Einzelteilchenblld k&nnen
wilr uns diesen als Anfangswert vorstellen. Sp#ter, wenn wir

| ein Plasma behandeln werden, denken wir uns 1hn als einen

| mit Hilfe der Verteilungsfunktionen gebildeten Mittelwert.

Fir das elektrische Feld filhren wir keine charakteristischen
Werte eln, sondern machen es mit Hilfe der Gréhe 03[30 di-
mensionslos, um dann hinterher Annahmen Uber seine St#rke, und
seine Abh&ngigkelt von Ort und Zelt zu machen.

Gehen wir mit den dimensionslosen Gr&Ren

— A T _ A1 A =
_Lr::—z_—wlt ————_T-—K'FO U@l’o’
— e Z,— 7 A
- O = %-OJI(HTU/ foet):= U@BO{(W/U/ (3.12)
- 1 — A
Y o= E—Oe ; W:-/C-M_OMA’

in die Gleichungen (3.1 - 4) eln, und lassen die Querstriche
dann gleich wieder weg, so erhalten wir

L P

Interessiert man sich nur fiir die erste adiabatische Invarilante,
so ist es nicht ndtig, |0, 1in der Form (3.11) zu definieren,
sondern es genipgt, nur seine Senkrechtkomponente als von

Null verschieden, und mit (3.11) Ubereinstimmend anzunehmen.
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o

%..""
/*P

2= 2 ({1iox b)), (3.13)

So
3—‘[

|

= £10 , (3.14)

e/ =
G-

-b-%* QTQ‘(ﬁ:O/

ey ﬁg =0,

(3.15)

(3.16)

Der Parameter E; i1st das Verh#ltnis von charakteristischem
Gyrationsradius und charakteristischer Linge,

€ =00 +) . (3.17)

esB, L

Obwohl wir die Felder hier als vorgegeben ansehen, nehmen
wir an, daf sie von & abhingen. In einem Plasma, wo dile
Felder von den Bewegungen der Teilchen beeinfluBt werden,
missen wir dies sogar tun. Aus der Definition von 133 und

[ folgt, daR das Magnetfeld und seine r#umlichen Ab-
leitungen von der Ordnung Eins sind. Zus#tzlich setzen wir
nun voraus, daR selne zeitliche Ableitung klein ist. Dement-
sprechend machen wir den allgemeinen Ansatz

bSlrt,e)=> ¥ b, 0w, -2 ), (3.18)

Yz o

T on

Die GrbRen €. und mia, haben wir eingefithrt, um einen
einzigen, allen Teilchensorten gemeinsamen Entwicklungs-
parameter zZu haben.
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{iber das elektrische Feld setzen wir voraus, daR es sich
in derselben Form schrelben 1lER%T:

{(W,i,E):Z gvgv(}r;?m?)_,”-') : (3.19)

vV=zo

Wie man aus der dimensionslosen Form
’ | S
LF = W"“ /{/I/TA 3520)

der Galilei—Transformationen+) sieht, sind diese Ansdtze
in allen Inertialsystemen gleichzeitlg erfillbar.

Mit der Einfilhrung verschiedener Zeitskalen haben wir sehr
viel Freihelt eingefihrt. Z.B. reicht dle Induktionsgleichung
nicht aus, die Abh#ngigkeit der einzelnen j@; von den ein-
zelnen 7T, festzulegen. Was das Magnetfeld betrifft, werden
wir diese Willkilr im n&chsten § beseitigen. Was dagegen das
elektrische Feld betrifft, so stellen wir uns vor, daR selne
Abh8ngigkelt von den einzelnen Zeitskalen dadurch festgelegt
werden kann, daR man von den selbstkonsistenten Feldern, die
sich als L8sungen der Plasmagleichungen ergebén wirden, Ord-
nung fir Ordnung S&kularitétenfreihelt fordert.

Im Folgenden werden wir von jeder zeitabhingigen Funktion
stillschweigend annehmen, daf sie in der Form (3.19 - 3.20)
entwickelt vorliegt.

+ —_
Da dle Komponenten von 44 beliebige, aber feste GréfRen
sind, wlre es unsinnig, sle von & abh&ngen zu lassen.
Sle sind also von der Ordnung Eins.
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§ 4) Die Transformation auf natiirliche Koordinaten.

Wir schreiben die dimenslonslosen Bewegungsglelchungen
(2.17 - 18) zun#chst in kanonischer Form. Hierzu drilcken
wir dile Felder wile Ublich gemiB

%t ~at 01/ (4.1)

{=——V~f>—-§—%g} (4.2)

durch Potentiale aus. Die homogenen Maxwell-Gleichungen
sind dann automatisch erfillt, und

Al e e 2 (i kig)
K(}S',H’fi,g)'-“‘ p_(P MO((H"I’E))TEM\F (4.3)

ist elne adfquate Hamilton-Funktion. (3.14) ist jetzt als
Definitionsgleichung fiir KO aufzufassen.

Ausgehend von der Hamilton-Funktion K filhren wir eine
kanonlsche Transformation

“ﬁ’,»{' —_ P;,&; (4.h)

durch, die die Bewegungsglelichungen auf dile gewilinschte Form

)

bringt. Als erzeugende Funktion wihlen wir'+

Fe Bt )= Bylict, o)+ R s, )1 Rttt - 528 )

T
Eine Transformation dieser Art wurde erstmals in ElS] eln-
gefithrt.
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Die hier vorkommenden Hilfsfunktionen o , und )( sind
durch die folgenden Eigenschaften charakterisiert: o« und(3
sind sogenannte "Fluffunktionen", d.h. sie erfilllen die
Beziehungen

OC=xVp , £=VxxVp.

(4.6)
Hlieraus folgt, daR sle die Gleichungen
9% 4+ e {)-Not = 0 1 &
2% 0 ’ ii% > (4.7)

befriedigen mﬂssen+), wo \() irgendeine durch
7%%% = £ erKL(HD,K i;) (4.8)

charakterisierte sog. "fluRerhaltende" Geschwindigkeit [-16]
ist. Den Faktor &€ haben wir eingefithrt, damit D von der
Ordnung Eins 1ist. Die Freiheit 1n der Wahl der Parallel-
komponente von H) niltzen wir so aus, daR auferdem noch die

Beziehung

B L WVIB=0
ak (4.9)
erfillt ist. Die anschauliche Bedeutung der beiden Forderungen
an das Geschwindigkeitsfeld u> ist die, daBk ein mitbewegter
Beobachter keine zu fr senkrechte Komponente von {2 und keine
zeitliche Anderung von [ bemerkt. Unter Zuhilfenahme der
Induktionsgleichung findet man

D = (€ -rV\{J*)EVVBB-r (b ~otg) > )

+§
'fa/at_” steht hiler und im Folgenden als Abkilirzung fir

"Z E_Ja/a,rlr .
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als allgemeinste L8sung der Gleichungen (4.8 - 9), wo \p*
irgend eine L¥sung der Gleichung

Qy-(’ﬁ*v‘\oﬂ:@ (4.11)

ist. Da die Funktion qﬁ* nur bis auf eine auf den Feldlinilen
konstante, sonst aber beliebige Funktion bestimmt ist, 1ist

\D , und damit dle zeltliche Entwicklunpg, der FluRfunktionen,
nicht eindeutig festgelegt. VWir werden jedoch splter sehen,
dai %* von der Ordnung & sein muR. Deshalb ist K 1in
nullter Ordnung eindeutip bestimmt, und gleich dem in § 3)
eingefllhrten Bezugspeschwindigkeltsfeld H)o . Da dle Fluph-
funktionen llngs der Feldlinien konstant sind, kdnnen sile

als Koordinaten der sich mit der Geschwindigkelt 8“) be-
wegenden Feldlinien aufgefaft werden. Dle Freiheit, die wir

in der Wahl der Anfangswerte haben, denken wir uns so ausge-
niitzt, daR sie belde von der Ordnung Eins sind. Die Funktion){
wdhlen wir so, daB sie ebenfalls von der Ordnung Eins 1st,

und zusammen mit den FlufRfunktionen ein sich lokal mit der
Geschwindigkeit g){) bewegendes®’ krummliniges Koordinaten-
system im Ortsraum bildet, d.h. wir fordern

9% + ElD-V%=G (4.12)
dL
fir ihre Zeltabhlngigkeit, und

D:*: © (4.13)

fiilr die Funktionaldeterminante

D =(Vx pr)-V% = £ V?( . (4.104)

+)_"
Man beachte, daB die Feldliniengeschwindigkeit selbst dann,

wenn das Magnetfeld statisch ist, 1.A. nicht verschwindet.
Notwendig und hinrefcrend hierfilr ist vielmehr -f-tV\P": 0.
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Da letztere die Kontinuitlitsgleichung
'}—%TSO{AU(D\‘O>=Q (4.15)

erfiillt, ist (4.13) nur eine Anfangsbedingung. Aus der

'Potentialdarstellung des elektrischen Feldes und den bisher
angegebenen Eigenschaften der FluRfunktionen und der Feld-
linlengeschwindigkelt folgt

L= — V™ %(%%Vd—%V@) (4.16)

und

X A 9P
\‘0':\‘0+8ﬂ<3k' (4.17)

Nun wollen wir noch die Abhingigkeit der Funktlonen ol , [5
und von den einzelnen Zeitskalen festlegen. Hierfilr
biletet sich als einfachste M&glichkeit

oty Vo =2 - VX
i;;z'f\£l*4x&£\J 'Eé%i_+1£l-‘7ﬁ, M> X~ =

(4,18)

Die Forderungen (4.7) und (4.12) sind dann erfiillt, und fir
das Magnetfeld folgt

2:%? - ~+ot (10 xig ). (4.19)

Die einzige Willkir liegt somit in der Wahl der Anfangswerte
der verschiedenen Ordnungen der Funktionen of , !3 und ?(
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Die kanonische Transformation (4.4) ist durch
Pi: F/x; ) Ql = F!Px (1.20)

definlert. Wir wollen die Rechnungen hier nicht im Einzelnen
durchfilhren, sondern einfach das Resultat hinschreiben,
welches sich ergibt, wenn man die drel Transformationen

0 —>in B — P Q——>pias (4.21)

deren letzte die eilnfsche Skalentransfeormation

A o -
‘P":“{B, Pl‘_{'pz/ P> = ) Pz,
(4.22)
%‘%'%QA} C?z=®»z ) (f3=®‘b

ist, hintereinander ausfithrt. Das Ergebnis ist

P- _:_(D /?[;{)VB_ | qﬂ_____(leVg)-Vad ,

P:I:—}Ob% ) qz:x y (4.23)

Pa=ol—+ Efyen (meE;)V& J C{3=[3+E’%“ (XDVVJ;()Vﬁ .

Aufgel8st nach ¥ und WO 1ist dies
= R (st €259, 94 e%5pa, 92, %, €),

(4.24)
0 = P VR, - VPR A, tpVx(RA ). T
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pie Funktion & 1st durch

R(b&(}r,:t‘E)/F(iji!e)/x(m\tla)fil8):)r ()4.25)

als Umkehrung der r#umlichen Transformation W—>o¢, [, X
definiert. Da die Funktionaldeterminanten der Transformationen
(4.21) der Reihe nach 1dentisch gleich £ bzw. 1 bzw. E-Ssind,
ist die Determinante der Transformation (4.23 - 24) identisch
Eins. Dle Transformationsgleichungen sind alle von der Ordnung
Eins.

Die Hamiltonfunktion K fiir die Bewegung in den kanonlschen
Variablen (P, Q) ist

dF
K K3 ;K (4.26)

Definieren wir die Funktion H durch
g
H(pay192,%,€) '=‘—8—1K(Pq,"'.Qli:€), (4.27)

so gelten filr die Variablen ( P,,Qn,[Dz,Q=1’>3,q3) die
Bewegungsgleichungen

d(“-- — e AE}:-—- 7"._%
_d% ”—_H‘!ai&t QHM’ at < QH/”’

(4.28)

4022 Hip,, L= cHp., 4P €35 Hips

Dies sind, bis auf triviale Faktoren, die Gleichungen (2.1).
Deshalb nennen wir die Gr&Ren (P”qqdthlle,(qE ) "nattirliche
Koordinaten". Fiir die Funktion M findet man

1 e p*
H=%L02-10*)D+“§";;\\\0 . (4.29)
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Dies ist mit llilfe der Transformationsgleichungen (4.24)
als Funktion der natiirlichen Koordinaten zu schreiben.

Damit H wund alle seine Ableitungen von der Ordnung Eins
sind, mugR \f* von der Ordnung £ sein,

WL ) = > eVl On T, Tay )

K : (4.30)

Hieraus folgt

Xo bo=0,

Die anschauliche Bedeutung der natiirlichen Variablen ist

die folgende: P.und g, sind im wesentlichen zwei Komponen-
ten der Teilchengeschwindigkeit quer zum Magnetfeld. P> und
q~ sind Geschwindigkeit und Ort lings der Feldlinien. Pa
und e sind in nullter bzw. erster Ordnung die Koordinaten
der Feldlinie, auf der sich das Teilchen bzw. sein Gyrations-
zentrum befindet. Der erste Freiheitsgrad beschreibt also
die schnelle Gyration des Teilchens um die Feldlinien, der
zwelte die langsamere Bewepgung entlang den sich bewegenden
Feldlinien, der dritte schlieflich die ganz langsame Drift
des Gyrationszentrums.

Die Hamiltonfunktion (4.29) ist (als Funktion ihrer Argu-
mente) nicht Galilei-invariant. Dieser Sch®nheitsfehler hat
zur Folge, daB die Bedingungen filr die Konstanz der adia-
batischen Invarianten nur in einem ausgezeichneten Inertial-
system erfilllt sein milssen. Dies spricht dafllr, daf man

diese Theorie mit anderen Variablen noch eleganter formulieren
kann.

(4.31)
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§ 5) Die drei adiabatischen Tnvarianten eines geladenen Teilchens

In c¢iesem § wenden wir die Zrgebnisse von § 2) auf die Ha-
miltonfunktion (4.29) an. Die Konstruktion der adiabatischen
Invarianten niledrigster Ordnung ist jetzt trivial, und das
Hauptproblem wird darin liegen, die Bedingungen filr deren Kon-
strulerbarkeit und Konstanz als Bedingungen an die Felder

zu formulieren. Die Hamiltonfunktion ist in nullter Ordnung

—at)(a b_ﬁ.ﬁ
In den Ortsfunktlonen hat man jetzt
= RD(PA,Qs,q:_,Ta:tl,-“) {5 .2)

elnzusetzen.

Die Abh8ngigkeit von den Variatlen '31q4 und Ps kommt in
(5.1) explizit zum Ausdruck. Die Kurven F4G- const ent-
sprechen den Gyratlonskreisen im Geschwindigkeitsraum. In der
( P+.qa )-Ebene siné dles Ellipsen. Die Voraussetzung filr die
Fonstrulerbarkeit der ersten adiakatischen Invarianten

HE§P,AQ¢+O(€) (5.3)

1st somlt erfillt. Diese ist in niedrigster Ordnung gleich
der Fldche dleser IZllipsen. Eine elementare Rechnung ergibt

M, = Q’T(B) H ,WC\O*"' )'Ooz 1( Pl %”)E (5.4)
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oder, nach Einsetzen fir f40 >

o % 1% \2
NO:%(:O-—\QX:E (\’D‘L-‘i{i—é—? ) (5.5)

K, 1ist die zu 1%; senkrechte Komponente der Teilchenge-
schwindigkeit. Aufgrund unserer Voraussetzung, daf die Felder
nlcht von “, abhéngen, ist auch die Bedingung fiir die
Konstanz des magnetischen Momentes P1 automatisch erfilillt.
Durch Aufldsen von (5.4) nach H, gewinnt man die Hamilton-
funktion

3 A 2
H;=;§‘%‘P4**§TBO*%('%;P’“V°”>*310" (5.6)

fir die Uber die Gyration gemittelte Bewegung niedrigster
Ordnung. Die Gleichungen fitir diese Bewegung sind

—é—Ez‘:—EHI 'J;El _EQMHO/IQ'b/

AL oMy AT + AQ(:@ (5.7)
A
i
%z—_ ?.HOI’P;! %"q—tz—: Qadg\ HD[PB!

und fidhren auf die wohlbekannten [17] sog. "Driftgleichungen"”.
Die schnelle Gyration wird jetzt durch

A < ! <A LI
—&i’—“—“=;—mHem N o (5.8)

beschrieben.

Dle zweite adiabatische Invariante heift "longitudinale In-
variante" und ist in nullter Ordnung+)

T

In anderen Arbeiten {lber dieses Thema [ﬁ}, 18] wurde VL==G
gesetzt. Aus diesem Grund wurden stets unndtig einschrinkende
Bedingungen filr die Konstanz von g formuliert.
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falls das Integral definiert ist. Dies ist penau dann der
Fall, wenn der Radikand auf der betreffenden Feldlinie, zu
dem betreffenden Zeitpunkt und fiilr die betreffenden Werte
der Parameter fﬂ; und fT genau zwel Nullstellen besitzt
und dazwischen positiv ist. Diese Nullstellen nennt man
"Splegelpunkte”, well sie den Stellen entsprechen, an denen
das Tellchen wihrend seiner Bewegung l&ngs der Feldlinie
reflektiert wird. Fir grofe Werte von . und M folgt
aus der oben genannten Bedingung, daR der Betrag E% der
magnetischen Feldstirke auf jeder Feldlinie genau ein Minimum
haben muf. Deshalb kann die Ableitung 13mo von 13¢ l8ngs ;E&
nicht identisch verschwinden,

BourF o, (5.10)

Dies hatten wir bereits stillschweigend benutzt.

Die Bedingung filr die Konstanz von g, ist

H;('n ‘—“(‘,\%\‘P** 5 )D? 4\/0,'?)/?, Borr,

/ D\ _p.(DeVo — 0 (5.11)
TSLP}(B ){T,, P( Bm /T4 :

Da sie identisch in den Grdfen M und F)l erfillt sein

muf, ist sie den vier Beziehungen

‘DD/'T—t:O/ (5.12)

[BOFT4:: 0, (5.13)
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(\/OH)/—(, =4 (5.14)
(“A%A "*'““%IDOQ),T‘ =0 (5.15)

dqguivalent. Hieraus folgt, daP die Bedinpung fiir dle Kon-
strulerbarkeit von }, wihrend eines Zeitraums der Ordnung

4/@1 erfiillt ist, falls sie es zu Anfang war.

Um die Bedinpgungen (5.12 - 15), in denen die Ableitungen nach
“C., bei konstantgehaltenem Px,9> und ql_zu bilden sind,
im Ortsraum zu formulieren, fihren wir nun die Ableitungen

bei konstantgehaltenem Ort ein. Da die Griépken f33,q3 und o 3
in der hier betrachteten Ordnung gleich den Funktionen a%,(%o
und %o sind, und letztere den Gleichungen (U4.18) genilgen,

geschieht dies nach der Repel

%;~ I X'

( a?)Ps.%,qz :(ii\ T loﬁv - (5.16)

Gleichung (5.12) ist dann, da fiir I) die Kontinuititsgleichung
(4.15) gilt, pleichbedeutend mit

s D, =0 . (5.17)

Gleichung (5.13) ist die niedrirste Ordnung von (4.9),

3 (5.18)
Eljig*r)oo'\‘Be’:Oﬂ ’
L

F—

Fieraus folgt, daf sich [B, in einem lokalen Feldminimum
vihrend der Dauer einer Oszillation nicht wesentlich &ndern
darf.




Daneben muf K)O die niedrigste Ordnung der Induktions-
gleichung, die sich weren (5.17) als

945 *i()o V\fy (27 T))D (5.19)

schreiben 1l4pt, erfiillen. Fir (5.14) findet man schlieRBlich
unter Benutzung von (5.18) und (5.19)

a)D (D, WD, )+)d/b (45D, = (5.20)

Wir interpretieren die Bedingungen (5.17 - 20) zusammen mit

s b, =0 (5.21)

als Gleichungen filir die Feldliniengeschwindigleit H)o +),
deren L8sungen die zullssipen zeitlichen Enderungen des

Magnetfeldes bel vorgepebenem Anfangswert definieren. Wegen

{o—t DDX£)Q=O (5.22)

sind damit auch die zullissigen elektrischen Felder nullter
Ordnung definiert. EBEel vorgegebenem M>e legt (5.15) darilber-
hinaus den seitlichen Verlauf der Parallelkomponente erster
Ordnung des elektrischen Feldes fest.

Wir zeigen nun, daf die Ldsungsmanigfaltigkeit der Gleichungen
(5.17 - 21) nur von der Form der Feldlinien, nicht aber von
der Feldstiirke des Anfangs-Magnetfeldes abh&ngt. Hlerzu be-
trachten wir das System

. Da eine L&sung M%ﬂﬁtdnatﬁrlich keine Singularitdten haben

darf, und der in § 3) eingefilhrten Rezugsgeschwindigkelt
proportional ist, ist unsere Art der Einflthrung des Ent-
wicklungsparameters § Jjetzt nachtriglich gerechtfertigt.



()L‘JJ DQ:O / (5.23)
-%o('{’,, = )OOPD/- (5.24)

%u'loofﬂ 1 Do' )'()0/’5 = / (Bs25)

WO “'f» " wieder die Ableitung lings der Feldlinien, und
"...|1t," der Operator (5.16) ist+). Dieses System folgt aus
(5.17 - 20). Umgekehrt gibt es aber auch zu jeder L8sung

G, Ta) und W00, T.) von (5.23 - 25) eine Funktion

Balk, Ta) , mit der Jﬂ:: BBQE; und Oy eine L8sung von
(5.17 - 21) billden. Es geniigt zu zelgen, daR die beiden
Gleichungen

Ao be=0 (5.26)
Boir, =0 (5.27)

simultan peldst werden konnen. Die L&sbarkeitsbedingung

(Lo Go)it, (5.28)

ist nun aufprund von (5.23 - 24) stets erfiillt.
Die L&sungen MDO = const entsprechen genau den Situationen,
£ R

Aus (5.23) folegt, daB diese beiden Differentiations-
operatoren kommutieren.
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in denen es eln Inertialsystem gibt, in welchem dile Zeit-
ableitungen des Magnetfeldes nullter Ordnung undder Parallel-
komponente erster Ordnung des elektrischen Feldes von zweiter
Ordnung kleln sind, und in welchem auferdem das elektrische
Feld nullter Ordnung verschwindet. DaR die longitudinale
Invariante in solchen Feldern existiert, ist eine wohlbe-
kannte Tatsache ['13, 15, 18]. Da die Gleichungen (5.23 - 25)
1.A. sicher auch nichttriviale LOsungen besitzen, gibt es
Jedoch allgemeinere Situationen, in denen diese Invariante kon-
stant 1ist.

Von den Bedingungen (5.15) und (5.23 - 25) sind i.A. nur
(5.23 - 24) Galilei-invariant. Notwendig und hinreichend

flir dile Galilei-Invarianz von (5.15) bzw. (5.25) ist M}yr;= 0
bzw. lC%/o = 0. DaR dlese beiden Beziehungen nicht notwendig
aus unseren Gleichungen folgen, kann man anhand von einfachen
Belspilelen verifizieren. Es genligt also zu fordern, daR es
irgendein Inertialsystem gibt, in welchem unsere Bedingungen
erfdllt sind. Man beachte, daB die longitudinale Invariante
nur in diesem System die Form (5.9) hat.

Wir beweisen nun noch, daf es i.A. nicht genlgt, die Existenz
elnes Inertlalsystems, in welchem die Zeltableitungen der
Felder von zweiter Ordnung sind, zu fordern, sondern daf das
Verschwinden des elektrischen Feldes nullter Ordnung dann
wirklich noch eine notwendige Bedingung fiir die Konstanz von
} ist. Hierzu benutzen wir die Gleichungen (5.17 - 19).
Mit

Zo=—Vy (5.29)

gilt dann (wegen \P’g = 0)

oV = C, (5.30)




Lo

und

_ ‘7[53>CK?1M_
10, = 5,V Bo

ist die L&sung von (5.18 - 19). Die Badingung (5.17) ist
nun gleichbedeutend mit

(5+31)

(VB xVBor)-Vay =0 (5.32)

Die beliden Gleichungen (5.30) und (5.3%2) fiir % ktnnen als
ven elnander unabhéngip angenommen werden, da aus dem Gegen-
tell eilne sehr einschréinkende Bedingung an das Magnetfeld

+)

folgen wirde ’. Aus den telden Gleichungen fliir 'HV folgt

alsc

VQ':;\QDQX(VBoKvBOII)), (h:33)

wo Ah irgendeine skalare Funktion ist. Bildet man hiervon
die Rotation, und multipliziert das Ergebnis skalar mit V[3,
und mit VBoio, so findet man

A (VB XVBC—./»:)VB{\,Ma_:Q , (5.34)

Da das hier auftretende Spdtprodukt i1.A. nicbht verschwindet
(dies wire z.B. bei Axjalsymmetrie der Fall), folgt hieraus
1.A. A = 0, und somit €o=0 und }),=0 . In dem hier
betrachteten Fall gibt es also wirklich nur die trivialen

Lésungen. Dieses Ergebnis sapt, daR elektrische Felder nullter

Ordnung die lonpgitudinale Invariante zerstdren, falls das Magnet-

-+j . .
Es wilrde nimlich folgen, daB die Abschnitte aller Feldlinien
zwischen je zwel magnetischen Isobaren gleich lang wiiren.

In Minimum B Feldern ist dies z.P. nicht méglich.
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feld statisch ist. Aus diesem Grunde ist jede Theorie der
elektrostatischen Austausch-Instabilitéten, die die Konstanz

)-

+
der longitudinalen Invarianten voraussetzt, inkonsistent
Sind alle hier anpgerebenen Bedinpgungen erfiillt, so ist die
durch Aufldsen von (5.9) nach F{é zu konstrulerende Funktion
fﬂ:(fTJX,Pg,Q3fT;f?3,~-‘> eine Hamiltonfunktion fur die tliber
die Oszlillation zwischen den Spiegelpunkten gemittelte Drift

niedrigster Ordnung quer zum Magnetfeld, und die zugehdrigen

Bewegpungsgleichungen sind

A O~ 2 A g0 alﬂs _ c2 MA H“

—_— = S = HG' 3 = E af P
£ < LAY © P (5.35)
AM A = O,
aT T dt

Die Bewegung entlang der sich mit der Geschwindigkelt

bewegenden Feldlinien wird nun durch

A i
:Z_B = £ F4G;3, (5.36)

beschrieben. Die Flichen iﬁ: = const werden "Driftflichen"
genannt. Flr jeden VWert der Parameter fh‘} und T bilden

dlese eine Schar von zylinderartipen Fl&chen, deren Mantel-

linien die von Spiegelpunkten begrenzten Abschnitte von Feld-
linien sind. !

Sind die Driftflichen geschlossen, so ist die niedripgste Ordnung
der dritten adiabatischen Invarianten definiert, und durch

@(’HQ’,“,},T;) . SE? PalFs b4, T qs) A g (5.37)

Dies gilt z.B. fir [19].
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gegeben. Da dies der magnetische Fluf durch die von den
Driftfliichen begrenzten FluBrdhren ist, wird (P "Flupin-
variante" genannt. Die Bedinpung

e =0 (5.38)

fir die Konstanz von (p wollen wir hier nicht weilter unter-
suchen.

Bildet man die Hamiltonfunktion f4“YP1,3,(DfT3fTu.---, £)
des dreifach reduzierten Systems (in niedrigster Ordnung ist
dies die Umkehrfunktion von (5.37), so hat man die Bewegungs-

gleichungen des geladenen Teilchens asymptotisch auf die eln-
fache Form

AH d _ 4D _ g
rrasd e G
(5.39)
i ef i d _ M 1Y)
i:ﬁ?.= ii«fﬂﬂi / 4 f = P112 / d.%A-gg < F4’¢

transformiert. Die Funktionaldeterminante der Transformation

50— NS, B 0n 0y P (5.40)

auf zyklische Variable ist, da diese sich aus der Transfor-
mation (4.23 - 24) und drel weiteren kanonischen Trans-
formationen zusammensetzt, identisch gleich Eins. Dies gilt
natiirlich auch fir die hier diskutierte nledrigste Ordnung dieser
Transformation. Die Hamiltonfunktionen der « -fach reduzier-

ten Systeme, A = O, «v., 3 s5ind in dieser Ordnung (aber auch

nur in dieser) alle gleich.
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§ 6) Statische Magnetfelder

Im Hinblick auf die Anwendung der adiabatischen Entwicklung
auf elektrostatische Instabilititen behandeln wir Jetzt den
Fall, daB das Magnetfeld statisch ist, und stellen alle spiter
benttigten Formeln, die sich in diesem Fall zum Teil stark
vereinfachen, nochmals zusammen.

Wie wir im letzten § gezeigt haben, ist
X =0() (6.1)

notwendig filr die Konstanz von %- . Wir nehmen also an, da®
das elektrostatische Potential \P von der Ordnung § 1ist,
setzen aber auBRerdem noch voraus, daf es filr (A< nicht
von ‘T; abhingt:

¥ <> €Y Py (T3 Ty, =) . (6.2)

vz1

Wir zelgen nun, daB aus dieser Annahme die Konstanz aller
drei adiabatischen Invarianten in allen Ordnungen folgt.
Wir kdnnen jetzt nimlich die Funktion gp*'durch

-».
W= (6.3)

festlegen. Hieraus folgt

)() = 0 (6.4)

in allen Ordnungen, und wegen (4.18) gilt dann

3ty _ 3y Dxy — o (6.5
oty

o I B0 fe) T.;
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filr alle ¥ und alle k . Die exalte Hamiltonfunktion

1 CI
Hiparoiqs T, 8 = S(p-No- VR + P2 Un)1 5 5P (6:6)
hdngt nur noch iber kP von den “T: ab. Es gilt also

%%=® . A=0,1,2 (6.7)

womlit alles bewlesen 1st.

Setzen wir ‘x gleich der Bogenlinge lings der Feldlinlen,
;K== s (6.8)

so 1st die Funktionaldeterminante_l) mleich der Feldstérke,

D=1, (6.9)

und die nun zeitunabhéngligen Transformationsglelichungen
(4.23 - 24) werden in nullter Ordnung

- (‘-OX V’Do>'VﬁO

_ (}D Xvéo)‘ VOZQ
P R )

Bo /

Q.=

P1=\O'%0, q:z éo} (€.10)




—
(Os |

bzw.

K= J:-)O(p.s,qa,,qz\ ) (6.11)

O = Pﬁv,{o—.qﬁ V(?"),: 'f(P'l‘]-y)o, (6.12)

Die Hamiltonfunktion nullter Ordnung ist
f“,o‘r g(P1KJ)zD(n_QAK/)F>0* PI\?‘DOWZ*'{%%\Pd ) (6.13)

und das mapgnetische Moment

M= 1 Sh (6.14)
2o

hdngt in dleser Ordnung weder von den “TU: , noch von der Masse
und der Ladung des betrachteten Teilchens ab. Da die Phase P
im wesentlichen ein VWinkel 1in der (F>q,q,) -Fbene ist, und

die Ortskoordinaten wegen der Transformationsgleichungen (6.11)
nicht von F)q und g, abhédngen, hingen sie auch nicht von
4%‘ab. Dies gilt dann natiirlich auch fir jede Ortsfunktion,
wenn man sie als Funktion der adiabatischen Invarianten und

der Phasen schreibt.

Die Hamiltonfunktion des einfach reduzierten Systems ver-

einfacht sich zu

A e
Hf;: S le'\';‘}?:f [35 1 A klD" . (6.15)
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Dementsprechend ist die longitudinale Invariante

.g@tip\/z(H;_.% Bo._%xp,.)\akqa. (6.16)

Der Integrationsweg ist jetzt zu allen Zeiten derselbe,
well sich die Feldlinien nicht bewegen.

Filr den spiteren Gebrauch bemerken wir noch, daf die drel
adiabatischen Invarianten von der Tellchengeschwindigkeit O
nur lber die Betrige der Parallel- und der Senkrechtkomponente
abhingt. Wir driicken dies (in einer allerdings nicht ganz
korrekten Schreibweise) durch

f10‘= }143(H1‘31?>}
Ao

Cbo = Cbo“'r: \J"L}l Uu}rT'i‘:,' “')

(

ﬁo(muialut?f?}!”-)] (6.17)

aus. Dies gilt Ubrigens auch filr die PhaSE\P¢ .
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DAS PLASHMA

Die Bewepungsgleichungen

Wir lepen das System der Vlasov-Glelchungen in der ladungs-
neutralen Niherung zuprunde. Dleses besteht aus den kinetischen

Gleichungen
E%—H‘O-EE +£(~€~t l{))<;?:’)'EQ = 10 (7.1)
&) DN ARA. nY'e)

fir die Verteilungsfunktionen+) P(W,HD[X) der verschiedenen
Plasma-Komponenten, aus der Galilei-invarianten Version der
Maxwell-Gleichungen

o b=o, (7.2)

RY% -
'{{“‘T"’ig ° (7.3)

7,(4“0“‘5\’&:20“30@?/ (7.4)

und aus der Neutralitétsbedingung
X -
Eejdoe =0, (7.5)

Die Summationen gehen tlber die Plasma-Komponenten. Diese
Gleichungen unterscheiden sich von den sonst tilblichen
lorentz-invarianten Maxwell-Gleichunpen dadurch, daR in (7.4)

Um unsere Symbole nicht mit Indices zu {lberladen, verzichten
wir auf eine explizite Kennzeichnung der verschiedenen
Teilchensorten.
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der Verschlebunpgsstrom wegrelassen wurde, und daf die
Polsson-Gleichung durch die Neutralltdtsbedingung ersetzt
wurde. (7.2) und (7.5) 'seind nur Anfangsbedinpungen. Dies
folgt aus (7.3), und, mit (7.4), aus der Kontinuitits-
gleichung fir die Ladunpsdichte, dle wiederum elne Folge
der kilnetischen Gleichungen 1st. Setzt man [N] welter

) N il

DA sk -.:-}ZZQSAUI-DPI
>k /Ao >l

so 1st auch (7.4) nur noch eine Anfangsbedingung. Benutzt

man hier fir die linke Seite das Induktionsgesetz, und fir

dle rechte Seite die ersten Momente der kinetischen Gleichun-

gen, so findet man
T e B x s _=m aLAon
i& —rdﬁ.*rcﬁ\{g 4 ;Z fo:{¥§1ND,( ) ";2AA~ - (7.6)
o

Diese stoffrele Version des Ohmschen Gesetzes kann als

Gleichung fir das elektrische Feld aufgefaft werden. . 1ist
die Teilchendichte, WO die mittlere Geschwindigkeit, und TT
.der kinetische Spannungstensor der betreffenden Kompcnente.

Wir machen die Plasma-Gleichungen zuniichst dimensionslos.
Hierzu verwenden wir neben den schon in § 3) eingefithrten
charakteristischen Gréfen noch die Permeabilitét }Lound,
als MaR fir die Teilchendichte, 7 ,. Mit dlesen Gr&Ren 1Bt

sich der weltere Parameter

_ Wwwnouff*o (7.7)
& C

bllden. Er ist gleich einem charakteristischen Wert des
Verh#iltnisses von Teilchendruck und magnetischem Druck.

Die dimensionslosen Plasma-Glelchungen sind dann: Die
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ylasov-Glelchungen

: fg%-tE‘KD -r—-—({-fk)x:;g “JL 0,

die Induktionsglelchung

FB‘&+ E"rctﬁ QO

und das Ohmsche Gesetz

£ ot vl € 4 PO (L1Dxh) = peTamdo],

erginzt durch die FluBerhaltung

A0 2}4=(D}
das Verkettungsgesetz
s+t by = F>Z§ enio

und die Neutralitidtsbedingung

Jewn =0 .

(7.8)

(7.9)

(7.10)

(T+21)

(7.12)

(T13)

(7.11 - 13) sind nur Anfangsbedingungen. Die hier auf-

tretenden Momente der Verteilungsfunktionen sind durch

.rn—.:ja(3k7 P’,

(7.14)
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— A (42
10"475‘“”0{1/ (7.15)

7= /»m&A’U }OKD?\ (7.16)

definiert. Die Ergebnisse dieser Arbelt werden unabhlingig
von dem Parameterf3sein. Dementsprechend lassen wir es

offen, wie silch ﬁ verhalten soll, wenn & klein wird.

Aus den Gleichungen (7.8 - 13) kann man einen Energiesatz

herleiten. Dle Energle ist

E:iSA3x%£§2+ZmSA3x A%%m’?.) (7.17)

°

wobel dle Ortsintegration illber ein endliches Gebiet, auBer-
halb dessen die Verteilungsfunktionen identisch verschwinden,
zu erstrecken ist. E_ist genau dann eine Erhaltungsgrofe,
wenn das Oberfl&chenintegral des Poyntingvektors{xﬁver—
schwindet. Dies kann man durch geeipgnete Randbedingungen,

wle z.B. perfekt leitende Winde, errelchen.

Angenommen die Felder erfilllen die Bedingungen filir die
Konstruierbarkeit und Kcnstanz der drel adlabatlschen
Invarianten und man kennt diese mitsamt lhren Phasen

bis zu bellebilg hohen Ordnungen. Dann kann man auch

die Vlasov-Gleichungen (7.8) bis zu beliebig hohen

Ordnungen ldsen. Denn da die Bewepgungsgleichungen der

Teilchen die Charakteristiken der Vlasov-Gleichungen sind,

ist jede Funktion, die nur Uber irgendwelche Konstanten der
Teilchen-Bewepung vonwwund X abhingt, eine LOsung der Vlasov-
Gleichung. Die allgemeinste L&sung hinpgt von sechs unabhéngigen
Konstanten ab. Als solche wihlen wir die dreili adiabatischen




Invarianten r1j} und (b , sowle die Anfangswerte qx(’L?% und
% der drel Phasen Pr s Py und Yo - Filr letztere findet
man durch Integration der Bewepungsgleichungen (5.30)

X
Fr=pn- 2 Sdt’l—l”'(hgqb,i e)

k
Py = Py — %idt’H"'(h,g,Q,t,s), (7.18)

:
Po = Yo — 22 [t H" (4,0, )

o

Als allgemelnste L&sungen der Vlasov-Gleichungen haben wir
also

P(;r,to,l,e)«:G(hf‘g.fb,%,%,%,‘&% (7.19)

wo die Funktionen & weitgehend beliebig sind.

Wir fihren nun Symbole fiir die Verteilungsfunktionen in den
verschiedenen Varilablen ein:

Q(w,m,t,s),

g (PaiP2iPs a9 9> 1€,

Q' (M, s P2 P92, g3, 8, 2)

4" (M en, §0ga, P95, 0D, (7.20)
3 M pr 04, B e, X 2 )
GUhy B P, Py, P, £).




Da alle Funktionaldeterminanten Eins sind, sind diese Ver-

teilungsfunktionen ihrem VWert nach alle gleich:

1]

P=4-3-3-4"-G -0

Jetzt sieht man auch, daR die Funktionen & nicht ganz be-

liebipg sind, sondern die MNormierungsbedingung
Zfzjdh--- A% G =o0 (7.22)

befriedigen miissen, damit die HNeutralititsbedingung erflillbar
ist. Ausserdem milssen sie natilirlich periodisch mit den
Perioden Eins 1n den drei Phasen sein.

Da die Gr&fen f1,-~,<p® als Funktionen von W, und X
Funktionale der TFTelder sind, gilt dies auch filir die Ver-
teilungsfunktionen PW und damit fiir deren Momente. Die
Plasmagleichungen (7.9 - 13) sind deshalb letzten Endes
Gleichungen filir die Felder alleine. Damit letztere die Be-
dingungen flr die FKonstanz der drel adiabatischen Invarianten
erfiilllen, muR man gewisse Konsistenzbedingungen an die Funk-
!

tionen filoder was dasselbe ist, an ey'stellen. Solche Be-

dingungen sind

i

%r%ﬂO(s-‘&), %'I‘tptb =0(c?), %f;;quo(g)' (7+23)

Da wir im Folpenden nur elektrostatische Eewegungen (dies
sind fiktive Cewegungen, die das Magnetfeld nicht #ndern)
betrachten werden, beschrinken wir uns darauf, dies fiir
diesen Fall zu beweisen: Aus (6.17), (7.18) und (7.19) liest




man unmittelbar ab, daf (7.23) notwendipr und hinreichend
ist fir

ot . orexy V. (e
at

Damit sind auch die Zeitableitungen der Momente von dritter
Ordnung klein, und die Plasmarleichungen sind mit a?//at=0123)
vertriglich. Hun bleibt noch zu zeifFen, daf die Forderung
%’=(3(£) mit dem Ohmschen Gesetz vertripglich

i1st. Letzteres ist in niedrigster Ordnung

Z%(fo* o< dy) =0 . (7.25)

Wegen (7.19) und (7.23) gilt

e(}{j}b,—(,.ﬁ: %Lff(N@.'go.(bo)*O(Q). (7.26)

Mit (6.17) folgt hieraus

e = U (7.27)

fir alle Plasma-Komponenten. Damit sind die Voraussetzungen
von § 6) erfiillt.

Da die mittlere Geschwindiglkeit in nullter Ordnung ver-
schwindet, haben unsere CGleichungen keine Ahnlichkeit zu
denen der Magnetohydrodynamik. Unsere Theorle der elektro-
statischen Instabilit&ten wird also ihrem Wesen nach eine
mikroskopische sein. Dasselbe gilt filr jede Theorle, die die
Konstanz nur von M und voraussetzt. Die entsprechenden
Konsistenzbedingunren an die Vertellungsfunktionen sind

dann n&mlich

7

Dies gilt natir’ich nur in dem Inertialsystem, in welchem
das Magnetfeld statisch ist.
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81, = OCe?), %’,’%—;O(z), (7.28)

und wegen (6.17) folgt auch hier, daR die mittleren
Geschwindigkeiten von erster Ordnung sind. Erst die
Theorien, die lediglich die Konstanz von M benutzen,
tragan makroskopische Zipe [ 2,4] . Die Konsistenzbe-
dingungen sind hier

! (7.29)
%!kph = O(€ )/

und die zu (7.27) analogen Beziehungen sind {01-@,)42:.6: a
Hler haben alle Komponenten dieselbe makroskopische
Geschwindigkeilt quer zum Magnetfeld. Da diese gleich
der Feldliniengeschwindigkeit ist, nennt man solche
Bewegungen "Austausch" +).

Nun zurlck zu den elektrostatischen Bewegungen, die
alle drei adiabatischen Invarianten aller Teilchen
konstant lassen. Wir nennen diese kiinftig "dreifach
adiabatisch". Sie werden durch ein statisches Magnet-
feld, durch die Anfangswerte G der Verteilungsfunk-
tionen g/ , und ein in dritter Ordnung zeitabh#inglges
elektrostatisches Potential von der Ordnung & be-
schrieben. Da die Vlasov-Gleichungen (7.8) und die
Induktionsgleichung (7.9) automatisch erfilllt sind,
und die Gleichungen (7.11 - 13) nur Anfangsbedingungen
darstellen, legt das Ohmsche Gesetz (7.10) alleine

die zeitliche Entwicklung von Ordnung fir Ordnung
fest. Wie wir soeben feststellten, ist es in nullter

+)
In letzter Zeit ist es {iblich geworden [1,2,4,8,93;
alle elektrostatischen Bewegungen mit "Austausch"
zu bezelchnen. Dieser etwas irrefilhrenden Bezeichnungs-
welse schliefen wir uns nicht an.
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Ordnung automatisch erfiillt. Da es in erster Ordnung
dle makroskpischen Geschwindigkeiten erster Ordnung
enthdlt, zu deren Berechnung man die adiabatischen
Invarianten bis zur ersten Ordnung, und damlt das
elektrostatische Potential bis zur zweiten Ordnung
bendtigt, gibt es keilne geschlossene Gleichung filr

das elektrostatische Potential erster Ordnung. Dasselbe
gllt natiirlich auch fiir die hdheren Ordnungen. Da
nicht alle drei adiabatischen Invarianten bis zur
ersten Ordnung bekannt sind +), sind wir nicht ein-
mal in der Lage, die niedrigste nicht triviale Ordnung

des Ohmschen Gesetzes explizit hinzuschreiben.

Trotzdem ist es mbglich, einen exakten Erhaltungssatz
fir die Energié niedrigster Ordnung zu beweisen. Dies
wird fiir dle Stabilititstheorie sehr von Nutzen sein.
Da das Magnetfeld statisch ist, geniigt es, die
kinetische Energie

tA) ____ijﬂllxi'iué_m}g (7.30)

der Teilchen zu betrachten. In nullter Ordnung gilt
hierfir

[A)D(Tj,’tq',-- ) = Z/IMS cLSX A-SU —42-—" 1.02 P.O

:ZSA%« Ao (v Hy~e “ﬁ)po :Z“"‘S“{-E"ASOH“GO (7.31)

= Zmnfdbe - dpp He'gg" = S [dKa§dd ",

.
Das magnetische Moment wurde allgemein bis zur ersten
Ordnung berechnet [ 21] . Die longitudinale Invariante
kennt man nur fir den Fall, daf das elektrische Feld
verschwindet, bis zu dieser Ordnung [20,22] , wihrend
die FluBinvariante {lberhaupt nur in nullter Ordnung
bekannt 1ist.
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Hier wurden der Reihe nach die Hamilton-Funktion (4.29)
mit [0 =, die Meutralitétsbedinpung, die Tatsache, daB
die Funktionaldeterminante der niedrigsten Ordnung unserer
Transformation auf zyklische Variable identisch glelch
Eins 1ist, und die Konsistenzbedingung (7.23) benutzt.

Die Zeitableitung von Wy ist

A(Qo Z *Ldeses . (7.32)

Da die g" nicht von den ‘T, abh#ngen, sind die einzelnen
Summanden (den Index 1 lassen wir weg)

iy

Wore = ann [dR A4 A G Haje ", (7.33)

Wegen (2.18) und (7.23) ist dies

Worr = D nan Jdhdfd ¢ 45" R Hor2 7 2,

= ZMA&AH-“ AP %é" Hosr .

(7.34)

Da die Hamilton-Funktion (6.13) nur Uber \, von den T
abhlingt, schreibt sich dies 1n den urspriinglichen
Variablen

wm‘r:z-‘ejti}‘KOLBO Po\P,f/-r ) LT +35)

Die Neutralitétsbedingung zeigt nun, daf dies tat-
schlich verschwindet. Daf wir, auRer dem Verschwinden
der Verteilungsfunktionen, keine weiteren Randbedlngungen
zu stellen hatten, liegt daran, daf bel den hier
betrachteten elektrostatischen Bewegungen das Ober-




fldchenintegral des Poytingvektors von selbst ver-
schwindet. Es gilt n&imlich

Cihe BuVy = protdr —volypds. 130

Der erste Term ist wepen (7.12) nur dort von Null
verschieden, wo dle Verteillungsfunktionen von Null
verschleden sind, und der zweite Term trigt aufgrund

des Stokesschen Satzes nichts zum Integral bei.
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§ 8) Elektrostatische Instabilititen

Die Glelchgewichte, deren Stabilitlitsverhalten wir
untersuchen wollen, sind durch eln statisches Magnet-

feld nullter Ordnung, und ein statisches elektrisches
Potentialfeld erster Ordnung, welche zusammen die Be-
dingungen filr die Konstruierbarkeit der drei adiabatischen
Invarianten erfilllen, sowie die Verteilungsfunktionen

G charakterisiert. Da die Grdsen M,--. gy Jetzt nicht
explizit von der Zelt abhéngen, sind die Gleichge-
wichtsbedingungen

A _ 4 (8.1)
55 3

genau dann erfilllt, wenn die Funktionen G nicht von den
Anfangswerten der Phasen abh#ngen. Eine Unterscheidung
zwischen den Funktionen G und den Funktionen g' wird
damit Uberflissig, und wir kdnnen fiilr die Gleichge-
wichtsvertellungsfunktionen

P(n-,;o, £) = 4" (Miw0,0 Ym0, 05, Plaw, ), g)  (8.2)

schreiben. Die Teilchen sind also beziiglich der
zyklischen Variablen gleich verteilt+).

Die Felder hat man sich als selbstkonsistent vorzu-
stellen, d.h. sle sollen zusammen mit den Verteilungs-
funktionen Ordnung fir Ordnung das Verkettungsgesetz
(7.12) und die Neutralit&itsbedingung (7.13) befriedigen.
Das elektrostatische Potential geht dabeil implizit

in die Momente n undidein.

+)

Diese Tatsache kann zur Berechnung von héheren
Ordnungen der adiabatischen Invarianten in statischen
Feldern bentutzt werden [ 20] .
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Da wir uns auf einreschlossene Gleichrewichte beschrin-
ken wollen, setzem wir wieder voraus, daR die Ver-
tellungsfunktionen f am Rande verschwinden. Filr die
Verteilungsfunktionen ¢ die sowieso nur fiir positive
Werte ihrer Arpumente relevant sind, bedeutet dies,

daf sie fir grope Verte von J oder'Q)verschwinden.
Dasselbe gi1lt natilrlich auch fiir ihre Abhéingigkeit von M;

Wir wollen die Stabilit#t dieser Gleichpewichte be-
zliglich dreifach adiabatischer Bewegungen untersuchen,
legen also die in § 7 diskutierten Gleichungen zugrunde.
Dementsprechend sind die Frequenzen bzw. Anwachsraten
der zu behandelnden St&rungen bzw. Instabilitften klein
gepgen die Driftfrequenzen der Teilchen.

Dle sinnvollste Definition der Stabilitit eines Glelchge-
wichts wilrde sich auf Eilgenschaften von L&sungen der
Bewegungsgleichunpen bezlehen, deren Anfangswerte in der
Ndhe des Glelchgewichts liegen. In manchen Fillen 1ist

eine solche Definition einem Variationsprinzip H4quivalent.
In anderen Fillen, wo man dies nicht streng bewelsen

kann, und wo eine Untersuchunpg der Bewepungsgleichungen

zu schwlerig widre, ist es {lblich, Stabilit#lt von vorn-
herein durch eiln Variationsprinzip zu definieren. Man fordert
dannz.B., daR dle Energle als Funktional einer geeigneten
Klasse von Vergleichszustfnden im Gleichgewicht ein lo-
kales Extremum besitzt. Aus praktischen Grilnden geht

man meist noch einen Schritt welter, und fordert lediglich,
daR die im Gleichgewicht pebildete zweite Variation der
Energie definit oder semidefinit ist. Beschrinkt man sich
Hlerbel noch auf elektrostatische Variationen, so hat

man wiederum elne neue, aber in vielen F¥llen gerade

noch traktable Stabilitéts-Definition. Aufgrund der Hypo-
these, daR elektrostatische Stabilit#t bei kleinem p nicht
nur notwendlg, sondern auch hinreichend fiir absolute
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Stabilitst sei, besteht die Hoffnung, daf die zuletzt
genannte Definition der "linearen variationalen elektro-
statischen Stabilitﬁt"+) bei hinreichend kleinem ﬁ einen
physikalischen Sinn hat.

Wir benutzen diese Definition, indem wir die zweite
Variation der Energle nullter Ordnung (), betrachten.
Hierbel variieren wir das elektrostatische Potential
erster Ordnung \p, und die Verteilungsfunktion %ﬂ

nullter Ordnung. unter der Einschrinkung, dapf die

Neutralitltsbedingung stets erfilllt sein soll.

Da wir es kinftig nur noch mit den Gr8fen niedrigster
Ordnung zu tun haben, lassen wir die Indices weg, setzen
also

‘ﬁ""f’; Go"’%g’:%“: HO:K;BO:%J q)o:(b, Wo= (V. (8.3)

Den Gleichgewichtszustand bezeichnen wir mit

o mo_ 2y, (8.4)
gasdp; §Sens

und fir den gest8rten Zustand setzen wir

\Pr\g* S’\\ﬁp ’ %fu= %i:a+g%1u‘ (8.5)

Damit ist W eine Funktion von g. Entwickeln wir diese/

=> (/f)gé’ (8.6)

=0

+)

Eine ausfihrliche Diskussion der verschiedenen ge-
brduchlichen Stabilit#ts-Definitionen findet man in
L4TJ unda [2] .
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SO ist(ﬁ)die Energie des Gleichgewichtszustandes und die
erste Variation

=0 (8.7)

wird, wie wir sehen werden und wie es auch sein mul, ver-
schwinden. Da die zweite Variation

S =2 W (8.8)

nicht von den Stﬁrungen(%”der Verteilungsfunktionen
abhéngen wird, kann man die Stabilitdtsfrage durch Be-
trachtung des elektrostatischen Stérpotentials ¢ alleine
entscheiden.

[m1éﬂ02u berechnen, werden wir die Vertellungsfunktionen ?

im Orts- und Geschwindigkeitsraum bis zur ersten Ordnung
bendtigen. Im Gleichgewicht gilt

'y Qi Q
o) = 3 ((ﬁ(mm,’i(mm,h(mm)) (8.9)
und fir den gestdrten Zustand bekommt man

p(H',LO,T;) =

Qi ~ « )
% (@(R‘,PD,T;),JA(*C‘OJJ*“{W:’OR“’ (8.10)

184" (B0, Y0, T, M (w0T2) <

%M(G‘B(RD)* %C@(EDI;H---, ’S(m»\oh sy e e)

488" (Piwpors g Pliepo Tt Alwaod+ - - ).




Die erste Ordnuns hiervon ist

é(w,»o,*m = %”’((’fv,% R 4 %",’\3 ¢)f 35’;’%35 + &1 R (8.11)

Um dies auszuwerten, benttipen wir die gestdrten adiaba-
tischen Invarianten. Da M nicht von\P abhlinFt, pilt stets

o (8.12)

Der letzte Term veon (8.11) fX11t also wep. Die Hamilton-
funktion des reduzierten Systems 1ist

1

/_ A2 2 Gy e &= it ’ (8.13)
H"“E‘PJ‘I‘"'Z&‘B* g/u..&k(? H ?H 3
Pementsprechend ist die longitudinale Invarlante

=§)\/D_(H g‘(TlB_._ __gf‘t_;\’(;)dqz ' (8.14)

Bis zur ersten Ordnung in g ist dies

§= =R B PV d g em‘ﬁ’\, m le_ =g

Benutzen wir hier die Bezlehungen

%(Hr(p,,ch D= fg)‘/Z(H B—f;\??)‘o(qh (8.16)

o L - 1 i A
o SgP\/'z.(H’—ﬂ B-—,;;\F)\M Ay e
(8.18)

= (&\/ (- 7

ZH \F
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so finden wir weiter
}(ﬁ")’l,p;:q;,‘r;)r B(Hl'h‘P“'q"‘[i)"g;%x%[m'<@>€‘rO(lg’z)- (8.19)

Um dies als Funktion von # und ¥ zu schreiben, setzen wir
(8.13) ein und entwickeln den ersten Term, um schlieflich

;5= o ($=<¥2%) (8,20)

L=l

AT H I‘B

0O,
zu finden. H" 1st die Umkehrfunktion von (8.16). Die ersten
Terme der Entwicklung von 1" nach g bekommt man durch
Umkehrung von (8.19). Das Ergebnis ist

H“': ﬁu+ g",ﬁ‘l<¢>€+0(el) [8.21)

Hiervon ausfehend findet man durch Wiederholung derselben
Prozedur

0 hf

éﬁ A E% {(‘f’ &) @)g')} (8.22)

filr die St8rung erster Ordnung der Flufinvarianten. Dile
Stbrung erster Ordnung der Vertellungsfunktionen wird,

wenn wir (2.12), (8.20) und (8.22) in (8.11) elnsetzen,

A A &

p= (4,2 T @';ﬁ%u l;f[fr \WS)J(GM 3. <“f’><f’} (8.23)

Nach diesen Vorbereitunren verden wir uns der Fntwicklung

der Enersie zu. Eilerzu tedienen wir uns des Tricks UB]



!

zunichst nicht W selbst, sondern seine Ableituneen (7.35)
nach den ‘T zu entwicleln. Vir machen also keinen Gebrauch
von der vollen lNeutralitétsbedingung, sondern benutzen sie

nur gelepgentlich in den einzelnen Ordnungen. Mit

gllt
W = o«gZejo& o xf},cr E-} ngej;AJx Lo Cﬁh— P +O() . (8.25)

Der in g lineare Term verschwindet aufgrund der Neutralitiét
des Gleichgewichts und der Rest 1l&sst sich mit Hilfe der
Neutralitltsbedinpung erster Ordnung als

(g = — glze‘w}x df’o\%?h— +O(<§3) (8.26)

schreiben. Spalten wir nun den Auscdruck (8.23) fiir die
Verteilungsfunktion erster Ordnung in der Form

A

§:% +_g___£‘ (8.27)
AN

1
auf, so gilt, da %“’hier nur von den zeitunabhléngigen

ungestdrten adiabatischen Invarianten abhfingt,

pfr::'{a QFT ) (8.28)

Wir haben also

Wje =— 312%2—&5&3>< & klg?f';— 4 O(g‘) . (8.29)



Alle explizit oder implizit auftretenden Grdfen,mit
Ausnahme von @ , bezlehen sich jetzt auf das Gleich-
gewicht, da £ nicht mehr vorkommt. Deshalb sind keine
Verwechslungen m8glich, wenn wir die oberen Indices weg-
lassen.

Bevor wir den Ausdruck (8.29) weiter umformen, filhren
wir zur Vereinfachung der Schreibweise die Gleichgewichts-

vertelilungsfunktionen in den Variablen des zweifach redu-
zierten Systems ein. Fir diese pgilt [19]

%”(Pa,ﬁa,:},ﬁ):F(H”(Ps,cf‘s,‘a,h),%,h), (€30

Der Zusammenhang zwischen F und g" ist+)

qQ"(®,4,M)= F(H"(@,4,k),%,H). (8.31)

Dritcken wir in T die Ableitungen der g durch die Ab-

leitungen der F aus, so finden wir
{= E%fg(%—(@zh Fri (0= <25) 0.2

Da 1in dem Ausdruck

[an e fre= (4 {%%( PR (Pl s 53

nur die Funktion\p von den T abhlingt, k&nnen wir die Ab-
leitung nach durchschieben, und die einzelnen Terme
wle folpgt als Ableitung schreiben:

[ E—

F 1st kelne Verteilungsfunktion!
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SO TP |
' "Q H’JB\F%T B 2-%54}1 pe F“S H/‘g, >¢’ e
6 g L Ei
J&Jlm W™ 351 j“‘i‘bﬂbﬁ >q>, (8.35)
jddn F;H\f\f%rt %:@:(SA ’UU&“P F,H<\(>2>¢ | (8.36)
Jdeﬁ Fp o= 52 S&Noll&iq» Felts
& ®rc 2 T INT/0 (8.37)

Fiir die T— Ableitungen von W haben wir damit insgesamt

4 l'BZQ j"(hd&d@{ <@L§%>+F,H{~e‘? <‘f>¢} (8.38)

Filr die Variationen ven W folgt hieraus

=0 (8.39)

&0 = — ———Bihc%d(p <§£ijf;a>+ <\f1> <‘P7¢)} 8.40)

Wir betonen nochmals, dass die Transformation auf zyklische
Variable, und dementsprechend auch die verschiedenen hier

autretenden ¥ittelungen, fiir den Gleichgewichtszustand

durchzufiihren sind. Die zu variierende Funktionl? kommt

also nur explizit vor.

Stabilit&ét liegt genau dann vor, wennéﬁb& fir alle in
dem betrachteten Gebiet stetig differenzierbaren Funktionen
\PMﬁdas pleiche Vorzeichen hat. Da alle im Integranden
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von (8.40) vorkommenden Gr&fen, mit Ausnahme der Ab-
leltunren der F, aufgrund der Schwarzschen Ungleichung
stets positiv sind, 1ist

F,}_(_O F:/HEO (8.41)

/

eln hinreichendes Stabilitétslkriterium +). Betrachtet
man nur transversale St&rungen, d.h. setzt man in (8.40)
fﬂrtp nur Funktionen ein, die l&ngs der Feldlinlen
konstant sind, so verschwindet der erste Term des Inte-
granden. Hieraus folgt, daR dle erste der beiden Unglel-
chungen (8.43%) nur fiir St8runpen wichtipg ist, deren
elektrisches Feld eine L&npgskomponente hat. Dies héngt
mit der Tatsaache zusammen, daf die andere Ungleichung
fir sich alleine aus einer Einfllssigkeitstheorie,

deren wesentlichstes Charakteristikum ja gerade die
Vernachlissipung der Parallelkomponente des elektrischen
Feldes 1ist, als hinreichendes Stabillit#tskriterium folgt [1]

Interessant ist auch ein Vergleich des Kriteriums (8.41)

mit dem auf analoge Welise gewonnenen hinreichenden Kriterium

)

filr Stabllitlt gegeniiber zweifach adiabatischen Stérungen BO]
Offensichtlich ist (8.42) erfiillt, wenn (8.41) erfiilllt ist.
Das in dieser Arbeit hergeleitete Kriterium (8.41) ist

also auch hinreichend fiir Stabilitlt gegenilber schnelleren
elektrostatischen Stérungen, die die FlufRinvariante ver-

letzen.

+
)Auch im umgekehrten TFall, daR die Ableitunpgen von F positiv

sind, wire &0 definit. Dieser Fall ist aber nicht mdglich,
well F sets positiv ist und im Unendlichen verschwindet.




pieses Ergebnis ist lberraschend, weil die hier behandelten
dreifach adiabatischen Stérungen eine spezielle Klasse der
in BG] behandelten zweifach adiabatischen St&rungen bilden.
Deshalb schiene es plausibler, wenn man fiir letztere ein
schirferes Stabilit#tskriterium bekime. In Wirklichkeit
Jjedoch gehorchen die zugehdrigen Dewegungen verschiedenen,
voneinander unabhiingigen Gleichungen, die durch verschie-
dene Ordnungsbeziehungen zwischen den einzelnen Termen

der exakten Gleichungen im Limes £ 30 entstehen. Dement-
sprechend beschreiben diese verschiedenen Gleichungen auch
die Abh#ngipgkeit der physikalischen GroBen von verschiedenen

Zeitskalen und gelten filr verschieden lange Zelten.
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