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ABSTRACT

Second-order difference schemes for numerically solving linear
hyperbolic differential equations with constant coefficients were
investigated in 1964 by P.D. Lax and B. Wendroff, who derived a
sufficient stability criterion. Let h be the time step size,
ﬁqé ,i =1, ..., n the space step sizes of the lattice network.
The stability criterion 1s then:

Mo 7 AN AR ; g o= o, e, By

where the /4 are the coefficients of the differential equation

and [/#;/] the spectral norm of A4 . Lax and Wendroff prove this
inequality for n = 2, but it can easily be generalized.

In this paper the above criterion is improved for the wave equation:
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q#U,real, constant

X:= (4, -, x,])
If this equation is rearranged into a hyperbolic system, the fol-
lowing sufficient stability criterion is obtained:

M2 [c; |+ n 1= 4 - N
In a first-order differmce scheme one has for the general case:
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and for the wave equation:
/{'{z: P /‘Cfll/‘”'“_lr ?-’: A, =~ =y e

The latter condition is also necessary for stability. The theore-
tical investigations were followed by numerical experiments for
the wave equation in one, two, and three dimensions using the

IBM 7090. These confirm the theoretical results, but suggest that
the stability criterion can be improved even more for the second-

order scheme relating to the wave equatilon.
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ZUSAMMENFASSUNG

Im Jahre 1964 wurden von P.D. Lax und B. VWendroff Differenzen-
schemata 2. Ordnung zur numerischen L8sung linearer hyvperbo-
lischer Differentialgleichungen mit konstanten Koeffizienten
untersucht. Es wurde filir diese Schemata ein hinreichendes Sta-
bilit&tskriterium hergeleitet. Seien h die Zeitschrittwelte,
M;L, , 1 =1, ..., n die Ortschrittweliten des Gitternetzes.
Dann lautet das Stabilititskriterium:

Il

/Ji 2-”@%”*%/;: i=1,...., n

/

wobel die A; die Koeffizienten der Differentialgleichung sind und
[A:[[ die Spektralnorm von 4 bezeichnet. Lax und Vendroff beweisen
diese Ungleichung fiir n = 2; sie 18Rt sich aber leicht verallge-
meinern. In der vorliegenden Arbeit wird dleses Kriterium filir die
Wfellengleichung
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T, * ¢ , reell, konstant

X: =[X4' --l’ xh )

verschirft. Formt man diese in ein hyperbolisches System um, so
ergibt sich als hinreichendes Stabilitétskriterium:

/{/(L’>/ /‘CL'/"VL L & dycwany N

Bel einem Differenzenschema 1. Ordnung hat man im allgemeinen
Fall:

My 1A n 1 % 15 wing D




und im Fall der Wellengleichung:
/ e
Mo > 1] 4/m 1 =1, ...., n

Diese letzte Bedingung ist auch notwendig fiir Stabilitit. Zu

diesen theoretischen Untersuchungen sind numerische Experimente

fir die Wellengleichung in ein, zweil und drei Dimensionen auf

der IBM 7090 durchgefiihrt worden. Sie best#tigen die theoretischen
Ergebnisse, lassen jedoch die Vermutung aufkommen, daf sich bei

dem Schema 2. Ordnung im Falle der Wellengleichung die Stabilitits-
bedingung noch verschirfen 1iAt.




1. Stabilitdt von Differenzenschemata filir lineare hyperbolische

Differentialglelichungen in n Dimensionen und mit konstanten

Koefflizienten.
Es sei x : = (xl,...., xn) der Vektor der n reellen Ortsvariab-
len, mit t sel die Zeitvariable bezeichnet, und w : = w(x,t) seil

ein m-dimensionaler Spaltenvektor. Ferner seien Al,...., An
m-reilhige reelle symmetrische Matrizen mit konstanten Gliedern.

Wir betrachten folgendes Anfangswertproblem:

Jw

(2}

(1)

Qw
== 2

A
| b= . 7x,
WX, e] = ]Z(X/

Dieses Anfangswertproblem ist ein sogenanntes korrekt gestelltes
Problem, das soll heifen:

a) Die Losung w(x,t) von (1) hingt stetig von den Anfangswerten
{(x) ab fir 0¢ ¢+ <« T~

’

b) Ist f(x) eine beliebige, quadratintegrierbare Anfangsfunktion,
so 1lipRt sich %%x) beliebig genau durch eine andere Anfangs-
funktion (?(x) approximieren (im Sinne der L2-Norm) derart,
daB é!(x) zu einer elgentlichen, d.h. mindestens einmal stetig
differenzierbaren L&sung von (1) fiihrt.

Wir wenden uns nun der numerischen L8sung von (1) zu. Im folgenden
werden zwel zu (1) konsistente Differenzenschemata angegeben; das
eine von ihnen ist von erster Ordnung, das andere von zweiter
Ordnung konsistent. Die Konvergenz der L&sung eines konsistenten
Differenzenschemas gegen die gesuchte IL.8sung der Differential-
gleichung bei verschwindenden Schrittweiten ist bekanntlich &qui-
valent mit der Stabilitit des betreffenden Schemas. Dies 1st der




belkannte Satz von Lax. Damit wiederum ist ¥quivalent die Potenz-
beschrénktheit der zu dem Schema 54 gehdripen Amplifikations-
matrix i , d.h. die Eigenschaft

Ic™ ¢ K 0« At < T (2)
0 £ n it T

fiir elne Konstante K und eine Konstante T . Die oben angegebene

Norm soll die Spektralnorm von C™ sein. Vir setzen
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Raumschrittweiten, k = 1,..., n

o, =//g‘£'}i / ){ reell, k = 1,...., n.

Wepgen:
d ~dwsa = o + O4)
.5.#!") dk = q/f.' + (? {/4 ‘g/
2
(oso, - A = J(47)
folgt: p
W adl - LN - i i
I ER [ S S 2 L2 (e )+ O
o, — 4h:dk/¥ 25% 1 - s gt
= & k - - ..
y LA - 2 SRR,
. Z 5..:,:{,' bu:rt,(y ./3' + &(Ig3/
J'(lc -27/‘44'/4‘., JK
mit:
Bje 1= BA A




Aus [2_/ergibt slich nun folgendes:

1.) Die Matrix

¢

py

h
e '
A4 — ¢ 3T Sim o,
- [ L v iR, (3)

ist die Amplifikationsmatrix eines zu (1) von 1. Ordnung kon-
sistenten Differenzenschemas 54 5 (5‘ geml'gf eimer ﬂ-f)(,,-cnuny!e;c m:j der

Feim 1 vxt+h) = Sv(n’ )
2.) die Matrix

Co =T - gy g, sy
4% v

ist die Amplifikationsmatrix eines zu (1) von 2. Ordnung konsisten-
ten Differenzenschemas 51 , Wobe wie et V{,r{f,é_/ = 5§, ¥ t) (7:’31‘-

JL bzw. 5&. erhdlt man aus C; bzw. (jz durch die Substitutionen:

id,

/2 > 7; k=13....,n (5)

wobel 7: den Translationsoperator in der X; ~Richtung um die
Schrittweite /uk.ﬂ bezeichnet.

Es gilt nun folgender Satz:

Satz 1: Hinreichend fiir die Stabilit#t des Schemas 5, bzw.-SL
in jedem endlichen Zeitintervall (O0,T) ist die Bedingung:

/“kf/} 77.///4,,// k=1,...., n (6a)
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bzw. /Ltk 2 ?1-VQ;KJAL[ = Lysweng N (6b)

Fiir n = 1 sind diese Bedingungen auch notwendig fiir Stabilitt.

Beweis: MNach einem Satz von Lax und Vendroff genilgt es zu zeigen,
(vel, [2]), daB gilt:

2
[(Coweu)] 4 4 =1, (7)

fiir alle Einheitsvektoren w, also mit uw'u =4 . Wir leiten
die Stabilit#t zun#chst filr C:ther (Formel (6a) ). Sei 2« ein
beliebiger Einheitsvektor. Mit Hilfe der Schwarz'schen Ungleichung

/(ﬁku:u)l é//ﬁk[ 3 k= Lewey B

folgt durch Anwendung von (6a):

h & —lr Sl ‘
[ C,uu)l = L2 awsa) + (2. /“j-(Aku,u)) <

¢ g(Stenat) + (Sl nangl) <
L A : ‘ 4 '3’”’_.2_
é Z Lo o{ i —"ﬁ_: /ft}“évg’/]fb“éo(k/ + ;;_%_,Smofk +
+ ;;E",Z’;/Smd//smq(/ P
7"
¢ L fne2{2n-1f] = 4

Die letzte Ungleichung beruht auf den Formeln:

,Z [ces< [ ] Cof/@ / & Cé”*-&:—cx’ + (a‘éj/f

v 2

/ <""";0\/// 5“; /)?/ é SH:; 25.( + :5-—9-.//5’




bzw. /wso{{-/wq/]/ ¢ /5‘;'0//'/.9;%/ < A
2
Es gilt also: /(C,u,u)/ ¢ A und somit ist 54 stabil.

Wir zeligen Jjetzt die Umkehrung fiir n = 1:
Angenommen, Formel (6a) gelte nicht, seil also:

< 141

Da fir den Spektralradius von 4 , ¢(A] gi1v:  ¢(A) =1 A( ,
folgt:

(H)
L2 g (8)
/q ist als symmetrische reelle Matrix dilagonalisierbar, also:
e 9
AT - Dy
fliir ein geeignetes regullres T. Die Amplifikationsmatrix
_ I ! S
CA = CO‘"-SO('[ = 2-—/;‘—/4

1st zudem normal. Also 1st ¢ (C}) ¢ 4 gleichbedeutend mit
der Potenzbeschrinkthelt von C;.. Es gilt dann n&mlich:

1c71 = ¢(c”) = g(c) =1ch” (9)
Mit: 5,, = T77C T folgt:

~ 2 . 2 (A) |2
?z(a) = fl(c) 7 toeso t Siwo(-(—é,‘—}) > A



wegen Formel (8), also

57(6,} > 4

Wegen (9) folgt, daB S, instabil ist.
Damit ist Formel (6a) bewiesen.

Der Bewels der Stabilit#t von 51 mit Hilfe von Formel (6b) wird
fir n = 2 in der Arbeit [2]  gebracht. Er 148t sich ohne wei-
teres auf n Dimensionen (n > 2) erweitern. Dies soll hier nicht
durchgefilhrt werden:; es wird auf obige Arbeit verwiesen. Ge-
zelgt wird hier nur noch der Fall n = 1 in beiden Richtungen. Es
ist:

_ - 4~ Cos z ¢S

Es folgt, dak Cé_ normal ist, also

‘?(C;) < 4 penau dann, wenn S, stabil ist.

C 2
2, A und # sind gemeinsam diagonalislerbar:

sy

C =T C7T = I+ wsa = AT 4§ Smx A

M 7 *

Die Diagonalmatrix /\ hat die gleichen Eigenwerte wie 4 , sie
sind alle reell und es ist AJ41 = f(#) ., .

Sel jetzt u I/#1 . Dann folgt:

/Ak/ < A k =1,...,m, A = Eigenwerte von A .

/M )
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sei & . ;\4 derjenipe Eipgenwert von A mit

- R I
SJ[CL] = //1+ (cc>sa(~4]-(/—A;f/ 12 S ;;’/ ,

Es folgt

~ L z b
g)z(ch) = A + ,2((0—501—4)-(/%-') +(£0*60{-,Zco~50¢-+//},@_u:)

+ -5*'4«:%([2:4)1 <

Z /1-(//_3‘1}?:[,2((;'5&-4}4—(0'510(—,2(0'59( +4 + S»;Zq/] = A

Es folgt daraus:

y(CL) = f(a) < 1
also 1ist 52_ stabil.

Seil umgekehrt M <HAl . set CZ'_ )2 der dem Betrage nach gripte
Eigenwert von A. Dann folgt:

[l
M

~a

Da [ (C:;) das Betragsmaximum aller Eigenwerte von Cz ist, folgt:
2/~ N 1. 1* . 3 2
j; (6‘1} 7/’///+((cfoa/—//)~(}_u_) + 2 St ./7‘/ >

>N 'f‘{/%‘)l-[‘a(“”&’(‘{) +(0~5‘a( =2 Corsal w A + 59;12(‘)(]: A

also ist ?(CL) > 1 und somit .S:,_ instabil. Damit ist Satz 1
Vollstindig bewiesen.

q.e«d.
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2. Stabilitdt von Differenzenschemata zur L&sung der n-dimensionalen

Wellengleichung mit konstanten Koeffizilenten.

Eine M6glichkeit, die n-dimensionale Wellengleichung mit kon-
stanten Koeffizienten numerisch zu behandeln, ist die, die VWel-
lengleichung in ein hyperbolisches System umzuformen und letzteres
mit Hilfe von Differenzenschemata zu 18sen. Es werden hier die
Differenzenschemata 5& und Sl von Kapitel 1. verwendet. Fs ergibt
sich dabei, daf sich in diesem Falle die allgemeinen Stabilitits-
kriterien verschédrfen lassen. In einem anschlieRBenden Kapitel wer-

den dann noch numerische Experimente diskutiert.

Wir betrachten das Anfangswertproblem

ﬁlu _ j;/fl RRSY
2 k 5
Qt k=4 9 Xt
(10)
U (0) = 'f(“

wobeli u = u(x;t) = u(x ..,xn;t) jetzt eine skalare Funktion
und die €, (k = 1,...,n) von Null verschiedene konstante reelle

Zahlen sind.

Die Wellengleichung (10) wird folgendermaBen in ein hyperbolisches
System umgeformt:
Es wird gesetzt:

W, T
W, &
i
42~ {kfa - 4/ / X{” frel w&hlbar

k=
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Es wird welter gesetzt:
W, ! = U
¢
p = c . [du -
V‘/k‘ Gk‘f kjrbxk(/[c / =4 -
¢
Es folgt:
- L
1.) dw, = 17’_‘_-_-_ fr:_‘}uLO{L_ -f-j()(} :IZ‘(::,BI:JT f’j(‘/=
' Q£ {3{: ] [ 0 xk
n f . )
y (3 ] U ]___"‘_" d w;
_—_3(::)1"2/:_46‘(;&:[&[,“#0(? __;Z: C*‘})xy
0 c
2. mﬂ = @f?% k = 1, 3 N
0t T 7y

Hieraus erhalten wir:

— 2 2 2] W
?t k=~ C’r d (axk

(11)

Wix el = f( (x)
mit:

U.; 0’ '//, 01“10) )[U'J'
: @1 (x)
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Zur numerischen Behandlunec von (11) betrachten wir zunichst das

Schema 54 bzw. die Amplifikationsmatrix (:4.

Wir setzen:

e

'ﬁ E = ;a;' ! k& 1,55, B (12)

und erhalten flr C4 mit Hilfe von (3):

C, = a, [ +i8

(13)
o, a, ----,4a,
I
mit: G
5 0
.,
T
457 :
ag:z;;{%am(k Gy 1y sl e = fymeny B

Man prift sofort nach, daf C; normal ist, wegen (9) gilt also:

‘S4ist stabil genau dann, wenn f(C:) < 4 ist fir allecik .

Der Spektralradius von C; ist leicht zu berechnen:

et (C-)1) :(ar-“}}hq"‘/—((‘c""\)‘“":_[/:EZ:]‘[(Q.;“])_Z‘]/;LG’:_/

woraus folgt:

¢ (C.) =/%ja:)z (14)
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Es gilt:

Satz 2: Notwendig und hinreichend filr die Stabilit#t des Differen-

zenschemas 54 in jedem endlichen Zeitintervall (O,T )
ist die Bedingung:

M3 'VQ;TJC;/ , £ = Qaiwig B (15)

Beweis: a) Es gelte die Bedinpung (15). Es wird pezeipgt, daf
9(C, ) <4 1ist fir alle o, ---- .

Aus (15) und (12) folgt:

g
'ﬁ <

A
,;: B = Lyueey N0 (16)
also ergibt sich mit (14):

n Z »
(G = G Lesa) + Alsh 2

£ == ‘ i 7 §
4 [L CU'S;(" 'Z LJ (S (cse, + N . 2 .‘.'--nzotg,j
,;’JL ~ d ) (4(‘ J A T

W
A ~—y -". = -2 —

= —:!’nL (Yo, + %L Sem ol f-'gL(b'“&d (S o
" ~ ' ) Lk J k

, 2
- (m —4/24_4 Cors o(k‘} =

_ //_ Z((oq-ﬁ L s a( -—-,ZZQ,.SQ( (rso(f

J(A—

Wegen:

4

< 2
4 Cc*so? (o, £ cw‘aj« (S o



5

ist der 2. Term der rechten Seite pgriéfer oder gleich MNull. Damit
folgt: e°(C,)« 4 , also p(C.] € A4 . Folglich 1st 9,
stabil.

b) Es gelte de Bedingung (15) nicht. Wir zeigen, daf fiir

geeignete Wahl von o —--- f(ﬁ}>41§t. 0.E. gelte also:

"

/ g beliebig.
/ud < /CA/VLH I /ML: _,-.{/M“ eliebig

Dies bedeutet aus Symmetriegriinden keine Einschrinkung des allge-

meinen Falles. Also gelte:

2 4
1. 2 s (17)

Folglich existiert ein &, mit

3 p (18)
und . n -,
Es werden jetzt o, -, «, so gewdhlt, daB gilt:
() £ of, £ @25 fiivr kK € L 0s0:5 0
50;210(4 = //'_ é0
L2 _ 0
vafik = fiir k = 2,. 5 b
—
Es folgt: Cos &, ='v/éo " Cos«, = A Filr b = 2, pewy N
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Efketzen in (14) ergibt

FC) = e (/e o)

(19)
Wir betrachten jetzt die Funktion
/- ¢ a4 [/ -
fietoe ZE o Z([7 rn-q)
Mg
im Intervall 0< ¢ ¢ A4

an sieht sofort

O
AN
o3
Ty
N
1l
g\
e

(20)

A L il

= - 4 # z(/-f- Ye~ )

(/12 %61 lge]

Wegen & <4 rfolpt E S VE , womit sich ergibt

- A A
de

also f#llt f(&} monoton fiir
daher:

0 < £

“(c.) - fee) > 4

57{C,/ >

. Wegen (20) folgt

also:

1/

(21)



- 4

Also 1ist

Wir betrachten jetzt das Schema 52 und die zugehérige Amplifikations-

G

matrix

17

S

) instabil und Satz 2 bewiesen.

2

&

Fir den Fall, dag man,.szauf (11) anwendet, ergibt sich aus (4):

Il

Es pilt:

Satz 3: Hinreichendé fiir die Stabilitst des Differenzenschemas i;

L« (kr'f

fjf’f}

P | Ui L
J— %-‘7; /’f"fﬁq’k) ’ ZCS‘*‘JA | “-i"" - - - = -z‘f;S)n‘{
1 f Sunel, A =1 (1-cos,) |
|
|
\ !
: \
] \ ’. '
' __ N 1 _ 'f'i‘f'k 5!11;‘[-55..;{,‘ o
N A
‘ N
] , \
\ b
i | AN
. o ""ILISi;ra(E‘.‘:i'nd‘, : L
. P2 N
. ; \
L 2 P S, - - — — - - o ,{-f;"{zj-c:;‘dJ

2

in jedem endlichen Zeitintervall (O,T) ist die Bedingung:

> 2

n

e n-l<, |

Fiir

e e '
bilit&t wvon O, -

(22)

1 ist diese Bedinpung auch notwndig fiir die Sta-



18

Bewels: Wir behandeln zun#chst den Fall n = 1. Es ist in diesem
Falle C, eine 2-reihipe normale Matrix. Also ist wieder o(C.)¢ 4

dqulivalent mit der Stabilitit von.Sl. Man rechnet nach (fw: jé)

i

5’2/61) = [ 4~ M a-cosa )]+ 78
= A+ Fawsa ) - (M- tesa) + P =

= [ + 7"4(//-—50'504}2- 7“1///—(0504‘]2

fl

= A - ¢}(4-crsd}{[7"¢l],

Also fz'(cﬁ) < A genau dann, wenn r? 2 1 ist.

Dies 1ist aber gleichbedeutend mit Formel (22) filr n = 1. Es sei
Jetzt n > 1. lach dem bekannten Satz von Lax und Wendroff (vel.
[2]) genligt es zu zelgen, daf filr beliebipe Einheitsvektoren u
gilt .

2
[(Cow,w)l < 4 (23)
Wir zerlegen C; auf folgende eindeutige Weise:

C, =1-H +:iJ (21)

1 ist die Einheiltsmatrix und K,J sind reelle, symmetrische Matri-
zen. Wir setzen:

und erhalten durch leichte Rechnung:
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A '1—1’ 22 z A 2
K = X504« 57 (25)
i L z ."‘1 ’_f o ' , P
K = %_, 7‘; X‘{ /Ilk - 2 ?Tl_, 'f} )}'k Stnu;’] Jise q/l.’ Bjk (26)

Dabei sind die A, wie in (11) definiert. Es ist:

k
lftf
§ /0\‘ Y,
/~7k = _ _'04‘0 _____ 50 k = 1,.000, 0
o ' o
Jr ked )
/B,k:ﬂl-ﬂk-qkﬂk/g‘: 0 4 : FJik = 1,56 0,0
! PAENS /S PNy

Aus (25) ersieht man, daR K positiv semidefinit ist.

Uy
Sei U := [? ein beliebiger Einheitsvektor, d.h. es gelte:
L‘ 1t

Z'/u,,/l = A
o (27)
Es folgt:
(C,_u,u} = A - f'Vlz:,u/ + Zl(ju!u/:
(28)
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Man beachte, daB (Ku,u) und (Ju,u) reell sind. Wir wollen zeigen

p .L Z v
[Couw)l =1 +7° < 4 (20)
Mit ak: = //7k1£/1 k= 1;.x323 N folpgt aus (25):
/ ) m " 2 . . 2
(/(u,u/ = fj;%’_.v‘;ak/ﬁ + ;}/7u/ (30)

Dieses und (28) ergibt:

fdl

4“2{'/(%24) 1‘(-/’(%{7/{,)1:
4= 2 K -l e (Kuja)®

Wegen der Schwarz'schen Ungleichung:

s

j = (Ju,u}z‘.g /yu/L

folgt:

7 e : Z
’f’if‘a/'ﬂé A - Z;f,’(lak/r&l b (K, u )

(31)
Formel (26) ergibt:

1

(;'/u,u} = Zr"quk + 2

A

Rl 74k 7‘:/ 'k wﬂ{f: ‘mm/"’j& (/ZJ'u//T]k“) (32)

Ausrechnen ergibt:
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-

el PA
a, = ju, | # [ , &P A - W )

/?8 (/—?/'LL,/'F,‘,L(/ Z /?"(Jrf/./?'if‘:f'd/ , /4 Z( ’
Smlalc( < 2/‘/ i [e = 4 ---- !

k

o i F v 2 ;
7’;7} b, = 7 XJI e Xk J‘ <k

Daraus ergibt sich:

AN
Wegen der Ungleichung:
2 2 _ =
(5, + --+5,) € M5 4 ook TS
folgt:
7 Lz
5 e S Y
( K, u } & z%:J % ’*L P (34)
Einsetzen von (34) in (31) ergibt:
e A - B, -t
$° J 3 T L= T A a, - M W ) (35)
Es ist also zu zeigen:
a, - nh W o0 E = Haeens
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Diese Ungleichung ist sicher erfiillt, wenn sie fiir 7i1: :ﬁi

k =1,..., n gilt, denn wegen Formel (22) ist ja

2 A
ﬁ' = ;?_ / I 2 Ay s eyl

Also 1st zu zeigen:

Aus Symmetriegriinden genligt es zu zeigen:

na - W' 3 0

A A

oder ausfiihrlich peschrieben:

2
Al + = e lual s sl (lusic - e fu ) 2 00 (36)

mit der zusltzlichen Bedingung:

h+a

2t

A

il

Wir setzen

X, o= [u, | B = fiasmgi;

eliminieren [i,, | aus (36) und cefinieren:

3
. o T !
Flroey au) o= st enty = [rtentex(ne o onf-22a2) §
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also ist zu zeigen:

T
J[(XT;-‘-‘JX%) 2 0 }("'f %——‘ XJ\"- < 4 (37)
Wir formen jetzt f (x,, ~--,X,) um durch Einfilhren von Parame-
tern:
Sei &, ein Parameter: 0 < a, ¢ A
Mit :

wird f(x,l~--,xh) ZU:
T

) Lz T A,Z. " . L 2 IL'-' PN
f_(;‘?'_-_’)(h_f) = N (X ,-X‘,_)—ix, X, + X; Xs'**--fX,‘_ff' C?A -2 X

e

i 1-ar) }°

Sei (Zz ein Parameter: 0 < al < A
Mit:

\/L R ok
Xoea =V, = 27X

wird f(x, ---,%»..) zu einer Funktion {(x, ---, X»-z ) , in der

nun die beiden Parameter &, «, enthalten sind.

So wird successiv fortpefahren bis man folgende Funktion erhilt

(wir setzen x : = xl):

g 2
L f t z 2! S 3 2
f(}) = el “zﬁhw4*'V&Wq“‘ -Q%JVCQ -ng, }

Zu zeigen ist :

f(xv > 0 fiir: (38)
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Man Uberlegt sich sofort, daB (38) sicher erfiillt ist, wenn
diese Ungleichung fiir x = 0 gilt. Da fiir a,., =0 die Un-
pgleichung (38) erfiillt ist, reduziert sich jetzt das Problem
auf den Nachweis der Ungleichung:

" -2
ey pe—————y
In 2 On, *Zf]/a,f—afu (39)

Die rechte Seite von (39) bezeichnen wir jetzt mit P, =
=@(a4,---.a,.,) . Formel (39) und damit Satz 3 sind bewiesen,
wenn gilt:

ma @ (G, -, G, ) ¢ Ym (140)
G ' /

mi g

Wir zeigen:
G

Es dst

rai _ “/a:“:. - a’i-a ; - a"h—/l
(() =

1
Z 2
&y, '1/ah_~, -«

Ho-a

Es folgt, da® in Bezug auf &, _ _, das Maximum von q> beil

¢l

-2,

Q

1
bﬁ

o
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liegt. Daraus folgt durch Finsetzen:

i

th

- +]/L t gl ']// e
(fz =YL Uy Uy = 3 Uyeg + -7 r-4a, =

N~

12w, + 2 G

k4

I

Gl
So wird fortgefahren:
B e
— . P z
(F-f' =Y A, . T %—- e =~ Qs

1

dor _ fF S -G~ Oy

ra a.h_‘l- ‘l'/a‘h.:‘f”—-: - a""’“""

Es folgt wieder, daR in Bezug auf a,., das Maximum von 92,
bei

i
C'Lh_f. = T +4 a"n—f'—/f liegpt.

Es folgt durch Einsetzen:

Y 7 ) 2 s 2 ' /
(P'f'f-f tT ]/f' ‘_ 7t a'h'f’-d‘ +‘]/’2h-f-.*73r; C(‘H—f'-a' il 1 //‘(;['2

m-t-2

X = .
= Yrdoa, . F & . V@Ql- a,’
[

So erhalten wir schlieflich:

B

A N AN s (12)
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Es 1ist:

A
?a,

: a,
= ‘/“n-—/f - "]/4—-—7.;1_

In Bezupg auf @, liegt das Maximum von 914(a4] bei

W/Vh =

Durch Einsetzen folgt:

R R N R E AR A

r

Also:
(’P% = ‘|/-n (43)
Damit ist (U1) bzw. (40) gezelpt und somit Satz 3 bewilesen.
a.e.d.

Anmerkung: Es folgt, daB die urspriingliche Funktion (36) auch
tatséchlich den Vert Null annimmt, und zwar im Punkte:

[u,l =0
/uk/ = /?‘:—; 1{:2,....,11"'1-
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3. Numerische Experimente an der VWellengleichung mit konstanten

Koeffizienten in ein, 2zwei und drei Dimensionen.

Die Differenzenschemata J, bzw. 31 erh#ilt man aus den Formeln
(3) bzw. (L) durch die Substitutionen:

'
10of

e " — T, T
Wir setzen weiter:
(+) e e e i
2 =T T
K k /K k= Lyonsall

il

D= T AT

und erhalten aus (3) und (4):

4

" W T < (1) N
S, =L+ g A+ £1-209

|

(4b)

— -:f;, A ; (<) — ¢ p— {41. .
5 =7 # ;;j‘/ﬂ'iz +4L,—i‘/7‘ﬂ i —a—53 ,,iz/

- k 14; /U/‘ Jk J (u5)

fe

Wir betrachten zun&chst die eindimensionale Wellengleichung und
denken uns diese wie in (11) umpeformt. ‘i hat die Form:

Sitpd] = [ + 57/40“# 47.9% (46)

mit: A = 01 }
0 J

( ¢ ist jetzt gleich 1 gesetzt).
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Die Differenzengleichung hat

die Form:
Syphlevint] = vix teh) (47)
Ve (2, ¢)
mit: V[ﬁf} ' =
Vi (%¢t)
Sie approximiert das System
Jdw (rt) Y. D (x,¢)
W (x,0) = 7?(x;
von erster Ordnung.
Da W (xe)= iix,0)= %%x} ist, folgt aus (U7):
olx, 4] = s (no) + Tlwecxepdio] - 2wiino)+ g uﬂ/ul,o}f
+ .T/JZ“V: lz’r/hffﬂ-’} - W, (x-_/ulf’()/j ._
Wegen:

et o+ 0047
s el
L‘I/,: (X'P/“f’é/ T H/;( (,(I—/V-ZIH = *Z!,\/k[r'r‘/f/haj“ L) Wy

—Lnt)  F 0(4%)

h@{x+/4£,{/ —iw;{x—ﬁff,fj = L;M,f

fiir ¥ = 0,1



W, ’D:»,. . R
4 o) = A e = Wb ) -w (k0] + O(47)

ergibt sich daraus:

. 2-
v (xd) = wi4) + O(47) (49)
n +
f:\‘,% (JVP/G
Falls YRR, oW fiir n 2 2 identisch verschwinden,

stimmen exakte LOsung und NiherungslOsung bei t = h Uberein.
Durch Induktion folgt dann, daR sie auch filir jeden Zeitschritt
Ubereinstimmen.

Analog kann man die Betrachtungen fiir .SZGAZI durchfiihren.
S\(/.tj hat die Form:

52(/«13}-: [+ z{;#@”ﬂ 2;’“1[.9"" (50)

Man beachte, dafh A2 = I ist.

Mit analogen Betrachtungen wie oben und wegen:

Nz :
¢ w; rl) Wo
(«t] = (x,]
Vel RES
ergibt sich:
g o ;73
V(4] = wpicd) + O(4%) (51)

Falls jetzt filr n 2 3 die Ableitungen von k; nach x und t der
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Ordnung n 1ldentisch verschwinden, stimmen wileder exakte L&sung
und N&herungsl®Ssung bei t = h iliberein. Durch Induktion folgt,
daB sie flir jeden Zeitschritt lbereinstimmen. Damit folgt:

Satz 4: Hat die L8sung 1w (x,t] der Wellengleichung

Vu PR

5 o %

die Eigenschaft, daBl gilt:

"')r
&

o)

o+

2
N

3%

A

fir n >

it
S

bzw. n

N

(52)

dann stimmt sie exakt mit der ersten Komponente der L&sung des

Differenzenschemas 9,(u4) bzw. Sggpﬂ) tiberein.

unabhingig von/u,.

Rechenbelspiele:
& , L
1s) wixt] = x +t
Umformung: _
72 ; z
i, (x,1) x + t
M/(ﬂ{/ = b 15, ] = 20t
2:d QL(M}&j = By v (€ f
Umformung:: ‘
w, [, f‘} 514,1,( v (-5 Ld
M/(JJ} = =

L'lf-r{x;{-’ C'(}“SXASMf

Dies gilt
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Es sei noch ein Satz angefiihrt, der in [1], Seite U436-497 pe-

wiesen wird:

Satz 5: Ist = 4 , so stimmen die L&sungen der Differenzen-
schemata S, bz, S; exakt mit der L&sung der Wellen-

gleichung liberein.

Im zweidimensionalen Fall wurde als Rechenbeispiel die LOsungs-
funktion

3.) U (X y‘_{j - (5»;1 + 3»;,(7}‘co~5f
benutzt. (¢, = <. = 4],
Umformung :
Wo (x, y,t) = (Smx + sehj ) st
W (x,y t] = cosK st
y - Lirs ,f)t:af
WG.(X.y,f/ J

Bei diesen Rechenbeispielen 1.), 2.), 3.) wurde mit Randwerten
gearbeitet und die numerischen L&sungen mit den exakten LOsungen
verglichen. Im dreidimensionalen Fall wurden mit einem RDM-Programm
Zufallszahlen als Anfangswerte eingesetzt und die zu berechnende
Losung als periodisch in 2llen drei Ortsvariablen angenommen. Das
Periodenintervall war der Finheitswlirfel. Bei den Berechnungen,

bei denen die Schrittweitenverh&ltnisse /udj/qu/M3 variiert
wurden, lief sich sehr gut die Stabilit&t bzw. Instabilitit der

Schemata S, , §, ablesen. (¢, = c, = cg = 1),

* 3

Die Resultate stimmen bei dem Schema fL gut mit Formel (15)
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iberein. (120 bis 200 Zeitschritte). Beil dem Schema SzQuLW,L/bg)
filhren die Rechenergebnisse zu der Annahme, daR sich Formel (22)
verschiérfen 1l&Rt:

Nach 120 Zeitschritten zeigten sich folgende Resultate:

1:) Ma = My = My = 2,5 stabiles Verhalten

2.) M= M= pMg £ 2,0 stabiles Verhalten

3.) M. = Moo= Mz = 18 stabiles Verhalten

b)) M = M o= My =3 ungewip

5.) M. = Moo= g = 1,7 anscheinend instabiles
Verhalten

6.) M= /Az-:/pg = 1,5 instabiles Verhalten

Es ist also anzunehmen, daf dle hinreichende Bedingung
/(,Lk >) j l’. = 1,2,3

verschérft werden kann zu

ks 1,2.3

pay 5 VT

bzw., daR Formel (22) verschirft werden kann zu:

o o e,/ &= 1550u,0 (221)
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Dies bedarf einer schiirferen Untersuchung der Amplifilations-

matrix zu 51 1

Im Falle, daR Formel (22') gelten sollte, ist natiirlich das
Schema.sz dem Schema 9, bei der numerischen Behandlung der Wel-
lengleichung vorzuziehen, da ersteres auf Grund der hdheren
¥onsistenz genauer ist und der Rechenaufwand nur unerheblich h&her
ausfillt.
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