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Abstract

The core of this report consists of a new method of calculating
the field intensity of a semi-infinite circular-cylindrical coil
(inner radius zero) with uniform current density in the cross-
section. (Brown and Flax, 1964, see (8.9)) The derivation of the
term for the vector-potential and the components of the field in-
tensity from the Maxwell equations for the coil mentioned above
will be briefly illustrated.

The superposition of the fields from four such coils results in

a_field of a circular-cylindrical coil with rectangular winding

cross-section and uniform current density. The field intensity

1s also obtained particularly in the region of current flow.

On this basis a FORTRAN-program was written in the Institut fir
Plasmaphysik at Garching (Munich) for the calculation of the re-
sulting field of a number of coaxilal coils of this type. The pro-
gram has successfully been used for almost two years. The report
illustrates the program with examples. Standard methods of nume-
rical mathematics by the use of calculated magnetdc field inten-
sities make it possible to evaluate other field properties. In
section 3.4 the lines of force of a coil were calculated in this
way.
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zusammenfassung

Kern des Berichtes ist eine neue lMethode zur Berechnung der Feld-
stdrke einer semi-infiniten kreiszylindrischen Vollspule (Innen-
radius Null) mit gleichmidpiger Stromdichte im Querschnitt. (Brown
und Flax, 1964, siehe (8,9)). Die Ableitung der Ausdriicke fir
Vektorpotential und Feldstidrkekomponenten aus den Maxwell'schen

Gleichungen flr die genannte Spule wird kurz skizziert.

Superposition der IFFelder von vier solchen Spulen liefert das Feld

einer kreiszylindrischen Spule mit rechteckigem Wicklungsquerschnitt

und gleichméRiger Stromdichte. Insbesondere erhdlt man die Feldstédr-

ke auch im stromflihrenden Gebiet.

Im Institut filr Plasmaphysik, Garching, ist auf obiger Basis ein
FORTRAN=Programm zur bBerechnung des Gesamtfeldes mehrerer koaxi-
aler Spulen der angegevencn Art gzeschrieben worden. Es hat sich seit
nahezu zwel Jahren bewdhrt. Der Bericht bringt Erlduterungen des
Programm's mit Berechnungsbeispielen. Standardmethoden der numeri-
schen ilathematik ermdglichen unter Benutzung der berechneten Feld-
stdrke die Bestimmung sonstipger Feldeigenschaften. Im Abschnitt 3.4

sind so die Feldlinien einer Spule berechnet worden.

Einflhrung

Das stationidre llagnetfeld linienformiger Kreisstrodme 14/t sich ma-
thematisch auf unterschiedliche Art beschreiben: mittels ellipti-
scher Integrale, Bessel-, Torus- oder Legendrefunktionen. (Lite=-
raturhinweise 1, 3, 4, 5). Entsprechendes gilt filir das Feld von
Spulen, die aus einer Vielzahl solcher Kreisstrome gebildet werden.
Die grundlegenden Dinge hieriliber findet man teils schon in der ge-

gen kEnde des 19. Janrhunderts entstandenen Fachliteratur.

Dagegen gibt es Aussagen lber die Brauchbarkeit der verschiedenen
Darstellungsformen flr eine exakte numerische Berechnung erst seit

der Existenz leistungsfédhiger Rechenautomaten, also seit wenig
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mehr als zehn Jahren. Im gleichen Zeltraum sind Tabellenwerke ent-
standen, welche eine wenigstens ndherungsweise Berechnung von Fel-
dern ermoglichen sollen, falls kein Rechenautomat zur Verfligung
steht. (6, 7, 9)

Zusammenfassend 18Rt sich folgender Vergleich zilehen:

Die Reihenentwicklung nach Legendre—Funktionen versagt ganz im Ge-
biet, in dem die Stromdichte ungleich Null ist und konvergiert um-
so langsamer, je mehr sich der Aufpunkt diesem Gebiet ndhert. An-
dererseits ist es dile flexibelste lethode, wenn aus der magnetischen
Feldstédrke rsultierende GroRen - wie Selbst- und VWechselinduktiviti-
ten, Krdfte, Feldgradienten, magnetischer Fluf - zu berechnen sind.
Quellpunkt und Aufpunktkoordinaten treten in separaten Faktoren auf
(2, 3), was den Entwurf von Spulen und Spulensystemen mit Feldern
spezieller Eigenschaften (Homogenit&dt bestimmten Grades, konstanter
Feldgradient (1,2)) erleichtert. Integration Uber die Quellpunkt-
koordinaten ist hdufig geschlossen ausfiihrbar, wie in (1,2) fir den
kreiszylindrischen Flédchenstrom, den ebenen kreisringfoérmigen Fl&-
chenstrom und die kreiszylindrische Spule mit rechteckigem Wicklungs-
querschnitt gezeigt. Im Geblet genlgend rascher Konvergenz ist dies
die ilethode mit der kirzesten Rechenzeit und daher in der computer-
losen Zeit in der Regel benutzt worden (10).

Bel der Feldberechnung axialsymmetrischer Stromkreise mittels der
elliptischen Integrale ist im Ifall r&umlich ausgedehnter Stromver-
teilungen eine numerische Integration in radialer Richtung lber das
stromerfillte Gebiet erforderlich. Das Feld des semi-infiniten kreis-
zylindrischen Fldchenstroms 1&Rt sich durch die vollstdndigen ellip-
tischen Integrale 1., 2. und 3. Gattung (K,E,qr) beschreiben, dasje-
nige eines linienfdérmigen Kreisstromes durch K und © allein. (11, 12,
13, 14)

Zweckmdbhigste Berechnung von K und £ und deren Linearkombinationen
siehe (15), falls auBerdem N bendtigt wird, siehe (16). Fir Spulen
und Spulensysteme lassen sich hier Uber die Feldstdrke hinaus Vek-

torpotential, axiale kridfte zwischen Spulen, mechanische Spannungen




im Spulenkdrper, Selbst- und Wechselinduktivititen berechnen. Ein
hierfir im bntstehen begriffenes Rechenprogramm wird im vorliegen-
den Bericht als Kontrollrechnung benutzt. (Siehe unter Abschnitt
Sedd)

Die in diesem Bericht beschriebene Methode vermeidet die Berechnung
der elliptischen Integrale. Der Ausdruck flr das Vektorpotential

bzw. die Feldstidrke eines linienfdrmigen Kreisstromes ist 1964 erst-
mals von Brown und Flax (8, 9) lber die Quellpunktkoordinaten in
radialer und axialer Richtung fiir einen Rechteckquerschnitt geschlos-
sen integriert worden, - Ubrig bleibt lediglich eine numerische In-
tegration liber den Winkel. Die Berechnung der Feldstérke auch im
stromflihrenden Gebiet ist hiernach ohne Komplikationen mdglich -

was von keinem anderen Berechnungsverfahren gesagt werden kann.

1. Mathematische Formelierung

1.1 Magnetfeld einer kreiszylindrischen Spule mit rechteckigem

Wicklungsquerschnitt und gleichmédfiger Stromdichte.

Aus den HMaxwell-Gleichungen filr das stationidre Magnetfeld
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ergibt sich mit &= /M "95 = rot 0, und divO= o
(/u = Konst. im betrachteten Gebiet)

AOL = - /2%

Flir die Komponenten von Ol in kartesischen Koordinaten - und
nur flir diese - folgen daraus drei Gleichungen in Form der
Poisson'schen Diff.-Gleichung

AX = -[ugx usw,



- B =

deren L&sung (siehe Elektrostatik) lautet:

/U.

g g @’y v/
A = =
X oy

le—ae” 1

Speziell gilt filir das Vektorpotential A eines stromdurch-
flossenen Kreisringes vom Querschnitt da .41 und der
- Stromdichte g, da Z

Rotationssymmetrie: EsBg > A= A (R;Z)s

Fir einen Aufpunkt P in Ebene y = 0O ist dann:

Ay:: A@‘= A
i i Sgy av’
g J e =]

(a, W , 1) Quellpunkt

}— in Zylinderkoordinaten
(R, 0, Z ) Aufpunkt

|/u‘-4t/| = \/ (/»:’—44;'/)2 1= “\/(2-1)2+R2+a2-2Racos'\9\'




(2.)

By = & cos® (siehe Skizze)

a cosy Aa . Al.dd
2

1/2

+a2-2 Racos

2
o oy - L g :
T [(z-1)° + R

o=

Integration Uber den Spulenquerschnitt ergibt

Ra
B

a=R 1

A(R,2) 172

L
g S . cosar da dl dd
BZ 1) + R%+a®-2 Racos

0 =

mit g Stromdichte; konst. Uber Spulenquerschnitt .

Ra Spulen-Aufenradius
Ri Spulen-Innenradius

L Spulenlénge
/A= g e Permeabilitét

bel Rotationssymmetrie folgt flir dle Feldstédrke aus

/ut% = rot &

11 9 _ 1 |dAw Ay
2 " Raw Behs) =4 [rR *a]

1.11 Feld der semi-infiniten kreiszylindrischen Vollspule
(Innenradius Null, gleichmidBige Stromdichte)

Nach Gleichung (2) ist

A=A(R, Z, R, R,, L)

a, i’




flr die Rechteckspule, analoges gilt fir H, und H,_.

Eine Darstellung in Tabellen oder Kurven iZt prak%isch
unmoglich. Dagegen 14Rt sich das Feld der semi-infini-
ten Vollspule mit dem Radius 1 in Tabellen darstellen:
Es ist nur noch A = A (R, Z% desgleichen HH = HR (B35Z)
und HZ = HZ (R,Z). Tabelle und Dbarstellung in Kurven
siehe Literaturverzeichnis (9). Die Superposition von
vier solchen semi-infiniten Vollspulen liefert das Feld

einer dicken Spule:

Ve (]
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Die Feldstérkebestimmung mit Hilfe derartiger Tabellen
wird recht ungenau, da schon die I'eldstidrke einer

semi-infiniten Vollspule in der Regel durch Interpola-

tion aus 4 Tabellenwerten gewonnen werden mub. Besser
ist die stets neue Durchrechnung einer Spule oder Spu-
lenanordnung mit der Rechenmaschine.

Flir die semi-infinite Vollspule wird aus (2)
b 0 27

A(h’,Z)=—/—u—O—S g g, (3)
4




Differentiation von A (R, Z) nach Z und anschliefende
geschlossene Integration Uber a und 1 (siehe 8, 9)

flihrt nach LEinfihrung von dimensionslosen Koordinaten

4—5 3 —_Z_
r = 5 und z = 5 auf

HI‘ " r 5 0 1/2
hr = =5 = +'§ﬁ S cosad e (z+r“+1-2rcosah ) av +
0
™
r 2 1 - r cosW
+ L S cos“heArsh ()
Pyis 2 (z2+r2sin%0‘)1/2

Fir z = O wird das 2. Integral uneigentlich, daher
Uberfihrung oobigen Ausdrucks durch partielle Inte-
gration in |

w

hr (¥; 2z = 0) = é_')l’ Scos '\‘)"-(1'+r2—2r cos'\‘}*)l/2 dad +
0

T

r .2 1 - r cosay
+—2-1-Tg31nf\91-Arsh TS dd - (5)
0

- fn’cos-\‘)‘(?—cos«‘}) d-
‘ﬁrg (1 + r° = 2 cosah)
0

IMilhsamer ist die Berechnung der axialen Komponente:

Ausgehend vom Ausdruck

1[3A A A
sz/ﬁ 8R+TJ

gewinnt man durch Differentiation nach R aus (3) den
ersten Summanden und durch partielle Integration Uber
% das Glied A ;

R
dann geschlossene Integration Uber 1 und a. In dimen-
sionsloser Form lautet der Ausdruck flr die z - Kompo-

nente der semi-infiniten Spule
- 10 =
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h (r,z) = _Z 2 L1i-rcosv + P1/2 (z,r,1)] as
z a ) ln > o, 1/2
0 jz| + (2% + r%)
2 i sin2'19' daP -
P g ) 1/2 * (6)
2 Q@ (r,1) P (F % 51)
0 h. 5
+ %%72,S<i& sinar arctg |zl (1-r i?; )
r sind p
0
4
T (1 =r + 11 -1r])
die Abkirzung P und ( bedeuten darin
.2 2
P(z, r, 1) =2° +r°+1-2r1r cosd
- .2 .
Q (g, r, 1) =r° + 1 - 2 r cosap
dagnetfeld einer Anordnung von N koaxialen Spulen,
Bezeichnungen:
N Zahl der Spulen
K laufender Index, K = 1, 2, 3 ... I
Ra Aulenradius der K.-ten Spule
Ri Innenradius der K.-ten Spule
LK Lédnge der K.-ten Spule
ay bDistanz Lbene Z2 = 0O - Spulenmittelebene
Bk Stromdichte der X.-ten Spule
AN
P(R,Z): Aufpunkt im Koord.-System R, Z.
Damit lauten die in die Gleichungen (4), (5) und (6) ein-

zusetzenden dimensionslosen Koordinaten

i (O =

Ik = Trig = B/By

Prizx © Frvi

K

11 -

(z,rd)+
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1}
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N3

'
nf =
o

1]
o

IK

=

1 1
ks SR [Z v 3 Ly - oag
aK N
1 1 g
“IT1K © K] [.Z t 5 Lg -y
K -
1 1 .
vk T Rj [ 2-7lg -
. |
R
- _ak - -
hog = R, (hyrg = hypr) + hyprpg = hypyg
- (1)
- _as - -
hpg = R (hprg = Prr1x) * BrrTTk - PRIVK

N
Hy ces. =}[: hog « Bg » Ryg
K =1

(8)

N
HR ges. ™ 2:: bpg - 8k - Ryk
K =1

y A . "
HZ und HR erhdlt man in-zﬁ bel Einsetzung von gx in
A :
Z;§ und RiK in cm,.

2. Erlduterungen zum Programm

Das Programm ist in Fortran II geschrieben. Es berechnet
die axiale und die radiale Komponente der Gesamtfeldstidrke
und deren Resultierende fiir eine”beliebige”Zahl N koaxialer
Spulen. Abmessungen und Stromdichten kénnen von Spule zu

Spule variieren.

- 12 -




2.1 Skizze der mOglichen Spulenanordnung:

AR O -
! \<Qte.$uub
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N ' 71
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ie——— /a4k;———e—
n

: V ;;// |
NN 4
' e \UP\ o
e p——
2.2 Zur numerischen Integration

Uber die Quellpunktkoordinate'& ist eine numerische Integra-

tion erforderlich. Die Anwendung der Gaul'schen llethode ver-
klirzt hier die Rechenzeit auf fast 1/1o der bei Verwendung
der Simpson-Hegel erforderlichen Rechenzeit. Die benutzte
Integrations-Subroutine wurde der Programmbibliothek des

IPP entnommen. (Progr. 539/P 1/ GLF/GAU 2) In der Subrou-
tine bedeutet die Wahl won N eine Zahl von 1o . N Stitz-
stellen filr die numerische Integration.

2.3.Eingabedaten

Stromkreisdaten:

Spulenzahl ceeeoccocssocs

1

1’ 2, L l\j
(X)

N
Laufender INdeéX eesesee K

R I
AuRenradieén.eeececeeeeeses 1 A (K)

Innenradiéiieeeccceccoses

Spulen-LinzZeNeeeeeseees L (K)
Abstidnde Ebene 7z = 0O bis

Spulenmittelebene we sew A LK) - 13 =




2.4

2.5

2.6

Stromdichte ¢eeeeeeee G (K)

Angabe des zu berechnenden Gitters

durch

Z HMAX, Z WIN
R MAX, R MIN
NPZ: Zahl der Gitterpunkte bei festem R
NPR: Zahl der Gitterpunkte bei festem Z

Ausgabedaten

Bel Einsetzen von G (X) in A/cm2 und der Lingen in c¢m

erhdlt man 3, , B flir das angegebene Gitter in Tabellen-

B,

H,
form ausgedruckt in GauR (siehe Rechenbeispiel unter 3.11).
Die Werte koénnen gleichfalls auf iagnetband gespeichert

werdene.

Genauigkeit

Die Genauigkelt 14/t sich durch die Zahl der Stiitzstellen

flir die numerische Integration in der Regel erhdhen.

Bel 30 Stitzstellen (NG = 3) hat man das Ergebnis auBerhalb
des Spulenkdrpers auf etwa 6 Stellen richtig. Flir kleine
Spulenlidnge L oder kleine Wicklungshohe (Ra - Ri) kann das
Ergeonis ungenau verden infolge Verlust von geltenden Zif-
fern bei der Subraktion fast gleich grofker Feldstidrkewerte

der semi-infiniten Vollspulen.

Die Rechenzeit betridgt bei 30 Stilitzstellen auf der IBM To9o

flir die Berechnung des Zahlentripels BZ, BR’ B fir einen

Aufpunkt und eine Spule ca. 1 Sekunde.



3.

Rechenbeispiele

Als Beisplel wird das ield von drei koaxialen, dicht gepack-
ten Spulen von Typ Sp 300/12 berechnet. Die Sp 300/12 ist
eine von der Gruppe Magnetfeldtechnik des IPP entwickelte
wassergekihlte Spule. In den Tabellen ist die beim max. zu-
ldssigen Dauerstrom erzeugte Feldstédrke ausgedruckt, hier
ausnahmswelse mit sechs Ziffern, sonst in der Regel mit vier.

Fir die numerische Integration der Differentialgleichung der
Feldlinien (Abschnitt 3.4) wird ein von M. Larkin im Culham-
Bericht CLM - R 31 angegebenes Programm benutzt. Es basiert
auf einem Runge-Kutta Verfahren 4. Ordnung. Als Schrittweite
kann ein Stick Bogenlédnge (DS) vorgegeben werden. Ein im eben
zltierten Bericht angegebenes Programm zur Bestimmung der H

= const. Linien ist gleichfalls wiederholt benutzt worden.
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