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Abstract .

The neutrons from d-d-reactions in a hot deuterium plasma can be used for
plasma diagnostic purposes. The ion velocity distribution is responsible
both for the total rate of neutron production and the energy spectrum

of the neutrons. Anisotropic velocity distributions give rise to neutron
fluxes and neutron energy spectra which are also anisotropic. These effects
are discussed for generalized Maxwellian distributions (characterised by
different parallel and perpendicular "temperatures") and for monoenergetic
distributions (threedimensional and twodimensicnal), which serve as

typical examples.
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1. Einfiihrung

Wihrend die von heissen Plasmen emittierte elektromagnetische Strahlung in vielfacher Weise
diagnostisch ausgenutzt wird, ist dies fiir die von Deuteriumplasmen emittierten Reaktions-
protonen bzw. Reaktionsneutronen nicht der Fall. Zwar wurden auch an diesen Teilchen Messungen
durchgefiihrt, jedoch wurde dabei auf die von ihnen mitgefiihrte Information weitgehend verzichtet.
Teilweise liegt dies wohl daran, dass in den meisten Fdllen Messungen durch kleine Ausbeuten
L lo11 Neutronen
pro Entladung, wodurch eine genauere Auswertung der Neutronenstrahlung mdglich sein sollte. Dies

ist der unmittelbare Anlass fiir den vorliegenden Bericht.

sehr erschwert werden. Nun liefert aber z.B. der grosse Theta-Pinch Isar I 1lo

Die beiden d-d-Reaktionen
(1) d + d _ w4+ Hed 4 327 MeV

(2) d + d —_— P+ H? + 4,0% Me \/

sind etwa gleich wahrscheinlich.

Abgesehen von den etwas verschiedenen frei werdenden Energien scheint es noch einen anderen
Unterschied zwischen den beiden Reaktionen zu geben. Nach Booth, Preston und Shaw [1] zeigt die
Neutronenreaktion eine stirkere Winkelabhingigkeit als die Protonenreaktion. Diese Messungen sind
allerdings etwas umstritten und endgiiltige Klarheit herrscht noch nicht. Wir wollen jedoch fiir

die Zwecke dieses Berichts die Werte der genannten Autoren annehmen. Schreibt man den differentiel-
len Wirkungsquerschnitt in der Form

(3) 5(9.9) = A(j)[i + B(ﬁcmfe]

_’
wo % die Relativgeschwindigkeit und © der Winkel zwischen q und der Emissionsrichtung im Schwer-
punktssystem ist, so gilt nach [1] filr die Neutronenreaktion (1)

(%) B(9) = 031 + o058 Ey
und fiir die Protonenreaktion (2)

(5) B(j)

wo die Relativenergie

(6) Ea = 5 9

0.13 .+ 0|OO[+¥ E.

2

in keV zu messen ist (m = Deuteronenmasse).

Will man also die Anisotropie diagnostisch ausnutzen, so eignet sich dafiir die Neutronenkomponente
der Strahlung besser. Das ist einer der Griinde dafilr, dass wir hier nur die Neutronen beriicksich-
_tigen. Dazu kommt noch, dass die Neutronen ausserhalb des Entladungsgefisses leichter beobachtet
werden konnen als die Protonen. Zwar kénnen auch die Protonen untersucht werden, wie dies z.B.

von Nagle, Quinn, Ribe und Riesenfeld [2] getan wurde. In diesem Fall wurde das Energiespektrum
"end-on" austretender Reaktionsprotonen durch magnetische Ablenkung gewonnen. In anderer als
achsenparalleler Richtung wire so etwas jedoch sehr schwer durchfiihrbar und wegen der Ablenkung
der Protonen in den das Plasma umgebenden Magnetfeldern auch nur schwer interpretierbar (die
Magnetfelder von immerhin einigen 105 Gauss geben fiir die Protonen von > MeV Gyrationsradien von
einigen cm). Diese Schwierigkeiten treten bei den Neutronen nicht auf. Allerdings werden auch

die Neutroneneigenschaften durch die Wechselwirkung mit der das Plasma umgebenden Materie verfadlscht.
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Die damit zusammenhingenden Fragen wollen wir jedoch hier nicht diskutieren. Wir beschrinken
uns darauf, die Neutronenstrahlung so zu beschreiben, wie sie vom Plasma emittiert wird.

Die Frage ist, in welchem Umfang man durch Messungen an den Neutronen etwas iiber die Geschwin-
digkeitsverteilung der Ionen erfahren kann.

Zunidchst kann man Schliisse éus der Gesamtausbeute an Neutronen ziehen. Im allgemeinen setzt

man eine Maxwellverteilung als Geschwindigkeitsverteilung der Ionen voraus und bestimmt dann

die Temperatur aus der Gesamtausbeute [3,4,5J « In [5] wird daneben auch eine monoenergetische
Verteilung der Ionen diskutiert. Beide Verteilungen sind jedoch isotrop. In einem sehr schnellen
Theta-Pinch z.B. wird nun dem Plasma nur "senkrechte Energie" zugefithrt (d.h. den zur Achse
senkrechten beiden Freiheitsgraden), und zwar so schnell, dass die Geschwindigkeitsverteilung
keine Zeit hat, isotrop zu werden. Dies werden wir durch anisotrope Verteilungen beriicksichtigen.

Weitergehende Informationen erhidlt man, wenn man nicht nur die Gesamtausbeute misst, sondern auch
das Energiespektrum. Vor allem im Zusammenhang mit z-Pinchen wurde dies schon wiederholt getan,
wobeil Kernspurplatten [6,7,8] , Nebelkammern [9,10] und Blasenkammern [11]Verwendung fanden. Man
beobachtete hier im allgemeinen etwa durch Instabilititen beschleunigte Gruppen von Deuteronen,
die sich in einer Verschiebung der Neutronenlinie zu grdsseren oder kleineren Energien hin (je
nach der Beobachtungsrichtung) Zusserten, einen der Dopplerverschiebung von Spektrallinien analogen
Effekt also. Ein ruhendes heisses Plasma hingegen fiihrt zu einer nur geringen Verschiebung,

dafiir aber zu einer wesentlichen Verbreiterung der Linie, die bei kleineren Temperaturen mit Hilfe
von Kernspurplatten z.B. nicht aufldsbar ist. Im Isar I - Experiment liegen die Temperaturen nur
etwas unter lo keV. Bei lo keV nun hat die Neutronenlinie bei 2,45 MeV eine Halbwertsbreite von
etwa 260 keV, die gut nachweisbar sein sollte. Darilber hinaus hingt im Falle eines anisotropen
Plasmas die Breite der Linie von der Beobachtungsrichtung ab. Man kann also u.U. "senkrechte"

und "parallele" Temperaturen getrennt messen. Ein Nachteil ist es Jjedoch, dass man mit Kernspur-
platten z.B. iilber die Zeit mittelt. Das kann dazu filhren, dass die Interpretation nicht sehr
ergiebig ist. Zeitaufgeloste Spektren zu messen ist jedoch sicher sehr schwierig und kann aus
Intensitdtsgriinden iiberhaupt scheitern.

Einen Ausweg aus dieser Situation koénnte die Anisotropie des Wirkungsquerschnitts bieten. Sie fiihrt
dazu, dass der Neutronenfluss aus einem anisotropen Plasma selbst anisotrop ist. Der Neutronen-
fluss nun kann mit Szintillationszihlern zeitaufgeldst untersucht werden.

Dementsprechend werden wir nach einer allgemeinen Diskussion (§2) die Gesamtausbeuten (§3),
Energiespektren (§4) und Neutronenfliisse (§6) fiir verschiedene isotrope und anisotrope Geschwin-
digkeitsverteilungen diskutieren. Dabei beschridnken wir uns aus den erwihnten Griinden auf die
Neutronen. Nach Einsetzen anderer Zahlenwerte fiir die freiwerdende Energie und den Anisotropie-
faktor B(g) konnen die Ergebnisse jedoch auch fiir Protonen herangezogen werden.

Man koénnte auch daran denken, einem Deuteriumplasma etwas Tritium zuzusetzen und die dann ent-
stehenden 14,1 MeV-Neutronen zu untersuchen:

(71 Aot iR ad Ho_.q-»f»'x + 176 Me V

Dies wilirde das Energiespektrum verbreitern, und zwar mit der Wurzel aus der freiwerdenden Energie
(d.h. die relative Linienbreite wiirde um denselben Faktor abnghmen). Es sei jedoch bemerkt, dass
die Reaktion (7) fiir die hier interessierenden kleinen Relativenergien (im Schwerpunktssystem)
isotrop ist [12,1},14] . Die Flussanisotropie fiir ein anisotropes Plasma fdllt also hier weg.
Eventuell konnte man Schliisse aus dem Verhiltnis der Ausbeuten an 14,1 MeV-Neutronen und
2,45 MeV-Neutronen ziehen. Goldman und Mitarbeiter [5] haben Analoges durch Zusatzvvon He
indem sie die Ausbeute an 14,7 MeV-Protonen aus der Reaktion

> erreicht,

(8) oA+ He5 — Heg + 'J 4»,1413 Me v/




mit der an 2,45 MeV-Neutronen verglichen haben.

Die Gesamtwirkungsquerschnitte fiir die d-(dn)-Reaktion (1) verwenden wir in der von Goldman Lﬁ]
zitierten Form:

-23

9) = 1,79 1o 14,57 ¥

(9) 3(3) :f;*(j*): e ex,n(— ____:
)

-2
(1) S(3)= *(q*) = 0 7ex;.>(— YvL e $96069%- 259541 g ¥4 0,9634J3*.'qozsf34z]i’qoooeaoqg*?

Dabei gilt Gleichung (9) filr Relativenergien unterhalb 8o keV und Gleichung (lo) fiir solche
zwischen 80 und looo keV. Die Relativgeschwindigkeit 3* ist in beiden Formeln in Einheiten von

lo” cm sec'1 zu messen. Der Zusammenhang mit dem differentiellen Wirkungsquerschnitt (Gleichungen
(3) und (4)) ist natiirlich gegeben durch

- S(q) = 4rAg) [+ L 8q)]

2. Allgemeine Beziehungen

Wir betrachten ein Deuteriumplasma zunichst beliebiger auf 1 normierter Ionengeschwindigkeits-
verteilung f%il) ( b{ist der ganze Geschwindigkeitsraum):

ﬁ
j{i(ﬂz) B = 4
™
Die Wahrscheinlichkeit fir eine Reaktion zweier Teilchen ist dann
Mt - w3 e e 3>
(13) R = 2 f () Huz)ﬁ G(g) <V u, < U,

-
wo n die Teilchendichte und g der Betrag der Relativgeschwindigkeit 3 ist. Wir ftihren noch die
Schwerpunktsgeschwindigkei&;3 ein und transformieren:

(12)

g = %-(;{IA 15:2) 5;, = }?<f ETE?
(14) N - N > =D i =

3 = U, - 2 u, = el j
Damit ist

a2
(15) R= % L564)9)
mit
> 4D - !——>) g C,g—-a cl3§)
(16) <G(3)j> = g f(s‘z‘J)fs‘aJ 15095l
S&

Die Energle eines Neutrons aus einer Reaktion zweier Deuteronen der Relativgeschwindigkeit

ist im Schwerpunktssystem

ginele Y Jvrghpads
I ( G+ G 9 ) e G

(17) =

-




wenn Q die Reaktionsenergie, m die Masse des Deuterons und G? die Geschwindigkeit des Neutrons
im Schwerpunktssystem ist. Zur Vereinfachung haben wir dabeil einfache Massenverhdltnisse ange-
nommen (die Masse des Neutrons als m/2 und die von He” als 3 m/2).

- o
Lassen wir zu, dass der Wirkungsquerschnitt vom Winkel © zwischen W und ﬁ abhdngt, so kann
die Ausbeute in folgender Form geschrieben werden ( 5 (g,0) ist der differentielle Querschnitt):

) R= = (“?(s*a f(s ﬂ q 5(4,6) d( ) >d;;5

Fihren wir nun die Neutronengeschwindigkeit \3 im Laborsystem ein
-

-
(19) /\9=’l/u+3
so ergibt die Elimination von &

(20) R = m* ((H(cm “;)f(ca“_i’_) j——q\(;ﬁi J (Wt 45) 5T 4w d ¥

wVe
bzw.

o) dR _ 2ntv IT(;;'M—’)*?‘;),E 5 = 5)30_/5.0’ 0/*( 2 /m,) o wa?j

dJE,, m
d () ist das Raumwinkelelement und E = m/4 w2 die Neutronenenergie im Laborsystem.
‘Diese Beziehungen haben wir nun auf verschiedene Geschwindigkeitsverteilungen anzuwenden. Wir

wollen zwei Typen als Beispiele untersuchen:

a) eine verallgemeinerte Maxwellverteilung, die von zwei Parametern abhingen soll, von der
"senkrechten Temperatur"T, und von der "parallelen Temperatur" T, , nimlich:

(22) :f' ({Z ) = ’/))J_'_‘ v exp (- Py lu_‘) exp (_/i,, l-l,,")

/
[
wo

m I < I
(23) PL= 257, A= T,

b) drei- und zweidimensionale monoenergetische Verteilungen, ndmlich

a fe) . L)

2T U,
und
N o= ut) ()
(25) JE (C) = =

Die beiden Typen von Verteilungsfunktionen sind sehr verschieden voneinander. Insbesondere

sind im Fall der verallgemeinerten Maxwellverteilung Relativ- und Schwerpunktsgeschwindigkeiten
statistisch unabhingig voneinander, widhrend bei den monoenergetischen Verteilungen ein eindeu-
tiger Zusammenhang zwischen Relativ- und Schwerpunktsgeschwindigkeit zweier Teilchen besteht.

Betrachten wir nimlich eine Paarverteilungsfunktion, so ergibt sich aus Gleichung (22) durch
die Transformation (14)

(26) f(2) [in) = S(3) G(7)




K

mit

(). 2w’

(a7} » it ;:-_“_‘N ‘ZX}/‘(_://Li ng)C/\l) (\ 'Zﬂll S/tl)
und ) ( ) ILVQ 'Q :
" @y B ma el Ap)

d.h. sowohl Schwerpunkts- als auch Relativgeschwindigkeit sind wiederum in demselben verall-
gemeinerten Sinn Maxwell-verteilt, wobei jedoch die Schwerpunktsgeschwindigkeiten sozusagen
die halbe, die Relativgeschwindigkeiten die doppelte Temperatur haben. Genauer ausgedrilckt
heisst dies:

@) % Loy = 5 (AT ey
(30) e Lyt = 2 (kT L)
wdhrend

. {
(31) Fdu> = RT, ~ LT,

Fiir die beiden monoenergetischen Verteilungen ist jedoch stets

(32) iy 4 -
’Mol = el =¥ —1—

3, Gesamtausbeuten fiir verschiedene Geschwindigkeitsverteilungen

Betrachten wir zunichst die verallgemeinerte Maxwellverteilung (22), so ergibt sich

1
L& - ﬂt_/)"'_f g 1 Y ex ) (- 'A’L‘Ji’) 5 -/ﬁ_‘LL) g5
! G V1P e (R Jep (-2 ) 1y
Dies kann umgeformt werden zu

()  &e§< /’u(iL)/‘S 9" 509) “P(i' — erf (‘J \T—)'f
wWo X &
(30) onf bo)ots {:;— g od 2 1002 \5_;_ 5 )L;., = )

die normierte Fehlerfunktion ist. Gleichung (33) ist geeignet fiir den Fall /%|>/2L (t, < T, ).
Im umgekehrten Fall schreibt man begier

NN < : ’_,)"Q S 9°50y) exp (- s—‘—%d) i (_3 VE_:-/_;:) ‘v/f

wo

(36) i (x) = - caf(x)

Die Funktion .e\f{(x\ ist auch tabelliert worden [}5;].




Die drei wichtigsten Spezialfzdlle sind:
a) die dreidimensionale Maxwellverteilung mit
Br=03w=17
filr die oo
Go af2 | g2y ) ex 2 (- }—JL) e
(37) Z'D j>3 =P e d-¢] ' = b
v

b) die zweidimensionale Maxwellverteilung, bei der

Pu => oo
fir die ~o
3 &
2 N
o) L3597, = [ f‘d Gg) exp (- 5 ){f
o
c¢c) die eindimensionale Maxwellverteilung, bei der
(”_L = o9
fir die )

(39) <sff>4 = \{l??'h‘ gjc(j) exp(— &','_3 )cl(p

Die drei Integrale (37), (38) und (39) unterscheiden sich also nur durch die verschiedenen
Potenzen von 8 , die in ihnen vorkommen.

Aus den Gleichungen (37), (38), (39) ergeben sich unter Zuhilfenahme der Beziehung (54) des
folgenden §4 einfache Zusammenhinge zwischen diesen Gesamtausbeuten, die nidherungsweise er-
fi1llt sind:

dog>, =~ 035(8T)% Loy,

dsq>, = vy (k1) “(s9>,

Dabei ist kT in keV einzusetzen. Eine Verallgemeinerung fur O<% Ty € T ergibt sich in derselben
Welse aus Gleichungen (33) und (38)

59> T et (Vestn) ¥(z-1) 592
) = = \( "# V‘)- (:é-/)
425 v 5(hT) (& 2 (1)
Schon wenn T_L nur wenig grosser als T ,, 1ist, geht die Fehlerfunktion gegen 1 und
LS8 ~ \(IJ_-_ g
J (.Tn., IL,) -’l‘TA ZGJ>Z(71)
Fir die dreidimensionale monoenergetische Verteilung (24) erhilt man
2,

¢ f >
(40) < ‘)CJ ?Vﬂ\nlos = Z_lzl f fJ*G(j)vlJ.
24

und fiir die zweidimensionale monoenergetiscge Verteilung (25)
it

s 2 4. G«
o <€ﬁ7wmo;‘_ ® T fw_‘j"‘——j)?. ('j

Zum Vergleich kann man noch den trivialen eindimensionalen monoenergetischen Fall hinzufiigen:

éf;(j>.thv)u, L = Llo (;(Zl\)

Die numerischen Ergebnisse sind in den Abbildungen 1 und 2 zusammengestellt. Abbildung 1 bringt
6513>1,2,3 als Funktion der entsprechenden Temperatur T,6 , T, , T. Beim Vergleich verschieden-
artiger Geschwindigkeitsverteilungen ist es jedoch sinnvoller, die Ausbeute als Funktion der
mittleren Deuteronenenergie E aufzutragen. Dies ist in Abbildung 2 geschehen.




4, Die Energiespektren der Neutronen

Im Falle einer isotropen Maxwellverteilung

= 3 2
42 J(R) = (&)% exp (- AuT)
(42) 2 = p /A

ergibt sich aus Gleichung (20) bzw. (21) nach einiger Rechnung (zunichst Integration {iber den

Raumwinkel im g-Raum und anschliessende Integration ilber den ﬂ?-Raum):
=

A8 _ gt [ exp[Lap(otits. gt)) S /Mv@)j*c“@)

13 = A , 3
clEEn m T V gé (f
]
Beschridnkt man sich auf kleine Temperaturen
(44) T
so ist das Argument des sinfu  sehr gross gegen 1 und man bekommt in 1. Niherung
L —
clR "M A L zJ
_-_— = — - V-V
(45) JE, me—y U L dsg>, exp |- 2B (v-v,)

wo 3 Q
(46) Vo = QW

die Geschwindigkeit des Neutrons ist flir den Fall, dass zwei ruhende Deuteronen miteinander
reagieren.<f<5‘j73 ist der gemittelte Wirkungsquerschnitt entsprechend Gleichung (37). Aus
Gleichung (45) ergibt sich die Halbwertsbreite der "Neutronenlinie"

(47) AE, = 362 (kT
Misst man stn und kT in keV, so ist wegen
(48) R= 327 MeV = 3270 feV

(49) AEk = 82,5 \)’&T

Die folgende Tabelle gibt diese Halbwertsbreiten entsprechend der obigen Gleichung und das Ergebnis

der numerischen Rechnung nach Gleichung (43), soweit sie durchgefiihrt wurde.

KT (keV) E (keV) E_ (keV)
Gl. (49) numerisch (Gl.(43))

1 82,5
2 116 117
> 143 143
5 184 186
7 218 220
lo 261 264
15 319 324
20 369 376
50 583 609

lo0 825
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Abbildung > zeigt einige numerisch berechnete Profile. Man sieht, dass neben der bereits
diskutierten Verbreiterung mit der Temperatur eine kleine ebenfalls mit der Temperatur
zunehmende Verschiebung zu héheren Energien hin auftritt.

All dies ist auch anschaulich leicht zu verstehen. Aus Gleichung (1) ergibt sich als obere
bzw. untere Grenze:

J

P
(50) et W Qs +s

Dementsprechend ist die Linienbreite etwa

AE, = lL“_' 20~ | GhT

im Einklang mit obigen Ergebnissen. Das Zentrum liegt etwa bei

= 2% 2 %) ; - 4
(51) th'rmm SN P o T,q et > v D
Wegen Gleichung (29) ist

MM = _
(52) Tty = kel

Den Mittelwert LUL‘darf man nicht so einflach bilden. Es kommt hier nicht auf die Verteilung der
Relativgeschwindigkeiten im Plasma selbst an, sondern auf die Verteilung der Relativgeschwindig-
keiten jener Deuteronen, die wirklich zu einer Reaktion fiilhren, was wir durch eine doppelte
Klammer ausdriicken wollen. Gleichung (17) gibt dann

(53) '—"-:‘—(u;‘> = %—b( + %ww <<LJ‘>>

Etwas grob kann man so vorgehen: das Produkt aus Wirkungsquerschnitt (9) und Verteilung der
Relativgeschwindigkeiten (28) hat sein Maximum bei einer Relativenergie, die ein Vielfaches der

mittleren thermischen Energie ist:

(54) T s A3 (RT)

wenn man mg2/2 und kT in keV ausdriickt.

Nimmt man an, dass dieser wahrscheinlichste Wert vom Mittelwert nicht wesentlich verschieden ist,

so ergibt sich

A i N 2 : 2 &
(55) TR LRy S QU Aed (RT)D

und die Verschiebung des Maximums ergibt sich aus

(56) = ~ 3K s 49 (RT)Y o FRT

TN Wila

Die folgende Tabelle zeigt diese Verschiebung im Vergleich zu den numerischen Ergebnissen.




(E - 3/4 Q) 1in kev

kT in keV gy e
Gl. I56) numerisch
1 5,3 5,2
2 8,5 9,0
5 11,3 12,0
4 13,9
5 16,2 17,4
6 18,4
7 20,5 22,4
8 22,6
9 24,6
lo 26,6 29,3
15 35 40,0
20 4y 50,0
50 85 lok4
loo 143

Man findet also Neutronenlinien, deren Breite mit Hilfe von Kernspurplatten messbar sein sollte.
Ausserdem lHsst sich so die Isotropie des Plasmss nachpriifen, da das Spektrum fiir jede Beobachtungs-
richtung dasselbe sein sollte. In einem schnellen Theta-Pinch ist das Plasma vermutlich anisotrop,
weswegen wir im folgenden Abschnitt eine zweidimensionale Maxwellverteilung diskutieren.

Gehen wir von einer zweidimensionalen Maxwellverteilung (d.h. ",=$ 0o ) aus
Q -
(57) ;ff(%) = L;- exy (- {siul ) J’('L(,,)

so ergibt sich aus Gleichung (21)

JA*R Lol St ‘- ; [y
(58) m = ‘_Jy;\” @XP[— 2‘/5_‘_ (’L‘ S = Vsl + i_f + 9_27.1;/%@:‘;'”}“//@_7,}0; ,
F{'U(c‘nl)
A(j) B(j)(i% - ’2/'46«/320()
455 4B @ C<7
2, & |

Dabei ist die untere Grenze des Integrals

y& L4y
(59) F_(/U CJJO(') = F(U/I) = { - :,: wenn diese Wurzel reell ist
C

sonst
und X ist der Winkel, den die Beobachtungsrichtung mit der Achse bildet.

Betrachten wir als speziellen Fall die senkrechte Richtung & = % unter der Annahme kT, & Q,
so ergibt sich im wesentlichen dasselbe wie im vorher diskutierten isotropen Fall:

(60) ciiﬂ £ ex|) [- ZE/%J_ (.U-VC)&J

D.h. die Halbwertsbreite ist in senkrechter Richtung in dieser Niherung ebenfalls durch obige

Tabelle gegeben. Dies ist auch auf Grund der obigen qualitativen Erklirung klar, die wir fiir die
senkrechte Richtung wortlich iibernehmen kdnnen. Fiir die iibrigen Richtungen l&dsst sie sich leicht
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modifizieren. Es kommt auf die Komponente der Schwerpunktsgeschwindigkeit in Beobachtungsrichtung
an. Alle Schwerpunktsgeschwindigkeiten liegen in der senkrechten Ebene. Demzufolge milssen die
Halbwertsbreiten der Neutronenlinien mit dem sin® abnehmen. Dies gilt jedoch nicht fiir sehr
kleine Winkel 4 . Man kann sich leicht liberlegen, dass die Halbwertsbreite in achsenparalleler
Richtung von der Ordnung le_ sein muss. Diese qualitativen “berlegungen werden durch die

numerischen Ergebnisse voll bestdtigt. Diese wurden fir K = 0°, KX = 300, o< = 60° und X = 90

durchgefiihrt und sind in den Abbildungen 4 bis 8 dargestellt. In der folgenden Tabelle finden
sich die wichtigsten Daten.

o

l:fg keV X = 0° & = 30° oK = 60° K = 90°
2 6,3 58,65 - 116,7
3 - 72,13 - 143,3
5 13,4 93,6 160,76 185,4
T 17,6 111,2 - 219,8
lo 24,3 133,7 228,5 263,5
15 33,8 165,1 - 324,0
20 42,6 192,0 326,0 375,5

Wiahrend die Profile fiir die grosseren Winkel (entsprechend Gleichung (60)) etwa symmetrisch zum
Maximum sind, ist dies fiir die Profile z.B. in achsenparalleler Richtung nicht der Fall. Das kommt
daher, dass es fiir die grdsseren Winkel in der beschriebenen Weise im wesentlichen auf die
Schwerpunktsgeschwindigkeiten ankommt, die selbst eine Maxwellverteilung haben und von den Relativ-
geschwindigkeiten statistisch unabhidngig sind. In paralleler Richtung jedoch kommt es auf die
Relativgeschwindigkeiten an zusammen mit dem Gewicht, das ihnen der Wirkungsquerschnitt gibt.

Nach allem bisher Gesagten erscheint es ilberfliissig, auf die verallgemeinerte Maxwellverteilung
entsprechend Gleichung (22) im einzelnen einzugehen. Aus den bisherigen Ergebnissen folgt ohne
weliteres, dass etwa

(61) AE,M ~ (&’(éﬂ .wazcx o 4 Ty €037 )

sein muss.

Zum Vergleich mit den Maxwellschen bzw. Maxwell-Zhnlichen Verteilungen wollen wir nun monoenerge-
tische Verteilungen betrachten, und zwar zunichst den dreidimensionalen Fall (Gleichung (24)),
der folgendes Spektrum liefert:

Gly)
CREEIT( JeaiSikd.) .
,M Ty -
AR c r f 6"“ >C
(62) /”\ = 2 2714140}' T i | e e I et {L) 2 C
lE, o L ? .U, L

() sonst




Dabei ist die obere Grenze C;ha gegeben durch

),

4 2 2 2Q ! - =)
~ > = _ L o = - 5 i 34 2
(63) C ('L) \) Z\D 4+ WL = —+ N\ \ o 3L %( o 2

Sie erglbt sich rein formal, hat aber eine durchaus anschauliche Bedeutung. Betrachten wir bei
festgehaltener Relativgeschwindigkeit g den m&glichen Bereich der Geschwindigkeiten U der
Neutronen im Laborsystem, so sind die Grenzen gegeben durch

(64) V= wrs = |38 Fqr 2 ut- 1

Lost man diese Gleichung nach g auf, so ergibt sich gerade
] =z, & o)
Der maximale Wert, den g annehmen kann, ist 2!&0. Dafiir wird s = o und

- 3 2
(65) v - 1w = (LT,
Die obere und untere Grenze von & wird erreicht fiir g = o mit

e o

(66) v=\32 + u

Diese Beziehungen siml in der nachfolgenden Skizze zusammengefasst. Die Integration erstreckt
sich Uber das schraffierte Gebiet.

;B‘ U,
oy

m ;

i

m

s > d

Das Maximum der Ausbeute wird erreicht bei dem maximalen g-Wert von 2 u, d.h. bei dem "&

aus Gleichung (65). An dieser Stelle zeigt das Spektrum eine Spitze. Die Ableitung der spektralen
Verteilung dZK/QIE‘AL hat nach links und rechts dem Betrag nach gleiche durch das Vor-
zeichen unterschiedene Ableitungen. Auch ist die Halbwertsbreite kleiner als z.B. bei einer
Maxwellverteilung der gleichen mittleren Energie. Das erklirt sich dadurch, dass die Hauptausbeute
von den maximalen vorkommenden Relativgeschwindigkeiten herriihrt (g = 2uo), fiir die jedoch die
Schwerpunktsgeschwindigkeiten gerade verschwinden, die ja die Verbreiterung des Spektrums be-
wirken wiirden. Mit anderen Worten: die Linie ist schmiler, weil im Gegensatz zur Maxwellverteilung
Relativ- und Schwerpunktsgeschwindigkeiten statistisch abhingig sind (siehe Gl. (32)). Das filhrt
zu einer statistischen Wichtung, bei der die grossen Schwerpunktsgeschwindigkeiten benachteiligt
werden.

Die Abbildungen 9 und lo bringen einige numerisch berechnete Spektren und einen Vergleich mit dem
Fall der dreidimensionalen isotropen Maxwellverteilung.
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Aus Gleichung (66) .ergibt sich die Basisbreite der Spektrallinie zu qGCiEii » wenn E, die
Deuteronenenergie ist. Die Halbwertsbreite ist deshalb von der Grdssenordnung

(67) AE, ~ \aE,

in Analogie zu Gleichung (47). In diesem einfachen Bild wire also Zﬁfsuﬂu\lﬁ. . In Wirklichkeit
steigt die Halbwertsbreite etwas stdrker mit E, an (¢ ABu ~ Eifl7 ). Dies ist aus den folgenden
numerischen Werten zu ersehen und liegt daran, dass mit zunehmender Energie die Abhéngigkeit des
Wirkungsquerschnitts von der Energie schwidcher wird.

Eq = -;-muo2 AEn
3 43
4,5 57
755 82

10,5 105
15 135

Zur Vermeidung der etwas schwerfilligen Formeln wollen wir hier nur das Spektrum fiir die
Beobachtungsrichtung senkrecht zur Achse in der (nicht schwerwiegenden) N#herung isotropen
Wirkungsquerschnitts angeben: qu)

2 o7 cl .
AR ww (] G)iog cur  Gfv)> 0
= 21w W %Z v ”;"E-‘ v4uz - ['\7)"-0 s %-z-.. u\,z)L
N
(D sonst

(68)

Im wesentlichen ist hier dasselbe wie im vorhergehenden Abschnitt zu sagen. Inbesondere ist G(¢)
wiederum durch Gleichung (63) gegeben und wie vorher zu interpretieren. Die letzte Wurzel im Nenner
des Integranden verschwindet an der oberen Grenze G(79). An der Stelle des Maximums der Ausbeute,
d.i. bei “}=-“%% + 3u* und q = 72U, , verschwindet ausserdem noch die erste Wurzel dieses
Nenners, so dass das Integral an dieser Stelle divergiert. Das Spektrum bleibt natiirlich integrabel.
Die Halbwertsbreite verschwindet deshalb. Dennoch hat das Spektrum eine gewisse Ahnlichkeit mit

dem der dreidimensionalen monoenergetischen Verteilung. Mit G(%-) ist auch die Basisbreite dieselbe.
Der Unterschied liegt in der noch stirkeren Bevorzugung der kleinen Schwerpunktsgeschwindigkeiten
im Falle von nur zwel Dimensionen, die man sich rein geometrisch klar machen und bereits bei den
vorher berechneten Gesamtausbeuten (man vergleiche die beiden Formeln (40) und (41)) zum Ausdruck
kam. Beobachtet man unter dem Winkel ™ mit der Achse, so wird die Spektrallinie wiederum schmdler.
Fiir hinreichend grosse Winkel < geht die Breite etwa mit dem sino< und in paralleler Richtung

(N = 0) ist die Basisbreite in Bezug auf die Energie gleich der doppelten Deuteronenenergie.

Beispiele und Vergleiche mit dem dreidimensionalen monoenergetischen Fall sind in den beiden
Abbildungen 11 und 12 gegeben.
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5. Neutronenflussverteilung

Ein anisotropes Plasma emittiert auch einen anisotropen Neutronenfluss. Dies hat zwei verschiedene
Ursachen. Erstens verursacht die Anisotropie der Schwerpunktsgeschwindigkeiten eine Anisotropie

beim {lbergang vom Schwerpunkts- zum Laborsystem. Zweitens bewirkt der anisotrope Wirkungsquerschnitt
eine Anisotropie schon im Schwerpunktssystem. Bel "kleinen" Plasmatemperaturen (d.h. wenn kT & Q)
ist S <« WU% und der zweite Effekt liberwiégt den ersten bel weitem. D.h. aber, dass wir ndherungs-
weise die Winkelverteilung der Neutronen im Laborsystem durch die im Schwerpunktssystem ersetzen
dilrfen. Der Fehler, den man dabei macht, liegt fiir z.B. lo keV-Plasmen bei etwa nur 14 und die
Rechnungen werden erheblich einfacher.

Wir wollen bloss zwei Beispiele betrachten: die zweidimensionale Maxwellverteilung und die zwei-
dimensionale monoenergetische Verteilung.

Dafiir ergibt sich in der %Snannten Nsherung ( S <« W )

A Bly) e
(69) i@ = 0L f QXY) (— Ml)a\llA(j)[/‘ﬂ- B¢ ?“‘]CIJ

d o 2. 5 2
Filr einen isotropen Querschnitt, d.h. fir B(g) = 0, geht diese Beziehung in die friher abge—
leitete flir die Gesamtausbeute, Gleichung (38), iiber. Aus Gleichung (69) kann man das Verhdltnis
der Neutronenfliisse fiir verschiedene Beobachtungsrichtungen berechnen. Beziehen wir alles auf die
achsenparallele Richtung, so ist

(70) N = Lg'_i)a/(ﬂ_l’i)“ - 1+ 3 (0,5'1 +0,0058 P «q'y)

wenn wir % (41;2}) in keV a%sodriicken und ((g2>> der folgende Mittelwert ist:

(71) €9 "[ e C &) AG) 3t dy
71 = )
gt 2 2
[ep (-5 )Al)g*
Dieser Mittelwert kann in guter Niherung durch den schon im Zusammenhang mit Gleichung (53)

diskutierten ersetzt werden, d.h.

2/3 8“104
(72) Va4, + [0.4554 QOSA’(Qﬁ)j K

Die numerischen Ergebnisse unterscheiden sich von dieser Niherung nur wenig. Die folgende Tabelle
gibt das Verhiltnis V fiir die senkrechte Beobachtungsrichtung, und zwar die Ndherung und das
numerische Ergebnis.
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kT  (keV) v (9o°§ vV (90°)
Gl. (72 numerisch
1 3519 1,20
2 1,21 1,22
3 1,23 1,24
4 1,25 1,26
5 1,27 1,28
6 1,28 1,29
7 1,29 1,31
8 1,31 1,33
9 1,52 1,34
lo 1;33 1,36

Wiederum in derselben Niherung (d.h. S« W ) ist

olR Ly 4 Ac [1+ 4 8G)svn']
{Q T ) V——_—""ol* ?‘_L

Der wesentliche Beitrag kommt von dem Bereich knapp unterhalb der oberen Grenze, da A(g) stark
mit g zunimmt (jedenfalls in dem hier interessierenden Bereich kleiner Relativenergien) und
ausserdem der Nenner des Integranden (d.i. die Schwerpunktsgeschwindigkeit) an dieser oberen
Grenze gegen O geht. Das erlaubt uns den Mittelwert <g’g22> , der nun als

(74) <(31>)= o Vg {

u .
f CAWI
0 VVJ-%§ ;

definiert ist, anzunihern durch

(75) <<C31>> ~ Lu,z

Damit ist

MUy > .2
w6 N = 4+ (0455 + 0,005%. 2. _l"“)S’VVlo(

wo die Deuteronenenergie mu02/2 wiederum in keV auszudriicken ist. Wiederum bestdtigen die
numerischen Rechnungen diese Betrachtung sehr gut, was folgende Tabelle zeigt.

2
“g (keV) v (9o°; Vv (90°)
G1.(76 numerisch
1 1,17 1,17
2 1,18 ' 1,18
3 1,19 1,19
4 1,20 1,20
5 1,21 1,21
6 1,23 1,22
7 1,24 1,23
8 1,25 1,24
9 1,26 1,25
1o 1,27 1,26
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Die numerischen Werte liegen etwas unter den angensherten (fir die kleinen Energienmacht sich

dies erst in den hier nicht mehr gegebenen Stellen bemerkbar). Dies muss auch so sein, da unsere
Nzherung eine obere Grenze darstellt. Die Anisotropie ist kleiner als im Falle einer zwei-
dimensionalen Maxwellverteilung gleicher mittlerer Energie. Dies liegt am kleineren Wert von <fg22> 3
d.h. daran, dass bei einer Maxwellverteilung die Mehrzahl der Neutronen von Deuteronen iiberdurch-
schnittlicher Relativenergie herriihrt.

6. Schlussbemerkung

Wir haben die Gesamtausbeute an Neutronen,ihre Energie- und Winkelverteilung fiir verschiedene
Geschwindigkeitsverteilungen der Ionen eines Deuteriumplasmas diskutiert und gesehen, welche
Informationen darin stecken. Es widre also sehr niitlich, die entsprechenden Grdssen experimentell
zu bestimmen und fiir die Plasmadiagnostik auszunutzen. Versuche in dieser Richtung sind bereits
im Gange, es kann aber im Augenblick noch nicht beurteilt werden, ob bzw. mit welcher Genauigkeit
die verschiedenen Messungen durchfiihrbar sind.
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Abb. 3 Energiespektren flr 3-dimensionale Maxwellverteilungen
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Abb., 4 Energiespektren fiir 2-dimensionale Maxwellverteilungen:
o = 90°
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Abb. 5 Energiespektren fiir 2-dimensionale Maxwellverteilungen:
o
o= 60
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Abb. 6 Energiespektren fiir 2-dimensionale Maxwellverteilungen:
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Abb. 7 Energiespektren fiir 2-dimensionale Maxwellverteilungen:
0
a= 0
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Abb. 8 Energiespektren 2-dimensionaler Maxwellverteilungen gegebener
Temperatur (kT = lo keV) fiir verschiedene Beobachtungs-
winkel
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Abb. lo Vergleich zwischen den Energiespektren fiir 3-dimensionale
Maxwellverteilungen und filir 3-dimensionale monoenergeti-
sche Verteilungen gleicher mittlerer Energie

1/2 mDug = 15 keV entspricht kT = lo keV
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Abb. 11 Energiespektren fiir 2-dimensionale monoenergetische
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Abb. 12 Vergleich zwischen den Energiespektren fiir 2- und
3-dimensionale monoenergetische Verteilungen
(2adim.s ol =.962)
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