Vakuum-Magnetfeld im Theta-Pinch:
Vermeidung von Asymmetrien
(Elimination of Asymmetries in the
Vacuum Magnetic Field of Theta Pinch
(Choit L]

Frank Pohl

WS Januar 1967

INSTITUT FUR PLASMAPHYSIK

GARCHING BEI MUNCHEN




INSTITUT FUR PLASMAPHYSIK

GARCHING BEI MUNCHEN

Vakuum-Magnetfeld im Theta-Pinch:
Vermeidung von Asymmetrien
(Elimination of Asymmetries in the
Vacuum Magnetic Field of Theta Pinch
Goi:lg)

Frank Pohl

IPP 1/57 Januar 1967

Die nachstehende Arbeit wurde im Rahmen des Vertrages zwischen dem Institut
fir Plasmaphysik GmbH und der Europdischen Atomgemeinschaft iiber die

Zusammenarbeit auf dem Gebiele der Plasmaphysik durchgeftihrt.




IPP 1/57 F. Pohl Vakuum-Magnetfeld im Theta-Pinch: Vermeidung von
Asymmetrien
(Elimination of Asymmetries in the Vaccum Magnetic Field
of Theta Pinch Coils)
Januar 1967 (in German)

Abstract

Deviations from rotational symmetry of the magnetic field in theta pinch coils are always due
to the fact that the current does not flow vertically from the adapter to the coil, if the end
planes are assumed to be infinitely small. By means of numerical calculations it is shown that:

1. The influence of the current feed can largely be eliminated by making the adapter sufficiently

long in the direction perpendicular to the coil axis.

The current at the coil ends can be made to flow almost perpendicularly to the slot by
extending the adapter in the axial direction about half a coil radius larger than the coil itself.

5. It is also possible in corrugated (Limpus) coils to make the current flow perpendicularly to the
slot by including inductive lenses in the adapter.




Inhalt

Einleitung
Kapitel 1
A
B
C
D
E
Kapitel 2

§1
§2
Kapitel 3
§1
§2
§3
§4
Kapitel 4
§1
§2
§3
§4

§5

Magnetfeld-Inhomogenititen und ihre Ursache
End-Effekt

Schlitz-Effekt

Kollektorflichen-Effekt

Effekte bei gewellten Spulen

Effekte bei gewellten Spulen

Voraussetzungen fiir die numerische Rechnung
Berechtigung der Voraussetzungen
Konsequenzen aus der Vernachlissigung der Stirnflichen

Uberstehender Adapter bei einer geraden Spule mit
konstantem Querschnitt

Methode

SCHLUTER's Giitemass

Azimutale Stromverteilung auf der Spule

Zur numerischen Berechnung von U aus der Laplace-Gleichung

Gewellte Spulen und induktive Linsen
Mathematische Formulierung des Problems
Zusammenhang zwischen Spulenradius und dem Feld im
Spuleninnern

Losung der Gleichung div (SX¥) =0
Glltigkeitsgrenzen der Gleichung div (Sf) = 0
Resultate

Seite

O NN V&R e e

@

lo
11

12
14

15

16
16
18




Einleitung

In einer Theta-Pinch Spule ist das Magnetfeld nicht homogen. Inhomogenititen des Magnetfeldes

storen aber den Ablauf von Theta-Pinch Experimenten: z.B. fithren Abweichungen von der Rotationssymmetrie
dazu, dass der Plasmaschlauch gekriimmt wird und Driftbewegungen ausfiihrt, unter Umstinden bis an die
Spulenwand. Man wird daher versuchen, diese Inhomogenititen moglichst klein zu halten. Beim linearen
Theta-Pinch ist es wohl kaum mdglich, Endverluste zu vermeiden. Aber man kann durch geeignete Formung
der Zuleitungsplatten das Magnetfeld in guter Niherung rotationssymmetrisch zu gestalten, sogar dann,
wenn der Spulenradius veridnderlich ist, wie beim Limpus-Experiment. Wie dies im einzelnen geschehen
kann, ist Thema dieser Arbeit.

Kapitel 1 Die Ursachen fiir die Entstehung von Feldgradienten beim Theta-Pinch

Wir stellen in diesem Kapitel die wichtigsten Ursachen fiir die Entstehung von Feldinhomogenititen
zusammen und werden hieran die Fragestellung fiir die folgenden Kapitel herausarbeiten.

ALDRIDGE et al. erwdhnen in ihrer Arbeit "Plasma Drift in the Thetatron" [11 A) den "End-Effekt",
B) den "Schlitz-Effekt", und C) den "Kollektorflicheneffekt".

A) Der End-Effekt ist die Feldinhomogenitit, welche beim Ubergang vom nahezu homogenen Feld im Spulen-
innern zum feldfreien Aussenraum entsteht (s. Abb. 1). Der End-Effekt bewirkt ein. starkes Ansteigen
der Stromdichte in Kantennihe; diesen Zusatzstrom nenne ich "Endeffekt-Strom" (s. Abb. la). Der End-
effekt-Strom in der Spule verhdlt sich zum Endeffekt-Strom im Adapter genihert wie der Spulendurch-
messer zur Schlitzbreite, d.i. in praxi etwa wie 50:1. Wir beriicksichtigen in dieser Arbeit daher nur
den End-Effekt am Spulenrand und vernachlidssigen den End-Effekt am Adapterrand.

Metallkante
T R R R S e o, il

—————— Feldlinien

Endeffekt- Strom
Stromdichte

——

Abb. 1

B) Der Schlitz-Effekt ist die Verbiegung der magnetischen Feldlinien, besonders in Kantennihe,
wie sie Abb. 3 zeigt. Er entsteht deshalb, weil der Endeffekt-Strom im Spulenrandgebiet sehr viel
grosser ist als im Adapterrand und daher die Stromfiden so gebogen werden, wie Stromfaden III in
Abb. 2 sowie die in Abb. 18a dargestellten Stromfidden.
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C) Der Kollektorflicheneffekt ist die Verbiegung der magnetischen Feldlinien, wie sie Abb. 4 zeigt
Er entsteht, wenn Kollektor und Adapter derart gebaut sind, dass die meisten Stromfiden so verbogen

werden wie Stromfaden I aus Abb. 2.

Kollektor

Adapter Ay

Spulenrand am Schlitz
—\_/ . e
% Feldlinien
X\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\J Spulenrand gegenﬂbel’
R( dem Schlitz

Y4

Mitte

Abb. 4 Kollektorfldichen-Effekt

Der Kollektorfldcheneffekt ist also-dem Schlitzeffekt entgegengerichtet. Daraus resultiert die
Fragestellung fir Kapitel 3: wie miissen die Zuleitungsplatten geformt werden, damit sich die beiden
Effekte gegenseitig aufheben? Die Antwort sei hier vorweggenommen.

1. Der Adapter muss in Richtung senkrecht zur Spulenachse so lang sein, dass der Kollektorflichen-
effekt praktisch O wird (s. Green [5]), dies ist bei A,z A, der Fall (A, und A, — Abb. 5).
Als Bewels hierfiir dient die Abb. 6, welche die Lage der Stromfiden quantitativ wiedergibt.

|
! Kollektor
' Adapter

Abb. 6




2. Der Adapter muss etwas linger gebaut werden in Achsenrichtung als die Spule, wie dies Abb. 5

zeigt; hierdurch entsteht ein "Adapterflicheneffekt", welcher bei Z1 = 0,4R bis 0,5 R den
Schlitzeffekt nahezu aufhebt. Allerdings miissen die Adapter-Stirnflichen vernachlissigbar klein
sein, da letztere sonst die Magnetfeldlinien von sich wegdriicken, was starke Asymmetrien zur

Folge haben kann.

Kollektor

Adapter Ay

.. R, N, R, D, ., R R, . .,

-
Mitte Az

Abb. 5b Uberstehender Adapter:

Abb. Sa {lberstehender Adapter:
Schema der Ausfilhrung

Stromfithrende Schicht, die

in der Rechnung berlicksichtigt ist
Zu diesen Effekten kommt ausserdem bei gewellten Spulen, d.h. Spulen mit z-abhdngigem Radius:
D) das Ab- und Zunehmen des Magnetfeldes infolge der Wellung (s. Abb. 7).

Abb. 7




E)Schiefes Einfliessen des Stromes unabhdngig von Kollektor- und Schlitz-Effekt, falls die Zu-
leitungsplatten ilberall gleichen Abstand voneinander haben. Dies folgt aus dem Prinzip, dass die
Stromfdden sich stets so anordnen, dass die magnetische Energie minimal ist.

Abb. 8 zeigt eine Halbperiode. Bei y = Vo seien Strom und Magnetfeld homogen, die Stromfiden liegen
daher #dquidistant und parallel zur y-Achse. An der Grenze des Adapters gegen die Spule, beschrieben
durch y = R(z), liegen wegen Effekt D) die Stromfiden nicht Hquidistant, sondern dringen sich am
Spulenhals etwas zusammen. Aus dem Prinzip, dass dle magnetische Energie des zwischen ¥y, und R(z)
liegenden Feldes minimal sein soll, folgt, dass sich die Stromfdden bei vorgegebenem konstantem
Plattenabstand so gleichformig wie irgend mdglich ilber den Adapter verteilen, wie dies in Abb. 8
qualitativ dargestellt ist. Die Strime fliessen also schief vom Adapter auf die Spule, folglich treten
Asymmetrien auf (s. Abb. 12).
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Abb. 8

Daraus resultiert die Fragestellung fir Kapitel 4:

Was muss man tun, damit die Stromfidden senkrecht auf R(z) auftreffen, wie dies Abb. 9 zeigt?

Wir sehen qualitativ schon beil Betrachtung von Abb. 9: die Stromfiden kdnnen zu dem Umweg um das
ilber dem Spulenbauch liegende Gebiet nur dadurch gezwungen werden, dass man in diesem Geblet eine
Zone erhdhter Induktivitdt einbaut, d.h. den Adapterplattenabstand S variiert. Daraus folgt als
Fragestellung fir Kapitel 4:

Wie muss man den Plattenabstand S als Funktion von z und y wihlen, damit die Stromfidden senkrecht
auf R(z) stehen?

Induktive Linse -

Riz)

Abb. 9




Kapitel 2 Voraussetzung zur numerischen Rechnung

Die wichtigsten Voraussetzungen, die fiir die numerischen Rechnungen gemacht wurden, sind:
1. Vernachldssigung der Ohmschen Widerstinde

Eindringtiefe = 0

Alle Strome sind Flichenstrome

2. Vernachldssigung von Stirnfldchen und Aussenzylindern

3. Rein azimutale Stromverteilung auf der Spule

§1 Berechtigung der_Voraussetzungen

Wir wollen in diesem Paragraphen untersuchen, unter welchen physikalischen Bedingungen diese Vor-
aussetzungen wenigstens ndherungsweise erfiillt sind. Vor. (1) 1st erfillt, wenn die Frequenz so
gross ist, dass die Eindringtiefe D klein ist gegen den Spulenradius R. Fiir die Eindringtiefe gilt

1
=—" (em
D5 (em)
wobeli 6= Leitfihigkeit in elektromagnetischen Einheiten

V= Frequenz in Hertz

Der Ohmsche und der induktive Widerstand der Spule sind:

R _ emnR
om © TDo,
R .\hd = 4—"[ qtéz ‘ lT(V
folglich ist
Rohm - D
Rind R
wobei = Spulenlinge.

Bei V = mehrere kHz ist D knapp 1 mm; beil den iiblichen Theta-Pinch Spulen ist R = 3 -5 em,

Rind ist daher etwa 50 mal gridsser als Rohm'

Voraussetzung 2 ist bei den meisten Theta-Pinch-Spulen nicht erfiillt. Die Stirnflichen am
Spulenende ilbertreffen den Spulenquerschnitt R2 um ein Mehrfaches. Die Konsequenz ist, dass

der Endeffekt-Strom zum grossten Teil auf der Stirnflidche fliesst und die Stromfiden bei der

in Abb. 18b gezeigten Anordnung sich nicht der Adapterform anpassen, sondern gendhert parallel
zur Vertikalen verlaufen; die Stromfédden, welche die schiefe Kante unten rechts erreichen, treten
auf die Stirnfldche iber. Zwar ist der Endeffekt-Strom bel azimutalen Stromverteilungen nahezu
unabhingig von der Wandstérke (4),so dass auch bei einer Anordnung wie der in Abb. 5b gezeigten,
Flusskonstanz vorliegt, falls man den {iberstehenden Adapter gemiss Tab. 1 konstruiert. Aber die
Stirnfldchen des Uberstehenden Adapters drdngen die Magnetfeldlinien von der Achse weg, in Abb. 5b
nach unten, wodurch schlimmere Asymmetrien entstehen als bei einer Anordnung ohne {iberstehenden
Adapter (s. Abb. 1o0), wie dies KNOBLOCH's Messungen am elektrolytischen Analogmodell gezeligt

haben [6] .

Die Berechtigung von Voraussetzung 3 fir eine vorgegebene Anordnung lisst sich nur nachtriglich
anhand der Rechenergebnisse erweisen: man sieht bei Betrachtung von Abb. 12: je geringer die
Abweichungen vom senkrechten Einfliessen der Stromféden auf die Grenze Adapter-Spule, desto besser
ist Voraussetzung 3 erfiillt.

§2 Konsequenzen aus der Vernachldssigung der Stirnfldchen

Die wichtigste. Konsequenz aus Voraussetzung 2 ist: Asymmetrien entstehen dann und nur dann, wenn
dle Stromfdden einen schiefen Winkel mit der Grenze zwischen Spule und Adapter bilden, wie dies bei
den Stromfdden I und III aus Abb. 1 der Fall ist. Ursache fir die Asymmetrie ist in diesen Fillen
der Zusatzfluss, der aus dem Schlitz in die Spule dringt, wie dies in Abb. 12 dargestellt ist. Die
Abbildung zeigt ein Lingenelement von Theta-Pinch Spule und Adapter, mit Stromfiden auf dem

Adapter und Magnetfeldlinien, welche auf den Stromfdden senkrecht stehen und ins Spuleninnere gelan-
gen.
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Abb. 15




Schliesslich folgt noch aus Voraussetzung 2, dass unter "Spule" nur die stromfiihrende Schicht
an der Innenseite des in praxi mehrere cm dicken Spulenk®rpers zu verstehen ist; ferner unter
"Adapter" ausser der stromfilhrenden Schicht der Zuleitungsplatten auch der in der Spulenwand
gelegene Teil des Schlitzes. Abb. 13 zeigt den Querschnitt von Spule und Adapter im Sinne dieser
Definition zusammen mit dem Querschnitt des ganzen Spulenksrpers.

[ ﬂ’-um
—[<—-— Adapter i j

Abb. 13

Kapitel 3 Uberstehender Adapter bei einer geraden Spule mit konstantem Querschnitt

In diesem Kapitel wird eine Adapterform berechnet, bei welcher sich der in Kapitel 1, Absatz B
beschriebene "Schlitz-Effekt" und der in Kapitel 1 Absatz C beschriebene "Adapterflicheneffekt"
gegenseitig nahezu aufheben.

§1 Methode

Wir berechnen zuerst die Flichenstromdichte s auf der Spulenoberfliche unter der Voraussetzung

azimutaler Stromverteilung nach der in §3 dargestellten Methode. Das Resultat dieser Rechnung ldsst
sich gendhert durch die Formel

- \ 1 AR G Cz
R S e =S = R P
s nd £ R 10 |01 0.01

beschreiben. Diese Formel wurde anhand der numerischen Resultate von §3 durch Probieren gefunden
und soll nur zur Abschitzung von Gréssenordnungen verwendet werden. Z.B. folgt hieraus durch

Integration der Endeffekt-Strom fiir A/R = lo zu
1end = so 0.56R

Nach den in §1, Absatz C entwickelten Vorstellungen sollte demnach der Adapter um z1¢6 0,5 - 0,6 R
linger sein (in z-Richtung) als die Spule (s. Abb. 5) und (Abb. 15).

Der nichste Schritt ist dann die Berechnung der Stromfdiden auf dem Adapter. Die Gleichungen fiur die
Fldchen-Stromdichte s sind

(2) div 5 =0
(3) vt =0

Gleichung 2 beschreibt die Ladungsfreiheit der Adapterplatten.




In der Gleichung 3 steckt die Voraussetzung, dass das Magnetfeld zwischen den Adapterplatten
keine Normalkomponente besitzt. Das bedeutet, dass z.B. der Endeffekt-Strom in den Platten-
rindern vernachlidssigt wird. Dies ist nicht gravierend, da die Endeffekt-Strdme am Adapterrand
und am Spulenrand sich etwa wie Plattenabstand zu Spulendurchmesser verhalten.

Wir 16sen (2) durch

U
(ka) s2° 7 3y

(4D) sy - 2

(5) Dann hat (3) die Form AU = 0.

U bedeutet dabei bis auf einen Masstabsfaktor das magnetische Skalarpotential des Feldes zwischen
den Adapterplatten. Die U=const-Linien sind die Stromfaden. Die Randbedingungen fiir U im dem in
Abb. 15 dargestellten Adaptergebiet gy erhalten wir aus

(6a) fiir den unteren Rand aus der Spulenstromverteilung (s. §3, G1. (lo0)).

(6b) Fiir den oberen Rand hingt U von der Einspeisung ab; wir setzen U ~ z voraus.

(6c) Auf dem linken und dem rechten Rand ist U = const.

Es liegt also ein Dirichlet-Problem der Potentialtheorie vor, kein gemischtes Problem, denn wir
haben nirgends senkrechtes Einfliessen der Stromfidden vorausgesetzt. Dieses Ziel - nd@mlich das
senkrechte Einfliessen auf die Spule - wollen wir vielmehr durch geschickte Wahl der Parameter
Z5Yqs R erreichen. Es wurde nicht versucht, das Problem streng zu ldsen, denn es ergab sich, dass
das Problem in einem erstaunlich breiten Z,- und yl—Bereich mit fiur praktische Anwendungen aus-
reichender Genauigkeit 16sbar ist, wie aus Tab. 1, §2 hervorgeht. Die Behandlung des oben er-
wihnten Dirichlet-Problems ist in §4 beschrieben.

§2 Das Schliitersche Giitemass

Wenn es aus irgendeinem Grund zweckmissig ist, ein Problem durch Probieren zu 16sen, dann bendtigt
man eine Zahl, welche angibt, wie gut bzw. schlecht man geraten hat. SCHLUTER schligt filr das vor-
liegende Problem folgende Grossen vor, die wir als SCHLUTER sche Glitemasse bezeichnen wollen:

A x
(Ta) 3= S G? (x) ox wobei  Gy(x) = S:By (z) dz
0 o

A
() g - B ox  wabel ()< §Byla)es

0
By(z) bedeutet dabei die y-Komponente des Magnetfeldes am Schlitz.

Diese Wahl der Giitemasse bewirkt, dass der langsam verdnderliche Anteil von B  einen grosseren
Einfluss auf die Giltemasse erhidlt als der schnell verinderliche Anteil. Die Foﬁrier-Entwicklung
von B _ seil &

]33=j‘b(\.() sin kz dk

Dann ist z.B. °
A e bk o
= kK ——— (1- cos \00}
9, Iodx[{ dk =~ (- ¢
d.h. die Anteile mit grdsseren Wellenlingen bzw. kleinerem k liefern den grossten Beltrag zu g, -

Die Anteile mit grossem k hingegen verursachen einen Fluss, welcher rasch das Vorzeichen wechselt
und sich daher vom Schlitz aus nicht weit in der Spule ausbreitet.

Ferner ersehen wir aus der Definition: falls man die exakte Ldsung des Problems hat, ist By(z) =0
und damit auch g = 0 und g, = 0. Folglich: je kleiner die Giltemasse, desto besser die Losung.

Die Resultate sind in Tab. 1 und Abb. 18 zusammengefasst; 8, ist auf loo normiert.
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Tabelle I

%1/ Y1/R &1 7]
Glitemasse fir eine 0 0 loo 500 (unkorrigierter Fall)
Spule mit A = 4R o,4 0,4 5,8 26,7

0,48 0,48 1,6 11,5

0,6 0,6 0,1 1,3

0,6 0,0 0,4 0,5

0,72 0,72 2,8 1,7

0,6 2,4 3,3 58,0

Es sel bemerkt, dass die Zahlenwerte von g, und g, stark davon abhingen, ob man die Integrale
in G1. (7) bis A oder bis A- E erstreckt, wobeli €= 1 - 3 mm ein Bereich ist, in welchem man
auf die Forderung nach senkrechtem Einfliessen verzichtet, um festzustellen, welcher Beitrag
zum Giitemass nur vom Bereich € herrithrt. In Tab. 1 ist € = 0,6 cm gewshlt.

Schliesslich sei noch daran erinnert, dass wir am oberen Adapterrand U ~ z angenommen haben, was
einer Einspeisung aus einem unendlich langen Adapter nahekommt; in Wahrheit ist aber auch der
lingste Adapter nur endlich lang, so dass ein wenn auch sehr kleiner Kollektorflichen-Effekt besteht.
Bei der in Abb. 6 dargestellten Anordnung z.B. ist das allein vom Kollektorflichen-Effekt erzeugte
Glitemass, bezogen auf einen Spulenabschnitt der Ldinge 4R, von der Grdssenordnung 5, so dass die
beste Losung fiir diese Anordnung 2y = 0,3 R sein diirfte.

§3 Stromverteilung auf der Spule

Wir denken uns die Spule aufgeteilt in N isolierte Kreisringe der Breite DZ (s. Abb. 16). Die Ringe

haben die Selbstinduktion LJJ und die Gegeninduktion LJK

Fluss durch die Spule unabhingig von z sein soll, ersetzen wir durch die Forderung, dass der

. Die Forderung, dass der magnetische

Fluss durch den Ring Nr. J unabhingig von J sein soll. Fiir N — o0 sind diese beiden Forderungen
identisch. Die Flusskonstanz-Forderung liefert das Gleichungssystem

N
(92(-Z_LJKIK=F=const | J- 42,..N

Dies ist ein System von N Gleichungen fir die N Unbekannten IK, wobei IK die Stromstdrke in Ring
Nr. K bedeutet.

Nun interessieren wir uns fiir das magnetische Skalarpotential U im Schlitz, d.i. an der Grenze

Adapter-Spule. Die zu Gl. (4b) analoge Beziehung fiir die Spule lautet
2U

Sy * 9%
hieraus folgt

K
(1o) Uy MJ% I

Schliesslich seien noch die Induktivititen in Nano-Henry angegeben: (s. z.B. [2] und [}] )

Ly = 4T m{% -k] KW - 2 € (W]

Ly, = 4w e -{-05 (%—Z'l)}

3]
wobei r. = Radius von Ring Nr. J
K(k), E(k) —» vollstindige elliptische Integrale 1. und 2. Art
kZ I 5 YK

(rj "'YK)Z + (ZJ “ZK)Z

z .-z, = Abstand der Ringe Nr. J und Nr. K.

J K
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Abb. 16

§4 Zur Berechnung von U aus der Laplace-Gleichung

LRV P2y
(1) 77+ 3z =0

Wir iiberziehen das Gebiet q , in welchem U gesucht ist (s. Abb. 17) mit einem Maschennetz;
dessen Gitterpunkte sollen die Koordinaten zy=J + DZ, yy = K - DY besitzen; U(zJ, yK) = U
Fiir den Fall, dass DZ = DY ist, lautet die Differenzengleichung zu (11)

Ik

(12) U U + U +U )

el ey
IK 4734 K J-1.K J,K+ J,K-i
welche durch das Overrelaxationsverfahren, einem Iterationsverfahren, losbar ist: wir bilden aus einem
beliebigen mit den Randbedingungen (Gl. 6) vertriglichen Zahlenfeld UEO% die Zahlenfelder
(n+1) ) (n+4) (n=+1) (n)

_© W (n) _
(1}) U].K = Z(UJ*LK +UJ'1.K + U’:LK*1 + U3|\<'1\* (1 w) UJ,K

Wenn der Overrelaxationsfaktor zwischen 1 und 2 liegt, konvergieren die U;?& gegen die LOsung
von (12), da das System (12) diagonal-dominant ist, d.h. die Summe der Koeffizienten der nicht-
diagonalen Glieder auf der rechten Seite von (12) ist =< 1. Die Konvergenz erfolgt am schnellsten
fiir W = 1,8 bis 1,85.

Zur Rechentechnik: wir teilen jedem Punkt, der innerhalb von QQIiegt eine Zahl zu, z.B. 7,

und jedem Punkt des Maschennetzes, welcher ausserhalb oder auf dem Rand liegt, eine andere Zahl,
z.B. 8, so wie dies Abb. 17 zeigt.

Wenn dann das Rechenprogramm einen Punkt J,K mit der Zuordnungszahl 8 trifft, bleibt UJ,K ungedndert.

Wenn das Programm einen Punkt mit der Zuordnungszahl 7 trifft, wird gemiss (13) iteriert. Wir sehen
an Abb. 17: aus einem geraden, aber schrigliegenden Rand, z.B. der Ecke rechts unten, wird dabei eine
Treppe mit Stufenlidnge der. Grossenordnung DZ und Stufenhdhe der Grdssenordnung DY. Der hierdurch
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entstehende Fehler greift allerdings nicht weit ins Innengebiet hinein (etwa 2 * DZ) und ist

bedeutungslos.

Sehr viel schwieriger ist di% FesEsfellung des Fehlers,welcher durch Abbruch der Iteration ent-
(n+

steht., Sei H=Maximum von UJ K~ UJnK, dann ist bei einem Zahlenfeld mit 50 x loo U-Werten der
’ >

Fehler in der Bestimmung von U erfahrungsgemiss
am Rand von der Grdssenordnung 3 H
in der Mitte von der Grdssenordnung 3o H.

§—8—8—8—8—8—8—8—8—8
Bes e bl e S1F 120 FanelB
8 7 7 T T T T T 7 /8
8 7 7 7 7 1 1 71 1/°8
n lusalicedlne Tooudl - T o 7B
BineTrws T odl 854 T e Tos 84 8ir 8
8 7 7 7 7 7T 7/8 8 8
G BrorBreveB s fmee i 8/ 8 8 8

Abb. 17 Maschennetz mit Zuordnungszahlen
Die Linien bezeichnen den Rand des Gebiletes

Kapitel 4 Vermeidung von Magnetfeld-Asymmetrien in gewellten Spulen durch induktive Linsen
in den Zuleitungsplatten

Wie in Kapitel 1 erwsihnt, kann man bei gewellten Spulen senkrechtes Einfliessen der Stromfdden
vom Adapter auf die Grenze zwischen Adapter und Spule dadurch erreichen, dass man den Platten-
abstand S variiert (s. Abb. 20 und 21). In diesem Kapitel wird S berechnet als Funktion des
Ortes z,y aus der Bedingung, dass die Stromfiden senkrecht stehen auf der Grenze Adapter-Spule
sowie einigen anderen Bedingungen (s. Gl. (20) und (26)).

Die Voraussetzungen, die dabei zusdtzlich zu den in Kapitel 2 genannten Voraussetzungen gemacht

werden, sind:

1. die Spule ist unendlich lang,

2. fir das Magnetfeld im Spuleninnern wird eine periodische Funktion vorgegeben (Gl. 27) und die
Spulenform daraus berechnet (Gl. 3o0),

3. der Zusammenhang zwischen dem Magnetfeld & zwischen den Zuleitungsplatten und deren Abstand S
sei beschreibbar durch

P)
(15) 3 (sg) + —2-(sBy) -0
9, 3y
Damit diese Gleichung gilt, muss S Bedingungen erfiillen, die in §4 zusammengestellt sind.
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Filr die Stromfidden (d.h. die Feldlinien der Stromdichte) wird ein Ansatz gemacht, welcher die
Bedingung des senkrechten Einmiindens vom Kollektor auf den Adapter sowie vom Adapter auf die

Spule sowie noch einige weitere Bedingungen (s. Gl. (20) - (26)) erfiillt. In diesem Zusammen-

hang sei unter "Kollektor" derjenige Teil der Stromzufilhrung verstanden, bei welchem der
Plattenabstand S konstant bleiben soll; der "Adapter" sei das Stilck zwischen Kollektor und der
stromfilhrenden Innenseite der Spule. Die oben erwdihnten Bedingungen filr die Stromfiden beziehen
sich nur auf die Grenzen des Adapters gegen Kollektor und Spule; der Ansatz fiir die Stromfiaden

ist daher weitgehend willkiirlich. Der weitere Verlauf der Rechnung ist dann:

1. Aus dem Ansatz fiir die Stromfiden wird das Magnetfeld % berechnet.

2. Aus & wird dann mittels Gl. (15) der Plattenabstand S berechnet. Dabei besteht noch eine
Freiheit: die Wahl der Randbedingungen oder damit iquivalenter Bedingungen fiir S (s. Gl.(18). Diese
Bedingungen wurden so gewdhlt, dass s(y,z) bel festgehaltenem z einen vorgeschriebenen Minimums-
wert s0 - die kleinste erlaubte Dicke der Isolationsschicht - zwar erreicht, aber nicht unterschrei-
tet.

Die Resultate sind qualitativ schon in Abb. 20 und 21 dargestellt: in Nachbarschaft des Spulen-
Bauches sowie in Kollektornihe gegeniiber dem Spulen-Hals befindet sich je eine induktive Linse,
wihrend der {ibrige Teil des Adapters keine grdsseren S-Schwankungen aufweist.

§1 Mathematische Formulierung des Problems

Zwischen einer Spule mit periodisch verinderlichem Radius y = R(z) und einem Kollektor, dessen
Rand beschrieben sei durch y = Yo (S. Abb. 20,21) liegt ein Adapter mit variablem Plattenabstand
s(z,y), welcher aus folgenden Bedingungen zu bestimmen ist:

1. Bel y = b besitzt das Magnetfeld die Komponenten
(16) B,-a By:0

2

(17) S(z,ya) ist unabhingig von z

3, Das Minimum von S(z,y) beil festgehaltenem y soll=einer vorgegebenen Konstante (der kleinsten
zuldssigen Dicke des Isoliermaterials) sein:

(18)  min S(z,y) \y-c.onst. =S,

4. den Bedingungen filr die Stromfdden. Sei
(10) z=714)

die Gleichung eines Stromfadens. Dann muss gelten

(20) Z(}Q) = Z& 5 (Za sei diejenige Stelle, wo der Stromfaden in den
Kollektor einmiindet, s. Abb. 21)
(21) &;é(lu\= 0 (der Stromfaden soll senkrecht auf der Grenze Adapter-
3 Kollektor stehen)
d*z
(22) a}; (y°)= 0 (8(z,y) soll bei y =y, stetig sein)
(23) Z(y1) 5ok (Erlsuterung s.u.)
(24) f%z—(yﬂ == iﬂi_(z1) (der Stromfaden soll senkrecht auf der Grenze
_Y z

Adapter-Spule stehen)

Hierbei sind v und Z1 definiert als derjenige Punkt auf der Spulenoberfldche, auf welchem
dasselbe Potential U herrscht wie am Punkt Z,,y,. Nach Gl1. (16) ist

U(z,yq) = az

folglich ist

UZyy) - aZy ud Y, =R(Z)
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Es sei bemerkt, dass Bedingung 1 bzw. Gl. (16) in praxi sicher nicht erfiillt ist, da die
Stromfiden bereits auf dem Kollektor verbogen werden; sie "spiiren", wo auf dem Adapter
induktive Linsen liegen. Wenn wir die Untersuchungen von Green et al. [57] Uber die Stromver-
teilungsinhomogenitdten im Adapter des linearen Theta-Pinches auf unser Problem ibertragen
dlirfen, dann ist der Fehler infolge Benutzung von Gl. (16) von der Grdssenordnung

exp (- Wy, -R)/A)
Die Stromfiden sind durch die Gl. (16) - (24) nicht definiert. Wir benutzen daher einen will-
kilrlichen Ansatz fiir Z(y), ndmlich

(25) Z(‘j) = Zq +cl (\’ —Ju)s (yz *czy+c5) * ey (8 'jq)a (‘j _31\5

Dieser Ansatz befriedigt automatisch die Bedingungen (20), (21) und (22). Die Koeffizienten
Cys Cps Oy folgen sodann, indem man den Ansatz (25) in die Bedingungen (23), (24%) und (26) eim
setzt. Bedingung (26) lautet

d2Z E
(26) R (y) =0

und bewirkt, dass die induktive Linse in Nihe des Spulenbauches qualitativ so aussieht, wie dies
in Abb. 20 dargestellt ist. Verzichtet man auf Bedingung (26), so liegt das Maximum von S(z,y)
direkt am Spulenrand. Der Adapter hat dann einen trompetenartigen Querschnitt, der Schlitz ist
also sehr breit. Dies ist deswegen ungiinstig, weil der die Asymmetrien verursachende Zusatz-
fluss (s. Abb. 12) proportional zur Schlitzbreite ist.

Das Glied mit ey in Gl1. (25) ist so gebaut, dass es auch bei beliebiger Wahl von cy die Bedin-
gungen (20) - (24) und (26) nicht stért. Es wurde benutzt, um einen Wendepunkt vonZy) an eine
beliebige vorgegebene Stelle zu legen. Hierdurch lidsst sich die Form der induktiven Linsen
(gegeniiber dem Spulenhals und in Nihe des Spulenbauches) beeinflussen. Doch geschieht dies stets
so, dass, wenn man die eine Linse abflacht ober verbreitert, man dafiir die andere Linse {iberhtht
bzw. verschmidlert.

. Das magnetische Skalarpotential im Spuleninneren sei U(z,r), der Spulenradius sei R(z). Wir
berechnen R(z) aus einem willkiirlichen Ansatz fiir U, welcher gendhert sinusftrmige Feldlinien
liefert :

(27) U~ az +b sin (k2)- 3, (ikn)

Hierbei bedeuten:
a gendhert die Stdrke des homogenen Magnetfeldanteils
b eine Konstante, die gendhert proportional der Wellungsamplitude der Spule ist
k die Wellenzahl T/A
A die halbe Periodenldnge in z-Richtung

J0 Besselfunktion 0. Ordnung

Wir berechnen nun diejenige Feldlinie R(z), welche einen mittleren Radius R  besitzt. Die so
berechnete Funktion R(z) beschreibt dann den Radius der Spule, in welcher das durch (27)
beschriebene Magnetfeld herrscht.

Sei 2wF der Fluss durch die Feldlinienrshre R(z), dann ist

(28) F- IR

und R 4
(29) F=£dHE

Setzt man in Gl. (27) fiir die Besselfunktion die Entwicklung
I, Cike) = 1 +kkr)2 _L‘_(_\:(L)L}
© . SRk g YN

ein, so erhilt man aus (28) und (29)

2 R)2
(30) QR: -R* { a+ bk (cos kz)~[1+(%§l (4 + Q%g_)]}

welches die implizite Darstellung der gesuchten Funktion R(z) ist.
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Man unterteilt einen rechteckigen Bereich, welcher die Spule enthilt, z.B.

O¢z<A 0.9%, £Y¥ ¢ Ya
in Teilrechtecke mit den Gitterpunkten J,K (vgl. Abb. 22) und berechnet & an diesen Gitter-
punkten durch Interpolation. Ziel ist es, auch S an diesen Gitterpunkten zu bestimmen.

Die allgemeine LOsung zu

; 9 2 B,
giv (s$)- Bz (88,).+ 93(5‘33) =0

ist
a6 %
(32) sB, - dy SBS= "oz

wobei G eine Funktion von z und y bedeutet, welche auf den durch

dy _ By
(33) iz Bl

definierten Magnetfeldlinienprojektionen in die z-y-Ebene konstant ist. Daraus resultiert
folgendes numerische Losungsverfahren: man bilde eine (mdglichst grosse) Anzahl Feldlinienpro-
Jjektionen y = fi(z). Dann ist G eine beliebige Funktion des Kurvenindex i. Um S am Punkt J,K zu
finden, suchen wir den Kurvenindex L mit folgender Eigenschaft:

(34)  fugalzg) >Y¥¢ 2 ¥L(ZJ) (vel.Abb. 23)
Dann lautet Gl. (32a) in Differenzenform:

AG,
3)—¥L(zﬁ)

(35) Sqy ®
IK 8L Gy

GL ist dabei so zu widhlen, dass Bedingung (18) erfiillt ist. Dies geschieht folgendermassen:
Wir suchen bei festgehaltenem L das Maximum DL des Nenners von Gl. (35):

DL = Max ( BZJ.K (‘FL.‘_,' (ZJ)—‘FL (.Z])))

wobei K durch
ATERIIE O
definiert ist. Dann ist

AG = S

§4 GuUltigkeitsgrenzen der Gleichung 2d1vgs.£r ) =0

Wir betrachten das zwischen den Adapterplatten gelegene Volumelement mit den Eckpunkten Pl, P2
.....P8, welches in Abb. 24 dargestellt ist. Die s-Koordinaten der Eckpunkte seien sl...ss;
deren Mittelwerte seien: Si - éf(si*su) (s sei die Koordinate senkrecht zu z,y)

\

Die Gleichung fiir die Flussbilanz lautet dann:
Sug i Sa7 1
AB[L B, (z+dz; 3+Zo\3 .s) ds —SS Bz(z;jﬂ—idg;s)ds:l
2% 15

Ste S3¢
{ ; { = !
+dz[ [ By(z+ L dz i yady;s) ds- " By(ze Lz y;8)ds]- 0 N
556 S\Z
Nur wenn die s-Abhingigkeit bei Bz und By vernachlissigt werden darf, ldsst sich die Integration
ausfithren und filhrt wegen
Sug~ Spe = Slz+dZ; 3+~% dy) (vgl. Abb. 25)
{
Sgn = Sip =Sz iy g dy) .,
auf die zu untersuchende Gleichung
2 (ssy + 2 (smy) =, dw(s®) -0
Wir haben also zu untersuchen, wann die s-Abhingigkeit bei BZ und By vernachlissigt werden darf
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Abb. 18 Teil des Adapters mit Stromfaden
oben: ohne Ende
unten: liberstehender Adapter
Die Spule schliesst sich an der Stelle,
wo R eingetragen ist.
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und tun dies fiir den Spezialfall, dass die Adavterplatten beschrieben seien durch s = qy und
s = -gy, was in praxi in guter Niherung stiickweise erfiillt ist. Die exakte Ldsung fiir diesen
Spezialfall lautet

Usaz +b kn(32+52) B -a Bsf 2by ™ 2bs

- =
52+$2 > M2ia?

Wir sehen hieran, dass s « y bzw. g < 1 oder

\Srud Sl <L 1
sein muss, falls By merklich von Null verschieden ist. Wenn jedoch & und grad S senkrecht zu-
einander stehen - d.h. in obigem Beispiel: wenn b = O ist - gibt es keine Bedingungen fiir grad S.
Dies ist z.B. im Grenzgebiet Adapter-Spule der Fall, wo die Magnetfeldlinien nahezu parallel zu
R(z) verlaufen.

§5 Resultate

Wie bereits in der Einleitung erwdhnt und in Abb. 21 qualitativ dargestellt, kann man senkrechtes

Einfliessen der Stromfidden vom Adapter auf die Spule wenigstens theoretisch erreichen, indem man
in der Nihe des Spulen-Bauches sowie gegeniiber dem Spulenhals je eine induktive Linse einbaut.
Quantitative Rechenergebnisse sind in Abb. 24 sowie in Tabelle 2 zusammengestellt.

Zu Tabelle 2: Samtliche Lingen sind in mm angegeben. Bei allen hier vorgefitlhrten Rechnungen ist

S0 = 1,2 mm, Rmin = 53 mm, A = 1oo mm. Abb. 27 zeigt die Verhdltnisse in natiirli-

cher Grdsse.

Tabelle 2 ~ Maximalwerte
Bauch Hals
Ve R s lgrad s S lgrad sl
91,5 2 2,38 0,17 2,25 0,36
91,5 4 4,55 0,6 4,15 1,0
91,5 6 7,7 1,5 7,2 2,4
112,9 6 4,1 0,3 3,0 0,3
14o 6 3,2 0,15 2,11 0,17
160 6 2,84 o,1 1,8 o,1
180 6 2,67 0,06 1,63 0,07

Das Wort "Maximalwerte Hals" soll dabei "Maximalwerte bei der gegeniiber dem Spulenhals gelege-
nen Linse" bedeuten, welche in Abb. 20 oben rechts eingetragen ist.
Bei der Berechnung (siehe Ansatz Gl. (21)) wurde c) so gewshlt, dass Z (y) bei

(81) y,~"R(z) +03 -027 (em) -R(z) +3-022 (el

einen Wendepunkt hat. Abb. 26 zeigt die Z (y) als ausgezogene Kurven sowie R(z) und ye(z) als
gestrichelte Kurven, allerdings, um die Kurvenformen deutlich hervortreten zu lassen, fir die

Wellung Rmax—Rmin = 13. Auch Abb. 26 ist - wie Abb. 27 - Resultat quantiativer Rechnungen.

Auffallend ist die starke Abhingigkeit von y_ : verbreitert man den Adapter von ya-R(z) =~ 4o mm
nur um gut 2 em auf 61 mm, so sinkt grad S von 2,4 auf o,3.
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Abb. 20 Eine Halbperiode der Anordnung

Stromfaden
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Abb. 21 ProJjektion von Abb. 1 in die z-y-Ebene
Darstellung eines Stromfadens
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Abb. 25 Volumelement zwischen Adapterplatten
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Abb. 27 Hhenliniendarstellung von s(z,y) flr Ry, = 53 mm,
A = loo mm, So = 1,2 mm. Die Zahlen bedeuten den
Wert von S an der betreffenden H8henlinie.
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