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ABSTRACT

The pressure increase and total thermal conductivity are calculated for an infinitely long

hydrogen plasma column in an axial magnetic field. The calculations, which are based on the

first and third moments of the Boltzmann equations for atoms, ions and electrons, are carried

out under the assumption of local thermal equilibrium. Numerical results are given for magnetic
fields up to 150 kG, temperatures to 106 °Kk and external pressures ranging from 103 to 105 dyne/ome.
Comparing these results with previous calculations, which neglect thermal forces, shows that

they cause an increase of pressure also in the completely ionized plasma and therefore modify
the thermal conductivity indirectly.




1. Einleitung

Uberlagert man einer zylindersymmetrischen Bogenentladung ein homogenes, axiales Magnetfeld, so
verursacht dieses einen Anstieg des Gesamtdruckes vom Bogenrand zu den heiBen Zonen im Inneren
hin. Die Ursache dafiir sind radial nach innen gerichtete Krédfte, die aus der Wechselwirkung des
Magnetfeldes mit azimuthalen Stromen resultieren. Diese kann man im Bereich teilweiser Ionisation
im wesentlichen auf die gemeinsam nach aussen diffundierenden Ionen und Elektronen (ambipolare
Diffusion) zuriickfiihren, die durch das Magnetfeld in zueinander entgegengesetzten Richtungen azi-
muthal abgelenkt werden. Die Ergebnisse der von Wienecke (1) durchgefiihrten Rechnungen fiir diesen
Fall werden durch Messungen von Ddbele (2) an einem Wasserstoffbogen im Bereich teilweiser Ionisa-
tion bestdtigt. Beli vollstdndiger Ionisation ergilbt diese Theorie einen konstanten Druck, da dann
der ambipolare Diffusionsstrom verschwindet. Dagegen liefern Messungen von Grassmann, Kliiber und
Wulff (3) an einem Heliumplasma und von Mahn, Ringler und Zankl (4) an einem Wasserstoffplasma
auch im Bereich vollstdndiger Ionisation eine weitere Zunahme des Druckes mit der Temperatur. Der
Grund dafiir sind wiederum azimuthale Strome, die im vollionisierten Plasma allerdings durch den
EinfluB des Magnetfeldes auf die Thermodiffusion, den Nernsteffekt, (proportional zu VT x ﬁ) und
auf die Reibung zwischen Ionen und Elektronen verursacht werden.

Ziel dieses Berichtes ist die Berechnung des Druckaufbaues und des radialen Wiarmestromes in einem

unendlich langen, zylindersymmetrischen Wasserstoffplasma unter Beriicksichtigung der Thermodiffu-
sionseffekte in den Momentengleichungen der Plasmakomponenten im Temperaturbereich von 6 -102-1060K

2. Grundgleichungen und Annahmen

Als Ausgangspunkt dienen die von Feneberg (5) angegebenen Gleichungen fiir das erste und dritte
Moment der Boltzmanngleichungen eines Dreiteilchensystems aus Neutralteilchen, Ionen und Elektronen.
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Diese Gleichungen wurden unter folgenden Voraussetzungen abgeleitet, bzw. enthalten folgende Neherun-

gen:

a) Alle Vorginge sind stationir.

b) Die Abweichungen vom thermodynamischen Gleichgewicht sind so klein, daB die Transportgleichun-
gen in guter Ndherung linear sind.

¢) Sie gelten nur fiir nicht zu kleine wZ% (wTs » 1), d.h. stellen nur senkrecht zu einem nicht zu
schwachen Magnetfeld eine gute NZherung dar.

d) Der Druck wird isotrop angenommen.

e) Unelastische St&Be werden in den Momentengleichungen nicht beriicksichtigt.

f) Fiir die StdB8e zwlschen Wasserstoffatomen und -ionen wurde der StoBquerschnitt, der nur zu




Richtungsinderungen fiihrt, gegen den Umladungsquerschnitt vernachldssigt, Dieser ist flir St&B8e von
Atomen mit ihren Ionen besonders groB, da dabel ein Resonanzeffekt auftritt. Der Umladungsquer-
schnitt wurde konstant gesetzt. Das ist flir den Temperaturbereich, in dem er wesentlich ist
(6000 °K - 20 000 °K), eine gute Niherung (6] .

g) Der EinfluB des Magnetfeldes auf die StoBprozesse wird vernachlissigt, d.h. der Larmorradius
muB3 wesentlich gréBer als die Debyelinge sein.

Die Summe der Gleichungen (la), (1b) und (lc) ergibt die Bewegungsgleichung des gesamten Plasmas:
- —
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3. Berechnung des Druckverlaufes p(T)

—_—

3.1. Elimination der Warmestrome So' Si und Se aus den Momentengleichungen

Um den Druckverlauf p(T) berechnen zu konnen, werden die Warmestrtme S_;, 5:_ und SAe aus den Gleichun-

gen flir die dritten Momente (2a), (2b) und (2c) ausgerechnet und in die Impulsbilanzen (1a), (1b),
(lc) eingesetzt. Die Gl.(2c) hat die Form:
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S, aus Gl.(2a) ausgerechnet und in Gl1.(2b) eingesetzt ergibt:
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Damit erh#lt man:
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Setzt man die Widrmestrdme —S-o' _§1 und'é'e in die Impulsbilanz (lc) der Elektronen ein und verwendet
die Zustandsgleichung P, =n KT (a = 0,1,e), so ergibt sich:
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mit den Abklirzungen:
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Fiihrt man ein Zylinderkoordinatensystem (r,¢,z) ein, dessen z-Richtung mit der Richtung des Magnet-
feldes (ELFD zusammenfdllt, so kann man Gl.(6) libersichtlicher schreiben:
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Im Plasma mit Magnetfeld gehen die Relbungskréfte zwischen den verschiedenen Teilchenstromen und

die Thermokrifte also aus den entsprechenden Relativgeschwindigkelten bzw. dem Temperaturgradienten
durch Multiplikation mit einem Tensor hervor. Deshalb sind sie nicht mehr parallel (oder antiparallel)
sondern stehen schief zu den entsprechenden Relativgeschwindigkeiten bzw. dem Temperaturgradienten.
Mit verschwindendem Magnetfeld verschwinden in den Matrizen die Glieder ausserhalb der Diagonalen,

wihrend alle Diagonalglieder den gleichen Wert annehmen, d.h. der Tensor reduziert sich auf einen
skalaren Faktor.

Flir die Tonen und Neutralteilchen ergeben sich Gleichungen analog zu (6) bzw. (6a), die hier aber
nicht wiedergegeben werden, da es fiir dle weltere Rechnung glinstiger ist, dle Relativgeschwindig-
keiten Vé 2 s vy - ?; und Vv - V] durch die Schwerpunktsgeschwindigkelt V des Plasmas, durch die

o e
Schwerpunktsgeschwindigkelt VZ der Ladungstrger und die Stromdichte auszudrlicken.




Aus
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Berlicksichtigt man noch ——-ﬂ-——-égl, so erhidlt man die Impulsbilanzen der Ionen und Elektronen
in der Form "o 1
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Die Koeffizienten da' ey fq, &y ka' la sind am Ende des Berichtes zusammengefafBt.
Addition der Gleichungen (8) und (9) ergibt schlieBlich:
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%.2. Aufstellung der Differentialgleichung flir den Druckverlauf in einer unendlich langen,
zylindersymmetrischen PlasmasHule

Um den Druckverlauf p(T) berechnen zu kbnnen, werden die Glelchungen auf den Fall einer unendlich
langen (9/32.= 0) zylindersymmetrischen CB/%NQ = 0) Plasmasiule spezialisiert. In einem Zylinder-
koordinatensystem (r, ¢, z) besltzen die vorkommenden Vektoren die Komponenten:
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Aus den Maxwell'schen Gleichungen folgt:
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Mit der r-Komponente von Gl.(10)
2 = T
fa\:’:: - A'i B = °‘n,("|.n,-\'u.-) +a, (\JH_S-V,’) + \:.! A‘S +c, '3:" :

PP = B
T ds

und
Pt =¥ T
ergibt sich:
q?o £ %
T S (Von-¥a) + 93 (ug-vig) + b\ +e, e (11)

Fiir die bendtigten Geschwindigkeltskomponenten ™ und thp ergeben die g-Komponenten der Gleichun-
gen (8) und (9) die beiden Gleichungen:
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Setzt man diese Bezlehungen in die Gl1.(11) ein und nimmt an, daB kein Massenstrom in r-Richtung
flieBt (vr = 0), so erhdlt man die Differentialgleichung:
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3,3, Berechnung des Druckverlaufs p(T) bel Gliltigkeit der Saha-Gleichung

Setzt man in G1.(13)
&% =

ein, so erh#lt man:
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Aus G1.(14) kann man p(T) bestimmen, wenn man p, und B als Funktionen von p und T kennt.




Aus der Saha-Gleichung

& 2z, e k)L s )
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Die Jjyp-Strome schwichen das HuBere Magnetfeld Bo'

(15)

(16a)

(16Db)

(17)

Der dadurch verursachte Abfall von B zur Achse

hin sorgt gerade flir das Gleichgewicht mit dem nach innen ansteigenden Druck. Aus G1.(10) und

ng 3]"“1‘
folgt A L
e =_i_v(%t)+;—LBV\‘B»

(18)

(19)

Da der letzte Term der G1.(19) bei der gegebenen Geometrie verschwindet, kann man die verbleiben-

de. Gleichung leicht integrieren und erh#dlt:

B (p)= E’:*'j’)‘n (FPa-¥)

(20)

Bo bedeutet dabel dile HuBlere magnetische Induktion, Py den Gasdruck auBerhalb der leitfdhigen Zone.

Da T eine umkehrbar eindeutige Funktion des Radius r 1ist, kann man schreiben:

2P - dP_ T
g dT 2n
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Unter Verwendung der Glelchungen (13), (17), (20) und (21) erhilt man schlieBlich flir p(T) die

Differentialgleichung:
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Bel der numerischen Integration der G1.(22) scll die Anfangstemperatur einerseits so hoch sein,
daB schon alle Wasserstoffmoleklile dissoziiert sind, andererselts sollen die Wasserstoffatome

praktisch noch nicht ionisiert sein. Deshalb wird TA =6 .
diese Temperatur, da piayo:

ap
dT
Man erhilt also in der Umgebung der Anfangstemperatur TA fiir den Druck:

prgp, = const flr T%TA.

10° °K gewihlt. Aus G1l.(22) folgt flr

Aus G1.(22) kann man den Druckverlauf bis auf eine Integrationskonstante flr den Grenzfall voll-

p
stindiger Ionisation(ﬁg-—,o) und starker Wirkung des Magnetfeldes (w zg31) bestimmen:
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Zum gleichen Ergebnis fllhrt die Berlicksichtigung der z.B. von Braginsky [7] angegebenen Thermo-
kraft in der Impulsbilanz des Plasmas. Diese Thermokraft ergibt sich aus der Berechnung der
Elektronen- und Ionenvertellungsfunktion eines vollionisierten Plasmas im Magnetfeld.

Bel der numerischen Integration wurden folgende Zahlenwerte verwendet:

Q =4 2 10_16 cm?
0o -16 2
=70 ., 10 cm

Q
io
-16 2
Qeo =30 . 10 cm &ﬂ
E;, = 13,54 eV,

Parameter sind:

o]
]

10, 20, 30, 50, 70, 100, 150 kG bei
p, =107, 3 .103, 5.110%,/7 . 102, 10" dynécma und
50, 70, 100, 150 kG bel p, = 107 dyn/em” (flir B < 50 kG ist w T < 1).

(s2]
n

In den Abbildungen 1 bis 6 sind flr verschiedene Aussendrucke Py die Druckverldufe liber der Tem-
peratur mit BO als Paramter aufgetragen. Je hther der Aussendruck ist, umso geringer wird die bel
gleichem Aussenmagnetfeld und gleicher Endtemperatur erreichte relative Druckerh8hung. Der Grund
daflir ist die Abnahme der frelen Weglinge mit steigendem Druck, die den EinfluB des Magnetfeldes

verringert.
Die Erweiterung der Rechnungen von Wienecke um den EinfluB des Nernsteffektes flhrt also zu einem
welteren Anstieg des Druckes auch bel vollsti#ndiger Ionisation (Temperatur tiber 2 . 101I OK). Zum

Vergleich sind die Druckverldufe flir 10 kG und 50 kG bei p, = 5 . 107 dyn/cm® nach den beiden Be-
rechnungen in Abb.7 aufgetragen. Die geringen Unterschiede flir Temperaturen zwischen 104 °K und
2 104 %K haben ihre Ursache in der Verwendung eines anderen Zahlenwertes flir den Wirkungsquer-
schnitt Qeo und im EinfluB der Thermokréfte auch im tellweise lonisierten Gas.

Um den Ubergang des Druckverlaufes in die asymptotische Abhdéngigkeit (23) zu zeigen, ist der Druck
flir 10 kG, 50 kG und 150 kG und Py = 10) dyn/cm2 liber der Temperatur in Abb.B in doppellogarithmi-
scher Darstellung aufgezeichnet. Die Nelgung der Asymptoten nach G1l.(23) wird durch die gestrichel-
te Kurve angezelgt.
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Abb.8 Ubergang des Druckanstieges in den asymptotischen Verlauf
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4, Berechnung der Wirmeleltfihigkeit

4.1. Der Wdrmestrom senkrecht zum Magnetfeld durch Transport von thermischer Energie

Flir den Gesamtstrom thermischer Energle senkrecht zum Magnetfeld erh#lt man aus den Gleichungen
(1a), (1b), (1e) und (2a), (2b), (2c¢) flir die ersten und dritten Momente:
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Die ersten belden Summanden in G1.(24) stellen den nur durch die thermische Teilchenbewegung ver-
ursachten Widrmestrom dar (Kontaktwdrmeleltung). Flir den zwelten, durch das Magnetfeld verursachten
Term (o< Viwﬁ), kann man flir ein vollionisiertes Plasma aus einer Ionenart und Elektronen eine
einfache physikalische Interpretation geben.

Durch ein Fllchenelement in der Ebene B, VT (Abb.9)
[0) E —_— V7 fliegen im Mittel von unten nach oben schnellere
Tellchen als in umgekehrter Richtung, da sie aus
9 einem Bereich grdBerer Temperatur kommen. Wenn die
belden Teilchenstréme (oc n v) sich gegenseitig kom-
pensieren, so kSnnen sich die belden Energiestrtme,
von der Ordnung n T v, nicht vdllig aufheben, sondern
es bleibt ein Wdrmestrom q proportional zu VT librig.
Diese Strome haben flir Tonen und Elektronen verschie-
dene Vorzeichen und flieBen senkrecht zu VT und B.
Da Sie parallel zu den Isothermen flieBen, tragen
sle nicht direkt zur Kilhlung des Plasmas und zur En-
Abb, 9 tropileerzeugung bei.

Die restlichen Anteille von §: werden durch die Diffusion der verschiedenen Teilchensorten gegen-
elnander, d.h. durch deren verschiedene Schwerpunktsgeschwindigkeiten, verursacht. Da fiir das hier
betrachtete Plasma i =as ist, verschwinden im Wdrmestrom die zu (ve - Vi)r proportionalen
Terme. Die restlichen, sich nicht kompensierenden Tellchenstrdme transportieren thermische Energie

und tragen damit zum gesamten WHrmestrom bel.

Ersetzt man in G1.(24) die Relativgeschwindigkeiten ?;; g T;‘o, *v‘i -V, und vy -"\‘r‘e durch v; und J,
so erhdlt man:
Sux-W VT X vTxh_ R(VV), - ROV orT - Ry \xh (25)

mit
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Flir die in G1.(25) vorkommende Diffusionsgeschwindigkelt der Ladungstriger (ﬁ; - ?}l findet man

mit der Umformung
Tpoaipr Ty or %v\m?]

aus G1.(10):
T i e i e
Wea V) hnby Sra e dPa b Dl d o DLid TR (26)
Dabel wurden folgende Abkiirzungen eingefiihrt:
O Tzcu"T T- C"QT 27a
D,_.:PL_’-;, q*_ﬁ} O+ xx __, R (27a)
Q"q»q! L«\-Q! Q, +0.a al+a,
d -V (R)r Bvbp A TxB B _q;\? (27p)
4 Pt P P
d7 s VinT +ikvuﬁ){ﬁ (27¢)
c

Die zu D, und Dy proportionalen Terme in Gl1.(26) stellen die normale Diffusion und die Terme pro-

portional zu DT und Dg die Thermodiffusion dar. Entsprechend diesem Ergebnis und der Gl.(25) kann

e
man den Warmestrom S aus drel Antellen zusammensetzen:

bl —_—

S, =S, + +"§:_TD (28)
ELK ist der Wirmestrom durch Kontaktwdrmeleitung,
‘ng ist der Warmestrom durch normale Diffusion,
gLTD ist der Wdrmestrom durch Thermodiffusion.

Da im folgenden nur noch die r-Komponenten der Wirmestrdme behandelt werden, wird der Index "r'"
nicht mehr geschrieben.

Flir S erhdlt man aus G1.(25):

Sem- M X 2 (29)
L= L

Flr 8, ergibt sich aus den Gleichungen (25), (26), (27a) und (27b):
S =&_[qqi b-a'b R [a2R 41, sa b)) |- Ry
# ak vay . ’b&.*{qt' . '“3]“' Q:*Q;i e % A‘g] l‘g

Mit den Gleichungen (3), (17) und (21) kann man dieses Ergebnis umformen:

& 1N 30
N T (30)
mit v oo B R0 +Ra8y _'li
TOR(RrE) ey 4T
e Ao, = Quby R o, by +ay by i R, R a, R, +3; R 1 é\_’ o
[ %} u,:' +Q;' > C\: *“: .3 Yo L& S o i vat 4T




=1 BE=E

Spp kann man mit Hilfe der Gleichungen (25), (25) und (27c) ebenfalls in der flir Wirmestrtme ge-
wohnten Form schreiben:

T
S;p=- K"'D-“_rb (32)
n
mit
KTD = -R, Q50 Q4S5 R, Q,C, =215y )
Qf +ay ag v (33)

Es ergibt sich also, daB der gesamte radiale Wdrmestrom proportional zu —%% geschrieben werden
kann:

3 = "(KK*Kg*KrD)E—‘-—

, (34)
L

4.2. Der Energlestrom senkrecht zum Magnetfeld durch Transport von Enthalpie

Zu dem aus den Momentengleichungen berechneten Strom thermischer Energle tritt im Ionisationsbe-
reich ein welterer Anteil. Wegen der Aufnahme der Ionisierungsenergie und der VergréBerung der
Teilchenzahl tragen die nach aussen diffundierenden Ladungstrger einen griBeren Enthalplestrom

als die nach innen diffundierenden Atome. Fiir das unendlich lange, zylindersymmetrische Plasma
ist auch dieser Energlestrom proportional zu é%%—-

TR

(35)
L

Die von Wienecke [9] durchgeflihrte Berechnung der Reaktlonswirmeleitf#higkelt KR s0ll nun noch
durch die Berlicksichtigung der Thermokrdfte in den Momentengleichungen ergidnzt werden. Diese liben
elnen direkten Einflufi durch die Modifizierung der Diffusionsstrdme aus. Dazu kommt noch ihre in-

direkte Auswlrkung auf den Ionisationsgrad und die freien Weglingen durch die Anderung des Druck-
verlaufes p(T).

Die Enthalpien pro Masseneinhelt sind:

% = 5 EI_ A+ Pm

2w, iwm, 0
R-5K B, Dm (36)
Lo i 2w,
Rz kT .
L3 L_m;

i}

D, Dissoziationsenergie des Molekﬁls/
E

1 Ionisierungsenerglie des Atoms.

Mit den Bedingungen der Quasineutralitdt und der Stromlosigkeit in r-Richtung erh#lt man fiir den
radlalen Enthalpiestrom:

WR = ne(% kT-\-E‘L\ LV\_..V)’L g I‘[R?.I_

M

(37)

Mit den Gleichungen (17), (21), (26), (27a), (27vb) und (27c) kann man die G1.(37) in die gewiinschte
Form nach G1.(35) bringen und erh#lt:

K = =9 .E"-_ %o P: .é_s_ 8
" P‘\ Q.+ hT\‘n {1:'1-0: P;[Fuﬁ.?;_) 4T i (3 )

\4 b, -0,b, aicrae,  q, Po )AP ]

— -—

T &
B oaral a, tad o +Qy prps ) 4T
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4.3, Die gesamte Wirmeleltfdhigkeit von Wasserstoff

Der gesamte Energlestrom W in radialer Richtung betrégt:

We S e Wy (e G, 41 )BT L BT (39)

Beim Ubergang zur praktisch vollstdndigen Ionisation verschwinden die Wirmeleltungskeeffizienten
Kox® Kp und Kp- Fiir Temperaturen okterhalb von 2 , 104 %k gehen Kok und Kop wie Py, T, gegen Null,
wobel KoK immer etwa um eine Zehnerpotenz grtBer ist als Kop-
Wenn die Temperatur so hoch ist, dass ulze und :1::1 gro8 gegen 4 sind, dann dominiert die Kontakt-
widrmeleltfdhigkeit der Ionen liber die der Elektronen, da diese wegen ihrer grBeren Gyrofrequenz
stidrker durch das Magnetfeld gebremst werden. Flr x,, und kg erhélt man folgende asymptotische
Verldufe (ﬂ.zi, w‘-’-e‘>‘7'“=

K, — 5 Rk A o A _\m A

b Uz, Q£ T
e § (40)
K., 5 kk 4 Sz R G0 A
=5 2 m, wlz, ™ Te W A Az CF

Fir w zé >>7 kann man auch flr Xp elnen einfachen asymptotischen Verlauf angeben. Man erhdlt aus
den Gleichungen (23) und (31):

v, - 42k A - _ouwik (41)
o 3 ew
Me wWZ,

Bemerkenswert an Gl1.(41) ist das negative Vorzelchen von K, Welches ausdriickt, daB die Wechsel-
wirkung der azimuthalen Strome mit dem axialen Magnetfeld einen Transport von Wirme in Richtung
des Temperaturgradienten, d.h. in das Plasma hinein verursacht. Diese Verminderung der gesamten
Wiarmeleltfdhigkeit splelt allerdings nur eine geringe Rolle, da Ky nur von GréBenordnung des x
also klein gegen Kk ist.

ek’

Aus G1.(40) erkennt man, dass x bei hohen Temperaturen schwidcher als mit 1/T abfdllt, da 1ln
langsam mit T zunimmt,

In den Abbildungen 10 bis 15 sind die, unter Verwendung des nach Abschnitt 3.3. bestimmten Druck-
verlaufes, berechneten WidrmeleitfZhigkeiten als Funktion der Temperatur flir verschiedene Magnet-
felder B,und Aussendrucke Py aufgezelchnet. Bel der Rechnung wurden die schon in Abschnitt 3.3
angegebenen Werte fiir Quo? Qo Qeo und E; verwendet.

Ein Vergleich der in der Warmeleitfdhigkeit x enthaltenen Reaktionswdrmeleitfdhigkeilt KR mit den
Resultaten von Wienecke zelgte, daB Lage und GroBe des Maximums von KR nach den beiden Rechnungen
nur unwesentlich voneinander abweichen, wdhrend KR 2u h8heren Temperaturen hin nach den neuen Rech-
nungen etwas steiler abfdllt.

In Abb.16 sind die verschiedenen Anteile von x flir py, =5 . 10° clyn/cm2 und B = 50 kG aufgezeichnet.
Man erkennt den dominierenden Einflufl von Xg im Ionisationsbereich. Die in den Abbildungen 17 bis
22 dargestellten Kurven filir x bis zu T =1{)~6 %K durchlaufen ein Maximum. Der Grund dafilir ist der
geringe EinfluB des Magnetfeldes auf die Bewegung der Ionen flr Lszi)2< 1 und die starke Bremsung
fiir groBe flci. Jenseits des Maximums mindet die Kurve flir x allm#hlich in den asymptotlschen Ver-
lauf proportional zu 1lnA/T nach G1.(40) ein.
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